Ecuaciones en derivadas parciales



Ecuaciones en derivadas parciales

F(x, Vs eey Uy Uy, Uy, ooy Uy , Uy, Ugpyyy ooy U ) =0

Tanto para EDPs como para sistemas de EDPs, el
orden sera el mayor orden de derivacion presente.

u(x,y) sera solucion de la ecuacion en derivadas
parciales (EDP) si cumple idénticamente la
relacion anterior en una cierta region D < R".



Recordatorio: FOrmulas de integracidon en derivadas
parciales

El proceso de resolucion de una EDP se llama también integracion de la
EDP. En algunos casos la resolucion de la ecuacion en derivadas parciales es directa
entendiendo por ello que se realiza mediante una mtegracion directa. Recordemos.
para ello, las formulas de integracion para derivadas parciales que vienen dadas por

() S 51 . ) €T »
/Mdr = f(z,y) + b(v), /‘—Mdyz flz,y) + 0 (z)
Jx Ay

siendo ¢(y), ¥(x) funciones derivables arbitrarias. Las formulas anteriores se aplican
en la integracion indefinida. Por ejemplo, s1 conocemos la derivada parcial primera
de una funcién, digamos f.(z.y) = 2xy. entonces considerando y como constante e

/ 2xydr = 2y / zdr = yr? + o(y)

luego f(x,y) = yx?+é(y). Nétese que cualquier funcién del tipo f(z,y) = yr?+o(y)

integrando en x se tiene

satisface f, = 2xy, mdependientemente de la funcion ¢ elegida. Es una generaliza-
cion del concepto de primitivas para funciones de una variable real. 3




Para la integracion definida (es decir especificando los extremos de integracion) se
tiene

ha(y) 9 e | |
/ Ldl‘ = [f(l‘ y) + (D(y)]i;’,ifgz; = f(hg(y) y) - f(h1(y). y)
hi(y) Oa

Por ejemplo, si hi(y) = 1, ho(y) = 2y la integracion definida de f,(z,y) = 2xy nos
dara

2y 2y
/ 2;27’_;/(1;1‘. — y/ 2;’17(1;17 [ + (D( )]I %y —ly3 — Y = f(Qy‘ y) — f(]_q y)
1 1

siendo f(z.y) = yz? + &(y). Es una generalizacién de la Regla de Barrow para
funciones de una variable. De forma analoga se tiene la formula

92(z) g £(. | ) |
/ ydy = [f(z,y) + (@) = f(z, g2(x)) — fla, 1(x))
gi(z) Y

Notese que la variable de imtegracion no puede aparecer en los limites de mtegracion.
xTr

Por ejemplo. no tiene sentido escribir / ydr. Simplemente se introduce una variable
0

xr
muda en la forma / yds lo que mdica claramente que el resultado de la integracion
0

;. ; : ; ; 5 4
es una funcién de x (el extremo superior del intervalo de integracion)



Ejemplo 1.3. Resolver la ecuacion

du
—(z,y)=y+=z
Or
du(x,y) - x*
dex=f(y+x)dx; u(x,y)+qb(y)=xy+7+k

Buscamos unalsolucion del tipo z = u(x, y) (dependiente de dos variables) que sea de
clase C''. Integrando directamente (v de manera indefinida) respecto a x, obtenemos

2
, £ .
u(z,y) = 2y + - + ()

donde ¢(y) es una funcion derivable arbitraria de y. Para cada eleccién concreta
de ¢(y) tendremos una unica solucion, es decir una funciéon v = z(x,y) tal que
Uiz— Y-+,

Por ser ¢(y) arbitraria hemos obtenido mfinitas soluciones de la EDP que dependen
de una funcion arbitraria. La expresion anterior es por tanto la solucién general
de la EDP en cuestion. Noétese que la grafica de una solucion del tipo z = u(z, y) es
una superficie. En el caso bidimensional. las superficies que son soluciones de una
EDP de primer orden se llamaran superficies integrales de la EDP.

La solucion general consiste en un conjunto infinito de superficies.



Ejemplo 2.9. Consideremos la ecuacion diferencial

Uy, =0, (z,y) € R (2.22)

J d [du(x,y)

(o v = f 0dy; w, (6 y) + Fx) = k

Para resolver la ecuacion fijamos x e integramos en relacion a la variable vy. Asi obte-
nemos que

U, = (),
donde 1 es una funcion arbitraria de clase C*(R). Fijando la variable y e integrando
en relacion a x, obtenemos

ulr,y) = / o)+ oly) = () + ély),

donde 1 es una primitiva de la funcion v v ¢ es una funcion arbitraria de clase C*(R).
Note que como t'(x) es arbitraria la funcién ¢(x) también lo es.

Consecuentemente el espacio de las soluciones clasicas de la ecuacion diferencial w,, = 0
es precisamente el conjunto

{uec C*(R?) :u(x,y) = v(x)+o(y). (v,y) €R? .0 € C*(RH)}. (2.23)

Notemos que el espacio solucion es un espacio vectorial de dimension infinita.



Ecuaciones lineales

Lineal de primer orden:
A(x,y)u, + B(x,y)u, = C(x,y)u+ D(x,y)

Si D(x,y) = 0 estamos frente a una ecuacion homogenea.

Lineal de segundo orden:

A(x, y)uxx + B(xl y)uxy + C(x: Y)uyy
=D(x,y)uy + E(x,y)uy, + F(x,y)u + G(x,y)

Si G(x,y) = 0 estamos frente a una ecuacion homogénea.

Note que la ecuacion no contiene el término u,, .

; la razon es que debido a que estamos interesados en las llamadas Soluciones
clasicas de la ecuacion . esto es, soluciones u que son dos veces continuamente
diferenciables en la region €2 (esto es funciones de clase C#(€2)). Para tales funciones
se tlene que ., = u,,. En el calculo diferencial este ultimo resultado se conoce como
Teorema de Clariaut.



Algunos ejemplos de EDPs cléasicas:

Ecuacion del calor.

Ou L O |
—— =2 =t x), T>1,
Ot - Y
Distribucion de temperatura u(x,t)
a lo largo de la barra en un
) Instante de tiempo cualquiera.

u(x,t =10)
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Ecuacion de Laplace
P o°u  o°u _

=0
aXZ ayZ

Este modelo se presenta en problemas independientes del
tiempo relacionados con potenciales electrostaticos,

Ecuacion de Poisson. Esta ecuacion es dada por:

)2 0?2
—u—l——u:h(l',y), u:u(xay)a (xay)ERQ

o2 ' 0y




Ecuaciones Diferenciales II
Sea la EDP:

utt . uxx e 0.
Vamos a resolverla mediante el cambio de variable:

yi=t+x, Yy2=t—x.

Manuel Manas Baena y Luis Martinez Alonso

1 1
t= E(yl +2), X= 5()’1 - ¥2)

Inmediatamente se obtiene:

ovy .. 0YV2 _
Ut = u.’)’l? i “y:W = Uy, + Uy,,
V1 0>
Ux = uyl? + uyz? = Uy — Uy,
Ut = ( 0 + - )(uy1 +Uyy) = Uyyyy + Uypyy + 22Uy,
ovy 02
0 0
Uxx = (ayl - ayz)(“y‘ —Uyy) = Uyy; + Uyyy, = 2Uy ;.

Como consecuencia la EDP se escribe:
uy,y, = 0.
En su nueva forma la EDP puede integrarse y se obtiene la solucion:

u=f(n)+g0On) = flx+t)+g(t-x),

donde f y g son funciones arbitrarias.



Reduccidn de EDP o sistemas de EDPs de orden
superior auno a sistemas de EDPs de primer

orden

Siempre es posible la reduccidon mediante un
adecuado cambio de variable. Por ejemplo:

Uyy — Uyy =0

EDP de segundo orden

u.,. = v
x Uy —wy, =0

uy ="
cambio de variable EDP transformada

Si suponemos que la solucién es de al menos clase C?

las derivadas cruzadas

son iguales:

'U,xy — Uy = W, = uyx en el sistema: Yy

La EDP se —_—
convierte Uyx Wy =0

finalmente V., — Wx — 0




Principio de superposicion

El conjunto de soluciones de una ecuacion lineal
homogeénea es un espacio vectorial y las soluciones
de la ecuacion completa asociada con ella forman

un espacio afin definido sobre tal espacio vectorial.

Bibliografia:

Ecuaciones en derivadas parciales, Ignacio Parra et al.
Garcia-Maroto Editores

Ecuaciones diferenciales Il
Manuel Mafas Baena y Luis Martinez Alonso

Introduccion a las EDPs

C. Conde (UPM), E. Schiavi (URJC) y A. I. Muiioz (URJC) 13



Ecuacion casi-lineal

Casi-lineal de primer orden:

A(x,y,wu, + B(x,y,wu, = C(x,y,u)

Si C(x,y,u) = 0 estamos frente a una ecuacion homogenea.

Casi-lineal de segundo orden:

A(x, VY, U, Uy, uy)uxx + B(x, v, U, ux,uy)uxy
+ C(x,y, u, ux,uy)uyy — D(x, Y, U, Uy, uy)

Si D(x,y, u,...) = 0 estamos frente a una ecuacion homogeénea.

14




Ecuacidon semi-lineal de primer
y segundo orden en dos variables

A(x:y)ux + B(X;Y)uy — C(ny: u)

A(x, y)uxx + ZB(xl Y)uxy + C(x, y)uyy
= D(x, V, U, ux,uy)

La parte principal (las derivadas de orden mas alto que determinan
el orden de la EDP) es lineal. 15




Ejemplo 2.6. La ccuacion
Up = Uppy +utt,, u=u(zx,t), reR, tekR, (2.16)

es una ecuacion diferencial de tercer orden, semi-lineal, ya que a pesar de no ser lineal
por el termino uu, la parte principal que es ..., €s lineal. Esta ecuacion es conocida
como ecuacion_de Korteweg- de Vries (KdV) y ella describe la propagacion de ondas
no lineales en medios dispersivos no disipativos.

Ejemplo 2.7. La ecuacion

u; + uty = kug,, Kk constante, u=u(z,t), t€R, t>0 (2:17)

es una ecuacion diferencial de sequndo orden, semi-lineal y conocida como Ecuacion de
Burger. Esta ecuacion es no lineal por causa del sumando uu,; sin embargo es semi-
lineal por que la parte principal de la ecuacion, que es ki,,, es lineal.

Ejemplo 2.8. La ecuacion de Schrodinger

i h* o .
10 = —,7—AU¥' +V(z), donde o =1(z,t), teR, zeR" (2.18)

2m
donde V(x) es una funcion con wvalores reales, h es constante de Plank, m > 0,
1 = /—1. es una E.D.P de sequndo orden semi-lineal. Ella describe la interaccion de
una particula cudntica de masa m con potencial V(x). Ejemplo clasico del potencial

Vix) es V(z) = |u(z,t)|*, k > 0.

16



Curvas solucion: una vision geomeétrica - lope = 1.2

de las EDOs _______7/ |
(2,3)
|
Podemos estudiar EDOs de primer orden 1 |
|
analizandolas cualitativamente. 1 |
I
|
1 1 l L
y solution I I ] r

curve

dy/dx = 0.2 xy = f(X, y) (@) f(2,3)= 1.2 is slope of

lineal element at (2, 3)

tangent (a) Pendientes: Debido a que la solucion y(x) de
dy/dx = f(x,y) es necesariamente una funcion
G i diferenciable en I, también es continua. Asi, la derivada
dy/dx= f(x,y) proporciona las pendientes de las rectas
% t % +— x tangentes a las curvas solucion en los puntos (x,Y).

(b) Elementos lineales: Suponemos que

(b) a solution curve dy/dx = f(x, y(x)). El valor f(x, y) representa la
passing through (2, 3) pendiente de una recta, o un segmento de recta

gue llamaremos elemento lineal.



Campo de direcciones

Si para la EDO dy/dx = f(x, y) se evalua f en
una red o malla de puntos rectangular en el
plano xy, y se dibuja un elemento lineal en
cada nodo (x, y) de la malla con pendiente

f(x, y), obtenemos el campo de direcciones o
campo de pendientes.




Ejemplo: El campo de direcciones de dy/dx = 0.2 xy estd
representado en la figura (a). Comparese con la figura (b)
donde se han representado unas curvas de la familia de
soluciones.
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(a) Direction field (b) Some solution curves in the

for dy/dx = 0.2xy family y = ce? 1x2



Ejemplo: Use un campo de

direcciones para dibujar

una curva solucidon aproximada para dy/dx = sin(y),

con y(0) = -3/2.

Solucion:

Apelando a la continuidad de

fix, y) =sin(y) y 6f/0y = cos(y),

el teorema de existencia y
unicidad garantiza la existencia de
una unica curva solucion que pasa
por algun punto especificado en el
plano. Ahora dividimos la region
que contiene a (-3/2, 0) en una
malla rectangular. Calculamos el
elemento lineal de cada nodo para -4
obtener la siguiente figura:
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Ecuacidon semi-lineal de primer
orden en dos variables

A(x,y)u, + B(x,y)u, = C(x,y,u)

Veamos un ejemplo concreto: obtener la solucion

general de la fam‘ilia de EDPs:

Para cada valor de « —
tendremos una EDP ux + u.'y _— au

Donde & es un parametro real y las funciones
correspondientes a la forma general son:

A(x,y) =1, B(x,y) =1,
C(x,y,u) = au

21



Constantes arbitrarias (EDOs) vs funciones
arbitrarias (EDPSs)

Una diferencia importante entre una ecuacion diferencial parcial y una ecuacion dife-

rencial ordinaria es la informacion adicional necesaria para determinar la unicidad de

la solucion.

Recordemos que cuando trabajamos con ecuaciones diferenciales ordinarias lineales,

aparccen constantes arbitrarias las cuales pueden ser determinadas colocando condicio-

nes iniciales, esto es, fijando valores de la solucion y de sus derivadas hasta cierto orden

en un determinado punto. Podemos tener también la unicidad de la solucién, en el caso

de intervalos finitos, llamadas condiciones de frontera.

Cuando se trata de una ecuacién en derivadas parciales, la situacion es un tanto diferen-

te; asi sea en el caso lineal, la soluciéon general, cuando es posible encontrarla, envuelve

funciones arbitarias de las variables dependientes, como vimos en el ejemplo -, de
manera que existe un grado de generalidad mucho mayor con relaciéon a la forma de la
solucion. En el caso de una E.D.P, el espacio de las variables independientes es multi-
dimensional; buscamos soluciones definidas en un conjunto abierto (2 de R". Es natural
reemplazar los extremos del intervalo, en el caso n =1 (E.D.O), por la frontera 9df2 del

conjunto ).
22



Problemas de condiciones iniciales o de Cauchy

A(x,y)u, + B(x,y)u, = C(x,y,u)

con condiciones iniciales: u(f(s), g(s)) = h(s)

Las condiciones iniciales en
este caso son los valores h(s)

| ]

[

—

——

1(5). g (5))\




Problemas de condiciones iniciales o de Cauchy

Una pregunta interesante es como generalizar el concepto de condiciones iniciales de
una E.D.O para una E.D.P.

Nuevamente recordemos que en el caso una E.D.P. el espacio de las variables indepen-
dientes es multidimensional. Al tener mas de una variable xq, 9, ... 7,. es natural fijar

una de las variables e imponer el valor de la solucién u y de sus derivadas parciales

en relaciéon a la variable fija como funciéon de las otras variables. Por ejemplo, si las

variables independientes son ¢ y x, podemos considerar ¢t = () y colocar condiciones
COIMO:

i(x0) = f(x),

e (2, 0) = g(x),
siendo f y ¢ funciones dadas.
El hecho de asumir en el ejemplo ¢ = 0, significa que estamos colocando condiciones
sobre el valor de la solucién y de sus derivadas a lo largo de la curva ¢ = 0.
Si en lugar de 2 variables, tenemos 3 variables 7, r, vy y asumimos ¢ = (), estamos impo-
niendo condiciones sobre el valor de la soluciéon u y sus derivadas ya no a lo largo de
la curva t = 0 sino a lo largo de la superficie t+ = 0. Con esta introducciéon podemos
generalizar el concepto de condiciones iniciales de una E.D.O para una E.D.P, diciendo
que una condicién inicial para una E.D.P es una condicién en la cual imponemos el
valor de la solucién y de sus derivadas normales a lo largo de una curva inicial (n = 2),
una superficie inicial (n = 3) o una “hipersuperficie” inicial (n > 3). En este caso el
problema se le dice problema de Cauchy o problema de valor inicial.



Ejemplo: (3.2)

dl; ) =10, (z,y) € R?, Curva inicial:
alx. gle)) = flx), r € R, y =9(x)

donde ¢g(z), f(x) son funciones de clase C*(R) dadas. Como vimos en el Capitulo 2,
este problema corresponde a un problema de Cauchy. La condicién inicial es dada por
w(x,g(r)) = f(x),r € R, lo que indica que la funciéon u que deseamos encontrar es
conocida a lo largo de al curva y = g(x). Esta curva y = g(r) es conocida como la curva

inicial.
Integrando la EDP: au(x y)
f dy

dy = dex; u(x,y) = ¢p(x)

Obtenemos un conjunto infinito de posibles curvas solucion dependientes solo de x.
Al aplicar las condiciones iniciales:

u(x,g(x)) = f(x)
ulx,g(x)) = p(x) —— d(x) = f(x) > u(x,y) = f(x)

Y el problema tiene solucién unica. -



Consideremos ahora el problema

Cambiamos la curva inicial uy(r,y) =0, (z,9) € R2 (3.5
ax=0(eleley) w(0,y) = f(y), yeER,

donde f € C'(R) es dada. La tinica diferencia entre el problema (3.2) y (3.5) es la curva

inicial. De hecho, la curva inicial en (3.2) es el grafico de una funcién de x, en tanto que
en (3.5) la curva inicial es el eje y. Sin embargo esta diferencia lleva a que el problema
(3.2) sea un problema bien puesto en tanto que el problema (3.5) no lo es. De hecho, si

derivamos la condicion inicial:

u(0,y) =f()
uy(ory) — f,(y)

como: Uy (x,¥) =0, uy,(0,y)=f'(y) =0, f(y)=k

Sabemos que la solucién general es: u(x, y) = c,l)(x)
Aplicando la condicion inicial: u(0,y) = f(y) = k = ¢(0)

De modo que si f(y) es una funcion constante tenemos infinitas soluciones y si no lo
es, el problema no tiene solucion. 26



; Cambiamos la curva inicial
Consideremos ahora el problema

uy(z,y) =0, (z,y) €R?
{u(:co, y)=f(y), veR. (3.6)

En este caso la curva inicial es una recta vertical. Anidlogamente a (3.5), el problema
(3.6) no tiene solucién si f no es una constante y tiene infinitas soluciones si f es
constante.

derivamos la condicion inicial: u(xo, y) = f (y)

uy(x0,¥) = f'(¥)

como: Uy, (x,¥) =0, uy(xe,y)=f'(y)=0, fy)=k

Sabemos que la solucion general es: u(x, y) qb(x)

a: X = X, (rectas verticales).



Qué sucede para curvas mas generales? Para tratar de responder a esa pregunta veamos
el siguiente ejemplo:

uy(l" y) = 07 (‘Ty) = RQ’
{U(l - %) = f(y), -

donde f € C(R)

La curvainicial es ahora:
x = 1— y% y=+V1—x.Observemos que:

fo) = ulxe,yp) = ull —y4%,¥0) = ulxy, —yo) = f(=y)

Y en consecuencia para que el problema tenga solucién necesitamos que f(y)
sea par.

Integrando la EDP:  u(x,y) = ¢(x)
2 .




Curvas caracteristicas
A(x,y)u, + B(x,y)u, = C(x,y,u)

Podemos definir un campo vectorial gue asigna a cada punto
(x,y) del plano un vector v de coordenadas (A(Xx,y), B(X,y)).

En nuestro ejemplo: d

Uy + Uy, = AU
Puesto que:

Alx,y) =1y B(x,y) =1

El campo vectorial es
constante en este caso:

v(x,y) = (A(x,¥),B(x,y)) = (1,1) =

n#’.'



A(x,y)uy + B(x,y)u, = C(x,y,u)

Observa gue podemos entender la parte izquierda
de la EDP como un producto escalar:

A(x, y)ux + B(x, y)uy = (4,B) - (ux:uy)

\ )
|

Vi = (U U . Gradiente de la
( X y) funcion escalar u(x,y)

En nuestro ejemplo:

Uy +uy = (L,1) - (uy, uy)

30



Recordemos que este producto representa en cada
punto (x,y) la derivada de u(x,y) en la direccion del
vector v = (A,B). De modo gque una manera
equivalente de escribir nuestra EDP es:

A(x, y)u, + B(x,y)u, = (4,B) - (ux,uy) =

En nuestro ejemplo:

Uy, +uy, = (1,1) - (uy,uy) = (1,1) - Vu = au

31



A(x,y)uy + B(x,y)u, = v-Vu = C(x,y,u)

y A
Asi que la EDP

determina en cada
punto del plano

/3(/ =

direccidOn caracteristica
Vx,y)



A las curvas integrales de
ese campo (curvas que
tienen como tangentes
en (X,y) las direcciones
marcadas por v) se las

denomina curvas
caracteristicas

b(x,y) =ko

Yy = y(X, k), que seran
solucion (familia
uniparametrica) de la
EDO:

Alx,y)uy + B(x,y)u, =v-Vu
=C(x,y,u)
v A

curvas caracteristicas
y=y(x,c) o (D(.\‘, y)=c

dy B, y)
dx A(x,y)
—

o

La pendiente del vector en

cada punto (x,y).

direcciOn caracteristica
Vix, y)

33



Solucioén; familia uniparamétrica de curvas
dy B(x,y) P

dx  A(x,y)

caracteristicas (I)(x,y) = Kk, 0 explicitamente,
y = y(X.K)

u A

=u(xy)

Sobre cada curva u
caracteristica de esta familia ﬁ
N (/}——

E—

/

)
g

Curva caracteristica




Ejercicios A(x,y)u, + B(x, y)uy =C(x,y,u)

1.1 | Hallar las curvas caracteristicas del problema:

Respuesta: De la ecuacion




XUy + YUy + U= 0, A(x,y)uy, + B(x,y)uy, = C(x,y,u)

se tiene que
a=x,;, b=y,

luego la ecuacion (1.20) de las caracteristicas es

i PR
y(X)—x,

cuya integracion conduce a las siguientes curvas caracteristicas

3 ¥ =C%.
Seny Uy +CoOSX Uy + U = 0,

a=seny, b=cosx,

la ecuacion (1.20) de las caracteristicas es

COS X
seny’

y'(x) =

Luego las caracteristicas son las curvas

Y = arccos(—senx + c¢).



En nuestro ejemplo: Uy + Uy = (1,1) - Vu = au

u A

%

—

///////7ﬁ;\\\_,,/

Curva caracteristica

bxy) =k

>
g




Realicemos ahora el siguiente cambio de variable:

Curvas caracteristicas cuando

d) — (,l)(X, y) =Y — X 77 4esconstante.

1/} = lp(x; J’) = y ———> La funcion wy(x,y) debe cumplir en

el dominio de solucién D:




Uy = —Ug Uy T+ Uy, = au
Uy, = Uy -|—uw (—U¢ ‘|'u1/)) + u¢ = au

Uy = AU | eng,

Hemos conseguido una EDP directamente integrable:

Desaparece la parte

d
v — f dy + f(¢) Deshaciendo el cambio:
au

p=y—x
u(p, ) = f(Pp)e™ Y=y

ux,y) = fy—x)e®

En contraste con las EDOs, la solucion general de una EDP en vez
de constantes arbitrarias contiene funciones arbitrarias en las
gue el argumento es la expresion de la curvas caracteristicas

en forma implicita.
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En general, el cambio de variable sera:

. Curvas caracteristicas cuando
d) _ d) (X, J/) ¢ es constante.

l/) — l/) (X, J/) > La funcion y(x,y) debe cumplir en

l el dominio de soluciéon D:

Usando la regla de la cadena
las derivadas parciales de u se
convierten en:

Uy = uqbqu T Uy, Yy
Uy = Ugp Py Ty Py A-uy+B-u, =C

Px Dy

Ve P, *0,V(x,y) €D

Aplicando el cambio de variable a nuestra EDP general, se convierte en:

A - (uqb d)x +U.¢ l/)x) + B - (uqbqby +U.¢ l/)y) =C
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A - (U¢ (px +U,¢ l/)x) + B - (U¢¢y +U,¢ l/)y) =C

(Apx+Body)uy + (AP, + By )uy, = C

Ahora, recordemos que —
$(x,y) es curva (b(x’ y) -
caracteristica: dp = ¢, dx + (bydy =0
b+ By 22 =
Dividiendo entre dx:
X y d
x
dy B
Y d ; —
usando que = Aqu 4+ quy

(A, + By )uy, = C

Y esta ecuacion ahora es

u —
directamente integrable. ¥ Alpx + Bl,by a1




Sigamos con nuestro ejemplo, poniendo ahora c.I.:
Uy + Uy, = au
u(x,y) = f(y —x)e®

Supongamos las c.i.: u(s,0) =e™®
La solucion para




Cambiemos la c.i. para

ver que no es siempre posible
determinar una solucion
particular imponiendo
condiciones sobre cualquier
curva inicial:

u(s,s) =e”®

Uy + Uy, = au

u(x,y) = f(y —x)e®




Uy +u, =au  u(s,s)=e° uxy)=f(y—xe*

De modo que cualquier funcion f(z) tal que f(0) = 1 es
valida.
Como por ejemplo: f(z) = : Zz,cos(z) cosh(z), ... que

determinan soluciones partlculares como:



Método de las caracteristicas

Casi-lineal de primer orden:

A(x,y,wu, + B(x,y,wu, = C(x,y,u)

Vimos que las curvas caracteristicasy = y(x) o ¢(x,y) = k
asociadas son las curvas integrales de:

dx Alx,y,u)
dy "~ B(x, y,U)

dy B(x,y,u)
dx  A(x,y,u)

Podemos expresar las curvas

caracteristicas en forma fd X
paramétrica con x(t) e y(t). — = A(x, Y, u)
Pero para resolver el sistema 4 dt
necesitariamos conocer dy
u(x(t),y(t)) = u(t), que es justamente S B(x,y,u)
45
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Método de las caracteristicas
A(x,y, wu, + B(x,y,wu, = C(x,y,u)

rdx Recurriendo a la propia EDP:
A(x,y,u) dx dy du
dt U, — + U X,V,U
dy va T T a - Corw
— = B(x,y,u)
Obtenemos una tercera ecuacion para u(t).
Sistema caracteristico:
dx
yrin A(x,y,u)
Este sistema describe tanto las t
curvas caracteristicas como el dy
comportamiento de la solucion a — =B (x, v, u)
lo largo de ellas. dt
Ly
- = X u
dt i




Meéetodo de las caracteristicas
A(x,y, wu, + B(x,y,wu, = C(x,y,u)
Si estamos frente a un problema de .
Cauchy, tendremos ademas: u(f (S)' 9(5)) _ h(S)

Para resolverlo, observemos que para cada s deberemos resolver el problema
de Cauchy del sistema de EDOs:

)
T—dyw  x0) = £
! % _ B(x,y,1) y(0) = g(s)
du u(0) = h(s)
I =C(x,y,u)

Cuya solucion tendra la forma general:
x=x(s,t) y=y(st)
u = h(s,t)
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Resolvamos un ejemplo: i % =1, x(t) =t + k,
Uy +u, +u=1 dy
) ¢ ==1, y@)=t+k,
u(s,s +s<) =2 dt
du —t
lE:l—u, U,(t)=1+k3€

Fijamos s para aplicar las c.l.:
u(0) = 2, x(0) = s, y(0) = s + s*

x(0)=0+k, =5, x(t) =t+s
y(0) =0+ k, =5 + 5% y(t) =t + s + s

u(0) =1+ke °=2; ks=1

u(t) =1+et .




y(t) =t+ s+ s?
x(t)=t+s y()—x(®) ==

t=x(t)—s s =+y(®) —x(®)
t =x(t) FVy) —x(t)

u(t)=1+et =1+ VX = y(x,vy)

Demuestra que si la condicion inicial hubiera sido:
u(s,s +s?) =1

entonces la solucion seria: u(x, y) =1
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Meéetodo de Lagrange

Se trata del metodo de las caracteristicas pero en coordenadas
cartesianas, en vez de parameétricas:

(dx Las tres ecuaciones se pueden
dt = A(x,y,u) combinar para obtener:
d dx A d B du C
<—y=B(x,y,u) —:—,—y= , —
dt dy B’ du C dx A
du
dt =C(x,y,u) y SuUS inversas.
L dt
dx dy du
A B C

Si se pueden integrar directamente, el método nos proporcmna
la solucion de manera muy sencilla.



Ejemplo:
dx dy du
A B C
dy —(x+y)
dx x+y
du dx dx

u x+y k

(x y)(ux_uy) = u

dx  dy  du
x+y —(x+7vy) u

1, x+y=k
du_lfd
u k -

loglu| = —— + C

Ogu_x+y'



Ecuaciones semi-lineales de segundo
orden en dos variables

du,,
Integrando: u, = g(y)e™

Y volviendo .
a integrar: u(x,y) = f(y)e " + h(x)

Nota: Comprueba que obtenemos el mismo resultado si
comenzamos a integrar respecto a y en vez de x.
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Afiadamos ahora una condicion inicial:  u(s,s) =1

u(x,y) = f(y)e ™ + h(x)

u(s,s) =f(s)e ™ +h(s) =1
h(s)=1—-f(s)e™®

u(x,y) =f@e*+1—f(x)e™

ulx,y) =1+ (f(y) — f(x)) e™*

Necesitamos otra condicion no redundante con la anterior para
conseguir una solucion particular...
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Uyy + Uy =0 u(s,s) =1

Uy(s,s) —u,(s,s) = 2e™"°

uCx,y) =14+ (f(y) — f(x)) e™

e = —f' (e = (FO) = f(x)) e~

uy = f'(y)e™

Uy (s,s) —u,(s,s) = =2f'(s)e™s = (f(s) — f(s)) e™*
—2f'(s)e™> =2e7% f'(s)=—-1; f(s)=—-s+k

ulx,y) =1-@—-x)e™”
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Uyy + Uy =0 u(s,s) =1

— )

’ ’

u,(s,s) + u,(s,s) =1

uCe,y) =14+ (f(y) — f(x)) e™

w, = —f' (e = (F) - f(x)) e~
u, = f'(y)e ™

Uy(s,5) +uy(s,s) =0#1  incompativle

. . o , u(s,s) =1
El motivo es la incompatibilidad de las c.i.
Si derivamos la primera: Uy (s,s) + Uy (s,s) =1

du(s,s)
ds
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Caracteristicas en ecuaciones semi-lineales
de segundo orden en dos variables

A(x! y)uxx + ZB(xl y)uxy T C(x, J/)uyy o D(x, y: u, ul‘.i uy)

2
d d
A(—y) _ B ic=0

dx dx Ecuacion diferencial para las curvas
caracteristicas

dy B++VB%-AC

dx A

(B>—AC) > 0 Ecuacién hiperbélica: existiran dos (+)
familias uniparameétricas de caracteristicas.

(B*—AC) = 0 Ecuacion parabdlica: existira una
familia uniparamétrica de caracteristicas.

(B4—AC) < 0 Ecuacion eliptica: no existiran curvas
, g 56
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A, Y)uyy + 2B(x, Yuyy + C(x,Y)uyy = D(x, y,u,uy, uy)
dy B+VB?-AC

Dada la ecuacion en derivadas parciales dx o A

YUxx + 2XUxy + U5, =0

determinar cual de las curvas siguientes es caracteristica

(@) y* = 2x°
(b) ¥° = 4x°
(€] 3y =2%
(d) ¥ =x?
() y=-2x

Resolucion En esta EDP de segundo orden se tiene a(x,y) = y, b(x,y) = X,
c(x,y) = 0. Por tanto, la EDO que determina las caracteristicas es y' = (x =+
\/;2_)/ y; esto es, bien vy’ = 0 0o yy' = 2x. Asl, integrando estas ecuaciones
obtenemos dos familias de caracteristicas y = constante, y°/2 = x2 +constante.



Ejemplos dy B+VBZ—AC

1. La ecuacion de Laplace dx A

Uxx + Uyy = O,

a=1, b=l =1

luego b — ac = —1 < 0. Es eliptica en todo el plano. No tiene caracteristicas.

2. La ecuacion de ondas

Ut — Uxx = 0,
a=1, b=0, c¢c=-=],

luego b —ac =1 > 0. Es hiperbolica en todo el plano. Sus caracteristicas vienen
descritas por las ecuaciones

x'(t) = +1,
son por tanto las dos familias de rectas

X =+t + K.



3. La ecuacion del calor dy B++vVBZ—AC
dx A

U — Uyxy = 0,
a=-1, b=0, c=0,

luego b — ac = 0. Es parabolica en todo el plano. Sus caracteristicas verifican

t'(x) =0.

Luego son la familia de rectas t = k.

4. Para la ecuacion de Tricomi

VYUxx = uyy = 0,

Asl,

Por tanto, la ecuacion es

eliptica en y >0,
parabolicaen 1y =0,
hiperbolicaen y < 0.



En el caso hiperbolico, y < 0, la ecuacion diferencial de las caracteristicas es

Y =x,[-=
¥

luego las curvas caracteristicas son

yix)= —( T %x + c)z/3

con ¢ € R una constante arbitraria.$

SObservemos que v = 0 no es curva caracteristica. Qué la ecuacion sea parabolica para y = 0

significa que en esos puntos tan solo existe una direccion caracteristica, en este caso de pendiente
infinita y’ = +co0.

La ecuacion de Tricomi aparece en la descripcion del movimiento de un cuerpo en

un gas, siendo su velocidad aproximadamente la del sonido. El caso eliptico (y >

0) corresponde a movimiento subsonico y el hiperbolico (y < 0) a movimiento
supersonico.




Dada la ecuacion en derivadas parciales

xzuxx - xyuxy + y2uyy = eXpu

cual de las siguientes afirmaciones es cierta

(a) Es parabolica para xy > 0

(b) Es hiperbolica para xy # 0
(c) Es eliptica para xy = 0

(d) Es hiperbolica para x > y
(e) Es eliptica para todo (x, y)

Resoluciéon En esta EDP de segundo orden se tiene a(x,y) = x?, b(x,y) =
—xvy/2, c(x,y) = y2. Por tanto, b®> — ac = —3/4x%y? y siempre que xy # 0 la
ecuacion sera eliptica.



¢, Qué ocurre cuando se dan condiciones sobre una curva caracteristica?

Uyy + Uy, =0 u(s,0) =e™>

« k=20
AlUyy + 2BUyy + Cyy =D uy(s, 0) =0
2

dy dy B

A(E) —ZBE+C—U A=0 dy
26=1 ——=0; yx)=k
dy B+VB%Z-AC C=0 dx
dx A

u(x,y) = f(y)e ™ + h(x)
u(s,0) =f(0)e > + h(s) =e™®

h(s) = (1—f(0))e™
u(x,y) =1+ f(y) = f(0))e™



Uy TUy =0 u(x,y) =1+ f(y) —f(0))e™"

Uy(s,0) =0 uy(x,y) = f'(y)e*
u,(s,0) = f'(0)e> =
f'(0) =0

La solucion sera:
u(x,y) =1+ f(y) —f(0)e™

donde f(y) es una funcion arbitraria tal que f'(0) = 0.
El problema tiene infinitas soluciones y queda indeterminado.
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1.2 | Hallar las curvas caracteristicas del problema:

Respuesta: De la ecuacion (1.22)
dy

2
B+ Py =0 = (%) = —c,

que da lugar a
dy

E = '_‘I:'I:C,

cuyas soluciones pueden ponerse como

y +ice= cte

Yy —icx = cte

Por tanto, no existen curvas caracteristicas reales. Con el cambio de variable:

§ = cz,
n =1y,

se obtiene la forma canénica de la ecuacion, que es de tipo eliptico:

1 1
Uge T U= LT U

c2u55 + c2u,m =cust+u =



Caracteristicas en sistemas de ecuaciones
semi-lineales de primer orden y dos variables

Auyy + 2Buyy + Cuyy, = D

dy\’ dy
Al==) —2B=+C =
(dx) dx TR

2
—] —¢c2=0 _{y+cx=cte
(dx) y(x) = y — cx = cte

Uyy — CUyy = 0
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(D)6 )=0)

Av, + Ay v,

1
=)

d
Ecuacion de las caracteristicas: ~ det (Al Y A2 = (0

dx
dy
det (0 —1)d_Y_(1 0) |t _E_O
1 0 /dx 0 —c?/)] |dy 5 -
— C
dx
dy2
) A2 — _ )y tcx =cte
(dx) © 0 y(x) = { — cx = Ccte

o _ 66
gue coincide con nuestro resultado anterior.



