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Este documento tiene como fin hacer una sintesis tal vez incompleta del trabajo
gue se ha realizado a lo largo de casi 100 afios para lograr una manera practica de
estimar una proporcion.

Presentacion del problema

Supoéngase que estamos en una poblacion finita de tamafio N conformada por
elementos de dos clases: A de ellos del tipo E (éxitos) y N-A del tipo
F(fracasos).

A , . « .
La fraccion 7= —, usualmente desconocida, se denomina “Proporcion de
N

elementos A ” o simplemente proporcion cuando es claro a cudles elementos
estamos haciendo referencia.

Nuestro objetivo inmediato es estimar 7 mediante una muestra W de n
elementos seleccionados de la poblacion bajo muestreo aleatorio simple (M.A.S).

Desarrollo

El problema, aparentemente sencillo, ha sido objeto de estudio durante casi 100
afos sin que se pueda afirmar que en este momento haya una solucién completa y
definitiva para el mismo.

Comencemos diciendo que al aplicar M.A.S para seleccionar la muestra, la primera

. . . A
unidad muestral tiene probabilidad Q de ser seleccionada. Las subsecuentes

unidades tienen probabilidades que dependen del método de seleccion: si el

N

muestreo se hace con reemplazamiento, todas tienen la misma  probabilidad

de ser seleccionadas, pero si el muestreo se hace sin reemplazamiento, esta
probabilidad va cambiando. En el primer caso, la variable X que cuenta el nUmero
de éxitos en la muestra, se ajusta a un modelo binomial de parametros 7,Nn. En



el segundo caso, a un modelo hipergeométrico de parametros N, A,n. Es decir, la
probabilidad de que haya x éxitos en la muestra esta dadapor:

()

LJﬂx(l—ﬁ)nX CON reemplazamiento
Pr(X = x) = (mN-A)

\ X\ n-x SIN reemplazamiento
N

I \n)

En ambos casos se tiene E(X)=nx pero las varianzas tienen expresiones
diferentes, dadas por:

V(X):J nz(l-7) CON reemplazamiento
nz(1-r) SIN reemplazamiento
| N -1

Notese que la diferencia entre ambas varianzas estd determinada por el factor

% que tiende a1 cuando N tiende a infinito. Es decir, gue solamente en

poblaciones infinitas o muy grandes, podria decirse que V(X)=nz(1-7) a
menos que la muestra se tome CON reemplazamiento. En la practica se utiliza mas
el muestreo SIN reposicion pero se usan las formulas del muestreo CON
reposicién, lo que ya trae consecuencias indeseables especialmente si la poblacién
es finitay pequefiao si 77 .es cercanoa 0o a 1.

Por lo anterior, si tomamos una muestra grande, podemos asumir que
X ~ B(n,ﬂ') y -siguiendo a A. Wald- usar una aproximacion normal para

calcular PF(X = X) . Esto es:



X
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X = X o
Z= ZZV(;X): = \/mz(ln—”ﬂ) = \/}%(171'\'(0’1)
n

1 1
Al hacer  _ X se cumple E(p)="E(X)="(n7) =7, razén por la cual
-n n n
podemos utilizar D= X como estimador insesgado de T
~n

7 B-Z ~ N(0,2)
7(l-r)
n

Se cumple entonces que lo que nos lleva a considerar

el intervalo (—z%,zo/) (ver figura) que cubre una probabilidad 1-« para Z
2 2

bajo la normal estandar.

Este intervalo, mediante transformaciones algebraicas simples, puede ser reescrito
como:

Que es la formula conocida y mas popular para construir el intervalo de confianza
para una proporcion.
La formula anterior, ademas de la fuerte exigencia de una muestra 'y una poblacién

grandes, tiene el inconveniente de que depende de 77, el parametro desconocido
gue se pretende estimar. En la practica 77 se reemplaza por la estimacion puntual



P lograda con la muestra, lo que no esta del todo mal, ya que como lo muestra
Cochran, este cambio deberia llevar a una expresion del tipo:

(o— [EI=p)
up tn—l,a/é n-1 7p—i_tnl,% n-1 )

Pero, al ser N grande, el cuantil tnl,a/ puede considerarse bastante bien
2

aproximado por el cuantil normal Zf)f/2 y dividir entre  n_1 es casiigual que
dividir entre N

El uso de la aproximacién normal exige entonces, ademas de una poblacién muy
grande, un tamafio minimo de muestra que debe ser conocido previamente para
garantizar la validez de dicha aproximacion. Infortunadamente dicho tamafio de
muestra depende del valor de 77 que es obviamente desconocido. Cochran
establece que para 7=0.5 es necesario cuando menos n=30.Para 7=0.2 se
necesita n=200 y para 7=0.05 es necesario n=1400. Sin embargo Newcombe
pone en duda la validez de estos valores sefialando que con frecuencia ellos son
insuficientes.

En la practica, como es sabido, los tamafios de muestra minimos para poder usar
aproximacion normal con un nivel de confianza y un error maximo de estimacion
dados, se suelen calcular con las férmulas:

2,/ P(1-p) 0
— 2. _ 0
Mo = 82 y n_1+ —0—“
N

cuya aplicacion no se discute en este documento, sefialando Unicamente que con
frecuencia, son mal utilizadas.

Baste con decir, por ejemplo, que si el valor de 7 estuviese alrededor de 0.2, la
estimacion con un 95% de confianza y un error no mayor a 0.01 (que representa el
5% del valor de ), exigiria una muestra no menor a 6147 unidades en una
poblacién infinita 0 muy grande. Si el tamafio de la poblacion fuese, por ejemplo,
N = 6000, la muestra se reduciria a 3037 elementos como minimo.

Existe un consenso generalizado de que el método de aproximacion normal visto
anteriormente tiene muy pobre desemperfio, llegando incluso a  proporcionar



estimaciones erréneas, sobre todo cuando la muestra es insuficiente, razén por la
cual nos gustaria contar con otros métodos que en lo posible no dependieran del
tamafio muestral. Varios de tales métodos han sido propuestos desde 1934
cuando Clopper y Pearson en un famoso articulo hicieron una propuesta basada
en la distribucion Beta. La idea de tales métodos es usar la verdadera y exacta
probabilidad binomial y no la probabilidad aproximada con la normal. Por esta
razon son conocidos como meétodos exactos. Son exactos no  porque
proporciones intervalos exactos —que también son aproximados- sino porque usan
la probabilidad exacta. Estos métodos en principio no dependen del tamafio de N
para la construccion del Intervalo de confianza (IC) que siempre estard bien
construido aunque, como parece natural, valores muy pequefios de N1 produciran
estimaciones poco precisas, es decir, intervalos muy amplios, con las
consecuencias desagradables que se derivan de este hecho.

Supéngase pues que se tiene una muestra de tamafio N (el valor de N no ha sido
calculado por un método especial y, en principio, podria ser cualquiera definido
razonablemente, por ejemplo, por los costos del muestreo). Se busca un intervalo

(7Z'L , 7[U) dentro del cual se encuentre 7T con probabilidad 1-a donde o es

un valor pequefio arbitrario (usualmente «=0.05). Es claro que X toma valores

enteros entre 0y I | lo que nos dice gue parg X éxitos en la muestra, P tomara
valores en el conjunto 0 1 v T por lo que, al seruna variable

l n n n T J
discreta no sera posible construir un intervalo con valores exactos. Sin embargo si
es posible construir un intervalo con un cubrimiento de probabilidad de 1-a sise
resuelve simultdneamente las dos ecuaciones siguientes:

_ Sup 4””, s 7 (-m)" T < lb
L nf 4”7;, ; - ¥ < gl!
U T |L J:O 2 |J

7T Ly

Tanto son funciones de N, n, x lo que hace particularmente

engorroso el calculo de las expresiones anteriores.

como



Clopper y Pearson (1934) dieron una primera solucién utilizando la distribucion

Beta y la igualdad Z(r_']n"(l—n)” :j‘fB(t)dt con fg (t) =Probabilidad
j=x \_J
J=X

acumulada bajo dicha distribucion.

0

Mas exactamente se trata de lo siguiente:

Se busca un intervalo (r ,7,) para el cual se cumpla:

V4 =SUP{7Z'/PI’(XSX)>Q} y V4 =|nf{z/Pr(X2x)>a} bajo el supuesto
L U A
2 2

deque X ~B(n,7)

()
Es claro que P(X<X) = Z|\ i 7 (-7 y  P(X=x)=1-P(X <x-1).
Usando las identidades i(ﬂ:n(n.—q y (n—i)|(rj=n(n__lj podemos
) L) \! |
calcular
0 n(n) e .
__P(X>x) = Z iz (- 7)™ —i( \(n—l)ﬂ"(l—ﬂ')n -
or i_XL i) Y
" (n-1) ool n_1) . .
- nZL Jﬂ'l_l(l— )™ _E(n _ 1)7[' (1-7)"*
i=x -1 i= x I
n\ x-1 n-x
= xkxjﬂ 1-7)">0 Q)
Recordando la distribucién Beta dada por:
a-1 b-1
. Fa+hb) ., b-1
X ~B(a,b) ssi PX(x: a, b) =1 X (1-x) - [@)(b) X" (1-X)

\[ua‘l(l—u)b‘ldu

Concluimos que la probabilidad acumulada bajo esta distribucién, hasta un punto
'(@a+b

7(01), estadada por B.(ab)= . or

Jtr -ttt
0

Nétese que, segun el teorema fundamental del calculo, la derivada de



N -1 - (n\ -1 n—x
1 X _H\"Xdt — X _
B, (% n-x+1)= F(X)rl“((nnt))wl)-'t (1-t)"dt XLX 7 (1-7)

0

(n)
es XLX |7°(1-7)"™ que no es otra cosa que la expresion (1).

En consecuencia,

P(.X'Z.t)=iﬂ’(l—7r)"" =B (x, n—x+1) (2)

i=x

Expresion que nos proporciona una relacion entre la sumatoria en la cola derecha
de la binomial y la probabilidad acumulada bajo una Beta de parametros

a=X, b=n-x+1

Consideraciones similares, haciendo los cambios pertinentes, permiten establecer
la siguiente identidad para el lado izquierdo de la sumatoria en la binomial:

PX <x)=1-P(X 2x+1)=1-B.(x+L n—x) (3)

Las expresiones (2) y (3) nos permiten afirmar que el intervalo de confianza para
7T esta dadopor:

(7, , @, ) =B, (X, n—=x+1) , B, ,(X+1, n—X)

Expresion que mas frecuentemente se presenta como

(/71 : /7(') = (B(.\‘, n-x+1. E;—) , B(x+1, n-x, 1—%) ]

y que corresponde a la formula propuesta por Clopper y Pearson para construir el
intervalo de confianza.



Histéricamente esta formula ha sido de gran importancia porque marcé el inicio de
una carrera investigativa alrededor del tema de la estimacién de proporciones y
ademas porque ofrecié una solucion al problema en dos casos extremos: cuando

=0 vy cu?ndo(x: x %ara los que se tienen los correspondientes intervalos:

0, 1—L )| y 2 , 1 situacion insoluble bajo el método asintético de Wald
)

El intervalo CP nunca serd menor que la cobertura nominal pudiendo, por ende,
resultar mas grande que lo deseado. A pesar de ser muy interesante y
promocionado por sus inventores como insuperable, puede haber otros métodos
aproximados que dan mejor cobertura. Asi lo anuncia Agresti en un conocido
articulo, cuyo titulo es muy sugestivo (ver referencia 13).

A manera de ejemplo, mostraremos cémo usar un paquete muy versétil y gratuito
gue puede ser descargado de Internet para construir intervalos de confianza
usando la férmula de Clopper y Pearson. Se trata de PQRS
(http://members.home.nl/sytse.knypstra/PORS/)

Vamos a construir el intervalo de confianza del 95% para la proporcién sabiendo
gue en una muestra de tamafio 40 hubo en total 8 éxitos. En este ejemplo
al2 =002 vy 1-a/2= 0975, por tanto:

Sample View Help

Distribution pdf cdf formulas

|beta j

_

0 {[o-0905 } 0.25
Compute Quantile
0.025 0.975 _
e —

ol?2 B(x, n-x+1, 0.025)

De la figura anterior se deduce B(x, n —x+1, 05/2) = B(8, 33, 0.025) = 0.0905

Anéalogamente:


http://members.home.nl/sytse.knypstra/PQRS/

Sample View Help

Distribution pdf cdf formulas
|beta j

o= 9

B = 32

; 025 {[ozses )
il _lm_-m'-‘ [

De donde: B(X+1, n—Xx, 1—%) = B(9, 32, 0.975) =0.3565

En conclusion, el intervalo de confianza correspondiente es: (0.0905 , 0.3565)

La pagina http://statpages.info/confint.html contiene una calculadora on line que
igualmente permite el célculo del intervalo, como se ve en la siguiente figura:

Binomial Confidence Intervals

Numerator (x): a8
Denominator (N): 40
Compute
Proportion (x/N): 0.2000
Exact Confidence Interval around Proportion: 00305 to |0.3565

Durante algun tiempo el método CP, propuesto por Clopper y Pearson fue
considerado como la regla de oro para estimar proporciones, sin embargo con el
paso de los afios tal prestigio fue decayendo debido principalmente a que el
método CP es muy conservativo en el sentidode que 1-a noeselinfpara la
probabilidad de cobertura. Esto es, los intervalos obtenidos resultan en general
mas grandes gue el verdadero.

En 1960 Blyth y Hutchinson publicaron un método que mejoraba la construccion de
los intervalos a partir de un articulo de profundizacion escrito por J. Neyman en


http://statpages.info/confint.html
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1935. Este mismo autor junto con H.A. Still publica en 1983 otro articulo en el que
utiliza la distribucion F para hacer una revision de la construccion dada por Clopper
y Pearson.La razon? Tal vez era mas facil lidiar con la F que con la Beta

En 1986, usando una relacién existente entre las distribuciones Beta y F transformé
la formula de Clopper y Pearson en otra de mas facil célculo puesto que solo
depende de F, la cual esta dada por:

X+1
1 n—XFz( -X), &
, x+1), 2(n—x), A
n—Xx+1 X+1
| 1+ F , L F / |
X 2(n-x+1), 2x, %, N —X 2(x+1), 2(n—x), 2}

Esta férmula ha tenido amplia difusion y ha sido usada bajo una presentacién
equivalente un poco mas compacta, como se muestra a continuacion:

f X (x+1)F. )
xr+(n-x+1F T - ¥+ (x+1)F, |
donde:

F = 2(m—x+D), 2x, t% 'F* - F&:I—'.]: 2(n-x), t}é

Han sido numerosos los investigadores que han trabajado sobre el tema, tantos
gue los portugueses Pires y Amado han realizado un trabajo de comparacién
mediante simulacion de nada menos que 20 propuestas para determinar su
desempeiio.

En estas notas mencionaremos solamente algunos autores, los que son mas
reconocidos, sin profundizar en sus propuestas. Solamente nos interesa darlos a
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conocer y mencionar sus férmulas para que el lector interesado profundice en la
teoria buscando el material correspondiente.

Cabe mencionar de manera especial a Goodman, Fitzpatrick , Scott, Sison y Glaz.
Pero también son ampliamente reconocidos:

1. Wilson, quien propuso la férmula siguiente:
2

. )
p+_ % £ z n—%\/p(l— p) + l_zz
2n % an "%

z
Z

n

1+

2. Agresti y Coull (AC) quienes proponen agregar cuatro observaciones (dos

X=X+ " . X
éxitos y dos fracasos) y tomar Z f=n+z o y b=
2

con lo cual el IC quedara de laforma: p + ZW’

3. Una propuesta muy interesante, hecha por Jeffrey, puede ser vista como una

11
estimacion de caracter bayesiano con distribucion a priori B( , J gue es no

informativa. Segun esta propuesta el IC tiene la forma

(Lj(x) , Uj(x)) donde

{0 six =0
_ 1 1l «
L(X)= B x+=, n-x+—= | enotrocaso
; (%) ( 5 5 2)
L\ )
1 six=n
1_25)
, en otro caso
2 2

Uj(x):{B_lkx+% , N—X+
L\ )

4. Es conocido también el método no paramétrico que surge a través de la
propuesta bootstrap de Efron (1979) pero que requiere el uso de computador y
la programacion de un algoritmo que tome muchas submuestras de la muestra
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dada, construya la distribucién empirica de las proporciones obtenidas con esas

muestras y finalmente calcule los percentiles Pc% y P @/ gue corresponden a
1-
2 2

los limites del intervalo de confianza.

5. Haremos una breve referencia a un método de reciente aparicién propuesto por
Zhou, Li y Yang (2008), denominado método ZL, segun el cual el Cl puede
construirse de acuerdo con la siguiente expresion:

< ( (o | )1 g )\ (0 ) o )\\
| Expllog| |- np(1-p) 29 ‘'z, /| Exp] log| |- np(l-p) 29 z, | |
| L, \1-p) ) \1-p) AN
\ - p_ )t 1( )\ ' [0 p_1 JE 71( )II
1+Exp(log|u_ pJ_ np(l—-p) 249 z{7 J 1+Expklog\\1_ pJ_ np(l-p) 29 zlﬂ/2 )|J

\

S EUIara N .
Siendo g‘l(T)z\/n(—GJ 111- ;[Ln T-"nly || -1 con y= 1.2p

4 2 6 ) | 1—
pl-p)
I )
Para un nivel de confianza del 95% setiene z_ =196 y z, =-196
) 2

Si X=0 o X=N setoma x+05 envezde x y n+l envezde N,

Este método se encuentra implementado en un programa Matlab que se presenta
al final del documento (ver Apéndice, Programa No 1).

Los autores del método ZL hacen las siguientes recomendaciones:

a. Proscribir el método de Wald.
b. Usar el método de Wilson cuando no se conozca el posible valor de 7.
c. Si se tiene alguna idea del posible valor de 7 y éste es cercano a 0.5 usar

el método AC de Agresti Coull, pero si el valor de res cercano a los
extremos 0 o 1 usar el método ZL.

6. Finalmente: de muy reciente aparicion (diciembre de 2014) en el Journal of
Statistical Theory and Applications (Vol 13, No 4) un articulo de D. Habtzghi,
C.K. Midha y A. Das, propone un método radicalmente diferente para construir
los intervalos de confianza. Este método calcula los valores esperados de los
intervalos mediante la busqueda de sus limites que son modelados a través de
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la variacion de los niveles 1-a Yy la aplicacibn de dos modelos logisticos
especiales.

En este articulo los autores comparan los métodos de Wald, Clopper y Pearson,
Wilson, Agresti-Coull y Jeffrey con el que ellos proponen, denominado Mnew.
Los resultados muestran que el método de Wald fue el de peor cobertura, el
Mnew fue el mejor y los otros cuatro fluctian entre los dos anteriores. El método
ZL no fue incluido en las comparaciones.

La tabla siguiente proporciona los IC del 95% de confianza para muestras de
tamafios comprendidos entre 5y 16, segin el nimero X de éxitos presentes

en la muestra. Una tabla mas completa (hasta n=40) se encuentra en el

articulo original.

Binomial Proportions. The 95% confidence limits based on “Mnew" approach for 5 < n <16

Leen Upen Lyew Unew Luew Unew Luew Unew Loew Unew Loen Unew

X 5 6 7 8 9 10

0 [ 0000 0360( 0000 0314 0000 0279 | 0.000 0250 | 0.000 0228 [ 0.000 0.208
I 0020 0597| 0016 0528 ] 0013 0474 | 0011 0428 | 0.010 0391 | 0.009 0359
2 0.100 0774 0.078 069 | 0065 0631 | 0.055 0575 | 0.048 0528 | 0.043 0487
3 0.174 0826 | 0.141 0758 | 0.120 0697 | 0.104 0644 [ 0092 0598
R 0202 0798 | 0.173 0743 | 0.152 0.693
5 0224 0.776
X 11 12 13 14 15 16

0 | 0000 0.193( 0000 0179 0000 0.166 | 0.000 0.155 | 0000 0.145( 0000 0.136
| 0008 0332] 0007 0309] 0006 0282 0.006 0271 0.006 0255| 0.005 0.24]
2 0039 0452 0035 0422 0032 0395 0030 0372 ) 0.028 0351 | 0026 0332
3 0082 0557 0075 0521 ] 0068 0489 | 0.063 0461 | 0.058 0436 | 0054 0413
4 | 0136 0648 ] 0123 0609 [ 0.112 0573 | 0.103 0541 | 0.096 0512 | 0.089 0486
5 0.199 0729 0.179 0.687 | 0.163 0648 | 0.150 0614 | 0.138 0582 | 0.129 0554
6 0243 0757 ] 0220 0717 | 0201 0681 | 0.186 0647 | 0.172 0616
7 0258 0742 | 0237 0707 | 0220 0.674
8 0271 0.929

A manera de ejemplo presentaremos el IC calculado segun algunos de los
métodos mencionados a lo largo de este documento.



JACMEN Estimacion de proporciones

14

INTERVALOS DE CONFIANZA CALCULADOS POR DIFERENTES METODOS: n=20 x=6

METODO EMPLEADO CARACTERISTICAS DE CALCULO IC-Linf  IC-Lsup

Wald p=0.3 e=0.2008 IC=(p-e, pte) 0.0992 0.5008

Clopper Pearson B(6,15,0.025) , B(7,14,0.975) conPQRS 0.1189  0.5428

Blyth Hutchinson Fi= Rgq2005=2.466 F, = Fyq0800s =2.064 0.1396  0.5079

Jeffrey B(6.5, 14.5,0.025), B(6.5, 14.5, 0.975) 0.1361 0.5172

AC Agresti Coull x0=7.928 n0=21.96 yformula de Wald 0.1599 0.5615

ZL de Zhou, Liy Yang Con el programa Matlab del apéndice A 0.1354 0.5170
Mnew de Habtzgui et al. Tomado de la tabla parcial anexa al documento 0.134 0.516

NOTA: Los intervalos Clopper-Pearson y Jeffrey se calcularon usando PQRS un paquete gratuito para distribuciones en Internet

Como puede apreciarse en esta tabla el

correspondiente al método tradicional de Wald

IC mas desfasado es el

Existe también un paquete implementado en R que permite, entre otras varias
cosas, estimar proporciones mediante 8 métodos, entre ellos, cuatro de los que

hemos mencionado en este documento. Es el paquete BINOM.

Los métodos y la sintaxis para el uso de BINOM son los siguientes:
Clopper —Pearson (“exact”)
Asintotico (Wald) (“asymptotic”)
Agresti — Coull (“ac”

Wilson (“wilson”)
Todos (“all”) (Esta por defecto)

Sintaxis:

binom.confint{x, n, conf.level = 0.95, methods = “nombre”)

El nombre que se encuentra entre comillas se utiliza para invocar cada
procedimiento como se muestra en el ejemplo siguiente:
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Ejemplo:
library("binom™)

binom.confint(6, 20, conf.leve = 0.95,
binom.confint(6, 20, conf.leve = 0.95,
binom.confint(6, 20, conf.leve = 0.95,

binom.confint(6, 20, conf.leve = 0.95,

methods = "exact")
methods = "asymptotic")
methods = "ac"

methods = "wilson")

binom.confint(é, 20, conf.leve = 0.95, methods = "all"

method X n mean lower upper
exact 6 20 03 0.1189316 0.5427892
asymptotic 6 20 0.3 0.09916346 0.5008365
agresti-coull 6 20 0.3 0.1431593 0.5212908
wilson 6 20 0.3 0.1454772 0.5189728

La opcion “all” se encuentra por defecto.

CASO DE PROPORCIONES MULTINOMIALES

Terminaremos estas notas con una muy
proporciones multinomiales, es decir, a aquel

breve referencia al caso de
tipo de proporciones que hace

referencia a poblaciones cuyos elementos estan clasificados en k categorias

disjuntas.

60000 POBLACION (N)
DODODDDOD ™,
NOODOOODO
DO0OOOOODOODODO
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Este caso presenta aun mayores dificultades tedricas y hay muchas menos
referencias bibliogréficas. Su estudio merece un capitulo aparte por lo que en estas
notas solamente se hara un resumen muy sucinto de algunos trabajos y una rapida
referencia a uno de los métodos de estimacion mas versatiles que fue propuesto
por Quesenberry y Hurst (1964), el cual es aplicable siempre que se tengan
muestras de gran tamafio.

Supodngase que se tiene una poblacion de N elementos partida en k categorias

Al,Az,“-Ak con N, N,,.--;N, elementos respectivamente. Se extrae una
muestra de n elementos y, en general, se desea saber cual es la probabilidad de

que haya X1 elementos de la categoria Ai, para 1=1,2,---,K. obviamente
k k

se ha de cumplir Y N; =N y o.n=n
=

i=1

Igual que en el caso binomial, puede suceder que la probabilidad 7 =_"
' N
el elemento seleccionado pertenezca a la categoria A, no cambie en las

de que

sucesivas extracciones, lo que ocurre si dichas extracciones son independientes.
Esto sucede Unicamente cuando se hace muestreo CON reemplazamiento ya que
obviamente las categorias no son infinitas. En tal caso se tiene un modelo
multinomial de k categorias.

Por el contrario, si la probabilidad de que el elemento extraido pertenezca a A|

cambia con cada extraccion, lo que ocurre, como es usual, si se hace muestreo
SIN reemplazamiento, se tiene un modelo hipergeomeétrico k-variado.

Si X, es la variable aleatoria que cuenta el nimero de elementos de la categoria

Ai que aparecen en la muestra, el cuadro siguiente resume las principales
propiedades de los modelos multinomial e hipergeométrico k-variado:
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MODELO MULTINOMIAL DE k

MODELO HIPERGEOMETRICO k

CATEGORIAS VARIADO:
f (Xl’xl’ Tt Xl) = Pr(xl =Xy Xk = Xk) f (Xll TR Xl) = Pr(Xl =Xy Xk = Xk) =
I —1 N,
ni' L nfe - 3 |
X Ix_L.x 1P p¥ " pt (N4 x
177 K |=1K i)

()

Medias: E(X;)=np, i=12,.--,k Medias: E(X_)=n( il i=12, .,k

SCY

Varianzas: Varianzas;
V(X)=np(L-p) =12,k VX y—nl MV NACN=RY o
Wl WAN
Covarianzas: Covarianzas:
Cov(X,, X ,)=—np,p, (i # j) COV(X_,X_):n(NiNj \”(N—n\| i)
LN JIN-1)

Sucede algo similar a lo que sucedia en el caso (dicotomico) de dos categorias: Si
la poblacién de donde se extrae la muestra es grande, comparada con la muestra,
no hay diferencias apreciables entre las varianzas en los dos modelos lo que
permite afirmar que las estimaciones puntuales correspondientes a las
proporciones de cada categoria estan dadas por

1=12,---,k

Sin embargo la construccién de los intervalos de confianza para cada proporcion es
un problema aun mas complicado que en caso dicotdbmico. Frecuentemente se
construyen estos intervalos aplicando erroneamente el caso de dos categorias: una

categoria formada por los elementos de A. y la otra categoria formada por los

demas elementos de la poblacién. Esta técnica, implementada en varios paquetes
estadisticos es incorrecta debido a que construye intervalos que no son
independientes entre si ya que hay elementos comunes en todo par de intervalos.

Quesenberry y Hurst (1964), Goodman (1965) y Fitzpatrick (1987) proporcionaron
férmulas que permiten construir los IC para las proporciones.

W.May y W. Johnson proporcionaron un macro en SAS para la construccion de
tales intervalos. Cfr: A SAS® macro for constructing simultaneous confidence
intervals for multinomial proportions by Warren L. May and William D.Johnson.

(DOI: http://dx.doi.org/10.1016/S0169-2607(97)01809-9)



http://dx.doi.org/10.1016/S0169-2607(97)01809-9)
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La formula propuesta por Quesenberry y Hurst es relativamente facil de
implementar y esta dada por:

(w+2x,)F  [w| w+4x, [l—x—"j
n

2(n+w)

2
Donde W= ¥« 1 4.

En el apéndice se encuentra un programa en Matlab para su aplicacion, realizando
los cambios que sean necesarios de acuerdo con la informacion en cada caso.

Goodman, basado en argumentoszsimilares a los de Bonferroni para intervalos
W=%

simultaneos, propuso usar 1 0;/

1 k -

Existe igualmente un paquete en R, denominado CoinMinD, con el mismo
propdsito. Su uso esta dado por:

QH(Frec, alfa)

Donde Frec es el vector de frecuencias y alfa el valor de & que define el nivel
de confianza de los intervalos

EJEMPLO:

Supodngase que en un pais se presentan cuatro candidatos a la presidencia de la
republica . Se hace una encuesta que se aplica a 2954 votantes. Se obtuvieron
546 votos a favor del candidato A, 658 a favor de B, 935 a favor de C y 815 a favor
de D. Para realizar las estimaciones correspondientes a un 95% de confianza,
adecuamos el programa No 2 del apéndice con la siguiente informacion:

% w es el valor Ji2 con k-1 GL al nivel 1-alfa
% Toma de informacion:

w = 7.81;

n = [546 658 935 815];

k =4;
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se obtienen los siguientes resultados:

L=
0.1848 0.1657 0.2056
0.2227 0.2021 0.2449
0.3165 0.2931 0.3409
0.2759 0.2535 0.2994

Que se interpretan asi:

Proporcion Intervalo del 95%
Candidato A 0.1848 (0.1657, 0.2056)
Candidato B 0.2227 (0.2021, 0.2449)
Candidato C 0.3165 (0.2931, 0.3409)
Candidato D 0.2759 (0.2535, 0.2994)

Como se ve, realmente hay un “empate técnico” entre los candidatos C y D, ya
que sus IC se alcanzan a traslapar, lo que indica que las proporciones
correspondientes a ellos dos no difieren significativamente.

Aqui debemos llamar la atencién sobre el mal uso que se hace de los llamados
“‘empates técnicos” presentados en medios de comunicaciéon no cientificos: en
primer lugar tales empates son determinados segun el error maximo de estimacion
estipulado para la muestra la que generalmente se disefia con las férmulas de
aproximacion normal del caso binomial, lo cual no es correcto. En segundo lugar
aplican el mismo nivel de error para comparar las estimaciones de las
proporciones en cada par de categorias como si este error fuese el mismo para
todos los pares lo que tampoco es cierto.

El mismo ejemplo ya propuesto se resuelve en R de la siguiente manera:

Lo primero que debe hacerse es instalar el paquete CoinMinD en R, para lo cual
puede usarse el comando

Install.packages(“CoinMinD”)

O simplemente usar la opcién de instalacion de paquetes que presenta el
programa.
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Una vez que se tenga instalado el programa, cada vez que se quiera usar la
funcion QH de estimacién, se debe cargar la libreria correspondiente, como se
muestra en el cédigo siguiente:

library(CoinMinD)
Frec <- c(546, 658, 935,815)
QH(Frec, 0.05)

La ejecucion de este codigo produce:

Original Intervals

Lower Limit

[1] 0.1657099 0.2020948 0.2931078 0.2535218
Upper Limit

[1] 0.2056215 0.2448659 0.3409004 0.2994549
Adjusted Intervals

Lower Limit

[1] 0.1657099 0.2020948 0.2931078 0.2535218
Upper Limit

[1] 0.2056215 0.2448659 0.3409004 0.2994549
Volume

[1] 3.75e-06

Donde se ven los limites de los intervalos en forma original y corregidos mas el
volumen del hipercubo encerrado por ellos. Este volumen podria interpretarse
como una estimacion de la totalidad de individuos que son de interés para el
estudio dentro de toda la poblacién
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APENDICE:

PROGRAMA No 1 Método ZL

El siguiente programa en Matlab permite construir el IC del 95% de confianza segun el
método ZL de D. Habtzgui, C.K. Midha y A. Das:

% Intervalo de confianza para una proporcién binomial
% Método ZL de Zhou, Li y Yang. Programé J.A.Clavijo
clear
clc
% Introduzca la siguiente informacion:
% x es numero de éxitos en la muestra
% n es el tamafio de muestra
n = input(’ Ingrese el tamaiio de muestra:');
x = input('Ingrese el nimero de éxitos en la muestra:');
% inicio de calculos
if(x==0)
x=0.5;
n =n+l;
end
if(x==n)
x=n+0.5;
n =n+l;
end
p =x/n;
gam = (1-2*p)/sqrt(p*(1-p));
gsup =sqrt(n)*inv(-gam/6)*((1-(gam/2)*(-1.96/sqrt(n)-(1/6)*(gam/n)))*(1/3)-1);
ginf = sqrt(n)*inv(-gam/6)*((1-(gam/2)*(1.96/sqrt(n)-(1/6)*(gam/n)))"(1/3)-1);
a = exp(log(p/(1-p))-inv(sqrt(n*p*(1-p))) *ginf);
b = exp(log(p/(1-p))-inv(sqrt(n*p*(1-p)))*gsup);
Li = a/(1+a);
Ls = b/(1+b);
% intervalo:
disp('Intervalo del 95% de confianza para laproporcién:’)
[Li Ls]
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PROGRAMA No 2 - Férmula de Qusenberry y Hurst

El siguiente programa en Matlab proporciona las estimaciones puntuales y los
IC para cada proporcion. Se deben introducir el valor de w y las frecuencias
observadas en cada categoria.

% PROGRAMA MATLAB PARA CONSTRUIR ICMULTINOMIALES
% FORMULA DE QUESSENBERRY Y HURST

% w es el valor Ji2 con k-1 GL al nivel 1-alfa
% Toma de informacion:

W = 9.49;
n = [218 639 545 483 515]1;
k =5;

% Inicio de calculos
N = sum(n);
d = 2*(N+w);
fori=1:k
p(i) = n(i)/N;
a(i) = (w+2*n(i))/d;
b(i) = sqrt(w”2 + 4*n(i)*w*(1-n(i)/N))/d;
end

fori=1:k
li(i) = a(i) - b(i);
I1s(i) = a(@) + b(i);
end

L=[p'li'ls'];
L
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