RESUMEN

En la presente monografía, se hace una descripción de las diferentes transformaciones y sus respectivas aplicaciones al campo de la geometría; y está orientado principalmente al desarrollo de la demostración que toda transformación rígida es una transformación no singular, para el cual seguimos el siguiente procedimiento, alcanzando progresivamente los siguientes resultados:
· Definiremos primeramente las transformaciones como traslaciones, rotaciones, y la reflexión.

· Definiremos transformaciones rígidas y demostraremos que las traslaciones, rotaciones, y la reflexión son transformaciones rígidas.

· Demostraremos que toda transformación rígida es univalente y por lo tanto son no singulares.
Con estas herramientas y la definición de transformaciones no singulares, lograremos demostrar que toda transformación rígida es una transformación no singular y finalmente anexaremos a la presente algunas definiciones adicionales y teoremas demostradas que complementan a nuestro estudio.
SUMMARY
In this paper, a description of the different transformations and their applications in the field of geometry is made; and it is directed mainly to the development of the demonstration that all rigid transformation is a non-singular transformation, for which we follow the following procedure, gradually reaching the following results:
• First define transformations as translation, rotation, and reflection.
• Define rigid transformations and show that translations, rotations, and      reflections are rigid transformations.
• Demonstrate that any rigid transformation is univalent and therefore are not unique.
With these tools and the definition of non-singular transformations, we will demonstrate that any rigid transformation is a non-singular transformation and finally attach it to present some additional definitions and theorems demonstrated that complement our study.

I. INTRODUCCIÓN
Una transformación no singular, o simplemente una transformación, es una aplicación que hace corresponder a cada punto del plano otro punto del plano. Como consecuencia, las figuras se transforman en otras figuras.

Las transformaciones más usuales son las traslaciones, rotaciones, y la reflexión. Todas ellas mantienen la forma de las figuras, pero pueden disminuir o aumentar el tamaño y cambiar la posición de la figura.
Cuando un problema geométrico es operativo, extenso o engorroso al ser resuelto por ciertos métodos, muchas veces es más ventajoso someter a la figura, o parte de ella, a una o más transformaciones, que facilite la resolución o que lo transforme en uno más sencillo o en todo caso que sea conocido.
Éstas se encuentran presentes en las actividades cotidianas, al vernos en el espejo, en el funcionamiento del ventilador o cuando ampliamos o reducimos una imagen en la fotocopiadora; la simetría o reflexión respecto a una línea es la que se aprecia en una imagen natural producida en la superficie quieta de un lago; cuando un camión se desplaza, todo sus elementos se trasladan simultáneamente.
Una de las aplicaciones a la realidad son las transformaciones que se utilizan en la medicina, en el estudio de imágenes, por ejemplo las transformaciones rígidas son convenientes para el caso de registro tipo intermodalidad-intrasujeto el que permite la complementación de la información proveniente de ellas. Así, podemos obtener la localización precisa, gracias a las modalidades anatómicas, de la información funcional que nos presentan las modalidades funcionales.

II. ANTECEDENTES

En este trabajo presentaremos el surgimiento y la evolución de la noción de transformación. Este estudio nos parece importante visto el rol de las transformaciones en la geometría moderna y el esclarecimiento que puede aportar en cuanto al lugar que debe ocupar este tema en la enseñanza de la geometría. 
La Geometría de Euclides, más allá de la exposición deductiva que la caracteriza y de una descripción teórica de la realidad, domina todo el período comprendido entre la antigüedad y la geometría de Hilbert a fines del siglo XIX. 
Como es sabido, el libro I de los Elementos comienza con una lista de definiciones, postulados y nociones comunes (Euclides, 1591). Estas primeras definiciones dadas por Euclides hacen referencia a cierta percepción de los objetos de la realidad, y su rol es exponer los fundamentos de la geometría basándose en el sentido común. Es decir, corresponden a descripciones idealizadas de objetos del mundo real, o que se puedan concebir a partir de su observación.  
Analicemos la Proposición, que hoy llamamos primer criterio de igualdad de triángulos, donde se describe una práctica utilizando movimientos que perderá su carácter empírico para tomar la forma de teorema: “Si dos triángulos tienen dos lados de uno iguales a dos lados del otro, y tienen iguales los ángulos comprendidos por los lados iguales, tendrán también las respectivas bases iguales, y un triángulo será igual al otro, y los ángulos restantes, a saber: los subtendidos por lados iguales, serán también iguales respectivamente.” (Euclides-Libro I). Estas proposiciones o criterios de igualdad de triángulos son a la vez de orden empírico y fundadores de un método racional, ya que enuncian condiciones de igualdad que van a permitir el desarrollo del método deductivo. Para Euclides, según mi criterio, no hay concepto de transformación, se limita a establecer correspondencia entre los elementos de dos figuras mediante la superposición para afirmar la igualdad de las mismas.
Descartes (siglo XVII) introdujo en la geometría las nociones de variable y de función. La imagen de variable doble acondiciono la penetración reciproca de la geometría y el álgebra.
La variable cartesiana fue el punto de viraje en la matemática, a partir del cual el movimiento y la dialéctica forman parte  de la matemática. El método de coordenadas  se considera como el logro principal para el desarrollo de la geometría analítica, el cual fue elaborado conjuntamente con Pierre Fermat (1601 -1665)
Guirard Desargues (1593 - 1662) y Blais Pascal (1623-1662) crearon la geometría  proyectiva sintetica; luego Lazare N. M. Carnout (11753-1823) dio grandes aportes en su obra Goemetrie de position (1803) en su Essair sur lae transversales (1806)

Evolución de la noción de transformación: 

Los problemas de representación de los objetos del espacio y los problemas de sombra fueron preocupación de los pintores y artistas del Renacimiento. La descripción del mundo real se convirtió en el objetivo de la pintura. Los artistas emprendieron el estudio de la naturaleza para reproducirla fielmente en sus lienzos y se enfrentaron al problema matemático de presentar el mundo real tridimensional en un lienzo bidimensional.
Filippo Brunelleschi (1377-1446) (fue el primer artista que estudió y utilizó intensivamente las matemáticas), Leonardo da Vinci (1452- 1519) (quien escribió su obra "Tratattodella pintura" sobre la perspectiva, publicado recién en 1651) y Durero (1471-1528), se preocuparon por una representación exacta de la naturaleza. 

De todos los artistas del Renacimiento, el mejor matemático fue el alemán Albert Durero quién escribió un libro sobre geometría: “Instrucción en la medida con regla y compás” (1525), para ayudar a los artistas sobre la perspectiva. 

III. MATERIALES Y MÉTODOS
3.1.  MATERIALES:
Fuentes internas:

· Biblioteca de la Facultad de Ciencias de la Universidad Nacional “San Luis Gonzaga” de Ica.
· Bibliografía básica y complementaria del autor.
Fuentes externas:

· Biblioteca de la U. N. M “San Marcos”. 
· Consultas por Internet.
3.2.  MÉTODOS:
Tal como ocurre en todas las áreas de la Matemática, propias de las ciencias formales, el método utilizado es el científico (inductivo-deductivo) y el método de Razonamiento Directo.

Utilizamos el método científico para construir conceptos, propiedades y proposiciones acerca de las transformaciones no singulares; el de razonamiento directo e indirecto para el desarrollo y aplicación de teoremas.
IV.  RESULTADOS
Este trabajo de investigación tiene como soporte una Base Teórica en la cual brindo una serie de observaciones y sugerencias, que presento a continuación:
4.1.   CONOCIMIENTOS PREVIOS
Definición 4.1.1. Transformación

Una función [image: image2.png]T:R*
:R* - R?



 definida para todo [image: image4.png](x,y) ER®



 tal que [image: image6.png]T(R*) = R*



 se llama Transformación del plano euclidiano [image: image8.png]


.
Definición 4.1.2. 

La transformación T definida por [image: image10.png]T(P)=P+a



 se llama traslación.
[image: image1.png]T:R*
:R* - R?




[image: image382.png]U(P)=xu+ yu




[image: image11.png]T(xy) = (x5, X' =x+a,
y, TR0 am(e)




Definición 4.1.3.

Sea [image: image13.png]


 un vector unitario, cuyo vector ortogonal es  [image: image15.png]= (—uyu,)



. La transformación U definida por
 [image: image17.png]U(x,y) = xu+yu*,lul =1



, se llama rotación.
[image: image383.png]



Definición 4.1.4.
La transformación V definida por [image: image19.png]V(x,y) =xu—yu*, lul =1



  es una reflexión alrededor de una recta que pasa por el origen o simplemente reflexión.
4.2.  TRANSFORMACIONES RIGIDAS

Definición 4.2.1.  Una transformación T de R2 es Rígida si T preserva la distancia; es decir; si [image: image21.png]IT(P) —T(Q)I=1IP—Ql; VP,Q ER?



                         

Observación:
a) La transformación T definida por [image: image23.png]T(P)=P+a



  es transformación rígida:
En efecto: sean [image: image25.png]P,Q ER?



 entonces

[image: image27.png]IT(P)—T(@I=IP+a—(@+a)l=IP—-Ql



                  

b) La proyección ortogonal T definida por [image: image29.png]T(x,y) =(0,y)



 es una transformación que no es rígida.

Basta considerar [image: image31.png]


 y [image: image33.png]


, en efecto   [image: image35.png]IT(P)-T@] =



 QUOTE  

[image: image36.png]IT(P) —T(Q)| =17(0,0) —T(1,0)| = 1(0,0) — (0,0






          [image: image38.png][P —@l =1(0,0)—(10)| =1



      [image: image40.png]



Proposición 4.2.1. Toda transformación rígida es univalente

Prueba: Sean [image: image42.png]P,Q ER?



 tales que [image: image44.png]T(P)=T(Q)



 entonces [image: image46.png]IT(P)—T(Q)I=0



 [image: image48.png]IT(P)-T@] =



 QUOTE  
 usando la hipótesis de que T es rígida, [image: image50.png]P —Ql



, de donde sigue que  [image: image52.png]



Por tanto: [image: image54.png]


.    [image: image56.png]



Proposición 4.2.2. Sea T una transformación, se cumple:

a) Si T es toda traslación entonces es una transformación rígida;
b) Si T es toda rotación entonces es una transformación rígida;
c) Si T es toda reflexión entonces es una transformación rígida.

Demostración:

a) Sean [image: image58.png]P,Q ER?



, veamos que la traslación T definida por [image: image60.png]T(P)=P+a



    para algún [image: image62.png]a € R



 fijo, es una transformación rígida.

En efecto:

[image: image63.png]IT(P)—T(@I=IP+a—(@+a)l=IP—-Ql




Luego, T es una transformación rígida.
b) Sean  [image: image65.png]P,Q ER?



, veamos que la rotación U definida por  [image: image67.png]lu(P) —u(@)l=IP—@l



; además [image: image69.png]=(xyy); Qxy;)





   En efecto:

 [image: image71.png][U(P) —U(Q)I* = U(xy,y1) — U(x3,3,)1°



 
[image: image73.png]= |(xqu+ yyu) — (xu + y,u")?




[image: image74.wmf]
[image: image75.png]1Gey —x)u+ (g —y)u?




[image: image76.png]= |(xy —x)ul® + 1y — y)utI* + 2((xy — x)u, (yy — ¥, )u’)




[image: image77.png]= (g —x) % lul® + (g — ¥2) %l P + 2(xy — x) Oy — 2 ) (w,u™)




[image: image78.png]= (23 —x)* + (3 — »,)°




[image: image79.png]=|P—Ql*





[image: image80.wmf]  Entonces [image: image82.png]lu(P) —u(@I* =1P—Ql?



 Por tanto se cumple que: 

     [image: image84.png]lu(P) —u(@)l=IP—@l



 

Luego U es una transformación rígida.      

c) Sean [image: image86.png]P,Q ER?



, veamos que la reflexión V definida por 
[image: image88.png]V(x,y) = xu—yu*,lul



, preserva la distancia.
En efecto:

[image: image89.png]V(P) —V(QI* = V(xy,y) — V(xg, y) 17 = [(xyu— yyut) — (xpu— yut)?




[image: image90.png]= 1(xy —x)u — (yy —y)utl?




[image: image91.png]= 1(xy —x)u — (yy —y)utl?




[image: image92.png]= |(xy —x)ul® + 1y, — y)utI* = 2((xy — x)u, (y; — ¥, )u’)




[image: image93.png]= (g —x) % lul® + (g — ¥2) % 1w P — 2(xy — x) (g — 2 ) (w, u™)




[image: image94.png]= (23 —x)* + (3 — »,)°




[image: image95.png]=|P—Ql*




Entonces: [image: image97.png]v(P)-v(@I*=IP—-gl?




Por lo tanto, se cumple: [image: image99.png]v(P)-v(@l=Ip-aql




Luego, V  es una Transformación Rígida.   [image: image101.png]



4.3. TRANSFORMACIONES NO SINGULARES

Definición 4.3.1.  
· Una transformación de [image: image103.png]


 es no singular, si y solamente si,  
i) Es univalente     
ii) Su rango es [image: image105.png]


 

· Una transformación que no es no singular se dice que es singular
Proposición 4.3.2. Sea T una rotación, entonces:

a) Las rotaciones alrededor del origen son transformaciones no singulares;
b) La inversa de una rotación es una rotación;
c) Las rotaciones son transformaciones rígidas.
Pruebas
a) [image: image107.png]P'=U(P) =xu+yu", |ul




, 
[image: image108.png]=(xy); (uygu;)





[image: image110.png]P,Q ER?



; sabemos que la ecuación: [image: image112.png]P'=U(P)




Tiene la solución única:  [image: image114.png]A =uPt =gt +upyt
{y =utPi= —uyxt Fugyt



 entonces U es no singular
b) De a) y   U es no singular  [image: image116.png]U*(P) = x'(uy, —u,) + y' (up,uy)




[image: image117.png]x(uy, —uy) + ¥ (uy,—uy)"




Entonces [image: image119.png]


es una rotación

c) Sean [image: image121.png]Py =(x31) ¥ Py=(x3,)



 entonces
[image: image123.png][U(Py) — U(P)I* = I(xy— x)u+ (yy — yp)utl?



       
[image: image124.wmf]

[image: image126.png]= (23 —x)* + (3 — »,)°





[image: image128.png]= |Py + P,|?




Luego U preserva la distancia entonces U es una transformación rígida.   [image: image130.png]



Teorema 4.3.3. Si U es una rotación, entonces:

a) [image: image132.png]U(a)-U(b)=a-b



              

b) [image: image134.png]a-U(b)=U*(a)-b




c) [image: image136.png]U(a*) = [U(a)]*



                  

Prueba

Sea [image: image138.png]


 entonces [image: image140.png]U(x,y) = xu+ yu*



              

a) U es vector unitario, 
[image: image141.png]U(a) - U(b) = (aqu + ayu*)(byu + byu*)




[image: image142.png]= a,byuu + asbuu” + a,byuut + a,butut




[image: image143.png]=a,b, +a,b,




[image: image145.png]


.
b) [image: image147.png]


 es rotación inversa.

Por  [image: image149.png]U(a)-U(b)=a-b




[image: image151.png]a-U(b)=U"(a) - U*(U(b)) =U*(a) b



.
c) [image: image153.png]U(a*) =U(—aya,) = —a,u +a,u’




[image: image155.png][U(a)]* = (ayu+ au*)* = a,u* —au = U(a")



.      [image: image157.png]



4.4.  COMPOSICION DE TRANSFORMACIONES

Definición 4.4.1. Sean T, U dos transformaciones de [image: image159.png]


, se define la composición de T con U como:

[image: image160.png][T-Ul(P)=T(U(P));¥P € R?




Primero, se aplica la transformación U que mueve P a [image: image162.png]P'=U(P)



; luego, la transformación T mueve  [image: image164.png]


 a  [image: image166.png]P“=T(P')



. La composición  [image: image168.png]


 de las dos transformaciones lleva [image: image170.png]


 a [image: image172.png]p*




Propiedad 4.4.2. La composición de transformaciones es asociativa 
[image: image173.png]So[TeU]=[SeT]oU




Mediante el siguiente diagrama mostraremos esta igualdad:

 SHAPE  \* MERGEFORMAT 



[image: image175.png][so (T 0)1(P) = S(I > U1(P)) = 5 (T (v(P)))




Además

[image: image176.png][(so1) 2 U](P) = [s° TI(U(P)) = 5(T(v(P)))




Proposición 4.4.3: La composición de transformaciones no singulares es una transformación no singular.

Demostración
Sea U y T dos transformaciones no singulares, entonces son univalentes y su rango es [image: image178.png]


, la composición de funciones univalentes [image: image180.png]


  es univalente, además [image: image182.png](U - T)(R?) = R?



, tiene rango [image: image184.png]


, por lo tanto: [image: image186.png]


 es una transformación no singular.     [image: image188.png]



Proposición 4.4.4: Sea T una transformación, se cumple lo siguiente:

a) Si T es una rotación, entonces T es no singular.

b) Si T es una traslación, entonces T es no singular.

c) Si T es una reflexión, entonces T es no singular.

Demostración:

a) Sea [image: image190.png]P'=U(P)=xu+yu',lul =1 P =(xy) P= (xy), u=(u,u,)




[image: image191.png]=

xu+ yu®




[image: image192.png](x%y) = x(uy,uy) + y(—uyu,)




[image: image193.png](x%,y) = (ruy — yuy,xu, + yuy)




[image: image194.png]



[image: image195.png]'t yuy, vty




[image: image196.png]x'uy +yus; = y'ug —yuj




[image: image197.png]y(ui +u3) =y"
yiuy —xt
u,




[image: image198.png]V=Y Uy~ X
X = x'uy 4+ y'u,




Donde : [image: image200.png]x = uP', y=u"P'



, esta solución en única, por lo que U resulta ser univalente y [image: image202.png]U(R?) = R?



. Por lo tanto U es una transformación no singular.  [image: image204.png]



b) Si T es una traslación; 

Dado [image: image206.png]P € R?



, [image: image208.png]


, un punto fijo se tiene que [image: image210.png]T(P)=P+F,



, Veamos que        T es univalente.
Dados [image: image212.png]P,Q € R?



, [image: image214.png]T(P)=T(Q)



 entonces [image: image216.png]P+PF,

Q+F,



 y como [image: image218.png]


 es fijo, se tiene que [image: image220.png]


, entonces T es univalente, además [image: image222.png]T(R?) = R?



 dado que T es una transformación. Por tanto T es una transformación no singular.   [image: image224.png]



c) T es una reflexión,  si [image: image226.png]= (xy,3)



 y [image: image228.png]= (x2,3,)




 entonces:
[image: image229.png]V(P)=V(Q) = xyu—yu" = xau—yut, |lul =1




[image: image230.png]= (= xJu— (yy —yJu" =0




[image: image231.png]= x4





[image: image232.png]



[image: image233.png]= (x,yy) = (x3,3,) 2 P =





Entonces V es univalente, además [image: image235.png]V(R?) = R?



 dado que V es una transformación. Por tanto V es una transformación no singular.    [image: image237.png]



Proposición 4.4.5: La inversa de una transformación no singular es una transformación no singular.

Demostración: Dado que si una transformación es rígida entonces su inversa también es rígida.
En efecto: Si T es una transformación rígida. Entonces

[image: image239.png]P -l =|r(T"(P)) - T(T"(@)| = IT*(P) - T (Q)|



 

Y como toda transformación rígida es no singular, entonces la inversa de una transformación no singular es no singular.    [image: image241.png]



V. DISCUSIÓN 
Básicamente nos hemos centrado en las transformaciones rígidas en [image: image243.png]


, puesto ellas nos llevarían a resolver nuestro problema el de la transformaciones no singulares, por lo que ahora sabemos cómo representar toda las transformaciones no singulares (Transformaciones rígidas) analíticamente.
Todo esto nos permitirá identificar algunas propiedades y conceptos del plano euclidiano [image: image245.png]


 que permanecen sin cambio, por las transformaciones rígidas (no singulares). Éstos son los invariantes euclidianos y la geometría euclidiana es el estudio de tales invariantes.
Las transformaciones no singulares tienen propiedades respecto a la composición que son análogas a las propiedades multiplicativas de los reales distintos de cero. El cual queda resumido cuando afirmamos que eran grupos. Y el conjunto de todas las rotaciones del plano euclidiano [image: image247.png]


 alrededor del origen forma un grupo conmutativo respecto a la composición.

Las traslaciones puras en [image: image249.png]


 pueden expresarse con facilidad ya que son muy similares a los expuestos en [image: image251.png]


. Dado que las traslaciones en [image: image253.png]


 pueden representarse en vectores. Para describir un movimiento rígido en [image: image255.png]


 , sería en una rotación alrededor de una línea en el espacio.
5.1. SOBRE LAS APLICACIONES EN LA GEOMETRÍA
En la geometría cuando para resolver diferentes problemas de congruencia de triángulos, “se dice que son congruentes si uno puede transformarse en el otro mediante una transformación rígida (no singular)”. Lo mismo diríamos para cuando son segmentos de recta, cuadriláteros o poligonales cualesquiera.
Una transformación rígida no es más que simplemente una transformación que preserva la distancia, la matemática intenta mostrar que cualquier movimiento de un cuerpo rígido puede dividirse en una secuencia de traslaciones y rotaciones respecta un eje de coordenadas fijo.

5.2. SOBRE LAS APLICACIONES EN LA VIDA

En la robótica, un sistema mecánico son aquellos en los cuales la inercia de los cuerpos se toma en cuenta. Los elementos que constituyen los sistemas mecánicos son cuerpos rígidos y deformables, fluidos compresibles e incompresibles. Estos sistemas pueden ser naturales o creados por el hombre. 
La importancia de las imágenes médicas es bastante conocida ya que su aplicación es un componente vital en el diagnóstico de enfermedades. Las imágenes con las que se trabaja para la realización de una concordancia geométrica. La correspondencia espacial entre las imágenes se denomina registro a través de una serie de transformaciones geométricas de una de las imágenes. Transformaciones Rígidas: son aquellas en las que se producen rotaciones y traslaciones de la imagen original. En tres dimensiones esto supone tres traslaciones y tres rotaciones posibles, por lo que también se denomina transformación de 6 parámetros. Este es el tipo de transformación conveniente para el caso de registro tipo intermodalidad-intrasujeto.
[image: image384.png]


[image: image385.png]



[image: image386.png]VIP)= xu—yu




[image: image387.png]



Figura06: registro del tipo CT-MR (intermidalidad, intrasujeto)

VI. CONCLUSIONES

Los resultados obtenidos y el análisis efectuado en la discusión hacen posible señalar las conclusiones siguientes:

Toda transformación rígida es una transformación no singular. Aplicar transformaciones y usar simetría para analizar situaciones matemáticas. Describir tamaños, posiciones y orientaciones de figura a las que se han aplicado transformaciones no formales como: saltos, giros, deslizamientos y alargamientos o acortamientos
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VIII. ANEXOS

8.1. TRASLACIÓN Y ROTACIÓN DE EJES
[image: image388.png]



Designaremos con X, Y los ejes coordenados originales, y con X’, Y’ los nuevos ejes de coordenadas.

[image: image257.png]P=(x,y)=T(P)=x"ut+y'u"+P,



; es decir

[image: image258.png]x=ux' —u,y' +x,




[image: image259.png]y =ux' —uyy' +y,




 [image: image261.png]S(@Q=Q+E,; Ux'y)=xuty'





    [image: image263.png]P'=T*(P)=U*(P—F,)= (x—x,u" +(y—y,)u™



;  donde     [image: image265.png]



8.2.  GRUPO DE TRANSFORMACIONES
Definición 8.2.1. Un conjunto [image: image267.png]


 con una operación binaria [image: image269.png]


  se llama grupo bajo la operación  [image: image271.png]


  si
i.  [image: image273.png]ac(bec)=(aceb)ec



 para cualquier [image: image275.png]a,b,c€G



.    (ley asociativa)
ii. Hay un único elemento [image: image277.png]e €G



 tal que [image: image279.png]ace

eca



 para todo [image: image281.png]a€G




iii. Para cada elemento [image: image283.png]a€G



 hay un único elemento [image: image285.png]a* € G



 tal que [image: image287.png]


 
iv. [image: image289.png]acb=boa



 para todo  [image: image291.png]a,b €@



.
 (ley conmutativa)
Teorema 8.2.1. El conjunto [image: image293.png]


 de todas las transformaciones no singulares es un grupo no conmutativo bajo la composición.
Demostración:

Como [image: image295.png]U(R?) = R* A T(R?) = R?



entonces [image: image297.png][UeT ](R?) = R?



, entonces la composición de transformaciones no singulares es una operación binaria en [image: image299.png]


, de donde concluimos que la composición de una par de transformaciones no singulares es una transformación no singular, dado que la composición de cualquier par de transformaciones univalentes es univalente; 

Es asociativa por ser una propiedad general de la composición de funciones, Propiedad 4.4.2.

La transformación identidad es, ciertamente, una transformación no singular y [image: image301.png]Tel=1eT=T



 para todas las transformaciones. La unicidad de la identidad es una propiedad general de los grupos: Supongamos que hay un elemento [image: image303.png]


  tal que [image: image305.png]I'eT

T



, para algún [image: image307.png]TET



. Entonces por ser operación binaria

[image: image308.png]=TeT'={'eT)eT =1"o(TeT)=1"01=1I




Sabemos que la inversa de una transformación no singular es una transformación no singular, por ser una operación binaria supongamos que [image: image310.png]


, entonces

[image: image311.png]T*=T"e(TeT)=(T"eT)eT =1oT"

T' =




Teorema 8.2.2. Si [image: image313.png]


 es un grupo bajo una operación[image: image315.png]


, entonces [image: image317.png](aeb)*=b"ca’



 para todo  [image: image319.png]a,b €@



.
Por definición de grupo, se tiene

[image: image321.png](b*ea*)e(acb)=b"c[a" = (aob)]



.




  [image: image323.png]=b*e[(a" e a) = b]



.




  [image: image325.png]b*e(eeb)





Teorema 8.2.3. El conjunto [image: image327.png]


 de todas las rotaciones alrededor del origen es un grupo conmutativo respecto a la composición.
 

Demostración:

La transformación idéntica I es una rotación, luego [image: image329.png][ER



. Además sabemos que toda rotación es una transformación no singular, por lo tanto [image: image331.png]RCT



 y que si [image: image333.png]UER



 implica que [image: image335.png]U'ER



, con esto tan sólo queda demostrar que las rotaciones conmutan. Sean

[image: image336.png]Uy(x,y) = x(ay, by) +y(ay, by)*




[image: image337.png]Uy(x,y) = x(ay,b,) + y(ay by)*




Donde [image: image339.png]lay, byl =1y lag byl =1



un par de rotaciones. Entonces

[image: image340.png]U, (U, (x,5)) = Uy (x(ay, by) + y(ay, by)




[image: image341.png]= (ayx, byy)(ay,b,) + (byx, a,y)(—by,a;)




[image: image342.png]x(aya, —byby, a1b, +bya,) +y(—bya, —ayby, a.b, — bya,)




[image: image343.png]xu+ yu*




Donde [image: image345.png](aja; —byby,a,b, + bya,)



. Como

[image: image347.png]lul®

,2a,? — 2b,bya,a, + by °b,” + a,?b,” + 2a,a,b,b, + by’ay?



.


[image: image349.png]=a,’(a;® + b,%) + by *(a,” + b;”)



.


[image: image351.png](a,*+b,%)(a® + b,°) =



.

[image: image353.png]Uy o Uy



  es una rotación. Del mismo modo se demuestra que [image: image355.png]Uye U,



 es una rotación y da el mismo resultado, por lo tanto [image: image357.png]UjeUy=U,°U;m




8.3. TRANSFORMACIONES ORTOGONALES

[image: image389.png]5 (i+w



Definición 8.3.1. Una transformación rígida T que deja el origen fijo se llama transformación ortogonal.
Teorema 8.3.1. Si T es una transformación rígida, entonces [image: image359.png]T

SeoU



 donde, S es una traslación y U es una transformación ortogonal, y esta descomposición de T es única.
Demostración: Supongamos que existen una traslación S y una transformación ortogonal U  tal que [image: image361.png]T

SeoU



 lo que implica que [image: image363.png]T(0) =[s-U](0) =5(0)



. S debe ser la traslación que mueve O hasta T(O).   Sea [image: image365.png]P, =T(0)



    Entonces [image: image367.png]S(@Q=Q+PE; T=5SoU



 implica también [image: image369.png]U=S"eSeU=5"T



. Así pues, si T puede descomponerse de esta forma, [image: image371.png]U=S*eT



 donde la traslación S está definida por [image: image373.png]S(Q =Q+#,



 y [image: image375.png]S*(@=Q —F,



, finalmente [image: image377.png]u(o)=[s*=T](0)=5*(P)=0



 y U es rígida como composición de transformaciones rígidas. [Si [image: image379.png]Ty, T,



 son rígidas entonces
 


 [image: image381.png][7y(T2(P)) — T4(T2(Q))| = IT2(P) — T2 (@) = |P —Qlm




a





Figura 01: El gráfico representa una Traslación 
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Figura 02: El gráfico representa una Rotación 
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Figura 03: El gráfico representa una Reflexión 
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Figura 04: El gráfico representa una Traslación y Rotación de ejes 
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Figura 05: El gráfico representa una transformación ortogonal
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[image: image390.png]


[image: image391.png]


[image: image392.png]So(Tol

(§=T)aU



[image: image393.png]TaU



[image: image394.png]SoT



[image: image395.png]


[image: image396.png]


[image: image397.png](xy) =P +xu+y'wu



[image: image398.png]


[image: image399.png]
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