ECUACIONES DIFERENCIALES EN EL. CONTEXTO DEL MATLAB
Carlos Enrique Nuifiez Rincon'

Los matemdticos, en lugar de simplemente utilizar un método que
parece funcionar, quieren hallar una justificacion para el método y una
serie de condiciones que garanticen que el método funciona.

Glenn Ledder

El presente articulo de corte divulgativo tiene como proposito hacer una
contrastacion entre la resolucion usual de ecuaciones diferenciales ordinarias

(EDO), es decir la resolucion empleando el Algebra y el Calculo, y la resolucion

operando los comandos del Programa de Calculo Técnico Cientifico MATLAB.

Esta dirigido al lector interesado en el tema, pero sobre todo a los alumnos
que cursan la asignatura Matematica IV en las diversas Carreras de Ingenieria que

configuran la Oferta Académica de la UNET.

Ecuaciones separables g( y)% = f(x)

Resolver y'=4-—y*. Es necesario expresar la ecuacion en la notacion de

Leibniz, es decir % =4—7", ahora se lleva a la forma de variable separada, esto

X

dy

S
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Ecuaciones diferenciales en el contexto del MatLab

luego

LS _ 1|2ty
de:> 4ln‘2 y‘+4ln‘2+y‘ x+C:>4ln‘

2-y

I+

> = =x+C
4-y

entonces, la solucion es

+y‘_e4x+4c _ 4x 4C

e e
2-y

2HY et , haciendo 4 ==e*, obtenemos 25V et
—y 2-y

Ae™ -1

Ae* +1

luego,

por lo tanto, y=2
Consideremos, ahora, la condicion inicial y(O) =1, obtenemos
1 1 1
——In|2—-1|+—In[2+1|=0+C= C=—In(3)
4 4 4

2(3e4x —1)

entonces, la solucidn particulares y= W
e +

Ahora, obtenemos la solucion general y particular utilizando los comandos
de MatLab, asimismo se representa graficamente las soluciones (figura 1) y la de

solucion particular (figura 2).

>> pretty(solve('int(1/(4-y"2),y)=int(1,x)"))
- 1/4 log(y - 2) + 1/4 log(y + 2)

>> C=simple(sym('solve(subs(x=0,y=1,x=-1/4*In(2-y)+1/4*In(2+y)-C),C)"))
C = 1/4*log(3)

>> [X,Y]=meshgrid(-2:0.1:2);
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>> 7=-X+(-log(abs(2-Y))+log(abs(2+Y)))./4;

>> contour(Z,20)

>> fplot('(6*exp(4*x)-2)/(3*exp(4*x)+1),[-3,3])

Cuadro 1

B exp(d x)-2)/(3 expld x+1)
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Figura 1 Figura 2

Como es posible observar, es bastante simple hallar la solucion general y

particular de la ecuacion diferencial, asi como la solucion grafica.

Ecuaciones homogéneas M (x,y)dx+ N(x,y)dy=0

Consideremos la ecuacion diferencial /x* + y*dx = xdy — ydx . Expresandola

de la forma homogénea, esto es

(\/xz +y° +y)dx—xdy =0
probamos que las dos funciones son homogéneas
M(tx,ly) = tM(x,y) y N(tx,ly) = tN(x,y)
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es claro, que ambas tienen el mismo grado de homogeneidad.

dy \/x2+y2 +y

Ahora, la expresamos de la forma o = y dividiendo numerador y
X X

denominador por x, obtenemos

2
Q: 1+(Zj +Z
dx

o, ) d dv
tomando la sustitucién v = Y , es decir y=xv, donde & _ v+ x—, tenemos
X

dx dx

v+xﬂ=\/1+v2 +v:>xﬂ=\/l+v2

dx dx
la ecuacion la hemos convertido en una ecuacion diferencial separable, es decir

dv dx

JI+v X

integramos para obtener la solucion general

J dv :J‘@:>ln(v+\/1+vz)=ln()c)+C:>v+\/1+v2 ="M = oCx = Ax

1+ X

finalmente, sustituimos v por i

X

2
X X X

2 + ’ 2+ 2
Xy 1+[y—j:Ax:>y T ko y Py = A

Ahora, obtenemos la solucion general utilizando los comandos de MatLab:

Determinamos si la ecuacion es homogénea:
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>> maple('m:=(x,y)->sqrt(x"2+y"2)+y");
>> maple('n:=(x,y)->-x');
>> pretty(sym(maple('collect(m(t*x,t*y),t)')))
22 2212
tx +ty) +ty

>> pretty(sym(maple('collect(n(t*x,t*y),t)")))
-t X

Se carga el la libreria difforms y el comando maple('defform(v=0,x=0,y=0)"), que
permiten utilizar las formas diferenciales y expresar las variables, respectivamente:
>> maple('with(difforms)');

>> maple('defform(v=0,x=0,y=0)");

Se hace el cambio de variable y = xv y se expresa la ecuacién en forma de
variables separadas:

>> pretty(simple(sym(maple('subs(y=x*v,m(x,y)*d(x)+n(x,y)*d(y))")))

21/2
X (-dx) (1+v) +xd(v))

>> pretty(sym(maple('collect((x*sqrt(1+v/ 2)*d(x)-x*x*d(v))/(x),{d(v),d(X)})")))

21/2
dx)(1+v) -xd(v)

Se resuelve la ecuacion separable:
>> pretty(simple(sym('int(1/(sqrt(1+v"2)),v)-int(1/x,x)")))
asinh(v) - log(x)

Finalmente se sustituye v por y/x:
>> pretty(simple(sym('subs(v=y/x,a*sinh(v)-log(x))")))
a sinh(y/x) - log(x)

Cuadro 2
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Ecuaciones exactas M (x,y)dx+ N(x,y)dy=0< aaﬁ = aa—N
)y  ox

Consideremos la ecuacion ( yex+2x)dx+exdy=0, ¢sta es de la forma

M (x,y)dx+ N(x,y)dy=0, aplicando la condicion de exactitud, comprobamos

. ON

que es exacta, estoes —=¢e¢ =—.

ay ox
Utilizando el procedimiento de resolucion de ecuaciones diferenciales exactas,
obtenemos

%ﬂdx=J(yex +2x)dx:>f(x,y)=yex +x’ +¢(y):>g—f=ex +¢'(y)
X v
luego
Jof

o= 49/ (y)=e" = N(xy) = ¢'(y)=0= [¢'(y)dy = [0dy =9(y) =G
y

entonces , f(x,y)=ye* +x* +C,, puesto que f(x,y)=C, obtenemos la solucién
general de la ecuacion

A—x*

X

e

ye'+x*+C,=C= ye' +x’=A4A= y= ,donde 4=C-C,.

Ahora, obtenemos la solucidén general, asi como la representacion grafica de

la familia de soluciones (figura 3), utilizando los comandos del MatLab:

Determinamos si la ecuacion es exacta:

>> maple('m:=(x,y)->y*exp(x)+2*x");
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>> maple('n:=(x,y)->exp(x)");

>> pretty(simple(diff'm(x,y),'y)))
exp(x)

>> pretty(simple(diff('n(x,y)','x")))
exp(x)

Se resuelve la ecuacion exacta:
>> solucionl=maple('simplify(int(m(x,y),x)+g(y))")
solucion] =

y*exp(x)+x"2+g(y)

>> pretty(sym(maple('simplify(int(m(x,y),x)+g(y))")))
2
y exp(x) +x +g(y)

>> pretty(sym(maple('simplify(diff(y*exp(x)+x"2+g(y),y))'")))
/d\

exp(x) +|-- g(y)|
\dy /

>> pretty(simple(sym('solve(exp(x)+diff(g(y),y)=n(x,y),diff(g(y),y))"))
0
>> pretty(simple(sym(maple('subs(g(y)=int(0,y),y*exp(x)+x"2+g(y))")))
2
y exp(x) +x

Representacion grafica de la familia de soluciones:
>> [x,y]=meshgrid(-1:.2:1);
>> z=y*exp(X)+x"2;

>> contour(z,100)

Cuadro 3
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y

Figura 3

Ecuaciones lineales y'+ P(x)y=0(x)

Consideremos la ecuacion diferencial lineal dy=(x—3xy)dx. En primer

lugar es necesario llevarla a la forma y'+ P(x)y=0(x), es decir y'+3xy=x,

. X)ax 3
ahora, determinamos el factor ejp( ) , esto es JP(x)dx:J3xdx:—x2, no es

32
.o . . ., P(x)dx =X ..
necesario incluir la constante de integracion, luego eI =e? , multiplicando la

ecuacion por este factor, obtenemos
XN £ 3 3. 3.
e? y'+e? 3xy=e? x=>|e? y|=e* x

luego, en el miembro izquierdo de la igualdad aplicamos el Teorema Fundamental

del Calculo y en el derecho integramos, asi obtenemos la solucion de la ecuacion

3, 3, 3x2 35

éx2 ' =X =X =
I[ez y)dx='[e2 xdx = e? y=%e2 +C:>y=%+Ce2
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Como sabemos, para hacer el procedimiento mas sencillo, simplemente se

x)dx éx2 ejP(X)de X dx+C
sustituye el factor JE 7 e 1 expresion y ZI IP(( )d)
e

y

obtenemos la solucion.

Ahora, obtenemos la solucion general, utilizando un comando del MatLab:

>> pretty(sym(maple('simplify(dsolve(diff(y(x),x)+3*x*y(x)=x,y(x)))")))

2
y(x)=1/3+exp(-3/2x) ClI

Cuadro 4

(n-1)

Ecuaciones lineales de orden superior a v +a " +.-.+ay" +a,y=f

(n-1)

Homogéneas con coeficientes constantes «, y(”) +a, vy '+ +a y(') +a,y=0

Consideremos las siguientes ecuaciones homogéneas con coeficientes constantes:
a) 2y"+5y'-3y=0 b) y"-6y"+12y'-8y =0
c) y"-3y+4y=0 d) y° -9y’ +30y* —28)° —88)° +256y —192y=0.
Solucion:

a) obtengamos la ecuacion polinomial asociada (polinomio caracteristico), para ello

hacemos y =e", luego
2(6” ) + S(e’x ) —3e" =0= 21" +5re” -3" =0=> (2r2 +5r— 3)6’“ =0

:>2r2+5r—3=0:>(2r—1)(r+3)=0
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1
—x
entonces, y,=e> y y,=e"

X

constituyen soluciones de la ecuacion, por lo tanto

la solucidn general es

1

¥ —3x
y=Ae* +Be .
b) la ecuacion polinomial asociada es

PP —6r’+12r—-8=0=(r-2)(r-2)(r-2)=0

entonces, usando la reduccion de orden es posible determinar otras soluciones

linealmente independientes de e°*, esto es xe’* y x’e™*, por lo tanto la solucion

general de la ecuacion es
_ 2x 2x 2 2x
y=A4e" +Axe" + Axe

¢) la ecuacion polinomial asociada es

34916 3++/7i

PP =3r+4=0=r= =
2 2

entonces, las soluciones de la ecuacion son

3+ﬁix 37
y=e€ 2 y Y, =€ ?

luego, la solucion general de la ecuacion es

34470 37
y=Ae * +Be ?

X

Mediante la formula de Euler, es posible reescribir la solucion general

é)C @X é)C _ﬁix é)C g)C
y=Ae*e? +Be’e ? =Ae? [cos[gx}Lisen{ngwLBez [cos[?x}—isen[?x]}
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ahora, tomando adecuadamente valores para Ay B, porejemploA=B=1/2 y A=

-1/2, B =1/2, obtenemos soluciones significativas con valores reales, esto es

3. ﬁ 3. ﬁ
y=e? cos| —x y y=e?sen —x
2 2
3 3
y=FEe? cos[gx]+Fe2 Senﬂng.

d) la ecuacion polinomial asociada es

por lo tanto

r® —9r° +30r* —281° —88r* +256r—192=0
factorizando, obtenemos
(r=2)(r=2)(r+2)(r-3)(2+2i)(2-2i)=0

entonces, las soluciones de la ecuacidon son

2x 2x —2x 3x
yl=e 5 y2=xe 5 y3=e ,y4=e 5

ys = =e"cos(2x) y y,=e =e’"sen(2x)

por lo tanto, la ecuacion general es

y=A4e” + Axe™ + A,e” + A, + Ae” cos(2x) + Ae* sen(2x).

Ahora, obtenemos la solucion general de cada ecuacidn, utilizando los

comandos del MatLab:

a) >> pretty(dsolve('2*D2y+5*Dy-3*y=0"))
Cl exp(-3 t) + C2 exp(1/2 t)

11
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0
>> pretty(sym(maple('dsolve(2*diff(y(x),x$2)+5*diff(y(x),x$1)-3*y(x)=0,y(x))")))
y(x) = CIl exp(-3 x) + C2 exp(1/2 x)

b) >> pretty(sym(maple('dsolve(diff(y(x),x$3)
-6*diff(y(x),x$2)+12*diff(y(x),x$1)-8*y(x)=0,y(x))")))

2
yx)= Clexp(2x)+ C2exp(2x)x + C3exp(2x)x

c) >> solve('x"2-3*x"1+4=0")

ans =

[ 372+1/2*1*7(1/2)]

[ 3/2-12*1*77(1/2)]

>> pretty(sym(maple('dsolve(diff(y(x),x$2)-3*diff(y(x),x$1)+4*y(x)=0,y(x))")))

1/2 12
y(x) = Cl exp(3/2x)sin(1/27 x)+ C2exp(3/2x)cos(1/27 x)

d) >> pretty(sym(maple('dsolve(diff(y(x),x$6)

9% diff(y(x),x$5)+30*diff(y(x),x$4)-28*diff(y(x),x$3)-
88*diff(y(x),x$2)+256*diff(y(x),x$1)-192*y(x)))))

y(x)= Clexp2x)+ C2exp(3x)+ C3exp(-2x)+ C4dexp(2x)x
+ C5 exp(2 x) cos(2 x) + _C6 exp(2 x) sin(2 x)
o0 asi
>> pretty(dsolve('D6y-9*D5y+30*D4y-28*D3y-88*D2y+256*Dy-192*y=0"))
Clexp(-2t)+C2exp(2t) + C3 exp(3t)+C4exp2t)t

+ C5 exp(2t) cos(2 t) + C6 exp(2 t) sin(2 t)

Cuadro 5

12
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No homogéneas con coeficientes constantes ay"+by'+cy = f(x)
Método de coeficientes indeterminados

Consideremos la siguiente ecuaciéon no homogénea de segundo orden con

coeficientes constantes:
y"—-2y+2y=e'cosx
Su solucion general es de la forma y=y, +y,, donde y,=Ae"cosx+ Be senx es

la solucion general de la ecuacion homogénea. Ahora, determinamos una solucion

particular de la ecuacion, para ello, sea y, = Cxe'senx, sustituyendo esta expresion
en la ecuacion diferencial, obtenemos
(Cxexsenx) -2 (Cxexsenx) + 2(Cxexsenx) =e"cosx

—2Ce"cosx=e"cosx=C=1/2

1 .,
luego, y, = Exexsenx , por lo tanto la solucion general es

1
y=Ae"cosx+ Be'senx + Exexsenx :

Método de variacion de parametros
Consideremos la ecuacion y"—2y'+2y =e" cosx. Este método, al igual que
el anterior, produce la solucion general de la ecuacion mediante y =y, + y,, donde

v, = Ay, + By, = Ae" cosx+ Be*senx es la solucion general de la ecuacion
homogéneay y, =u,y, +u,y, es una solucion particular de la ecuacion diferencial,

u; y up son funciones desconocidas que se deben determinar.

Para determinar a u; y u,, es necesario calcular en Wronskiano de las dos

funciones y; y »,, esto es

13
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e’ cosx e'senx -
X X X X = e
e’ cosx—e'senx e'senx+e’cosx

Yo 0
Yo W

W(y,»,)=

u, = —J'ul'dx = —J‘%dx = —J ‘ senxizex cos) dx = —j senx cos xdx = %cos(2x)

u,= J‘u;dx = J yVIVfdx = I ¢ cosx(ex cosx) dx = Jcosz xdx =g+isen(2x)

e2x
luego
1 . x 1 . 1 . 1 .
v, =|—cos(2x) |e* cosx+| =+—sen(2x) |e"senx =—e" cosx +— xe"senx
P4 2 4 4 2
por lo tanto, la solucidn general es
X X 1 X 1 X
y=Ae" cosx+ Be senx+Ze COS X +Exe Senx .

Ahora, obtenemos la solucién general de la ecuacion, asi como la
representacion grafica de la familia de soluciones (figura 4), para ciertos valores de

Ay B, utilizando los comandos del MatLab:

>> solve('r"2-2*r+2=0")
ans =

[ 1+i1]

[ 1-1]

>> maple('f:=x->exp(x)*cos(x)");
>> maple('yl:=x->exp(x)*cos(x)');
>> maple('y2:=x->exp(x)*sin(x)');

>> maple("W:=x->Wronskian([y1(x),y2(x)],x)");

14
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>> pretty(simple(sym(maple('det(W(x))"))))

exp(2 x)
>> maple(' W1 :=x->array([[0,y2(x)L,[ L.diff(y2)(x),)1]);
>> pretty(simple(sym(maple('det(W1(x))"))))

-exp(x) sin(x)
>> maple('W2:=x->array([[y1(x).0L[diff((y1)(x),%), 11])");
>> pretty(simple(sym(maple('det(W2(x))"))))

exp(x) cos(X)

>> maple(‘ul:=x->factor(simplify(int(f(x)*det(W1(x))/det(W(x)),x)))");
>>maple('ul(x)")
ans =
1/4*cos(2*x)
>> maple('u2:=x->factor(simplify(int(f(x) *det(W2(x))/det(W(x)),x)))');
>> maple('u2(x)")
ans =
1/4*sin(2*x)+1/2*x
>> maple('yp:=x->factor(simplify(y1(x)*ul(x)+y2(x)*u2(x)))");
>> maple('yp(x)')
ans =
1/4*exp(x)*(cos(x)*cos(2*x)+sin(x)*sin(2*x)+2*sin(x)*x)
>> maple('y:=x->simplify(c1*y1(x)+c2*y2(x)+yp(x))');
>> maple('combine(y(x),trig)")

ans =

cl*exp(x)*cos(x)+c2*exp(x)*sin(x)+1/4*exp(x)*cos(x)+1/2*exp(x)*sin(x)*x

>> ezplot(simple(sym(maple('subs(c1=-4,c2=6,y(x))")),[-2,2])
>> hold on

>> ezplot(simple(sym(maple('subs(c1=-4,c2=-6,y(x))")),[-2,2])

15
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>> ezplot(simple(sym(maple('subs(c1=-4,c2=-3,y(x))"))),[-2,2])
>> ezplot(simple(sym(maple('subs(c1=-4,c2=3,y(x))")),[-2,2])
>> ezplot(simple(sym(maple('subs(c1=-4,c2=2,y(x))")),[-2,2])
>> ezplot(simple(sym(maple('subs(c1=-4,c2=-2,y(x))"))),[-2,2])
>> ezplot(simple(sym(maple('subs(c1=4,c2=2,y(x))")),[-2,2])
>> ezplot(simple(sym(maple('subs(c1=4,c2=-2,y(x))")),[-2,2])
>> ezplot(simple(sym(maple('subs(c1=4,c2=5,y(x))")),[-2,2])
>> ezplot(simple(sym(maple('subs(c1=4,c2=-4,y(x))")),[-2,2])
>> ezplot(simple(sym(maple('subs(c1=-4,c2=-4,y(x))"))),[-2,2])
>> ezplot(simple(sym(maple('subs(c1=-4,c2=-5,y(x))"))),[-2,2])

Cuadro 6

1584 exp(x) cos(xr2 expix) sin(a)+1/2 exp(x) sin(x) x

Figura 4

Ecuaciones diferenciales con coeficientes variables reducibles a ecuaciones con

coeficientes constantes. Ecuacion de Cauchy-Euler

n—1
y( )

n—1

axy" +a _x +traxy+ay=f

Consideremos la ecuacion x*3' +6x°y"® —x*y"=7xp'+16y =0.

16
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Para transformarla en ecuacion de coeficientes constantes, hacemos

x=¢ =>t=Inx
por lo tanto

dy _dydt _1ldy d_zy_i(lﬂj_id_zy_ﬁ
dc dtde xdt’ dF d\xdt) X\ di*  dt

d’y d1(d’y dy 1 (d’y ,d*y _dy
N 2 |73 3 -3 2 +2—
dx-  dx\ x~\ dt dt x \ dt dt dt

4 3 2 4 3 2
dfzi%d;v—?,dzyu@ =i4d4y—6d3y+11d2y—6@
dx”  dx\ x’\ dt dt dt x"\ dt dt dt dt

sustituyendo estas derivadas en la ecuacion diferencial, obtenemos

4 3 2 3 2
x4i4[‘ji4y—6d Y 14y 6ﬂj+6x3i(d Yy _5d y+2@)
X t

dr’ dt dt o\ df dt* dt

2 4 2
_XZ% dy_ﬂ _7xlﬂ+l6y:():>di}—8di/+l6y:0
x dt dt dt

luego, la ecuacidon polinomial asociada es

r4—8r2+16=0:>(r—2)(r—2)(r+2)(r+2)=0

por tanto
_ 2t _ 2lnx __ 1 _ —2t_1 —2Inx 1 1
y,=e  =e =—, Y, =te —n(x) =—linx
X X

y3 =ezt =ezlnx =X2 y y4 Ztezt _ln(x)e2lnx =X2 lnx

1 1 5 5
y=C—5+C,—hx+Cx"+C,x"Inx.

X X

17
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Mediante cualquier comando del MatLab del cuadro 7, se obtiene la solucion de la
ecuacion. En esta ecuacion el programa, se toma su tiempo para dar el resultado.

No se edita por ser muy extenso.

pretty(simple(dsolve('x*4*D4y+6*x"3*D3y-x"2*D2y-7*x*Dy+16*y=0")))

pretty(sym(maple(dsolve('x"4*D4y+6*x"3*D3y-x"2*D2y-7*x*Dy+16*y=0"))))

Cuadro 7

Ecuaciones diferenciales y transformada de Laplace

F(p)=L/1(p)=] e f(x)dv=lim [ e f(x)dx

N—o0d0

Llaf+pgl=aL[f]+BLlg]. L[ f(x)]=F(p-a).

Si F= L[f] es la transformada de Laplace, entonces f= L7[F], es la

transformada inversa de Laplace.

Por otra parte, si f(x)=y'(x), entonces

Ly N(p)=] ey (x)dx=tlim [ e y'(x)dx

N—>ood0

=Ilime? ‘ +lzmpJ‘ y(0)+p‘£[y]

N —o

luego

Ly']=p L[y]-(0)

de igual manera
L]y"]=p*LIy]- py(0)-»'(0),
£ 9 |=p L[y]- p*p(0) = py'(0) = 3"(0), ete.

18
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Sea la ecuacion y"+2y'+5y =3¢ *cosx, con las condiciones iniciales y(0)=0 y
»'(0)=0. Notese, que podemos tomar a y'(0)=2(p+1) como condicion inicial.

Aplicamos la transformada de Laplace a ambos miembros de la igualdad,

esto es
L{y"+ L[2y']+ L]5y] =£[3e‘x cosx}

utilizando los resultados obtenidos anteriormente, obtenemos

P L[y] - pr(0) = y'(0)+2p L[y] —20(0)+ 5 L[] =3—LFL
(p+1) +1
L[y)(p*+2p+5) = (p+2)9(0) - y'(0) = —L213
(p+1) +1

sustituyendo las condiciones iniciales, despejando y utilizando una descomposicion

en fracciones parciales, obtenemos

L]y]= 3p+3 __p+tl  p+l
(P’ +2p+2)(p*+2p+5) P +2p+2 p’+2p+5

___p+tl p+l
(p+1)+1 (p+1) +4

aplicando la transformada inversa, obtenemos

-1 _ -l p+l - p+l
LD =L [WJ‘L [WJ

y=e“cosx—e " cos(2x).

Por intermedio de los comandos del MatLab, obtenemos la solucion

particular, asi como la solucion grafica (figura 5):

19
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>> maple('L:=p->laplace(diff(y(x),x$2)+2*diff(y(x),x)+5*y(X),x,p)');

>> pretty(simple(sym(maple('subs(y(0)=0,(D(y))(0)=0,L(p))"))))
2
laplace(y(x), X,p) (p +2p +5)

>> maple('L1:=p->laplace(3*exp(-x)*cos(x),x,p)'");
>> pretty(simple(sym('L1(p)")))

>> pretty(simple(sym(maple('solve(L(p)=L1(p),laplace(y(x),x,p))"))))
3 2
(y(0)p + (4 y(0)+D(y)(0)p +(3+2D(y)0)+6y(0)p+3
/ 4 3 2
+2D(y)(0)+4y(0)) / (p t4p +11p +14p+10)
/

>> maple("TL:=p->solve(L(p)=L1(p),laplace(y(x),x,p)));
>> pretty(simple(sym('subs(y(0)=0,(D(y))(0)=0,TL(p))")))

pt4p +11p +14p+10
>> maple("TLO:=p->simplify(subs(y(0)=0,(D(y))(0)=0,TL(p)))");
>> solucion=simple(sym(maple(‘invlaplace(TLO(p),p,x)")));

>> pretty(solucion)
exp(-x) (cos(x) - cos(2 x))

>> x=(-2*p1:0.1:2*p1);
>> y=exp(-x).*cos(x)-exp(-x).*cos(2*x);

>> plot(x,y)

Cuadro 8
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200

150 -

100 -

a0

B0+

-100
-B

Figura 5

Solucion en series de potencias de ecuaciones lineales — Método de las series de

no__ 2 n
Taylor Zanx =a,tax+ax +--+ax +---
n=0

Consideremos las ecuaciones
a) y'-xy'=y=0 'y b) y+3y=0

a) Conjeturemos que la ecuacion tiene una solucién expresada como serie de

potencias, es decir

o n_ 2 3 .o n LRI
y=Y ax"=a,+ax+ax’+ax +--+ax"+
n=0

determinemos los coeficientes de la serie, para ello es necesario precisar y'y "

y'= Z:nanx"_1 =a, +2a,x+3a,x’ +4a,x’ +---+na x"" +--

n=l1

y"=Z.Q:n(n—l)anx”_2 =2-la,+3-2a,x+4-3a,x> +--+n(n—1)a,x"" +--
n=2

21
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al sustituir en la ecuacion, es conveniente que la primera y segunda serie tengan el

indice igual a la tercera, esto es

in(n—l)anx"_z—xi(n a, x" Zan X" =0

=2 =) =2
(21, +3-2a,x+4-3a,x* +5-4ax’ +-+n(n—1)a,x"" +-)
—(ax+2a,x" +3a,x° +--+(n=2)a, ,x" 7 +--)
—(ay+ax+a X’ +a,x’ ++a, 3" 4] =0
reuniendo las potencias iguales de x, obtenemos
(2-1a,-a,)+(3-2a,—a,—a,)x+(4-3a,—2a,—a,)x’
+(5-4a,-3a,—a,)x’ +--+(n(n-1)a,-(n-2)a, ,—a,,)x" > +-=0

esta ecuacion se satisface si todos los coeficientes son nulos, este hecho produce las
relaciones de recurrencia siguientes
2-la,—a,=0, 3-2a,—2a,=0, 4-3a,-3a,=0,
5-4a,-4a,=0, -, n(n-1)a,—(n-1)a,, =0, -
resolviendo cada ecuacion y considerando a g, y @, como constantes cualesquiera
Ay B, obtenemos

indices pares
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pero
a_, = ! a
n—4 (n_4) n—6
luego
a—la — = 1 =
“n " n(n=-2)"" n(n-2)(n—-4) """
entonces
4 = A
" n(n=2)----4-2
por tanto
4 = A
S T B (2n)
indices impares
Lo2 B _ 4 _1B_B
3.2 37 7 547 53 5.3
en general
B

la solucidn general, es

y=A4 LS S
2 2-4

23
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b) Conjeturemos que la ecuacioén presente una solucidén expresada como serie de

potencias, es decir

o n_ 2 3 .o n LRI
y=Y ax"=a,+ax+ax’+ax +--+ax"+
n=0

para obtener los coeficientes es necesario determinar »"

y"=Z:n(n—l)anx"_2 =2-la,+3-2a,x+4-3a,x> +--+n(n—-1)a,x"> +---
n=2

al sustituir en la ecuacion, es conveniente que la primera serie tengan el indice igual

al de la tercera, esto es

n(n-1)a,x">+3 3 a_x"=0
=2

=2
(2-1a2 +3-2a,x+4-3a,x’+5-4a x>+ +n(n—1)a x> +)
+(3a0 +3ax+3a,x> +3a,x> +-+3-a,_x"" +-- ) =0
reuniendo las potencias iguales de x, obtenemos
(2-1a, +3a,)+ (3 2a, +3a,)x+(4-3a, +3a,) x*
+(5-4a,+3a,)x* +--+(n(n—-1)a, +3a,,)x" > ++-=0

para que la serie de potencias sea igual a cero, cada coeficiente debe ser cero, esto

€S
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2-la,+3a,=0, 3-2a,+3a,=0, 4-3a,+3a,=0,

5-4a5+3a,=0, ---

, n(n—l)an+3an_2=0,

asi, obtenemos las relaciones de recurrencia siguientes

Indices pares

consideremos @, una constante
cualquiera 4

2-lcz2+3c10=O:>c12=—ﬂ

4-3a,+3a,=0=a, =—4i3(—ﬁj

Indices impares

consideremos a, una constante
cualquiera B

3-2a3+3a1=0:>a3=—£

3-2

5-4a,+3a,=0= a, =—5—34(—£j

3.2
= 3B
> 5.4.3.2
deducimos que
n A
=(-3
O = )(2n+1)(2n) ----- 3-2-1
n B
= =(-3
Aypi1 ( )(2n+1)'

2:1
3% 4
a,=————:
4-3-2-1
deducimos que
n A
=(-3
@ =(=3) (2n)(2n-1)-----3-2-1
n A
=, (_3) (21’1)'
luego
y=A+Bx—ﬁxz—ﬁ
2! 3!
2 2!
y=A4 l—ix2+3—x4—- +( 3) —e |+
200 4 (2n)!

25
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Ecuaciones diferenciales en el contexto del MatLab

y=A£i(—3)" (2;)!)8"}3[?(-3)" 1 x]

" =07 (2n+1)!

por lo tanto, la solucion general es
y= Acos(\/gx) + Bsen (\/gx) :

Por intermedio de los comandos del MatLab, obtenemos las soluciones

generales y particulares para y(0)=1y »'(0)=1:

a) >> maple('dsolve(diff(y(x),x$2)-x*diff(y(x),x)-y(x)=0,y(x),series)')

ans =

y(x) = series(y(0)+D(y)(0)*x+(1/2*y(0))*x"2+(1/3*D(y)(0))*x"3
+(1/8*y(0))*x4+(1/15*D(y)(0))*x"5+0(x"6),X,6)

>> pretty(simple(sym(maple('dsolve({diff(y(x),x$2)-x*diff(y(x),x)

-y¥(x)=0,y(0)=1.D(y)(0)=1}.y(x).series)"))))

2 3 4 5 6
yx)=1+x+12x +1/3x +1/8x +1/15x +O(x)

b) >> pretty(simple(sym(maple('dsolve(diff(y(x),x$2)+3*y(x)=0,y(x),series)"))))
2 3 4
y(x) =y(0) + D(y)(0) x - 3/2 y(0) x -1/2 D(y)(0)x +3/8y(0)x +
5 6
3/40 D(y)(0) x + O(x)

>>pretty(simple(sym(maple('dsolve({diff(y(x),x$2)+3*y(x)=0,
y(0)=1,D(y)(0)=1},y(x),series)"))))

2 3 4 5 6
y(x)=1+x-32x -1/2x +3/8x +3/40x + O(x)

26



Carlos Nuiiez

>> pretty(simple(sym(maple('dsolve({diff(y(x),x$2)+3*y(x)=0,

y(0)=1,D(y)(0)=0},y(x),series)"))))
2 4 6
y(x)=1-3/2x +3/8x +0(x), (donde y(0)=1, »'(0)=0)

>> pretty(simple(sym(maple('dsolve({diff(y(x),x$2)+3*y(x)=0,

y(0)=0,D(y)(0)=1},y(x),series)"))))
3 5 6
y(x)=x-1/2x +3/40x +O(x), (donde y(0)=0, »'(0)=1)

Cuadro 9

Sistemas de ecuaciones diferenciales lineales de primer orden

—=a,(t)x+b/(t)y+ £ (¢)
—=a,(t)x+b,(t)y+ f,(t)

Sistemas lineales homogéneos con coeficientes constantes — método de valores

propios

dx
E=a1x+b1y
d
z);zazx+bzy

Consideremos los sistemas siguientes

dx dx
—=x+4y —=Xx—-y
dt dt

a) iy b) iy
—=Xx+ —=4x+
a7 d1 Y
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Puesto que, un sistema de ecuaciones lineales homogéneo con coeficientes
constantes es reducible a una ecuacion diferencial lineal homogénea de segundo

orden con coeficientes constantes, podemos conjeturar que el sistema presenta una

x=Ae™
yZBemt

derivando y sustituyendo esta posible solucidn en el sistema, obtenemos

solucidn de la forma

Ame™ = 4e™ +4Be™  [(1-m)A+4B=0 o
, donde 4 y B son incognitas

=
Bme™ = Ae™ + Be™ A+(1-m)B=0
para que este sistema de ecuaciones tenga solucidn, es necesario que

1-m

det =0

1-m
si es diferente de cero, se obtiene la solucion trivial 4 =B =10

desarrollando el determinante, obtenemos la ecuacion polinomial asociada o

auxiliar
m’=2m-3=0=(m+1)(m-3)=0=>m =—1,m, =3

si m = -1, obtenemos

2A+4B=0
A+2B=0

es claro, que estas ecuaciones son multiplos entre si, luego el determinante es cero,

por tanto existen soluciones no triviales, una de ellas es 4 =-2, B =1, entonces
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si m = 3, obtenemos

—2A+4B=0
A-2B=0

es claro, que estas ecuaciones son multiplos entre si, luego el determinante es cero,

por tanto existen soluciones no triviales, una de ellas es 4 =2, B = 1, entonces

x=2¢"
y=e3t

es evidente, que los dos conjuntos solucion obtenidos son linealmente

independientes, por lo tanto la solucion general del sistema es

x=-2Ce" +2C,e"

y=Ce ' +C,e”
b) Antes de resolver, el sistema, es prudente hacer ciertas consideraciones, a saber
los coeficientes 4 y B son nimeros complejos, esto es A=4,+ 4,i y B=B,+B,i,

por lo tanto
X = (A1 + Azl')e(a+bi)t = (A1 " Azl.)e(afbi)t
, y |
y= (B1 + le-)e(a+bz)t y= (B1 " le-)e(a—bz)t
Aplicando la formula de Euler en la primera solucion particular propuesta del

sistema, obtenemos

x=(4 + Aji)e” (cos(bt)+isen(bt))
y=(B, + B,i)e" (cos(bt)+isen(bt))
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x= ((A1 cos(bt)— A,sen(bt))+i( Asen(bt)+ A, cos(bt)))e‘”
y= ((B1 cos(bt)— B,sen(bt))+i(B,sen(bt)+ B, cos(bt)))e“’

luego, las soluciones con valores reales son

{x=(A1 cos(bt) — A,sen(bt))e” {x=(Alsen(bt)+A2 cos(bt))e”
y=(B1 Cos(bt)—sten(bt))e“t Y y=(Blsen(bz).|.B2 COS(bt))eat

es claro que estas soluciones son linealmente independientes, por lo tanto la

solucion general del sistema, es
x= (C1 (4, cos(bt)— A,sen(bt))+C,(Asen(bt)+ 4, cos(bt)))e‘”

y= (C1 (B, cos(bt)— B,sen(bt))+C,(B,sen(bt)+ B, cos(bt)))e“’

Obsérvese, que si se aplica un procedimiento similar a la segunda solucion

propuesta, obtenemos la misma solucion general.

Resolvamos, bajo estas premisas, el sistema en consideracion, para ello

conjeturemos que el sistema presenta una solucion de la forma
x=Ae™
y — Bemt
derivando y sustituyendo esta posible solucidn en el sistema, obtenemos

Ame™ = 4e™ — Be™ (I-m)4-B=0
—
Bme™ =44e™ + Be™ |44+ (1-m)B=0

para que este sistema de ecuaciones tenga solucidn, es necesario que
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1-m -1
4 1—m

det =0

si es diferente de cero, se obtiene la solucion trivial 4 =B=0

desarrollando el determinante, obtenemos la ecuacion polinomial asociada o

auxiliar
m*=2m+5=0=>m=1+2i
si m=1+2i, obtenemos

—2iA-B=0
44-2iB=0

es claro, que estas ecuaciones son multiplos entre si, luego el determinante es cero,

por tanto existen soluciones no triviales, una de ellas es 4 = 1, B = -2i, entonces
x=e" = ¢ (cos(2t) +isen(2t))
y==2ie"? =-2ie' (cos(2¢) +isen(2t)) = ' (=2icos(2t) + 2isen(2t))

luego, las soluciones con valores reales son

{xzcos(Zt)e’ {xzsen(Zt)e’
y

y =2sen(2t)é y=-2cos(2t)¢

es claro que estas soluciones son linealmente independientes, por lo tanto la

solucion general del sistema, es

x=(C,cos(2t)+ C,sen(2t))e'
{y =2(Csen(2t)—C,cos(2t))e'
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Ahora, obtenemos la solucion general de los dos sistemas, asi como la
solucion particular, mediante el método de las series de Taylor, del segundo para

x(0)=1 y y(0) =1, utilizando los comandos de MatLab:

a) >> S=dsolve('Dx=x+4*y,Dy=x+y','t");
>> pretty(sym([S.x,S.y]))

[1/2 C1 exp(-t) + 1/2 CI exp(3 t) + C2 exp(3 t) - C2 exp(-t),

1/4 C1 exp(3 t) - 1/4 C1 exp(-t) + 1/2 C2 exp(-t) + 1/2 C2 exp(3 t)]
6
>> pretty(sym(maple('dsolve({diff(x(t),t)=x(t)+4*y(t),diff(y(t),t)=x(t)+y(t)},
{x(),y(1)})")
{x(t)=1/2 Clexp(-t)+1/2 Clexp(3t)+ C2exp(3t)-_ C2exp(-t),
y(t)=1/4 Clexp(3t)-1/4 CI1 exp(-t) + 1/2 C2 exp(-t)
+1/2 C2exp(3t)}

b) >> S=dsolve('Dx=x-y,Dy=4*x+y",'t");

>> pretty(sym([S.x,S.y]))
[- 1/2 exp(t) (-2 cos(2 t) C1 + sin(2 t) C2) ,exp(t) (2 sin(2 t) C1 + cos(2 t) C2)]

Meétodo de las series de Taylor
>> pretty(simple(sym(maple('dsolve({diff(x(t),t)-x+y=0,diff(y(t),t)-4*x-y=0,
x(0)=Ly(0)=1},{x(t),y(t) ;series)'))))

2 3 55 4 5 6
(YO =1+5t+52¢t -52t -—— t -724t +O(t),
24

2 3 4 5 6
X()=1-5/2t -5/3t +524t +1/2t +O(t)}

Cuadro 10
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Sistemas lineales no homogéneos con coeficientes constantes
dx
—=ax+by+ f (¢
PP Y+ ( )
d
?);zazx+b2y+f2(t)

Método de coeficientes indeterminados

Consideremos el sistema siguiente

dx 21
—=3x—-y+e
dr 4

dy

—=4x-2

d1 4

En primer lugar presentemos la solucidon general del sistema homogéneo

- 2
x=Ce ' +Ce”
— 2
y=4Ce " +Ce”
De esta solucion se desprende, que no es admisible considerar la solucion
x=Ae”, y=Be”, como solucién particular del sistema lineal no homogéneo,

puesto que es una solucion (para C; = 0) de la soluciéon general del sistema

homogéneo.

Por la experiencia en la solucién de ecuaciones diferenciales no homogéneas,
conjeturemos que una solucion particular es

x=(4, + A4t)e*
y=(B, +B,t)e”

derivando y sustituyendo en el sistema, obtenemos

33



Ecuaciones diferenciales en el contexto del MatLab

(24, + A4, +2A4,t)e* =(34,+34,t)e* +(—B,— B,t)e* +¢”
(2B, + B, +2B,t)e* = (44, +4A4,t)e* +(-2B, —2B,t)e*

(4, - B,)t+(A4 —A4,— B +1)=0
{(4/12 —4B,)t+(44, —4B, - B,)=0
para que estas ecuaciones sean nulas, los coeficientes tienen que ser igual a cero,
esto es
4,-B,=0 (
44,-4B, =0 (if)
A—A,-B +1=0 (iii)
44, -4B -B,=0 (iv)

i)

de (i) y (ii) obtenemos que A, = B,, de (iv) A4, — By = B,/4, de esta ultima

expresion y de (iii), obtenemos

%—Bzz—I:BzzngZ:Al—Bl _4L

haciendo B, = 0, entonces A4, = 1/3, luego

por lo tanto, la solucion general es

x=Ce '+ C2+(l+itj e’
3 3

y=4Ce™" + (Cz + gtjem
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Ahora, obtenemos la solucion general y particular utilizando los comandos
de MatLab:

>> S=dsolve('Dx=3*x-y+exp(2*t),Dy=4*x-2*y''t");

>> pretty(sym([S.x,S.y]))
[- 1/3 C1 exp(-t) + 4/3 Cl exp(2 t) - 1/3 C2 exp(2 t) + 1/3 C2 exp(-t)
-1/9 exp(2t) +4/3 exp(2 t) t, 4/3 C1 exp(2 t) - 4/3 C1 exp(-t)
+4/3 C2 exp(-t) - 1/3 C2 exp(2 t) + 4/3 exp(2 t) t - 4/9 exp(2 t)]

Meétodo de las series de Taylor
>> pretty(simple(sym(maple('dsolve({diff(x(t),t)-3*x+y-exp(2*t)=0,diff(y(t),t)
-4*x+2%y=0,x(0)=1,y(0)=1}, {x(t),y(t) } ;series)'))))

2 3 4 5 6
{x(t)=1+3t+9/2t +23/6t +19/8t +9/8t + O(t),
2 3 4 315 6
yt)=1+2t+4t +10/3t +13/6t +---t +O(t)}
30
Cuadro 11

Método de variacion de parametro

Consideremos el sistema siguiente

@=3x+2y+e’
dt

dy 4
—=x+2y+e
d1 4

En primer lugar, consideremos la solucién general del sistema homogéneo,

para ello conjeturemos que tiene una solucion de la forma
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x=Ae"
y = Be™
derivando y sustituyendo esta posible solucion en el sistema, obtenemos

Ame™ =34e™ +2Be™  |(3—m)A+2B=0
—
Bme™ = Ae™ +2Be™ A+(2-m)B=0
para que este sistema de ecuaciones tenga solucion, es necesario que

3—m 2

2—m

det =0

si es diferente de cero, se obtiene la solucion trivial 4 =B =0

desarrollando el determinante, obtenemos la ecuacion polinomial asociada o

auxiliar

m2—5m+4=0:>(m—1)(m—4)=0

si m =1, obtenemos

24+2B=0
A+B=0

es claro, que estas ecuaciones son multiplos entre si, luego el determinante es cero,

por tanto existen soluciones no triviales, una de ellas es 4 = 1, B = 1, entonces

x=¢
y=—e

si m =4, obtenemos
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-A+2B=0
A-2B=0

es claro, que estas ecuaciones son multiplos entre si, luego el determinante es cero,

por tanto existen soluciones no triviales, una de ellas es 4 =2, B = 1, entonces
x=2e"
y — e4l
es evidente, que los dos conjuntos soluciéon obtenidos son linealmente
independientes, por lo tanto la solucion general del sistema homogéneo, es
x=Ce +2C,e"
y==Ce' +Ce"
Ahora, consideremos una solucién particular del sistema no homogéneo, esto
es
x=ue' +u, (2e4t )
W donde u; y u, son funciones de ¢ desconocidas
y=u1(—e’)+uze '
derivando y sustituyendo en el sistema, obtenemos
ue' +ue' +2u,e’ +8ue” =3ue +6ue” —2ue +2ue* +¢

' "4 4 4 4 4
—ue' —ue' +ue” +4due” =ue' +2ue’ —2ue +2ue” +e"

't ' 4t 2

ue +2u,e =e 125 011,
=, L, D uEo—e U, =—t—e

—ue +ue’ =e 33 3 3

integrando, obtenemos
125 125 11 5 11 5
u=|\|-———e |dt=—t——e u,=\|—+—e " |dt=—t——e
! I£3 3 j 3779 T I(3 3 j 3’79
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por lo tanto, la solucion general del sistema, es

x=C1e’+2C2e4t+(lt—ge3t e+ lt—le%t (2e4’)
39 3 9

I 2 I 1
=—Ce +Ce" +| —t—=e" |[—€ ) +| =t ——e7 |&"
FTTE T (3 9 j( ) (3 9 j

-

x=Ce' +2C,e" + L2 oL Lo
39 9

y=—Ce' +Ce" — lt+l e+ lt+z e
39 39

Ahora, obtenemos la solucion general y particular utilizando los comandos
de MatLab:

>> S=dsolve('Dx=3*x+2*y+exp(t),Dy=x+2*y+exp(4*t)','t");

>> pretty(sym([S.x,S.y]))
[1/3 C1 exp(t) +2/3 C1 exp(4 t) +2/3 C2 exp(4 t) - 2/3 C2 exp(t)
+ 1/3 texp(t) - 2/9 exp(4 t) + 2/3 texp(4 t) - 2/9 exp(t) ,
1/3 C1 exp(4 t) - 1/3 C1 exp(t) + 2/3 C2 exp(t) + 1/3 C2 exp(4 t)
+ 1/3 texp(4 t) - 1/9 exp(t) - 1/3 t exp(t) + 2/9 exp(4 t)]

0

>> pretty(sym(maple('dsolve({diff(x(t),t)=3*x(t)+2*y(t)+exp(t),

diff(y(t),)=x(O)+2*y(t) +exp(4*t)}, {x(1),y(1)}))))
{x(t)=1/3 Clexp(t)+2/3 Clexp(dt)+2/3 C2exp(4t)

-2/3 C2exp(t) + 1/3 texp(t) - 2/9 exp(4 t) + 2/3 texp(4 t)
-2/9 exp(t), y(t) =1/3 _Cl exp(4t)-1/3 CI exp(t)
+2/3 C2exp(t)+1/3 _C2exp(4t)+ 1/3 texp(4t) - 1/9 exp(t)
- 1/3 texp(t) + 2/9 exp(4 t)}
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>> S=dsolve('Dx=3*x+2*y+exp(t),Dy=x+2*y+exp(4*t)','x(0)=1,y(0)=1",'t");
>> pretty(simple(sym([S.x,S.y])))

[(1/3 exp(t) + 2/3 exp(4 t)) t - 1/3 exp(t) + 4/3 exp(4 1),

(1/3 exp(4 t) - 1/3 exp(t)) t + exp(4 t)]

Cuadro 12
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