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FUNCIONES REALES DE VARIAS VARIABLES

Definicién:

Una funcion real de n variables independientes denotado por f:D R* B Resuna
regla de correspondencia de un conjunto “D” de vectores del espacio n dimensional a un
conjunto “B” de numeros reales talque:

f:D R° B R

!
!

X X z ; X XX P X,
f XXX, Z
A las variables X;;X,;......... ; X, se les llama variables independientes y a z se le llama

variable dependiente.

Dominio de una funcién de varias variables:

Se llama dominio de definicion o dominio de existencia de la funcién f al conjunto:

—

D, X XXy e X R'/z fx f X Xy i X

Los casos mas importantes para su estudio son las funciones reales de dos y tres
variables, por lo tanto presentaremos los siguientes casos.

1°Caso: Si f:R*> R esuna funcion real de dos variables independientes.
f:R* R
X, Y fxy z
Gréaficamente:

2° Caso: Si E:R® R es una funcion de tres variables independientes.

S recibe la denominacién de superficie, cuya ecuacién es E x,y,z 0, el cual define
una o mas funciones de laforma z f x,y

Es decir: E x,y,z 0 define implicitamente a la funcién z f x,y A



EJEMPLQOS:

1. Describe y grafica el dominio de las siguientes funciones;

a z 1-x* y?

b) z Vx? 4 J4 y?

SOLUCION:

az fxy 4J1 x* y> exise 1 x* y? 0
X2 y2 1 X2 y2 1
D xy R/x* y* 1

Gréficamente;

b z fxy X 4 \/4 y?
seagxy VX2 4;hxy 4 y°
fxy gxy hxy

gxy Vx* 4exite x* 4 0 x 2 x 2
D x,y R*/x 2 x 2

g
hxy 4 y exise 4 y> 0 2 y 2
D, xy R/ 2 y 2
D, D, D, xy RY 2 |y 2

g



Gréficamente:

2. Hallar el dominiode z In36 4x*> 9y?

SOLUCION:

z fxy In36 4x* 9y® existe 36 4x* 9y* 0
X2 y2
42 9y* 36— L
9 4
X2 y2
D xy R /— - 1
f Y 9 4

Graficamente:

3. Hallar el dominiode f x,y arcsen y 1
X

SOLUCION:
z fxy arcs;eny—1 senz y_l
X X
1 senz 1
1 Y1
X

a) Si x 0O,entonces x y 1 X x 1y x 1
D, xy R/ x 1y x1

Graficamente:



b) Si x 0,entonces x y 1 X x 1y x 1
D xy R*/x 1 y 1 x

Graficamente:

4.

LIMITE Y CONTINUIDAD DE FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES

1. Limite:
Sea f:S R?® Runafuncién de dos variables independientes definida en el

conjunto S y sea a (a,b) un punto de acumulaciéon de S entonces:

lim fxy L 0; o/f x,y L|  siempre que
(xy) (ab)

0 [xy ab]

O equivalentemente a:

imfxy L o; 0/f x,y L  siempre que
b

o a0y

Observacion:

Al considerar lim f x sabemos que el punto x se aproxima al punto a a lo largo
X a

del eje x por la derechay por la izquierda respectivamente, en cambio en una
funcion de dos variables independientes z f X,y elpunto X X,y Se aproxima



al punto a (a,b) através de dos curvas que pasan por el punto a (a,b) tales
que:

fx L fx L,

X bXx 4 .
0 o3
99343

X Ix b=

Entonces:
i.SiL, L, limfx noexiste.
i.Si' L L, sexcgnsidera una tercera curva C, que pasa por el punto
a (a,b) tal que:
imfx L L, L
S

Se puede considerar que el lim f X existe y para verificarlo se debe probar

X a

dicho limite aplicando la definicion.

2. Continuidad:
Se dice que lafuncién f:S R® R escontinuaen el punto P, Ssise cumple
las siguientes condiciones:
. f P existe
i. lim f x existe
x B
ii. imfx fP,

x R

Definicidn: Se dice que unafuncion f:S R" R escontinuaen P, S siy solo si

cada una de las funciones coordenadas: f. :S R R; i 1,n soncontinuas en el
punto P, .

EJEMPLQOS:

1. Verificar los siguientes limites:
a) Ilim 3x 2y 12
X,y 2,3
b) lim x* y* 2
X,y

11

c) Iimslx2 y? 4x 2y 4
X,y 3
d) X’ylirr13’1x2 2xy 3
SOLUCION
a) X’ylimzy3 3x 2y 12
o; o/|f x,y L  siempreque O |x a 0 |y b
o; 0/|3x 2y 12  siempreque0 |x 2 0 |y 3

De:[3x 2y 12 [3x 6 2y 6| [3x 2 2y 3]
Y como: [A B |A |B|

3x 2y 12 [3x 2 2y 3] 3x 2 gy 3 3x 2 2y 3§



3 2 5 —

5
Si —;entonces lim 3x 2y 12
5 (xy) (23)
H 2 2
b) X’)Illmlylx y° 2
o; o/|f x,y L  siempreque O |x 4 0 |y b

o; O/‘ x>y 2‘ siempre que
okd  oly1
De: ‘xz y’ 2‘ ‘xz 1y 1‘
Ix 1x 1 y 1y 1

gy gy 4

Debemos acotar superiormente los factores |x 1y |y 1, elegimos entonces , 1

x 11 1 x11 0x2 1x13 |x13
y 11 1y11 0y 2 1y13 |y13

Ix I1x 1 y 1y 1] [x Ix 1 |y dy 1

3 3 6 —
Por lo tanto: mn ; , min ];g
c) lim x* y* 4x 2y 4
X,y 3,1
o; o/f xy L  siempreque O |x 4 0 |y b

o; O/‘ X y* 4x 2y 4{ siempre que
0 |x 3 0 |y 4
De: ‘xz y° 4x 2y 4‘ ‘xz 4x 3 y* 2y 1‘
Ix 1x 3 y 1y 1

x dx 3 Jy 4y 1

Debemos acotar los factores [x 1y |y 1, elegimos entonces , 1
x 31 1 x31 2 x4 1 x13

y 11
x v ax 2y 4 |x gx 3 |y gy g
3 4 :
Por lo tanto: mn ; , min ];Z

d lim x* 2xy 3

X,y 3,1



o; o/f xy L  siempreque O |x 4 0 |y b
o; O/‘ X 2xy j siempre que
o kg olyd
De:|2xy 1 x 1x 3| ‘xz 2xy 2X 2X Ij
axy 1 ox 1x 3] [2dy 4 dx 3
Acotando [2X y |y 1], elegimos entonces , 1
x 31 1 x31 3 x15
x 31 1 x31 2 x 4 4 2x 8

2y 4 [x Ix 3 8 5 13 ;o

Por lo tanto: min ; min 1, —
1 2 1113

2. Calcular los siguientes limites.

SOLUCION:
2
a XyI|mZ’5x Xy y 9
By sen Y
. 2 2 sen 2 2
b. lim

"Xy 12 [xy? cos2x V4 c0s2 W4 1 V3
sen sen2xy sen2xy2xy

: Xysen sen2xy : senxy 2xy
C. Ilmooﬁ I|mOO >
xy 0, cos sendxy  xy 0O,
1 coszsen4xy_ sendxy .16x2y2
sen“4xy 4xy
2X2y2 1

d. 1im 2 9 indeterminado
X, ¥ 0,0 x y 0

Entonces nosdefinimos: ¢, xy R?/y x yC, xy R’/y x*
Ay
Sea f xy fx —/—

Xy




. - . X . 1
1 limf x lim y lim = L
x 0 xy 00 x* y* xo02x* 2
x C; xy G
2.,2 6 6
. — . X . .
2. limf x lim y lim lim
X 0 x,y 0,0 X4 y4 X OX4 X8 x 0 X4 1 X4
x C, xy G
2
. X
lim 0 L,
x 01 X
. x?y? .
Como L, L, lim , No existe.

x,y 0,0 X4 y

3. Analizar la continuidad de los siguientes limites:
Xy

— 9 Xy 00
a. fxy x* y?
0 , S xy 00
XCos+ /X y*  sen?x .
, 9 xy 00
b. f X, Y X2 y2 X2 y2
0 , s xy 00
SOLUCION:
L’ S X’y O’O
a. fxy x* y?
0 , S xy 00
limfx f R
X R

yfP, f00 O

m fxy lim Y gindeterminado

i li o
)x,y 0,0 Xy 00 /X2 yz

Entonces nos definimos las curvas;
C, xy Ry 0 yC, xy Ry x

: : .0
1. limf x lim 2xy - lim - 0 L,
0 xy 00 x 0
icl xy & VXY X

4

2.mfx lim Y o L,

oy lim 2
0 x,y 0,0 y O
z c, Xy C, X y y 1

Como L, L,,entoncesdefinimosC, xy R?*/y tanx




lim f x lim I — lim
O Ay TR et T e x
X2
: Xtan x
lim tan 0 0 L,
K0 tanx 1 1
1 2
X
Como L, L, L, entonces Ilim a4 0

x,y 0,0 X2 y
Por lo tanto f x,y es continua.

XCos\/X* y®  sen’x . 0.0
2 21 )

b. f x,y x? y? Xy
0O , s xy 00

1. En xy 00
Sea P, X,y, 00

XCcos+ /x> y®  sen®x

2

lim P, lim >
X,y X9, Yo X,y Xg,Yo X2 y2 X y

[ 2 2 2
Xy COS\[X; Yo sencx,
2 2
4/x§ y§ Xo Yo

f x,y escontinuaen x,,y, 00 porlotantoescontinuaen R*> 0,0

f X0, Yo

2. En xy 00

indeterminado

im f x lim
XY Xo.Yo XY X0, Yo X2 y2 X Yy
Entonces nos definimos las curvas;

C, xy Ry 0yC, xy R’y x

xcos/x* y®  sen®x cos+/x?>  sen®x

. X
lim f x lim lim
, 0,0 2 2 2 2 0 2 2
ic? "%y G Xy Xy § VX X
_ XCoSX  sen®x
lim 5
x 0 ‘X‘ X
e e, x ;x 0
Por definicion de valor absoluto se sabe que: [ <% 0
2 2
: . XCOS X  Senx . XCOSX  Senx
lim f x lim lim 2 L,
x 0 x 0 X X x 0 X X
XCOSX  Senx
lim f x lim 110 L,
x 0 x 0 X X

Como L, L,,entonces Iingf X no existe
X



Por lo tanto lim f x no existe, entonces no es continuaen 0,0
x 0

Ejercicios propuestos:

Probar los siguientes limites:

1. XJimz1 x> 3y 1 Rpta: min Lg
2. X’ylim&2 3x 4y 1 Rpta: 2

3. X’Jimll2 y* X 5 Rpta: min LE
4. X’ylimZ’ . 3x* 4y* 4 Rpta: min L£

Encontrar los siguientes limites:

5. lim Rpta: No existe
X,y 00 X y

6. lim x* xy y Rpta: 19
X,y 3,5

X2 y2

7. lim ——= Rpta: No existe
x,y 00 X y

8. lim Xty Rpta: 2

Rpta: No existe

DERIVADA DE FUNCIONES REALES DE VARIAS VARIABLES:

Definicidn:

Sea f:S R® R unafuncién de dos variables independientes tal que z f x,y ,
es decir:
f:R* R
X, Y fxy z

a) La derivada parcial de la funcion f con respecto a la variable x esta dado por:

fxy Iimof X xy fxy ; Yy es constante
X X X

b) La derivada parcial de la funcién f con respecto a la variable y esta dado por:

fxy Iime;y y fX’y;xescone‘,tante
y y 0 y

Definicién:

Sea f:S R® R unafuncion real de tres variables independientes donde
w f xvy,z,esdecir:
f:S RP R



X Y,Z fxyz w

a) La derivada parcial de la funcion f con respecto a la variable x esta dado por:
w fxyz lim fx xyz fxvyz ;
X X x 0 X

y, Z constantes

b) La derivada parcial de la funcién f con respecto a la variable y esta dado por:

W fxyz lim fxy vz fxyz.

y y y 0 y ’

X, Z constantes

c) La derivada parcial de la funcion f con respecto a la variable z esta dado por:
w fxyz lim fxy,z z fxvyz,

Z Z z 0 Z ’

X, Yy constantes
EJEMPLQOS:

1. Hallar las derivadas parciales de las siguientes funciones.
a. z x>y 3x'y' 3xy

b. z x¥
2 2
C. z arctan X2 y2
Xy

SOLUCION:

a)z x> y° 3x'y' 3xy

2 Byt 12x°y* 3y 2 gy 12x°y* 3
X X
b) z x’
Z y2xY 1 2yx”” Inx
X
2 2
C) z arctan X2 y2
y
z 1 B 2 y2 1 1 %2 y2 12 2 y2
2 2 2 2 2 2 2 VN 2
x1 2y X y 1x2y22xy X Xy
X2 y2 Yy
x> y? 1 x* y? 2xx® y* 2xx® y?
w2 2\ x2 yz' 2 y22
1 X2 y2 2Xy2 y2




E: L Xy 11Xy
y 2 7 ? y 2 y2 x* y2 2 y2
1 y 1 = 2
2 y2 y
N y2 1 N y2 2y NG y2 2y NG y2
2x* 2\ x* y? x> y?°
1 [x®2 y* 2x%y y
2X2 X2 y2 . X2 y2 X4 y4
2. Calcular = y Zenz eV
X y
SOLUCION:
oz e=nvix Senl %N y/x .COSX.f Y g v/x .COSX.
N X X X X X X
Y g=vix cos¥
X X
Zoemvix _ognd emvix cos¥ Y genvix gogY
y y X Xy X X
&% cosY
X X

222

. . 2
3. Hallar las derivadas parciales de w x* ?

SOLUCION:

Seau x; v x> y* 7z ,entoncesw u’

Utilizando formula se tiene:

2 2 2 2 2 2
XV T Inx(2X) XY FixEoyr 78
2

2 2 2
X< Yz .Inx.—y(x2 y

2 2

Nl <]z x]s

V4

4. Siz xy xe'*;hallar xZ2 y?
X y

SOLUCION:

2 2
%) 2ylnxx* Y

2 2 2 2 2 2
XV Znx— x* y* 7z 2zInxx*

ZZ

<

X | =




_“ y X ey/x ey/x y Xey/x._ X ey/x
X X
y Xey/x 2y ey/x y Xey/x ey/x
X
Z 1
2oy e — Y x e x e
y y X X
Luego:
Z

z
x— y— xy 2 e yx e xy x xy z xy

e u u u
Siu — —;hallar — — —
e” € e X 'y z
SOLUCION:
u e e e’ e%yz e¥e* e e e e'yz €&
e o e’ e e e e e ¢
ze e e'yz €&
e" e €
u e e e*'e¥xz e¥”e e e e e*xz €
y e o e’ e e e e e ¢
ze e e xz ¢
e* e €
u e e e*e¥xy e¥e* e e e e*xy e
y ef o e’ e e e e e ¢
ze e e xy €
e* e €
- Xz e e €
X y z e ¢ ¢€° Y vz
zxy xz yz 1
: z u u u
Siu ————,hallar 3 x— y— z—
3 X2 y2 X y Z
SOLUCION:
x> y* 0 21 y? 2% 2x 2
u '3 ' 3 2xXz
32 y2 2 2 5 213 5 5 2/3 352 5 4/3
1 2/3
3/y2 2 2 2
3 x 0 z=Xx 2
u y 3 y y oyz
Ty 2 5 413

y 3 X2 y2 3 X2



u u u 2x°z 2y°z z
3X— y— z— 3 73

X y z 3x° y 3y ey

2z x> y° z

3 %2 y24/3 ?{/XZ y2

2z 3z Z
%/XZ y2 %/XZ y2 ?{/XZ y2 u

Ejercicios propuestos:

Determinar las derivadas parciales de las siguientes funciones:
2
f. 3y ye

X

1. fxy Xy ev Rpta:

f, x° 2xye”’
NG 2 f y_2 Xt vt 12
2. fxy arctan XY Rpta: = X
X y f yX4 y4 1/2
y
2
, £ =’ 2x yinX
X
3. fxy e*n> Rpta: Y
2
y 1 i«
f, —e"" yln— x
Xy y
Xz
7 ZX X2 y2
4. z X yztanﬁ Rpta:
y yZ
Zy 2 2
Xy

Verificar si las siguientes funciones satisfacen las ecuaciones dadas.
2.,2
X7y
5. f x ———xf, 2f
Yo @ e Wy

AX"  By"
———Xf n 2f
Cx* Dy*' ” vy

7. T Xy \/xy arctan x/y ;xff,  yff, xy
8. fxy x Vy arctanl;xfX yf, f
X

DERIVACION IMPLICITA

6. fXxy

Definicién:

Sea f:S R? R unafuncién real de dos variables independientes, se dice que la
ecuacion E x,y 0 define a “y” implicitamente como funcién de “X”; esdecir y f X ;
X



Para hallar las derivadas parciales de funciones implicitas de varias variables se sigue lo
siguiente:

1. ExYy,z 0 unafuncion real de tres variables define implicitamentea z f x,y

Z E, : Z E,
x E 'y E
2. Exy,zzw 0 una funcion real de cuatro variables, define implicitamente a
w fXxyz
w E, w E, w E
'x E, 'y E, z E,
EJEMPLOS:

1. Suponiendo que w es funcion de todas las otras variables, hallar las derivadas
correspondientes de las siguientes funciones.
a)w e q
b)w r? s cosh(rw) O

SOLUCION:

ayw e™¥ 1 Exyw w ™) 1 0
w f Xy

E £ gm0 ween(y/x)  e™™¥"™ weos(y/ x)— y/x
X X X

"= weos(y/ x).( y/x?) Mzcosl even(y/x)
X X

1
E, — 0 _—ween(y/x) e weos(y/x).=
y y X
W Y grentyio
X X
E wsen(y/x) sen(y/ x)
E, _w 1l e .—W wsen(y/x) 1 sen(y/x)e
Por lo tanto:
Mzcos Y grentyin
W E, x X
x E, 1 sen(y/x)e=v
~Weps I gremntyi
w B X X
y E, 1 sen(y/x)e=v™

2

b)w r? s®cosh(rw) O Er,sw w r? s* cosh(rw)

w f Xy



E, E 2 @shrww coshrw.2r 2rcoshrw  r? S senhrw
r
E
E, — 2scosh rw
E 2 2 2 2
E, — 1 r° ssenhrwuor 1 rr° s®senhrw
W
Por lo tanto:
w E 2rcoshrw  r? s®senhrw
r E, 1 rr? s®senhrw
W E, 2scosh rw
s E, 1 rr? ssnhrw

2. Hallar las derivadas respectivas de:
a) xcosy ycosz zcosx 1l; z f xvy

b) z +/x° yztan% cz fxy
Xy

SOLUCION:

a) Exy,z xcosy ycosz zcosx 1 O

E

E, — cosy zsenx
X
E

E, — xseny cosz
y
E

E, — ysenz cosx
Z

Por lo tanto:
oz E, Cosy zsenx
x E, ysenz Ccosx

'z B, xseny ocosz
y E, ysenz Ccosx

z z z
b) z x* y®tan——= tan 0
[XZ y2 [XZ y2 IXZ y2
EXxyz z tan z 0
X2 y2 X2 y2
E(xy,2) zx> y* 0 tanzx® y* 7% 0




E 1 3/2 1/2 1/2
E, — z— x* y? 7"2x scfzx? y* T T—zx® y?
X
X 2 X
X 2 2 o 12
2 y2 3/2 2 y2 322X Y
ZX 2 2 2 1/2 2 2 2 12
e XXTZX Y 1 ” S5 e zxt y
X° Yy X
x z
tan®
NG y2 3/2 NE y2
E 1 3/2 vz _ 1 3/2
E, — z— x* y° 2y sec’zx® y? Tz=x* y? 2
Yooy 2 2
1/2
Zy 3/2 %2 Z X2 y2 ' Zy 3/2
X2 y2 X2 y2
- 1/2 - VA
24 -tan®zx? y? 24 - tan’
2 2 2 2 2 2
X°y X Xy
E 1/2 1/2 1/2
EZ = X2 2 %2 7 X2 y2 ] 2 2
z
- 1/2 -1 z
- sec’zx® y? 1 —— tan® ——
Xy Xy Xy
Por lo tanto:
x 2 z
2 2 3/2 ten 2 2
oz E, X°y Xy X
1 Z 2 2
X E, tan? Xy
X2 y2 X2 y2
zy 2 z
E 2 2 312 ten 2 2
z B y Xy z
- 2 2
y B ! otz ? Y
X2 y2 X2 y2
3. Siuyvson funciones de x e y definidas implicitamente para las ecuaciones
u %
3x y u®* v ; x 2y u 2v° hallar Y 5

SOLUCION:

a) Derivando ambas ecuaciones respecto a la variable x:

3 aud Yo (1)
X X

1 oY )
X X

Multiplicando por  4v ala primera ecuacion:



v sw2 av Y. (1%)
X X

Sumando miembro a miembro las ecuaciones (2) y (1*)
u u 1 12v

12v 1 1 8w — —
X x 1 8uv
b) Derivando ambas ecuaciones respecto a la variable y:
1 Y Yo (1)
y |y
2 YooY )
y y
Multiplicando por  2u ala segunda ecuacion:
w20 sw Yo (2%)
y y

Sumando miembro a miembro las ecuaciones (1) y (2*)
v v 1 4u

1 44 8w 1— —
y y 8uv 1
. vz u u
.Silu x ze z f xy.Hallar — —
X
SOLUCION:
u
— X z—e'? &’ —x z
X X X
Z Z Z Z
Xx zed? = 71 = %1 = x z—
X X X X
Z
e’1 1 x z—
X
— X z—e'? &’ —x z
y X X
Z Z
x zee?l1l = ¢e*=
y y
Z
e*x z 1 x z—
y
Entonces:
u u zZ Z
— — 71 x z 1 x z — —
X 'y Xy
zZ z
e’1 x z1 — —
Xy

. Siu xyz z f xy demostrar que:

u u z z
ZX— Yy— UX— y—
X y X y



SOLUCION:

u z z y X
—_ XN X XY— ZX— Y
X X X X X X
u z

- N &

X X

u z z y X
— XN Xy XY ZX— Y
y y y y y y
u z

y y

Luego:

, Z , Z z z
z Xy— xy W= 2y XYz X— y—
X y x Ty
Z Z
ux— y—
X

Ejercicios propuestos:

Determinar las derivadas parciales de las siguientes funciones:

f  6x° 2ycosz

X

1. fxyz 2x 4y* 2xycosz Rpta: f 8y 2xcosz

y

f, 2xysenz
foo2xy® 227
2 2
2. fxvy,z X2 y2 Rpta: f, 2yx* zZ2y* 7 ?
Yy’ z

3. fxvyz xXy 2 K, Vi, 70,
Xy z
4 22 E y2 ZZ;XZ_Z E_Z 1
X X yy z
5. fxy.z x* yz Zxf f, f, (x y 2?

DERIVADAS PARCIALES DE ORDEN SUPERIOR

Sea f:S R? R una funcion definida en el conjunto abierto S talque:
fx xy fxy

f. Xy IimO




Son sus derivadas parciales de primer orden de la funcién f con respecto a las
variables x e y entonces las funciones definidas por:

fo X,y lim—=

x 0 X
£ x fx,
foxy lim>>Y Y %Y
y 0 Yy

f. X lim -~
X y x 0

X
X £ X
f,oxy lime>¥ Y Y
y 0 Yy

Si los limites existen son llamadas derivadas parciales de segundo orden de la
funcién f , también se denotan por:

fxy 2f X,y
2

— f
X X X

XX

fxy 2f X,y ¢

Yoy y
fxy 2f X,y
_ f,,
X y Xy
fxy 2f Xy
_ fy
y X y X

Siguiendo el mismo procedimiento podemos hallar las derivadas parciales de
orden mas superior, como por ejemplo.

2f X,y °f Xy ¢

X Xy xxy ™

o YExy Xy ¢

y XXV yxxy ™
Xy °f X,y

_ oy

y yXxxy yyxxy

NOTA:

La notacion con operadores indica que el orden de derivacion es de derecha a
izquierda, mientras la notacion con sub indices indican que el orden de derivacion es de
izquierda a derecha.

PROPOSICION:

Sea f:S R?’ R unafuncion definida en el conjunto abierto S tal que la funcién y sus
derivadas parciales de orden superior son funciones continuas en el conjunto abierto S



entonces se cumple que sus derivadas parciales mixtas de segundo orden son iguales
paratodo par X,y S, es decir:

fy Xy foxy:, xy S

Una consecuencia importante de esta proposicibn es que en una funcion de varias
variables se puede cambiar el orden de derivacion sin que por ello se altere el resultado
siempre en cuando la funcion y las derivadas parciales de orden superior sean funciones
continuas. Por ejemplo la funcion f y sus derivadas parciales de orden superior son

funciones continuas, entonces se tiene que:

EJEMPLOS:

1. Hallar las derivadas parciales de segundo orden de las siguientes funciones:
4

a fxy x* y' 4xy?
b. f x,y arctan 1x_y
c. fxy,z In=— ¢

2 2

d x* y* z

SOLUCION

4

a. fxy x* y' 4xy?
foxy 45 y* 4xy?
f,oxy 12¥°
f,xy 4y’ 8xy
f, Xy 12y* 8x

fy Xy 8y
fyxx,y 8y
b. fxy arctan =Y
1 xy
1 d x vy
fX 2&1 Xy
1 XY
1 xy
. 1xy® 1xy xy y
1 oxy? ox y? 1 xy?
¢ 1y xy ¥
1 2xy XPy? X2 2xy Y
f Ly
X 1 y2 X21 y2
1 xy? 1
fX 1 2 2 1 2
Xy XYy X



1 xy 1 xy1l x vy X

fy 2 2" 2

1 xy Xy 1 xy
¢ 1 xy xX* xy
y 1 2Xy X2y2 X2 2Xy y2
¢ 1 X NG 1
Y1 ¥? yzl y2 1 %21 y2 1 y2
fXX 2X2

1 X

2

f, y

1y
fy fx O

c. fxy,z In 1x e?
Z
1 d 1 x d

f — e¥ —
“ 1 Xdx 1 z dx 4

1 z

1 z 1 z 1
f —= ey —— ye¥
X X 1 z°2 y 1 x y
f, xe¥

1 z 1 x 1

1
L 1 x2 y'e”
f xye? e¥ f,
fy x2e”¥
f, f, 0

2. Hallar las derivadas parciales del orden que se indica.
a. fo s fxy xnxy

b. fs fxy Xseny y’senx

SOLUCION
1

a. . x—y Inxy 1 Inxy
Xy

f

XX

y 2
Xy
foy O

x>y
b. f, xcosy 3y’senx

f, X’seny 6ysenx



x>cosy 6senx
3x°cosy 6cosx
6xcosy 6senx
6cosy 6Cosx  6Cosy COsSx

2 2

: « .z
. Si z € xcosy yseny , hallar: vl

SOLUCION
e‘cosy xcosy yseny e”

e*cosy e*cosy €* xcosy yseny

X X

e Xseny ycosy seny e 1 xseny ycosy

‘<‘N ><‘ NX‘N
NN

e 1 xseny ycosy

N

X

— e Xcosy  yseny cosy cosy

X

e XCOosy Yyseny 2cosy

z
—— —— e"cosy e‘cosy €* xcosy yseny

X

e* XCOosy Yyseny 2cosy

z
—— —— e*cosy e*cosy 2e*cosy O

2 2 2

. Siz Inx y x vy ,hallar )

SOLUCION

X2 X2 y2 X2 y2 2 X2 y2 2
'z 1 xy 1 x vyl 2y

y X yx y’ x* y? x* y?

2




2z 2z 2z 2x* y* 8xy 2x* y?
2 2 5 5 2

X yx .y X®y

5. Dadalafuncién f x,y e*”gxy donde g, x,y g, x,y 1.Hallarlos
valores de las constantes a y b tales que: f, x,y f Xy ;
1 fyxy a f,xy

SOLUCION:

f e gxy gxy — e*"
X X

f. e%g xy agxye*?”
1

f e agxye™™ e*™1 agxy

f, e gxy gxy — e*Y
y y

f, e*Yg, xy bgxye*?

1
f, e bgxye*?” e*™1 bgxy
Como f, x,y f, Xy

e”™1 agx,y e*¥1 bgxy a b

be*™ agx,ybe™” g, xye*?”

fXY

fy, €*”b abgxy a

f, ae*™ bgxyae™?” g, xye*¥
f, €*”a abgxy b

Luego:1 f, xy a f,xy
1 e?pb abgx,y a a e ®a abgxy b
a l

Porlotanto:a b 1

INCREMENTO Y DIFERENCIAL DE FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES

Sea f:S R R una funcion definida en el conjunto abierto S talque y f x
sabemos que el incremento de la funcion f en el punto predeterminado a S esta dado
por:

fx fx x fx



Tambiénsi f:S R® R esunafuncién de tres variables independientes definida en

Stalque w f x,y,z entonceselincrementode f enelpunto xy,z S estadado
por:
fxy,z fx xy vz z fxvyz

Siguiendo el mismo procedimiento se puede hallar los incrementos de funciones de
cualquier nimero de variable.

DEFINICION:
Si f:S R?* R unafuncién de dos variables independientes definida en el punto

X,Y S entonces la diferencial total de la funcion f eslafuncion df definida por:
d  f,xy x f,xy vy

f
O lo que es lo mismo: df X,y ];dx —ydy donde: y dy

Del mismomodosi f:S R® R esunafuncién definidaen S talque w f x,v,z

entonces la diferencial total de funcién f enelpunto x,y,z S esta dado por:

af x,y,z idx idy idz
X y z

Y asi sucesivamente se puede hallar la diferencial total de funciones de cualquier
namero de variables.

OBSERVACIONES:

Setieneque: f xy f . xy x f, xy vy idx idy df x,y
X y

Oloqueeslomismo: f x xy 'y fxy df xvy
De aqui que el incremento de una funcién se puede aproximar por diferenciales.
Por otro lado si una cantidad z f X,y se aproxima mediante otra cantidad

f X XY VY conunerrorde z f se tiene los siguientes valores:

1. z f sellama error relativo.
z f

2. 1002 100ff se llama error porcentual
V4

Y teniendo en cuenta el hecho de que el incremento de la funcion f df se tiene:

1. a dff error relativo aproximado
z

2. 100$ 100df1c error porcentual aproximado
z

DIFERENCIALES DE ORDEN SUPERIOR

Dado una funcion de dos variables independientes con derivadas parciales de orden
superior continuas en el conjunto S sabemos que:



X y
’ f f f
df — —dx —dydx — —dx —dy dy
X X y X
2.I: 2.I: 2.I: 2
50X dy dx dx ;- dy dy
X y X X'y y
2f 5 2f 2 2 5
2 dx dydx dxdy 5 dy
y X y

2 2.I:

Como f y sus derivadas de orden superior son continuas, entonces:

Xy yX
2 2 2
];dxz 2 fdxdy ];dyz
X y X y
d?f 2d222dd 2d2f
e ¥ oW
y X y
2
d’f  —dx —dy f
X y

Procediendo en forma similar la diferencial de orden “n” para la funcion f estddado por:

n

d"f —dx —dy f
X y

Analogamente es una funcién de 3 variables independientes w g x,y,z tenemos que:
dw dg x,y,z —gdx —gdy —gdz —dx —dy —dzg
X X y z

y z
Entonces:

n

dw d'g —dx —dy —dz g
X y z

EJEMPLOS:

1. Hallar la diferencial total de las siguientes funciones.
2

a fxy x xy VY

b. f xy 2xy 5
Xy
c. f(xy) €Ycos(x V)
X\z
d Xy, (v )
y
SOLUCION

2 2

a. fxy X xy vy



d(x,y) —de ];dy

¢ Y)Yy w2 Xy ¥y 2y y? Xy
X (XZ y2)2 (XZ y2)2 (XZ y2)2
B¢ yOIx m2y) X oxy® 2xy? xXP xy?
y (x* y?)? (xX* y?)? x* y?)?

y3 X2y X3 Xy2
a2 BN

R R

1
daf ——— xy)dx (¢ d

c. f(xy) €Ycosx vy)

df (x,y) ';dx fd;/dy

e¥sen(x y)(1) cos(x y)ye”
e¥( sen(x y) ycos(x )
e¥sen(x y)(D) cos(x y)xe?

e?( sen(x y) xcos(x )

~<‘—h~<‘—h><““><“"

Luego:

df e¥( sen(x y) ycos(x y)dx e¥(xcos(x y) sen(x y))dy
df e¥ (ycos(x y) sen(x y)dx (xcos(x y) sen(x y)dy

d. (.2 0y 2
y

d —dx —dy —adz
X y z
X\, 1 X ,1,¥% 1
— 2y Ny D) 2y
X y y y

)



X, 1, XY X
) 1<ny2 )

oy D)Nx ) Zxy
y y y

xz(y* 1 X.,
- (y2 )(Xy 7) 1
y y y

— 0y D0y DD Oy DLy D)
z y y y y

Luego:

0 oy §)21(Z(y2y D, @D,

S 2dy (y Ln(xy X)dz)
y y y

2.Si z €‘cosx. Hallar dz

SOLUCION:

3 2 3 2 3
d3z (? dx® ~— dx?dy v dxdy * ~dy®)z
s 3% 3° 2 P
(7dx N dx “dy X y? dxdy © —5dy°)z
i 3%z 3%z ’z
(?dx3 o dx *dy .y —dy®)z
2 3
y z y . 4 y
— eYsenx ; . e’ cos X ; 3 e’ senx
X X
2 3Z
—— e’cosx e’ cosx,—- e’cosx
! 2 ! 3
y y y
32 2 bd 2
5 —(—) —5(e’cosx) — —(e’cosx)
Xy Xy X X X

—( e’senx)  e’cosx
X

3z

X y?
d®z (e’senxdx® 3e’cosxdx’dy 3e’senxdxdy® e’ cosxdy®)
d’z e’(senxdx® 3cosxdx’dy 3senxdxdy® cosxdy?)

2Z 2
—(—% ) —(e’cosx) e'senx
Xy X

3. Hallar el valor aproximado utilizando diferenciales de: -/ 502 2 1,99 > 597 °

SOLUCION:

fx xy vyz z /30022 2 001> 6 0032

Sea f x,y,z /x* y* 7

Tomar:



x 3 ; dx 002
y 2 ; dy 001
z 6 ; dz 003
fxyz idx idy idz
X y z
f X Ty oz
X [x2 y2 22 ! y /X2 y2 22 ! 7 NE y2 22
X y z
df x,y,z dx dy dz
X y2 Z2 X2 y2 Z2 X2 y2 Z2
3 2 6
daf 326 — 002 — 001 — 0,03 0,02
Ja9 7 a9 Ja9

f df f xy,z df xvy,z

fx xy vz z fxyz df xvyz

fx xy yz z /3 002° 2 0001> 6 003°
J49 002 698

4. Se desea embalar un televisor cuyas dimensiones son 55cm de largo, 40cm de

ancho y 80cm de altura con un material homogéneo cuyo peso es de 210 gr/cm®

si el grosor del embalaje lateral es de 5cm mientras que de la base y la parte
superior de 2,5cm cada uno. Usando diferenciales calcular aproximadamente es
peso de la envoltura.

SOLUCION:

Sea:

x

el largo de la parte interior del volumen
el ancho de la parte interior del volumen

2 la altura de la parte interior del volumen

<

a 55 2(5 65cm
40 2(5 60cm
c 80 2(35 85cm

Vo oxyz
av —de —de —de
X y z
dv yzdx xzdy xydz
dv 408010 558010 5540 5



Pe dv Pc/n 40 80 10 55 80 10 55405210

Pe 1600 2200 550 4350

DERIVACION DE FUNCIONES COMPUESTAS

Para funciones diferenciales de una variable real la llamada regla de la cadena es un
método para derivar una composicion de funciones.

En efecto:
Siy f(x)conu g(x) entonces:y f g(x) fgx
dy dydu , ,
Luego: — —— f'gx g x
9 dx du dx gx9

Ahora veremos la regla de la cadena para funciones de dos variables donde cada
una de estas variables es a su vez funcion de otras 2 variables.

Asi consideramos las funciones:

g:R* R f:R® R donde guv xy fxy z
Al hacer la composicién de estas funciones obtenemos una nueva funcién f g
definido por fguv z

Como z esfuncion  u,v  z es una funcién de dos variables podemos hallar las
derivadas parciales de z con respecto a las variables u y v mediante las siguiente
regla de la cadena.

Sea f:S R® R unafunciéndefinidapor z f x,y talque x gu,v;y fu,v
son funciones diferenciales con respecto a las variables u y v.

: : : z . ,
Si las derivadas parciales —;—;—;—;——;— existen, entonces, z es funcion de

las variables u y v tal como se observa en el siguiente diagrama.

Entonces las derivadas parciales de z con respecto a las variables u y v esta dado
por:



OBSERVACION:

1. En el siguiente diagrama el exponente del dominio de la funcién g indica el
namero de ecuaciones diferenciales y el exponente del rango de la funcién g
indica el nUmero de términos que debe tener cada ecuacién diferencial en el

segundo miembro asi por ejemplo:

2z zx zy .z ZXx zy .
u XU yu ~— V XV yv
W wXx wy wz . W WX
u XU Yyu zu  V XV
W wXx wy wz . W WX
r xr yr zr ' S X S
DEFINICION:

Sea f:S R® R unafuncién definida por w
X g t; y g,t; z gyt

f x,y,z tal que
son funciones diferenciales respecto a la variable t

en este caso en lugar de una derivada parcial se obtiene una derivada total.

En efecto:

woowdd wdy wdz

t X dt



EJEMPLOS:

1. Porlaregla de la cadena hallar las derivadas correspondientes de las siguientes

funciones:
a.z e’; x 2rcoss ; Yy A4rsens
b. z x?y; x cost Yy sent
c.w xX* y* 7z ; x €dcoss ; y €sens ; z e°
d.z Ln(x* y?) /x® y? ;x e'cost .y e'sent
e. Xy Xyt o x y* t?
SOLUCION
a. z e’ ;x 2rcoss y 4rsens
z Z X z 1
22X 2 Y Y oevixgces s —e'* dsens
r r y r X X
z 1 y/x y
— e 4 sens 2. 2cC0s s
r X X
4 rsens
z g?2rooss 4rsens
— = ns ———— 2cCo0S S
r 2r cos s 2r cos s
b4 e2tans
- ——— 4sens 4 sens 0
r 2r Cos S
z Z X z 1
= a4 lzey’x( 2rsenss )  —eY'*(4rsens)
S X S y s X X
z 1 2ten's rsens
= e 4rcoss X(erens) 4r cos s
S X X 2r coss 2r coss
7 e2tans Zsenzs eZtans
— 2cos s 2 5
S 2C0SS 2C0S S COS “ S
b. z x?y; x cost ; Yy sent
dz zd& zdy
at X dt y dt

(2rsens)



dz

& 2xysent x?cost  2(cost)(sen’t) cos’t(cost) cost(cos’t

w x* y* z* ; x dcoss ; y €sns ; z €°

w WX wy wz 1 o X y

r X T y r Z I X2 y2 72 r y r

" 1 le
— ——— (€' coss€' coss €'sens €'sen o _os

r e2r ezs ( 3 le eZS

w w y w z 1 « X y Yy 7 oz

S X S Yy S Z S X2 y2 22 S S S

2s

W 1 I I I I S AS
s ﬁ(e coss( €'sens) e'sens(e’ coss) e’e’) S
z Ln(x? y?) Jx* y® ;x e'cost; y e'sent

z z dx z dy

t X dt y dt

z 2X X 2¢' cos € cost 2
Xy ey e ¢ e
dx t t t
o e'sent e cost e (cost sent)

t t
'z 22x : y 2e521tent es?nt sent(gt 1)
y Xy X2 y? e e e
dy t t t
o e cost esent e (cost sent)
dz 2 2
& cost( 1)e'(cost sent) sent(— 1)e'(cost sent)
€ €

dz i, 2
o e (e—t 1) cost(cost sent) sent(cost sent)

2sen’t)



2 t
dz e'( te Ycos’t sen’t) 2 e
dt €

e ¥y ;0 Xyt oyt

L . dix N d7y 2, X X3 d7y (*)
dt X dt y dt dt dt

dx dy dx _d
2 2 et 40X ay

dt ot 10x ot 2 at 2

dx dy 4 dx 3,2 Ay 3

3 huh 2 10x" — 15x°y“—  10x°t

X Vg ° a7

2 15x%y? ¥ 2 10xd
dx

dy 2 10x°t dy 10x7t 2
dt 2 15X3y2 t 15X3y2 2

dx dy
15 x*y? 3y2 -2 3y?
a Y y
2Xd7X 3y2d7y
dt dt

2t

(2x 15x4y2)?;[( 2t 3y?

dx  3y? 2t
dt  15x*y? 2x

En (*)
d 3y 3y? 2t 3 10 x3t 2) 3xy(3y* 2t) x*(10x*t 2)
dt 15x*y?  2x 15x%y? 2 15x°y? 2

2. Siw f¥ VY ®.Hallar y¥ x¥
Xy

SOLUCION



W WU WV g uv 2y fuv 2y 2yf, 2y
y uy vy

w W

Y Xy y2f 2§ x 2f 2f C

3. Siz f x,y esdiferenciableen x,y;si x rcos ;y rsen

2 2
Z Z
X y
SOLUCION

z Z X zy
— - —-Z2 -~c0os —sn
r X r y r X y
2 2 2
z z ) Z Z
— —C0S —%en ——  COS 2c0s sen — —
r X y X Xy
z Z X zy z
- == =2 = rsn —— [ CcoS
X y X y
2 2
z
— —  rsen —— I CcOoS
X y
2 z? Z Z ?
i ~Z r?sen® 2r?cos sen ——-—- = r?cos’
X Xy y
2 2 2
1 =z 5 Z Z Z 5
— —  sen 2Cc0S sen —— —  coS
r X Xy y
Por lo tanto:
2 2 2 2
Z 1 z Z 5 zZ Z Z 5
— 5 — —  COS 2c0s sen — — — sen
r r X Xy y
2 2
z ) Z Z z )
—  sen 2c0Sseh —— —  COS
X Xy y
2 2 2 2
z 1 z z z
r r2 X y
) z w w w
4, Siw ﬁlnx xf X;— hallar: x— y— z—
z X X X y z

SOLUCION



WL oy g Y2 Yz
X zZX z X X X X X X
WY Yk 1 Y2 x5,
X z z X X X X X
Sea u Y v z
X X
fyz
X X f y f z y z
R e S -
X X X VX X X
Por lo tanto:
wy me fl,E X Xfu Efv
X z z X X X X
WY Yy ¢ Y2 g og
X z z X X

APLICACION DE LAS DERIVADAS PARCIALES




EJEMPLOS:

1. Hallar la ecuacion del plano tangente a la esfera x* + v* + z* = 1 que es paralelo al
plano P = 8x + 6y +10z=1

SOLUCION

R:P RBR.FPR O

P/P FPR /N FP KN *
N 8610

Fxyz x* y> 2210
FXxyz 2x2y,2z 2XVY,2Z
FR  2X%Y:%

En (*):

2%y,Y9:2, 2k435

Xo: Y012y 4K,3k,5k

X, 4k

Yo 3K

Z, 5k

Como P, F x,y,z se cumple que:

2

FX¥020 X5 Y5 zg 10

1
4k? 3k? 5k? 1 50k 1 k —
52
. 4 . 3 . S
Entonces: X, ﬁ Yo % z, ﬁ
4 3 5 1
F I:)O 2XO1yO1ZO 2 5\/51 5\/51 5\/5 5\/5 816110



P xvyz 535; 535; 535 5\% 8610 O
X 5\A/'E;y 5\75;2 535 8610 O

8x % 6y % 10z % 0

8x 6y 10z % 4x 3y 5z %

. Hallar la ecuacion normal al elipse x> 2y* 3z° 1 que es paralelo a la recta
R:x 3 1L vy 2 z 31

SOLUCION



