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Deduccion de formulas para realizar las sustituciones.

Si el integrando es una funcion racional de senu y COSU,se puede reducir a una funcion
racional de z mediante la sustituciéon z = tgu.

Con la finalidad de obtener la férmula para y cosu en términos de z se utilizan las
identidades siguientes: senu = 2senfu cosju y cosu = 2cos’tu- 1.

Entonces se tiene,

senu = 2senju cosyu cosu = 2cos* tu-1
) 2sen%u cos® Lu 2
cos%u secz%u
2
= 2tgiu = T
e sec’ Lu 1+ tgau
_ 2tgiu -2 -1
T 21 +
1+ tag®Lu 1 :
) _1-z
Z -
= > 1+ 27
1+z

Comoz = tglu,entonces, dz = tsec’ Lu du= 1(1+ tglu)du= %(l’f Zz) du, por lo tanto,

2dz
du = .
1+ z
Los resultados anteriores se establecen como el siguiente teorema.
Teorema.

Si z= tg3u, entonces, se verifican las siguientes igualdades, las cuales pueden ser usadas
para la integracion de funciones racionales de seno y coseno:

1- 22 i 2dx
1+ z

senu = cosu =

1+ 2% 1+ z
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Ejercicios resueltos.

dx
1+senx- cosx

1) Evalte I

Solucion.
_ 2
Haciendo el cambio senu = L, cosu = I—Z, dx = z—dx,entonces,
1+ z* 1+ z? + z*
2dz
dx _ 1+ 22 _ dz dz
Jl+senx-cosx I1+ 2z _l-z2 Izz+z Iz(z+l)
1+ 22 1+ 77
1 . .
Descompongamos en fracciones simples :
z(z+ 1)
0 0
! :£+ B 0 Z(Z+1) L :z(z+1)Dé+ B 0
Z(Z+1) z z+1 ﬁz(z+l)ﬁ Hz Z+1H
0 1= A(z+1)+ Bz 0 1=(A+B)z+ 4
gA+ B=0
i 0 4=1y B=-1
n4-=1
Luego,

dz (01 1 0, (dz dz

= —- dz= | —-
Iz(z+1) IHZ Z+1H Iz Iz+1
= (In|z[+ C,) - (In]z+ 1]+ C,) + C= In|z|- Wn|z+ 1|+ C, - C,

z tg 1 x

tgix+1

=1+ G- = In +C, C=C -G,

z+

Por lo tanto :

I T - 1n| terx |, c

1+ senx- cosx |tg%x+ 1|



2) Calcule Jl sec x dx

Solucion.
d 2
Puesto que, | secxdx = a » Y secx= L = 1+—Zz, dx = dez, entonces:
cos X cosx 1-z 1+ z
secx d = 01+ 2200 2dz [0_ 2dz 2dz
I IH1-22HH1+22H Il-zz J(l-z)(1+z)

2dz . )
Descomponer : ——————— en fracciones simples :
(1- z){1+ 2)

2 _ A . B 0
(l-z)(l+z) 1-z 1+z

0 2=(A-B)z+(4+B) 0 1§ A+B=2

Luego,

[ it

d d
: .[ 1+ZZ+I T (e 2 6 )¢ (nft- 2+ )

=Inft+ 2|+ Infl- 2|+ G+ C, = 1+ 2)(1- 2)[+ C,+ C, = 1= 22|+ C

= ln‘l- tgz%x‘+ C

Porende:

Isecxdx: ln‘l- tg2§x‘+ C 0



va ueJ. 4senx- 3cosx
Solucion.
. . _ _1-z 2dx
Haciendo el cambio| senu = 3 Cosu= s " 112 entonces:
2dz
dx 1+ 22 _ 2dz _ 2dz
I4senx-3cosx J'4D 2z D_3D1-22D J'322-82-3 I(3z+1)(z-3)
H1+ ZZH H1+ ZZH
_ dz dz _ d(32+1)
'%J'z—s_%J'szu'%(ln|2_3|+q)_%‘|’ 3241

= LIn|z- 3|- 4(In|3z+ 1]+ C,) + 1C = LIn|z- 3|- LIn|3z+ 1]+ 1C, - 1C,
-3 tgl3)] -3
S| | GG 3tg((2'2) e ersasa
Por consiguiente :
S 1ln tgl3)-3 + C 0
4senx- 3cosx 3tg(§)+ 1

Ejercicios propuestos.
Resuelva :
1 dx 2) dx 3) Ssen x cosx
2+ senx 1+ senx+ cosx 1- cosx
6) dx 7 cotgx 8) senx2 9) dy
senxt tgx 3+ 2senx 1+ sen” x S5+ 4secy
1) dx 12) dx 13) sen x czlx 14) dx 15)
1- 2senx 5+ 3senx 1+ sen” x 2-cosx

dx 4)J sen/x dx S)J cscxdx

coSx
dx

1+ cosx

O)I
dx

1+ senx- cosx




Respuestas de ej ercicios propuestos.

1) Larctg +C 2) In{1+tg(%£)|+ C 3) cosx+ In|l- cosx|+ C
i f . 2

4) 2sen(&)- 2J§cos(f)+c 5) In|tgl) [+ € 6) - Lsec’[s]+ 4In|tg[%] [+ C
vulmile o ff ke

) Mlﬂiiﬁjf)) Hc 0 5wl 208020
12)%arctg§tg(#%+C 13) L1n o (§)+ 33+ iﬂw 14)%arctg(x/§tg(§))+C
15)1 tgt(g;(fj 4 C
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