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RESUMEN.

En este trabajo se exponen resultados de recientes investigaciones efectuadas en la
Universidad de Matanzas relacionadas con la obtencion de modelos adimensionales
para la determinacion del factor de friccion en el interior de tuberias. La investigacion
consiste de un andlisis de regresion efectuado entre el factor de friccion, el nUmero de
Reynolds y la rugosidad relativa, utilizando para este fin datos experimentales
reportados por diversos autores, estableciéndose una comparacion con la ecuacion
trascendente del factor de friccion de Colebrook, el modelo mas exacto conocido,
obteniéndose que no existen diferencias significativas, debido a la alta similitud
existente entre los resultados obtenidos a partir de estos modelos en el rango
estudiado de los parametros de trabajo, aunque la divergencia entre los valores
experimentales y los obtenidos por el modelo propuesto es ligeramente menor.
PALABRAS CLAVES: modelo, regresion, factor de friccion.

ABSTRACT.

In this work results from recent investigations done at the University of Matanzas on
friction factor inside pipes are exposed, it is obtained a new no dimensional model for
determining friction factor that allow required precision without a complex analysis
system. The research was done with a regression analysis between friction factor and
Reynolds number, relative roughness using experimental data reported by different
authors, establishing comparison with the most precise model known: the
transcendental equation from Colebrook, concluding that between new model and the
most universally used there are not signified differences without is lightly better.
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INTRODUCCION.

El calculo de la caida de presion por el interior de conductos rectos es una necesidad
de muchos célculos de proyecto o evaluacion de instalaciones industriales, el cual se
realiza a partir de la ecuacion de Darcy.
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hy=f*"*"— (m) (1)
d, 2*g
Donde:
Ap .
h, = Tg es la pérdida de carga (m)
Yol

Ap es la caida de presion en el conducto, Pa.
p es la densidad del fluido, kg/m?®.
g es la aceleracion de la gravedad, m/s?.

f' es el factor de friccion de Darcy, adimensional.

| es la longitud del conducto por cuyo interior se mueve el fluido, m.
V es la velocidad del fluido por el interior del conducto, m/s.

d,, es el diametro equivalente del conducto, m.

Para conductos de seccidn transversal cilindrica el diametro equivalente es su diametro
interior.
El valor del factor de friccién de Darcy, y la ecuacion utilizada para su calculo, depende
del régimen de flujo. En régimen laminar la expresion general desarrollada es la
siguiente (Pavlov et al, 1981):

A

Re

Donde
A es una constante que depende de la forma geométrica de la seccion transversal del
conducto. Para conductos cilindricos A= 64.
Re es el numero adimensional de Reynolds, el cual se calcula como:

V*d,
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Donde:
V es la viscosidad cinematica del fluido, m?/s.
En la denominada zona de transicion del régimen turbulento, el factor de friccién es
funcion del nimero adimensional de Reynolds Re y de la rugosidad relativa e/d, o
sea:
f =¢(Re,e/d)
En la literatura consultada se reportan un grupo notable de ecuaciones explicitas para
el calculo del factor de friccion de Darcy f en tuberias lisas y rugosas para régimen

turbulento, dentro de las cuales se destacan las ecuaciones mostradas en la Tabla 1,
las cuales poseen una divergencia maxima aproximadamente igual a £ 30 % al
comparar los resultados del valor del factor de fricciobn obtenidos mediante su empleo
con los datos experimentales disponibles, segun lo reportado por los autores [Chen et
al, 1999], [Crane, 2000], [Fernandez Diez, 2000], [Mark, 2001], [Nayyar, 2003],
[Shames, 2001], [Wallas, 1999], [White, 2001], [Vennard, 1988], [SAmano, 2003], pero
tienen como ventaja la facilidad que brindan para determinar el valor numérico del
factor de friccion.

(2)

Re (3)



Tabla # 1. Ecuaciones empiricas para la determinacion del factor f de Darcy
Ecuacion Autor y Rango de | Divergencia
referencias validez maxima (%)
7 2 (Streeter, 5000 < Re <10°
_ * d o574 2000) o & | 3,21
f =1.325 |n[37 oo 0,01< &/ <10
(4)
i 7 0o \]?2 | (Paviov et al, | 5000 <Re <10°
1 d (681) 1981) % | 2,95
—=|-2%Log| £E +| =— 0,01< €/ <10 ’
JT 937 ( Re } ) %
r 7 K Miller  citado | 5000 < Re <10°®
I P /d 974 por (Fox vy e/ <106 | 3.24
Jt =| 2" Log 37 Re® McDonald, 0.01< 74 <10
L 1995)
(6)
r 111 2 | Ec. Haaland | 5000 < Re <10°
1 N % 6,9 (Zalen Y| 0o1< y <107
Gl —18%Logl| 2= + oo Haaland, TS/ S 1,44
i 1983)
)

El valor de la rugosidad absoluta e, incluido en las anteriores ecuaciones, varia con el
material del conducto y con la tecnologia de su fabricacion. En este trabajo se utilizaran
los valores recomendados por Ramos [23], Shames [24], Wallas [26], Worth GPSA [29],

Vennard [30] y Samano [31], los que son reportados en la Tabla # 2.

Tabla # 2 Valores de e para distintos materiales de los tubos

Tipo de tubo € (mm)
Tubos de acero sin costura 0.2

Tubos de acero galvanizado 0.125
Tubos de aceros viejos y herrumbrosos 0.67 -2.0
Tubos de hierro fundido nuevo 0.26

Tubos de hierro fundido usados 1.4- 20
Tubos de aluminio lisos 0.015 - 0.06
Tubo de latén, cobre, plomo, (sin costura) 0.0015-0.01
Tubos de hormigén sin pulir 3-9

Tubos de hormigén pulido 0.3-0.8

Colebrook, segun [Chen et al, 1999], [Crane, 2000], [Fernandez Diez, 2000], [Mark,
2001], [Nayyar, 2003], [Shames, 2001], [Wallas, 1999], [White, 2001], [Vennard, 1988] y




[Samano, 2003], encontré que los resultados de las pruebas experimentales para la
zona de transicion del régimen turbulento son expresados matematicamente por la
ecuacion de tipo trascendente:

1 & 251
= —Log| LY== 8
Tt 037 Rer ®)

Esta ecuacion es valida para 4000 < Re <10° y 5*107 < % <107,

Sin embargo es conocido, y confirmado a la vez por los experimentos, que en la zona
totalmente rugosa el valor numérico del nimero adimensional de Reynolds deja de
ejercer influencia sobre el factor de friccibn, dependiendo este solamente de la
rugosidad relativa del conducto por el cual circula el fluido.

El valor numérico del nimero adimensional de Reynolds, a partir del cual el factor de
friccibn comienza a ser constante es determinado mediante la siguiente expresion,
recomendada por [Kreit et al, 1999], [Crane, 2000], [Fernandez Diez, 2000], [Mark,
2001], [Nayyar, 2003], [Shames, 2001], [Wallas, 1999], [White, 2001], [Streeter, 2000],
[Samano, 2003] y [Perry et al, 1999]:

Re gy = 550,01 (% J ©)

El modelo reportado por Colebrook para el calculo del factor de friccion permite obtener
resultados mas confiables, ya que, como se afirma, es el de mejor ajuste a los datos
gue le dieron origen, aunque el error de ajuste a los datos utilizados en su obtencién y
validacion es de *=25%, segun (White, 2001) y (Samano, 2003), y tiene como

inconveniente la necesidad de implementar un método de aproximaciones sucesivas
para determinar el valor del factor de friccion.

Al comparar los valores del factor de friccién obtenidos por la ecuacién de Colebrook y
por las ecuaciones reportadas en la Tabla 1 se puede apreciar que existe una
divergencia entre estos, pudiendo apreciarse que los valores calculados por la
ecuacion de Haaland son los de menor divergencia respecto a los brindados por la
ecuacion de Colebrook.

La ecuacion de Colebrook fue representada graficamente por Moody, en forma de un
diagrama de Stanton, el cual puede encontrarse en las siguientes referencias [Chen et
al, 1999], [Crane, 2000], [Fernandez Diez, 2000], [Mark, 2001], [Nayyar, 2003],
[Shames, 2001], [Wallas, 1999], [White, 2001], [Vennard, 1988], [Samano, 2003],
[Streteer, 2000] y [Fox y McDonald, 1995].

Ante la limitante del empleo del método de aproximaciones sucesivas al calcular el
valor del factor de friccion por la ecuacién de Colebrook y a que los valores de
divergencia de las ecuaciones explicitas mostradas en la Tabla 1 respecto a la anterior
son aun grandes se ha establecido en este trabajo el objetivo de establecer una
ecuacion explicita en la zona de transicion del regimen turbulento que permita obtener
con facilidad el valor del factor de friccion, cuya divergencia respecto a la ecuacion de
Colebrook sea menor que el de las ecuaciones anteriormente citadas de la Tabla 1 y
cuyo error de ajuste a los datos sea menor del 30%.

DESARROLLO.

(Camaraza, 2008) ha generalizado muchos datos obtenidos a partir de la bisqueda de
informacién sobre el tema (Cameron, 1969), (Wood, 1947) y propone una ecuacion



para el calculo del factor f en la zona de transicion del régimen turbulento, la cual se
expresa de la siguiente forma:

1
= avey 0
Donde:
112 -0.01
[1,048*In(Re2'5*% H
A= T, (10.1)
12 2,25
3,.27*(e e
B=1In 47’5+ (A)l + (A) (10.2)
Re? Re 18,26

En la ecuacion anterior A=0,392 para 0,001< % y 4000 <Re<181*10°

La ecuacion anterior fue validada con los datos reportados por Halaand y Moody
obteniéndose una divergencia de 24.83 %

La ecuacidén propuesta da valores muy cercanos a los obtenidos por la ecuacion de
Colebrook, con una divergencia maxima de 0,8 % y promedio de 0,3 %.

El error cometido, por exceso o por defecto, con respecto al valor obtenido a partir del
modelo reportado por Colebrook se puede evaluar mediante la siguiente ecuacion, con
un coeficiente de correlacion de 97 %.

C Sielerror es(+)es por exceso
error =|1-— [*100 i
f Sielerror es(-)es por defecto
(11)
(oaf  1e07¢g )
1,36*
Donde: C =5,302*| Ln % + d, 63 (11.1)
1374 [f*Re Re’*f

Profundizando en el analisis se obtuvo posteriormente (Camaraza y Landa, 2008) una
mejor ecuacion que la anterior para la determinacién del factor de fricciéon de Darcy, la
cual es valida en el mismo intervalo que el modelo de Colebrook, obtenido eliminando
datos de la base utilizada, quedando escrita de la siguiente forma:

-2
—|_2% e/ * _ﬁ
f{ 2 Log( A 0,2707 Blﬂ (12)
Donde:
12 2,25
3,27*(e e
A, =2,296* Log 475 %)1 +%) (12.1)
Re? Re 18,26

B, = Re*[Log(Rez’S*(% 2 ﬂom (12.2)



Para el caso de tuberias lisas (% = 0), el factor de friccion de Darcy de la ecuacion
(12), se obtiene entonces por la siguiente expresion:

f = {— 2* Log (:—Zﬂ (13)

Donde:

0,56
A, =823* Log[Re } (13.1)

3196

En multiples ocasiones en la ingenieria practica se necesita determinar el caudal para
un valor preestablecido de caidas de presion y de didmetro, entonces combinando la
ecuacion propuesta (12) con la ecuacién (1), se obtuvo (Camaraza y Landa, 2008) una
nueva ecuacion valida en el mismo intervalo que la ecuacion (12), la cual permite
calcular el caudal necesario para un valor de didmetro y caida de presion
preestablecidas, quedando esta nueva ecuacion de la siguiente forma:

18417 AP*d° | L
T [ T/ Ay E——
S \/ L g{ P4+ \/3,082*AP*d3}

El caudal calculado en (14) es obtenido en m%

La ecuacion propuesta, (12), arroja una divergencia maxima de los valores calculados
del factor de friccion con respecto a los obtenidos por el modelo de Colebrook del orden
de +0,144 %, valor que fue obtenido implementando un algoritmo en la herramienta
computacional MATLAB 7.0, concebido para la comparacibn de dos ecuaciones
mediante el calculo de la divergencia de los valores numéricos que estas ofrecen, los
gue son obtenidos a partir de iguales valores de sus variables independientes. Su
representacion grafica se muestra en la figura 1.

(14)

Figura 1. Grafico de errores relativos vs Numero de Reynolds, entre la ecuacion de Colebrook
y la ecuacion ainvestigar.

Como se observa la divergencia entre estos modelos es pequefia, pero cabe la
interrogante de cual de estos modelos representa en mejor medida los datos



experimentales que le dieron origen o se utilizan para su validacion, por lo cual se
realiza un andlisis de validacibn de ambos modelos para tubos nuevos y limpios,
utilizando los valores almacenados en la base de datos de cerca de 2350 valores
creada con los datos reportados por Moody y Halaand, los cuales fueron obtenidos de
las referencias anteriormente citadas.

El calculo del error relativo al validar la ecuacion de Colebrook se muestra en la figura
2, obteniéndose un valor maximo de 19.98 %.

Figura 2. Grafico de validacion de la ecuacion de Colebrook con los datos experimentales.

Para la ecuacion que se investiga se encontré un error maximo de validacion del 19.89
%, apreciable en la Figura 3.

Ervor (%)

Figura 3. Grafico de validacion de la ecuacion propuesta con los datos experimentales.

De los resultados obtenidos se observa una menor divergencia de los valores
obtenidos por la ecuacidén propuesta con los datos experimentales utilizados en su
validacién que el alcanzado por el modelo de Colebrook, siendo adicionalmente mas
sencilla de implementar en un proceso de calculo dado, por lo que la ecuaciéon
investigada y propuesta se recomienda sea utilizada en el rango de valores de
rugosidad relativa y de nameros adimensionales de Reynolds en que fue obtenida y
validada.

Si se analiza la ecuacion propuesta para diferentes intervalos de Reynolds y
rugosidades se aprecia (Figuras 4 y 5) que:



1.

factor de friccion

Existe una excelente aproximacion a los valores experimentales en los intervalos de
107 < % <5*107* y 3000<Re<10°, siendo especialmente exacta esta

observacion para bajos valores de rugosidad relativa. El error relativo maximo oscila
entre 5y 14 %, siendo su menor valor de 0,1 %, tendiendo a disminuir en la medida
gue disminuye la rugosidad relativa, como se muestra en alguna medida en los
ejemplos de las Figuras 4 y 5, y aumenta con el incremento del valor del numero
adimensional de Reynolds.

Para Re>10 se aprecia que la divergencia entre el modelo y los datos comienza a
ser grande y se incrementa con el valor del nUmero adimensional de Reynolds, lo
que presupone que pudiese ajustarse un modelo mas exacto en dicho rango de
valores.

e/D= 0.000055008 Grafico de errores relativos
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Figura 4. Comparacion entre los valores experimentales del factor de friccion y los obtenidos por la
ecuacion propuesta para un pequeifio valor de rugosidad relativa



e/D=0.0075062
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Figura 5. Comparacion entre los valores experimentales del factor de friccion y los obtenidos por la

ecuacion propuesta para un alte valor de 1ugosidad relativa

CONCLUSIONES.

Se ha obtenido un modelo explicito para la estimacion del factor de friccion de Darcy en
la zona de transicién del régimen turbulento de mejor ajuste a los datos experimentales
gue le dieron origen que el modelo trascendente obtenido por Colebrook, lo que facilita
su aplicacion en los calculos de Ingenieria y permite alcanzar una mayor precision en la
determinacion de sus valores numéricos y en los que se deriven a partir del uso de este

parametro en un proceso de calculo.

La representacion matematica del modelo explicito propuesto para la zona de transicion

es:
-2
—|_92=* e/ *x _i
f=[-2 Log[A 0,2707 BJ
Donde:

12 2 25
A =2,296* Log L;Ze'? + il (%)1 + (%) y B = RE*[LOQ(ReZ,s*(%)le ﬂom

Re 18,26

Siendo valido para los intervalos de 4000 <Re <10° y 5*107° < % <10”’

Se ha obtenido una ecuacion que permite el célculo del gasto a partir de los valores de

caida de presion, diametro y longitud de la tuberia utilizando el modelo propuesto.
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