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Estructuras 111 Introduccién a los Elementos Finitos

1-Introduccién

El método de los elementos finitos (MEF en castellano o FEM en inglés) es un método de
calculo utilizado en diversos problemas de ingenieria, que se basa en considerar al cuerpo o
estructura dividido en elementos discretos, con determinadas condiciones de vinculo entre si,
generandose un sistema de ecuaciones que se resuelve numéricamente y proporciona el estado
de tensiones y deformaciones. También se utiliza en mateméticas como método nodal
aproximado para resolver ecuaciones diferenciales en forma numérica.

Es un procedimiento numérico aplicable a un gran nimero de problemas con condiciones de
borde impuestas (en las estructuras las condiciones de borde serian: restricciones y cargas
externas). Varios de estos problemas no tienen solucion analitica o es muy dificil obtenerla, por
lo que se convierte en la Unica alternativa de resolucion. Con este método se pueden resolver
sistemas los cuales no son féciles de resolver mediante modelos matematicos simples.

Existen dos tipos de caminos para su formulacion, basandose en el principio de los trabajos
virtuales, es decir, formulaciones variacionales, o mediante el método de Garlekin, Método
directo o bien con Raleigh Ritz..

Si bien fue originalmente desarrollado para el analisis de estructuras, con este método se
pueden representar entre otros, los siguientes fendmenos fisicos:

e Fendmenos termodinamicos: distribucion de temperaturas en un solido.
e Simulacién de efectos dinamicos: Choque de dos cuerpos.
e Geomecanica: Comportamiento de la corteza terrestre.

2- Concepto

La base del método de los elementos finitos es la representacion de un cuerpo por un
ensamble de subdivisiones llamadas elementos. Estos elementos se interconectan a través de
puntos Ilamados nodos.

Una manera de discretizar un cuerpo o estructura es dividirla en un sistema equivalente
de cuerpos pequefios, tal que su ensamble representa el cuerpo original. La solucion que se
obtiene para cada unidad se combina para obtener la solucién total. Por ende, La solucion del
problema consiste en encontrar los desplazamientos de estos puntos y a partir de ellos, las
deformaciones y las tensiones del sistema analizado. Las propiedades de los elementos que unen
a los nodos, estan dadas por el material asignado al elemento, que definen la rigidez del mismo,
y la geometria de la estructura a modelizar (a partir de las Leyes de la Elastica). Las
deformaciones y las fuerzas externas se relacionan entre si mediante la rigidez y las relaciones
constitutivas del elemento. Trabajando en régimen elastico, las ecuaciones que definen el
sistema pueden expresarse de forma matricial como se muestra a continuacion:

[K] {8}={F}
Donde :

o [K]: es la matriz rigidez del sistema
o {3}: es el vector desplazamientos
o {F}: es el vector de esfuerzos
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Los tipos de elementos utilizados generalmente en la resolucion a través de Fem son:

e Elementos Lineales (1-D)

——®

Estos pueden ser:

Resorte
Barras
Vigas
Cafios

O O0OO0Oo

e Elementos Planos (2-D)

Estos pueden ser:
O membranas
o0 placas

e Elementos Sélidos (3-D)

Es importante destacar que se puede utilizar combinaciones de estos elementos
actuando en conjunto.
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3-Proceso de Analisis por Elementos Finitos

El proceso de anélisis por elementos finitos se puede describir como:

5 Modelado
Geomeétrico

v

Modelado
de
Elementos Finitos

v
Definicion del
Ambiente

v

Andlisis
v

Corroboracién de Resultados

e Modelado Geométrico: Creacién del modelo matematico del objeto o del conjunto.
Reproduccion del sélido en forma precisa y de la geometria de la superficie.

¢ Modelado de Elementos Finitos: Subdividir la geometria del modelo en elementos
discretos. Asignar las propiedades del material y del elemento.

o Definicion del Ambiente: Aplicar las cargas y las condiciones de borde para simular
el ambiente de la operacion.

e Andlisis: Computar los resultados (tensiones, deformaciones, etc.) a partir de
analisis estaticos, dindmicos o de transferencia de calor.

e Corroboracion de Resultados: Comparar los resultados con los criterios de disefio.
Redisefiar la estructura y repetir el proceso si fuese necesario.

En la actualidad la utilizacion de este método ha crecido notablemente debido a la
utilizaciéon de software avanzado (ademds de un hardware potente que debe poseer gran
velocidad y mucha memoria).

Los software mas utilizados en la actualidad son:
e Msc Nastran

Msc Patran

Ansys

Dyna 3D

Abaqus
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Cabe destacar que la utilizacion de software no implica la obtencion del resultado
exacto y real, es solo una aproximacion y esta en el criterio del usuario el saber discernir entre
un resultado coherente y uno que no lo es; ademas de conocer los margenes de error y las
limitaciones del modelo y el método.

4- Método Directo
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4-1-Elemento Resorte

Dado un resorte con fuerzas aplicadas en la direccion longitudinal del mismo:

" .

I J
AW
fi /{ A/

El sistema se compone de:

e Dos Nodos: i j
e Constante Elastica del Resorte: k

El mismo esta sometido:
e Fuerzas en los Nodos: fi,

El elemento tiene dos grados de libertad, en el sentido longitudinal del elemento, cualquier
desplazamiento de los nodos en el sentido normal al elemento no generara esfuerzos internos:

e Dos desplazamientos: Ui, Uj

La relacidn entre la fuerza F y el desplazamiento A en régimen lineal sera:
F=K.A donde A=u;-u;

Donde K es la rigidez del elemento o la constante elastica del resorte.

Haciendo equilibrio de fuerzas internas en los Nodos:

Nodo i:

S =—F=—k(u, —u)=ku —ku,
Nodo j:

f,=F=k(u,—u,)=—ku + ku,

Expresado matricialmente:

k —k||lu /,
-k k ||u. /.

S v J

O bien, k.u =f

Donde:
e k:eslamatriz rigidez
e U es la vector desplazamiento
o f:es lavector de fuerzas internas
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4-2-Sistema de Resortes

Considerando un par de resortes en serie:

Para el Elemento 1:

Para el Elemento 2:

i
Donde -ff es la fuerza interna local del Nodo i actuando en el Elemento m (i=1,2).
Considerando la condicidon de equilibrio estatico de fuerzas: F externas = F internas

Nodo 1:
1
Flz 7
Nodo 2:
-1 2
F? =/ +f1
Nodo 3:
F_%:.fzz

Desarrollando con los valores de las fuerzas internas en funcion de la rigidez de cada
elemento:

=k, — ku,
=—ku, +(k +k,)u, —k,u,
= —k,u, +k,u,

S
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De forma Matricial:

u ] [F
u, =1 F,
i, F;

O bien, K.U=F

Donde:

K: es la matriz rigidez del sistema completo de resortes

Se puede plantear por separado y luego plantear superposicion:

Y T 1
-k, ko ORu,¢=11,
| 0 0 Of|u

[0 0 0 ][« 0
0 k, —k, Ru,p=3f’

0 -k, & ||y, fr

Planteando superposicion se obtiene:

k. —k, 0 ][ 1
—k, k+k, —k Ry b= fl
0 -k &k ||u 1)

A modo de ejemplo si consideramos un sistema que posee las siguientes condiciones:

u, =0 and F,=F, =P

Reemplazando:

k, —k, 0 (|0 F
-k, k +k, =k [u,;=9P
0 -k, k, ||u, P

Se reduce a:

Pégina 7/26



Estructuras 111 Introduccién a los Elementos Finitos

ki +k, —k,||u, P

-k, k, ||u, P

Y!
F, =—ku,

Como incognita tenemos:

U,

U={"

u,

Resolviendo,
u, 2P/ k,

w [~ |2P/k +P/k,

Reemplazando se obtiene la fuerza de reaccion:

F,=-2P

Como conclusién, para un sistema de “n” nodos, el método de elementos finitos permite
generar “n” ecuaciones, las cuales deberan tener “n” incégnitas para ser un sistema definido.
Las incognitas podran ser parte del vector desplazamiento o ser parte del vector fuerza. Cada
nodo debera tener su desplazamiento o su fuerza actuante como condicion de borde impuesta.
Este sistema permite, cdmo veremos mas adelante resolver sistemas isoestaticos e hiperestaticos
sin necesidad de cambiar el método.
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4-3-Elemento Barra en Una Dimensién

Consideremos una barra de seccion constante:

——m 14; = U

fi i — AE ] Ji

El sistema se compone de:

e Dos Nodos: 0]

e Modulo de Elasticidad E

e Area de la Seccion Transversal A

e Longitud del Elemento L
El mismo esta sometido:

e Fuerzas en los Nodos: fi, f;

El elemento tiene dos grados de libertad, en el sentido longitudinal del elemento, cualquier
desplazamiento de los nodos en el sentido normal al elemento no generara esfuerzos internos:

e Dos desplazamientos: Ui, Uj

Sabiendo que la rigidez a traccién / compresion de una barra es:

E4
L
Y haciendo una analogia con el elemento resorte, tenemos que:
EA
k===
L
Por lo tanto,
A _EA
- ko—k]_| L /
~k k|T|_£4 EA
L L
O bien,
1 -1
k= £4
L|-1 1
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Por lo tanto, la ecuacion de equilibrio del Elemento sera:

EAl 1 —1{|u /
L1-1 1]u, /,

Para la resolucion de este sistema se procede de la misma manera que en el elemento resorte.

4-4-Elemento Barra en Dos Dimensiones

V
'
- X
Local Global
X,y XY
Ui Vi Ui, Vi
1 grado de Libertad 2 grados de Libertad

Nota: El desplazamiento lateral v;” no contribuye a la deformacidn de la barra.
La idea es trabajar con las coordenadas globales, por lo tanto se deben hacer las siguientes
transformaciones:

. U
u, =u,cosO+v, sin@=[1 m]

i

v,
‘ ' U,
v, =—u sin@ +v, cos@=[-m ]
Vv,

1

Donde:
[ =cosB, m=sin6
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Escrito en forma matricial:

u [ m||u
v =m 1y,
O bien, .
u = rﬁfll
Donde la matriz transformacion:
~ [ m
lem

Donde la relacion con la matriz ortogonal:

~

o

A modo de ejemplo, se puede decir que para un sistema de elemento barra con dos nodos
tenemos que:

w | [ 1 m 0 0]fu]
) —m ! 0 0]
< — < >
U 0 0 / m||u.
V. 0O 0 —m []|v,
O bien,
u =Tu
Con,
T 0
T= N
0 T
Las fuerzas nodales son transformadas de la misma manera:
f =Tf

Para obtener la matriz rigidez en dos dimensiones:

En el sistema local de coordenadas tenemos que:

E4l 1 —1]|u f
L|-1 1 [||u /
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Esto se puede escribir en su totalidad como:

E4AL0 0 0 O0}|v 0

[0 0 0 Offv,| |0]
O bien,
ku="f
Utilizando las transformaciones
u =Tu
f =Tf
Obtenemos:
k Tu=Tf

Multiplicando ambos lados por T' y como T™*T=I, obtenemos:
e
T KkTu=f
La matriz rigidez en el sistema global quedara de la siguiente manera:

k=T'kT

La cual es una matriz simétrica de 4X4. Escrita de manera explicita tenemos que:

U V. Hj V.

[ m =01 —Im]

-

EAl Im  m* —Ilm —m’
L= —=Im I’ Im

-

—Im —-m Im  m

Donde los cosenos directores | y m son:

_X,-X, Y -,

[ =cosO = —F——, m=sinf = -+——
L L

4-5-Elemento Viga
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Se considera una viga en el plano. Esta toma esfuerzos de Corte, Axiles y Momentos,
todas consideradas en el plano. Cada Nodo posee tres Grados de Libertad (u, v, q).
Un elemento que toma estas cargas, tiene asociado para el calculoa E, J, 1y A.

]

ﬁ .

U

X

1'1!‘. -liuri 11;‘ -Iiur

El sistema se compone de:

e Dos Nodos: i, j
e Modulo de Elasticidad E
e Areade la Seccion Transversal A
e Longitud del Elemento L
e Momento de Inercia I
El mismo esta sometido:
e Fuerzas en los Nodos: Fi Fi, Vi, Vi
e Momento en los Nodos: Mi, M;
Habré tres grados de libertad por cada nodo
e Cuatro desplazamientos: Ui, Uj, Vi, Vj
e Dos Giros: 0i, 6;

Para crear la Matriz Rigidez se suponen casos con desplazamientos unitarios, que luego
mediante Superposicion se ensamblan y dan forma a dicha matriz.
Se adoptan giros en sentido horario y desplazamientos positivos.

> Se supone ui=1
Uj, Vi, Vj, 0, 0;=0
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Aplicando la Ley de Hooke, tal como se hace con elemento barra, tenemos que:

Por lo tanto,

Realizando un equilibrio de fuerzas,

> Se supone vi=1
Ui, Uj, Vj, 0;, 9,— =0

) -('Lw

"fl:

Hi
L >

Se puede demostrar calculando por Método de las Fuerzas que para un Desplazamiento
Transversal en el extremo i, los esfuerzos en el sistema son:

12EJ 6EJ

Vi = |3 Mi = |2
12EJ 6EJ
Vj:_ |3 Mj - |2

H, =0 H, =0

> Se supone 0;=1
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Ui, Uj, Vi, v, Gj =0

. Yj
MG
- "

I_]'j -

_hc

De la misma manera que en el caso anterior, tenemos que:

y, -~ 6E) v - 48
| |
| ]
H, =0 H, =0

Procediendo de forma analoga para los desplazamientos del Nodo j , obtendremos los restantes
coeficientes de la Matriz Rigidez del Elemento.

i, \ &, i, v, .
L4 0 0o k4 0 ()
L L
o 2B _6El . _12El _6El
I I L I’
0 _OET 457 0 6Ef 2E]
[ L : L
k=] .. .
_E 0 E4 0 0
L [
0 _12E] GET 0 | 2ET OES
L' I’ I I’
g 8 El 2E] 0 GED 4ET
| [’ ! L’ L |

5- Ejemplos Practicos
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5-1-Elemento Resorte

Sea un sistema de resortes en serie, con una carga P aplicada:

ki ko P ks
AT —
1 2 3 4

Datos:

k, =100 N/ mm, k,=200N/mm, &, =100 N/mm
P=500N, u,=u,=0
Se pide:
a) Encontrar la matriz rigidez del sistema.
b) Desplazamientos en los Nodos 2 y 3.
c) Las fuerzas en los empotramientos (Nodos 1y 4).

d) La fuerza en el resorte 2.

Solucion

a) La matriz rigidez de cada elemento es:

100 =100 |
k, = - - ] (N/mm)
—100 100
[ 200 =200 |
k, = B N ] (N/mm)
*[=200 200
[ 100 —IUU] |
k.= - (N/mm)
S| =100 100

Aplicando el principio de superposicion se obtiene la matriz rigidez del sistema
completo:
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u, i, u, i,
100 —160 0 0 ]
K L100 1004P00 =20 0
T1TOTTTTE 00 2004700700
0 0 100100 §
0 bien,
100 —-100 0 0 ]
=100 300 —200 O
K =

0 =200 300 —100
| 0 =100 100

La Ecuacién Matricial de Equilibrio quedara de la siguiente manera:

100 —100 0 0 J[u] [F]

— 100 300 =200 0 U, 0
0 -200 300 —100||u| |P|

0 0 —100 100 ||u] |F,

b) Aplicando las Condiciones de Borde:
u, =u,=0
en la Ecuacién Matricial de Equilibrio y tachando la primera y cuarta fila y columna,
tenemos que:

[ 300 _EUU]J”El_ J0]

~200 300 ||u, [ |P|

Cuya solucién es:

[‘\J

i, P25
{zr;} - ][?P S[i}} { (mm)

L.v-.-"
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c) Con la primera y cuarta fila de la Ecuacién de Equilibrio, y con los datos de
los desplazamientos ya calculados, tenemos que:

F, ==100u, =-200 (N)

F, ==100u, =-300 (N)

d) La ecuacion de equilibrio del elemento 2 es:

[ 200 - zﬂnpu,. |_ J'f.; ][

-200 200 ||u,| |,
Por lo tanto se puede calcular, la fuerza como:

F=f =—f =[-200 200] {:2}
2|
3]

=[-200 200]

—200 (N)

5-2- Sistema de Resortes

Sea un sistema de resortes en serie-paralelo con cargas aplicadas:

J"I".'_f Ff
-
J"If]r 1
NN 2
4 @ 1"'1.3 F J'Il'l.q
A VAN
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Introduccién a los Elementos Finitos

Se pide:

Para el Sistema de Resortes de la figura, cuyos nodos fueron numerados de
forma arbitraria, encontrar la Matriz Rigidez Global.

Solucion:

Se construye una Tabla de Conectividad de Elementos:

Element Nodei (1) | Nodej(2)

| 4 2

2 2 3

3 3 3

4 2 I

La matriz rigidez de cada elemento:

i, 1, U, 1,
o k, -k, o k, -k,
—k, K, —k, k,
U, s U, i,
k, —k, k, -k
k,=| | k,=| | ’
' T ’{"3 ks o k4 "1-4

Por lo tanto, aplicando el Principio de Superposicion, obtendremos la Matriz
Rigidez Global del Sistema:

u, i, 1, i,
[k, —k, 0 0
—k, Kk 4k +k —k, i-k
0k, Tk 4k 0|
IR T A
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Introduccién a los Elementos Finitos

5-3-Elemento Barra

Sean dos barras de igual Longitud, igual Modulo de Elasticidad y el Area de una

es dos veces la de la otra:

(D 24.E

QO AE
i~

t

1

[t

Se pide:

Hallar el desplazamiento en el Nodo 2.

Solucidn:

La Matriz Rigidez de cada elemento:

Elemento 1
2FEA
k, = —
Elemento 2
EA
K, =—

- L

|

1
— 1

|

Aplicando el Principio de Superposicion, obtenemos la Matriz Rigidez Global, y

asi, obtenemos la Ecuacion de Equilibrio.

g -7

B 5 5

L
0 -1

Aplicando las Condiciones de Borde:

i, =u, =0,
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y reemplazando, se obtiene:

2 -2 0 J{J] JFll
E—E 3 =1 u, ;=< P

o 201l e

Para hallar el desplazamiento en el Nodo 2, utilizamos solo la segunda fila:

EA
=13 I”j"l_ —Ipl
I [ ]l 2] L* ]
Por lo tanto,
PL
", = ——
3EA

5-4-Elemento Barra en Dos Dimensiones

) Sean dos barras idénticas que poseen el mismo Modulo de Elasticidad, la misma
Area Transversal y la misma Longitud:
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Introduccién a los Elementos Finitos

Se pide:

Hallar el desplazamiento del Nodo 2.

Solucidn:

En el sistema Local de Coordenadas, la matriz rigidez de los elementos es:

Kk,
L

_EA

K

I

l] .
-k,

Estas matrices no pueden ser ensambladas juntas, ya que cada una esta en
diferentes Sistemas Coordinados. Por esta razon se debe trabajar con un Sistema

Coordenado Global.

Trabajaremos con cada elemento por separado:

Elemento 1:

6 =45",

[ =m=

2
2

La matriz rigidez del elemento 1 respecto a la Terna Global es:

Elemento 2:

v, U, v,
1 -1 -1]
1 -1 -1
-1 1 1
-1 1 1

-1 =1 1]
1 -
1 -
-1 -1 1|
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Aplicando el Principio de Superposicion, podemos armar la Ecuacion de
Equilibrio:

F

K
E4|-1 -1 2 0 -1 1 ||u, F,
2L1-1 =1 0 2 1 —1|Iv[ |F,
o F
£,

Uy =V, =U; =V = 0, Fz.r - Pl Fzr = Pz

Consideramos solo la tercer y cuarta fila, junto a la tercer y cuarta columna, y

| EF (J]Jz@l:{P}

2010 2||v,| |~

Resolviendo:

5-5-Elemento Viga

Sea una viga empotrada-empotrada, con una carga P aplicada en L/2 y un
Momento actuando en el mismo punto:

Y
P

O

X
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Introduccién a los Elementos Finitos

Se pide:

a) Hallar la Rotacion y Deflexion del Nodo 2.
b) Hallar las Reacciones de Vinculo en los Empotramientos.

Nota: Para este ejemplo, se tomo como convencion que el momento antihorario es
positivo. No solo como condicion de borde, sino en el andlisis matricial, y es por eso
que la matriz rigidez difiere en signos con la de la explicacién de la pagina 15.

Solucion

a) La Matriz Rigidez de cada Elemento es:

y 6, v, 6,
12 6L —12 6L
, _EI| 6L 4> -6L 21’
L |-12 —-6L 12 -6L
6L 21* 6L 41*
1'12 82 Il'h_'i 83
(12 6L —12 6L
EI| 6L 4 -6L 21’
“=Tloi2 6L 12 -6l
6L 217 -6L 4L° |
La Ecuacion de Equilibrio Global es:
11I el 112 {_}2 11.‘- 63
(12 6L i —-12 6L i 0 0 ][y
6L 41> i-6L 2*i 0 0 ||
Er|=12 Z6Li 240 TS T6L ||,
Tler 2027 o 81* i-6L 21 ||,
IR
0 0 i 6L 202 i-6L 4I* ||6,
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Aplicando las Condiciones de Borde:

Reemplazamos y obtenemos:

Elm 0 H:lzj_ﬂ

o 87

Por lo tanto, resolviendo:

I“z}:

G2

b) Reemplazando en la Matriz Global, tenemos:

L [-rE|
24E1'| 3M |

(F,] —12 6L
M| _EI|-6L 20 |[v,]
J

|F [ C|-12 —6L]|6

3y

__.-143_ i 6L 217 |
Resolviendo tenemos,
F, [2P+3M /L]
M, | PL+ M
£, [~ 4|2P-3M/L
M, —PL+ M
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