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INTRODUCCION

En el Analisis Funcional, el problema de la representacion de los funcionales
lineales continuos sobre un espacio dado, juega un papel esencial. La resolucion de
dicho problema se hace particularmente dificil en el caso de espacios de funciones,
resultando que, en la mayoria de los casos, los elementos del espacio dual solo pueden
ser representados a través de clases de equivalencia. En especial, la cuestion de la
dualidad del espacio de las funciones de p-variacion acotada y las absolutamente
p-continuas ha conseguido quitar el sueno a mas de un matematico, y esa es una de
las razones que sustenta el tema de esta tesis. Por ello se hace necesario una breve
introduccion que recorra a grandes rasgos el camino por el que han transitado las
investigaciones.

Entre los pioneros més destacados, segtin la opinion del autor, se encuentra Hadamard
(1865-1963), quien ataca el problema de representar los funcionales lineales y contin-
uos sobre Cla,b], obteniendo un resultado que Frechet(1878-1973) mejora en 1904,
y no se conforma con ello, sino que comienza a investigar problemas similares susti-
tuyendo C|a, b] por otros espacios de funciones. Tan pronto como comenz6 el estudio
del espacio de Hilbert, Frechet y Riesz (1880-1956) independientemente demuestran
que para toda funcional lineal f continua sobre [? existe un tinico elemento x, € [?
tal que f(z) = (z,70) para toda z € [%. Tal resultado se conoce como Teorema de
Riesz-Frechet o Teorema de Representacién de Riesz (ver, por ejemplo, [19]).

Por otra parte, en su tesis de 1935, I. M. Gelfand (ver [12]) extiende la definicién de
funcion de variacion acotada a funcion abstracta de variacion acotada y generaliza el
Teorema de Representacién de Riesz, demostrando que el espacio de los operadores
lineales y continuos definidos en el espacio de las funciones absolutamente contin-
uas sobre un intervalo y con valores en un espacio normado débilmente completo es
isomorfo al espacio de las funciones abstractas de variacion acotada.

Luego, en el ano 1937, en los trabajos de E.R. Love y L.C. Young (ver [21]), aparece
la nocién de funcién de p-variacién acotada sobre el intervalo [a,b]. En esta linea se
destacan también los polacos Musielak y Orlicz (ver [28]), quienes en el afio 1959
demostraron en conjunto la separabilidad del espacio Cyla, b] de las funciones abso-
lutamente p-continuas en [a, b].
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En 1984 aparece un trabajo del matematico ruso V.Kisliakov (ver [18]), donde se
demuestra de forma indirecta que el espacio bidual a Cjla,b] de las funciones ab-
solutamente p-continuas en [a, b] es isomorfo al espacio V,[a,b] de las funciones de
p-variacién acotada en [a, b]. De esta forma, la bisqueda de una demostracién directa
de la relacién C**[a, b] =~ V),[a, b] se convierte en el objetivo principal del desarrollo de
la tesis de doctorado (ver [33]) de la cubana Rita A. Roldédn durante su estancia en
Alemania (Jena) en 1989. Entre otros resultados, en la biisqueda de un isomorfismo
isométrico entre los espacios Cyla, b] y V,[a,b] con % + % = 1 en analogia con el caso
clasico para ¢ = 1y p = 1, ya que Cyla,b] = C|a,b], se da una representacién de
los funcionales lineales y continuos sobre C,a,b] a través de integrales de Stieltjes
respecto a funciones de g-variacién acotada en [a,b]. Se hace notar que V[a,b] no
puede ser el espacio dual de Cy[a, b], mostrandose, no obstante, una condicién sufi-
ciente para la existencia de la integral de Stieltjes, de forma tal que esta representa
un funcional continuo.

A partir de este momento, en la literatura a disposicién del autor de esta tesis, sélo
se encuentran referencias a estos espacios en relacién con otro tipo de problemas (por
ejemplo, probabilisticos), y no se tiene noticia de que se haya continuado el estudio
de la representacion del espacio dual de Cp|a, b] o de V,|a, b] hasta el afio 2005, donde
Y. Puig de Dios retoma el tema. En su tesis de licenciatura (ver [32]), Puig define los
espacios de funciones abstractas de p-variacion acotada y absolutamente p-continuas
fuerte y débil, generalizando el problema. En este sentido demuestra que

i) El espacio de los operadores lineales y continuos
U:Cpla,b] — E

(siendo F un espacio normado débilmente completo). Es isomorfo al espacio
de las funciones abstractas de ¢g-variacién acotada fuerte en [a, b] con }D—l—é =1
y1<p<oo.

ii) Sea 1 < p < oo, para cada ¢ < p’ con ]l] + % = 1, el espacio de las funciones
abstractas de g-variacién acotada fuerte en [a, b] es isomorfo a un subconjunto
del espacio de los operadores lineales y continuos U : Cpla,b] — E siendo E
un espacio normado débilmente completo.

Nuevamente, aqui tampoco se obtiene isometria; aunque Puig presenta algunos re-
sultados importantes en esta direccion. Luego, en 2008, en su tesis de licenciatura,
el autor de esta tesis desarrolla un trabajo donde se aborda el problema, consideran-
do al espacio de las funciones de p-variacién acotada como un algebra compleja,
aprovechando asi los elegantes resultados de la teoria de Gelfand de las dlgebras de
Banach, para obtener un teorema de representacion (isométrica) a través de una
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integral con respecto a una medida regular definida sobre el espacio de ideales max-
imales del anillo normado, pero este ultimo espacio queda sin caracterizar.

En esta tesis, como objetivo principal el autor se propone dar continuidad a su tra-
bajo de licenciatura, exponiendo resultados referidos a la representaciéon de C),, la
regularidad del algebra en cuestion, la caracterizacion del espacio de ideales max-
imales de la subalgebra de las funciones de salto, la posibilidad de definir una in-
volucién en V), entre otros. Ademads, en un intento de hacer honor a los trabajos
realizados para la busqueda de una representacién del espacio de las funciones de p-
variacién acotada y absolutamente p-continuas, se plantea colectar, de forma amena
y autocontenida algunos reultados interesantes que contribuyen a describir el pro-
ceso evolutivo por el que han transitado las investigaciones. También, se aborda en
la Memoria, aunque con bastante brevedad y en cortas exposiciones, el tema de las
aplicaciones de las funciones en estudio.

La tesis consta de una introduccién y cuatro capitulos de contenido, ademas de las
conclusiones y recomendaciones. En el primer capitulo ( Preliminares) se exponen las
definiciones de p-variacién acotada y p-continuidad absoluta de funciones definidas
sobre un intervalo real [a, b], asi como algunos resultados interesantes (no relaciona-
dos directamente con la dualidad de estos espacios) ya existentes en la literatura.
Ademas se expondran aqui algunas definiciones y teoremas clasicos de la teoria de
Gelfand de las dlgebras de Banach que seran tutiles para la correcta comprension del
trabajo.

En el segundo capitulo (En busca de una Representacion), se plasmaran los resul-
tados obtenidos producto de la buisqueda de una representacién del espacio dual de
los espacios V,, y C,, con el objetivo de evidenciar la evolucién en el tratamiento del
problema.

El tercer capitulo (El Algebra de las Funciones de p-Variacién Acotada) estard ded-
icado a exponer algunos resultados importantes de la tesis de licenciatura del autor
y se expondran otros a modo de continuidad de este trabajo, a saber, se da una
representacion de C,, se definen las funciones de salto y se estudia el espacio de
ideales maximales de esta subalgebra, proponiendo paralelamente una descomposi-
cién de los elementos de algebra. Ademas, se define una involucién sobre V, y se
observan algunas de sus implicaciones, que pueden resultar ttiles para la compren-
cion del comportamiento de ciertos elementos del anillo. Por otro lado, a partir de
un interesante teorema sobre la inversibilidad de algunos elementos caracteristicos
del espacio y de un resultado de Wiener y Pitt (ver[38]), se obtiene un resultado
concluyente sobre la regularidad del algebra. Finalmente se propone un nuevo en-
foque para el estudio del problema, definiendo p-semivariacion, -regulacion y una
relacién de estos conceptos con las formas bilineales continuas; se obtienen algunos
resultados a partir de trabajos recientes de Barbanti(ver[2]) y Blasco(ver|3]).
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El cuarto capitulo (Algunas Aplicaciones), contiene resultados de algunos trabajos
relacionados con la aparicién en las aplicaciones, del concepto de p-variacion acotada,
incluyendo el caso p = 1. Se comentara sobre un trabajo relacionado con la descom-
posicion de imdgenes, de Stanley Osher, Andrés Solé y Luminita Vese, (ver[31]) de
2003 y otro de Yuriy Krvavych de 2002 (ver[20]), sobre al aplicacién a la cuestién de
redefinir el modelo de Black-Scholes de precio de las acciones utilizando el movimien-
to browniano fraccionario (fBm), y el papel en este sentido de la p-variacién acotada.

Finalmente se presentan las conclusiones y recomendaciones, donde se resume el
estado de cumplimiento de los objetivos de la tesis y se propone el sentido en que
se le pudiera dar continuidad a la investigacién.



Capitulo 1
PRELIMINARES

En este capitulo se exponen algunos resultados elementales sobre la teoria de Gelfand
de las algebras de Banach que sera conveniente tener en cuenta para el poste-
rior desarrollo del trabajo. Tiene ademés una seccién dedicada a exponer algunas
propiedades importantes de las funciones de p-variacién acotada que seran ttiles
para la ulterior comprension de la Memoria.

1.1. Algebras de Funciones

Las definiciones y resultados de este epigrafe se pueden consultar (siempre que no
se indique otra cosa) en (ver[11]).
DEFINICION 1.1
Un dlgebra de Banach es un espacio de Banach complejo A, el cual es también
un dlgebra asociativa, donde la multiplicacion y la norma estan ligadas por la

relacion

If9ll < I fllgll,  para cualesquiera f, g € A.
El dlgebra de Banach A es conmutativa si se cumple fg = gf para todas
f.ge A

Se dice que el dlgebra de Banach A tiene una identidad si existe en ella un
elemento 1 € A, tal que ||1]|| =1 y 1f = f1 para toda f € A.

En esta tesis se centrara el interés en las algebras de Banach conmutativas con

identidad.

1.1.1. Espectro y resolvente

La teoria espectral de operadores acotados encuentra su homoélogo en los resultados
sobre las adlgebras de Banach que se exponen a continuacion.



DEFINICION 1.2
Sea A un dlgebra de Banach conmutativa con identidad.

Se dice que un elemento f € A es inversible si existe un elemento g € A tal
que fg = 1. En ese caso, el inverso g de [ es evidentemente unico, y se denota
por L.

La familia de los elementos inversibles de A se denota por A=1.

Se dice que un numero complejo X es elemento del conjunto resolvente de f € A
si A\— f = Al — f es inversible. El conjunto resolvente de f se denota por p(f).
Si el numero complejo A no pertenece al conjunto resolvente, se dice que A\ es
elemento del espectro de f, el cual se denota por o(f).

Para el espectro de un elemento de un dlgebra de Banach conmutativa con identidad
se cumple:

TEOREMA 1.1
Sea A un dlgebra de Banach conmutativa con identidad y sea f € A. En-

tonces el espectro o(f) es un subconjunto compacto no vacio del plano comple-
jo. Ademds, si X € o(f), la funcion (A — f)~" depende analiticamente de \; es
decir, (A — f)~! es localmente expresable como serie de potencias convergente.

Demostracién: Si |A| > || f]|, entonces la serie

)\n—f—l
=1

converge a la funcién g(\), la cual es analitica en el infinito. Un cédlculo directo

muestra que g(A\)(A — f) = (A= f)g(\) = 1; es decir, g(A\) = (A — f)~L. Luego, o(f)
esta contenido en el disco cerrado de radio || f]|.

Por otra parte, si A\g € p(f), entonces la serie

00 )\0_

)\ _ n+1
e 0

converge a la funcién h(M), la cual es analitica en el disco

1
AeC: A=\ _ %
{ €G | 0'<||<Ao—f>—1||}

Nuevamente un cdlculo directo muestra que h(\) = (A — f)~!. Consecuentemente el
conjunto resolvente de f es abierto y (A — f)~! es analitica en él.

Ahora, para cualquier funcional lineal continuo L definido sobre A, se tiene que
L((A— f)™') es una funcién de A analitica sobre el conjunto resolvente de f que se
anula en el infinito. Si el espectro o(f) fuera vacio, entonces la funcién L((A— f)~1)



serfa identicamente nula. Por el teorema de Hahn-Banach (A — f)~! serfa también
cero, lo cual es imposible. Entonces o(f) no es vacio, quedando asi demostrado el
teorema.

Q.e.d.

En el curso de la demostracion anterior se han establecido los siguientes resultados:

TEOREMA 1.2
Sea A un dlgebra de Banach conmutativa con identidad y sea f € A. Si X es

un elemento del espectro o(f), entonces se cumple que || < || f]|-

TEOREMA 1.3
Sea A un dlgebra de Banach conmutativa con identidad y sea f € A. Si X es
un elemento del conjunto resolvente p(f) y d(\, o(f)) es la distancia de X\ a
o(f), entonces

1

d(A,o(f)) = m

El siguiente teorema es crucial en la teoria.

TEOREMA 1.4 (Gelfand-Mazur)
Un dlgebra de Banach conmutativa y unitaria que es un campo es isométrica-
mente isomorfo al campo de los nimeros complejos.

Demostracion: Toda algebra de Banach con identidad A contiene una subélgebra
isométricamente isomorfa al campo de los nidmeros complejos, (el adlgebra de los
miltiplos complejos de la identidad). Esto es suficiente para mostrar que si A es un
campo, entonces cualquier f € A es un multiplo complejo de la identidad.

Sea f € A. Por el teorema 1.1, existe un ntimero complejo A, tal que A — f no es
inversible. Como A es un campo, entonces debe ser A — f = 0; es decir, f = A, lo
cual demuestra el teorema. Q.e.d.

1.1.2. El espacio de ideales maximales

De suma importancia por su estructura algebraica resulta resulta el estudio de los
ideales de un algebra de Banach. A continuacién se presentan algunos detalles im-
portantes relativos a estos subconjuntos.

DEFINICION 1.3
Sea A un dlgebra de Banach conmutativa con identidad.

Un subconjunto I C A es un ideal si para todos f € [ y g € A se cumple que
fgel.

Un ideal J de A se dice mazimal si J # A y J no estd contenido en otro ideal
de A.El conjunto de los ideales mazrimales de A es llamado espacio de ideales
maximales de A y se denota por My.



Miés adelante se introducira una topologia para el espacio de ideales maximales M 4.

El siguiente lema es elemental y es valido en general para anillos conmutativos con
identidad.

LEmA 1.1.1
Cualquier ideal propio de un dlgebra de Banach A conmutativa con identidad

estd contenido en un ideal maximal. Un ideal J es maximal si y solo si AJJ
es un campo.

TEOREMA 1.5
Todo ideal maximal de un dlgebra de Banach conmutativa con identidad A

es cerrado. Si J es un ideal mazimal de A entonces A/J es isomélricamente
isomorfo al campo de los numeros complejos.

Demostracién: Nétese que cualquier funciéon de A que cumpla ||[1 — f|| < 1 es
inversible. En efecto si ||1 — f|| < 1, entonces 1 es elemento del conjunto resolvente
de 1 — f porel teorema 1.2y f=1—(1—f)e AL

Si I es cualquier ideal propio, y f € I, entonces f ¢ A™1, por lo que |1 — f]| > 1.
Esta misma desigualdad es también valida para f en la clausura I de I. Luego, la
clausura de todo ideal propio es un ideal propio, y todos los ideales maximales deben
ser cerrados.

Sea ahora J un ideal maximal de A. Como J es cerrado, A/J es un espacio de
Banach con la norma

J|| = inf )
If + Jll = if [ f + ]
Resulta sencillo comprobar que para f,g € A se cumple

Ifg+ I < NIf + Jllllg + I,

siendo entonces A/J un dlgebra de Banach. Como ||g + 1|| > 1 para todo g € A, se
cumple que [|1 4+ J|| = 1. Consecuentemente 1 4 J es la identidad para A/.J.

Por el teorema de Gelfand-Mazur, A/J es isométricamente isomorfo al campo de los
numeros complejos. Esto completa la demostracion. Q.e.d.

Sea J un ideal maximal del algebra de Banach conmutativa con identidad A. La
proyeccién de A — A/J es un homomorfismo de algebras de ntcleo J. El teorema
de Gelfand-Mazur permite identificar a A/.J con el campo complejo. De esta manera
J resulta el nicleo de un homomorfismo complejo no nulo ¢.

Si f € A, entonces se puede definir a ¢(f) explicitamente como el inico nimero
complejo A, tal que f+ J = A+ J; es decir, tal que f — X € J.

Reciprocamente, si ¢ es un homomorfismo complejo no nulo de A y A, es el nucleo
de ¢, entonces A/A4 es un campo, por lo que Ay es un ideal maximal en A. Esto se
resume en el siguiente teorema:



TEOREMA 1.6
Sean A un dlgebra de Banach conmutativa con identidad y ¢ un homomorfismo

complejo no nulo de A de nicleo A,. Entonces la correspondencia ¢ — Ay es
una correpondencia biyectiva del espacio de los homomorfismos complejos no
nulos sobre A en el espacio de ideales mazximales de A.

En lo adelante se identificaran todos los ideales maximales de A con homomorfismos
complejos, como es la costumbre.

El siguiente lema permitira definir una topologia para el espacio de ideales maximales
M,y de A. Notese que la afirmacion relativa a la continuidad de ¢ se deduce del
teorema 1.5, ya que que los funcionales lineales son continuos si y sélo si su nucleo
es cerrado.

LEMA 1.1.2
Sean A un dlgebra de Banach conmutativa con identidad y ¢ un homomorfismo

complejo no nulo de A. Entonces ¢ es continuo y se cumple que

[oll =1 = ¢(1).

El lema anterior permite identificar a M4 con un subconjunto de la esfera unitaria
del dual A* de A y se define en M, la topologia heredada de A,. En otras palabras,
una red ¢, en My converge a ¢ si y solo si ¢,(f) — ¢(f) para todo f € A. Una
base de vecindades abiertas de ¢ € My estd dada por conjuntos de la forma

N(waflaafn>€>:{¢€MAa ‘(b(fl)_w(f])’ <6}7

donde e >0, n e Ny fi,..., f, € A.

TEOREMA 1.7
Sea A un dlgebra de Banach conmutativa con identidad. Entonces el espacio

de ideales maximales M4 de A es un espacio de Hausdorff compacto.

Demostracién:

El limite *- débil de homomorfismos que satisfacen ¢(1) = 1 es nuevamente un ho-
momorfismo no nulo. Por lo tanto M4 es un subconjunto cerrado en la topologia
*-débil de la bola unidad de A*. Por el teorema de Alaoglu (ver [5]), la bola unidad
de A* es *-débil compacta. Consecuentemente M, es compacto. Q.e.d.

DEFINICION 1.4
Sea A un dlgebra de Banach conmutativa con identidad y sea f € A. La trans-

formada de Gelfand de f € A es la funcidn compleja [ sobre My, definida por
fOf) = o(f).



TEOREMA 1.8
Sea A un dlgebra de Banach conmutativa con identidad. Entonces la transfor-

mada de Gelfand es un homomorfismo de A en el dlgebra A de las funciones
continuas sobre M. FEl dlgebra A separa puntos en My y contiene a las cons-
tantes. La transformada de Gelfand satisface la relacion

Fllas < NFI, VfeA

TEOREMA 1.9
Sea A un dlgebra de Banach conmutativa con identidad. Si f € A, entonces

-~

o(f) coincide con f(My).

A continuacién se presentan algunos ejemplos clasicos que ilustran lo anteriormente
expuesto.

Ejemplo 1:

El élgebra C(X) de todas las funciones complejas continuas sobre un espacio de
Hausdorff compacto X es un algebra de Banach con la norma usual del supremo

IfI| = sup | f(z)]:
zeX
Cualquier z € X determina el homomorfismo evaluacién ¢, € M¢(x) definido por
¢:(f) = f(z), Vfel(X).

TEOREMA 1.10
Cualquier ¢ € Mc(x) es un homomorfismo evaluacién en algin punto x € X.

Demostracién: Sea ¢ € M¢(x) distinto de ¢, para toda z € X. Entonces para
cualquier z € X, se selecciona f, € C(X) tal que f,(z) # 0, mientras que ¢(f) = 0.
De este modo |f2| es positivo en una vecindad de z y se tiene que

o1 fal*) = 6(f2)d(fa) = 0.

Seleccionando x;...z, € X, tales que |f,|...|fz,| = g es positivo en X, se cumple
que g es inversible en C'(X). Esto contradice que el hecho de que ¢(g) = 0. Q.e.d.

Este teorema muestra que X y C'(X) son homeomorfos. En particular el espacio X
estda completamente determinado por la estructura de algebra de Banach de C'(X).



Ejemplo 2:

Cualquier algebra uniformemente cerrada A de C(X), que contenga a las constantes,
es un algebra de Banach conmutativa con la norma del supremo. Si A separa los
puntos de X, la correspondencia x +— ¢, es una inmersién de X como subconjunto
cerrado de M 4. El siguiente caso especial muestra como pueden surgir ideales maxi-
males que no estén incluidos en X.

Se denota por A al disco unidad cerrado {z € C; |z| < 1} en el plano complejo. Su
frontera OA es el circulo unidad {z € C; |z| = 1}. La subdlgebra de las funciones
en C(OA) que pueden ser aproximadas uniformemente sobre A por polinomios en
z se denota por P(OA).

El k-ésimo coeficiente de Fourier de la funcién f € C'(0A) esta dado por
o= o [ ey = oL [ p)a

Por el teorema de Fejer (ver [17]), f es el limite uniforme de las funciones

o :f0+-~-+fn
" n+1

)

donde
m m
fm = E cpet? = E ez, 2 =€,
k=—m k=—m

Si los coeficientes de Fourier negativos de la funcién f € C'(0A) se anulan, entonces
las f,, v las o, son polinomios en z. Asi f € P(JA). Ademds, por el principio
del modulo méaximo, los polinomios ¢, convergen uniformemente sobre A al pro-
longamiento continuo f de f a A, el cual es analitico en int(A).

Reciprocamente, si f € C'(0A) puede ser prolongada continuamente a A y analitica-
mente en int(A), entonces, por el teorema de Cauchy, los coeficientes de Fourier
negativos de f se anulan. En particular los coeficientes de Fourier negativos de
cualquier f € P(OA) se anulan.

Esto muestra que la equivalencia de las siguientes afirmaciones para una funcion

feC(0A)
(i) f e P(0A).
(ii) f se prolonga continuamente a A y analiticamente en int(A).

(iii) Los coeficientes de Fourier negativos de f se anulan.



Cualquier A € A determina un homomorfismo ¢, de P(0A), obtenido de evaluar el
prolongamiento analitico de funciones en P(OA) en . La correspondencia A — ¢,
sumerge a A como subconjunto cerrado de Mp(ga). Se acostumbra a identificar a A
con su imagen por la inmersion en Mp(a).

Sea ahora ¢ € Mppa) y sea A = ¢(z), donde z es la funcién coordenada. Puesto
que ||z]laa = 1, se tiene que |A| < 1, es decir, A € A. También se cumple que
o(p(2)) = p(\) = ¢x(p) para todos los polinomios p. Puesto que los polinomios son
densos en P(0A), se deduce que ¢ coincide con ¢,.

Consecuentemente el espacio de ideales maximales de P(0A) coincide con A.
Ejemplo 3:

Sea 0 < o < 1y sea Lip,[0,1] el conjunto de todas las funciones continuas con
valores complejos en [0, 1] que satisfacen una condicién de Lipschitz de orden «. La
norma en Lip, [0, 1] estd dada por

£l = sup 17(0)] + sup 1£(s) = F(0)]

o<t<1 |5 —t|*

El espacio Lip,[0,1] es un algebra de Banach con el producto puntual usual de fun-
ciones. Se comprueba facilmente que el espacio de ideales maximales de Lip, |0, 1]
es [0, 1].

Ejemplo 4:

Sea GG un grupo abeliano localmente compacto con medida de Haar o. El espacio de
Banach L!(¢), junto con el producto de convolucién definido por

(f % g)(x) = /G f(x — y)g(y)do(y)

es un algebra de Banach conmutativa, que se denota por L'(G). El dlgebra L*(G)
no tiene identidad a menos que G sea discreto.

Se define un caracter de G como un homomorfismo continuo de G en el disco unidad.
El conjunto G de todos los caracteres de G es un grupo, cuya operacion es la multi-
plicacién puntual. Con la topologia de la convergencia uniforme sobre compactos, G
se convierte en un grupo abeliano localmente compacto, llamado el grupo caracter
o grupo dual de G. El teorema de la dualidad de Pontriaguin establece que el grupo
dual de G es G.



Cualquier caracter y de G determina un homomorfismo continuo de L'(G) a través
de la férmula

(f % g)(x) = /G f(@)x@)do(x)

De esta manera, cualquier homomorfismo continuo no nulo de L'(G) se origina a
partir de un caracter de G. El espacio de ideales maximales de L'(G) es homeomorfo
aG.

Sea ahora G el cuerpo de los numeros reales R. Todo caracter de R es de la forma
s + €'! para algtin ntimero real . Luego R = R. La transformada de Gelfand se

convierte entonces en la transformada de Fourier usual

+o0
f(t) = (s)e "'ds.
—0o0
A continuacién se presentan dos teoremas que resultan basicos y sumamente im-
portantes en el desarrollo de la teoria de las algebras de Banach. El primero es
relativo a la aplicacion de determinadas funciones analiticas a elementos de dlgebras
de Banach. El segundo es una férmula para el radio espectral.

TEOREMA 1.11
Sean A un dlgebra de Banach conmutativa con identidad y f € A. Sea h una

Juncidn con valores complejos que estd definida y es analitica en una vecindad
de f(My) = o(f). Entonces existe g € A, tal que g = ho f.

El radio espectral de f € A es por definicion el valor

sup |A|-
Aea(f)

Por el teorema 1.9, el radio espectral de f coincide con || f]|a,-

TEOREMA 1.12
Sea A un dlgebra de Banach conmutativa con identidad. Entonces el radio

espectral de f € A estd dado por la formula

1 lazy = Y [ fo .
n—oo

COROLARIO 1.1.1
Sea A un dlgebra de Banach conmutativa con identidad. La transformada de

Gelfand f — [ es una isometria si y solo si ||f?|| = || f||* para todo f € A.

La demostracién del teorema puede hallarse en [3]. El corolario se demuestra uti-
lizando el hecho de que A es un dlgebra de Banach (desigualdad de la norma).



1.1.3. B *-Algebras conmutativas

A continuacién se expone un resultado importante en la teoria de las algebras de
Banach, relativo a la posibilidad de inclusion isomorfa e isométrica de un algebra en
otra C'(X), siendo X un espacio de Hausdorff compacto. Con este propdsito se intro-
duce una versién abstracta del operador de conjugacion complejo, que transforma a
una funcién en su conjugado complejo.

DEFINICION 1.5
Sea A un dlgebra de Banach conmutativa con identidad. Una involucion de A

es una operacion f — f* de A en A, que satisface
(i) [ =1,
(i) (f+9)" =[f"+g",
(iii) (\f)* = Af*,
(i) (fo)" = [*g",

donde f y g son elementos de A y \ es un niumero complejo.
Una B*-dlgebra conmutativa es un dlgebra de Banach conmutativa A con una
involucion f — f* que satisface

L7 =117 v e A

El siguiente teorema se refiere a la transformada de Gelfand en una B*-dlgebra
conmutativa.

TEOREMA 1.13
Sea A una B*-dlgebra conmutativa. Entonces la transformada de Gelfand es

un isomorfismo isométrico de A en C(Ma,), el cual satisface

~

Fr=F VieA

La afirmacion més importante del teorema es el hecho de que la transformada de
Gelfand convierte a la involucién en conjugacién compleja. Para demostrarlo resulta
conveniente presentar primeramente los siguientes lemas:

LEmMA 1.1.3
Sea A una B*-dlgebra conmutativa. Si f — f* es una involucion de A, entonces

1" =1.
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Demostracién: 1* = 11* = 1**1* = (1*1)* = 1™ = 1. Q.e.d.

LEmMA 1.1.4
Si A es una B*-dlgebra conmutativa y f € A, entonces se cumple que

L2 =A%y D= -

Demostracién:
L0 = 12 2= 1O DI = 1L A1 = 1A
De esta manera es || f2|| = || f]|*. Asf mismo se tiene
AP = 1 Fl = 1P 1= 1,
por lo que [[f[| = [|f*[]. Q.e.d.
LEMA 1.1.5

Sea A una B* -dlgebra conmutativa. Si [ € A satisface f* = f~, entonces
|fl =1. Sig € A satisface g* = g, entonces g es real.

Demostracién: Sea f* = f~!. Entonces también (f~1)* = f. Asf es

L=l fl =17 vy =0 =12
Esto se deduce de que o(f) y o(f!) estan contenidos en el disco unidad A, lo cual
sélo sucede cuando |A| =1 para todo A € o(f), es decir, cuando f tiene moédulo 1.
Ahora, si h pertenece a cualquier algebra de Banach, la serie
oo hn
>
n=0

converge a un elemento e” que satisface e" = e”. Puede comprobarse facilmente que
e es inversible y su inverso es e™".
En este caso, la involucién h — h* es continua, por el lema 1.1.4. Consecuentemente

para h € A se tiene

(€h>* _ Z (h;')* _ Z (h;')n _ eh*.

Sea ahora ¢* = g y sea f = ¢%. Entonces

f* — efz'g* — efig — ffl‘

11



Por la primera parte del lema, o(f) es un subconjunto del circulo unidad. Por lo
tanto, o(g) debe ser real. Esto completa la prueba. Q.e.d.

Demostraciéon del teorema 1.13:

Por el corolario del teorema 1.12 y el lema 1.1.4, la transformada de Gelfand es una
isometria de A sobre la subdlgebra cerrada A de C'(My).

Si f e A, sean

f=r
2i

y h=

Entonces f = g+ ih, g = ¢g* y h = h*. De esta manera es f* = ¢g* — th*. Aplicando
el lema 1.1.5, se obtiene

N

-~ o~

fr=gt—ih =G —ih* =

~~

Esta formula muestra, en particular, que si fAE 121\, entonces el conjugado complejo ]/”\
de f también estd en A. Puesto que A contiene a las constantes y separa los puntos
de M,, A debe coincidir con C(My,), por el teorema de Stone-Weierstrass (ver [5]).
Esto completa la demostracion. Q.e.d.

El teorema de representacion de Riesz (ver [17]) para funcionales continuos definidos

en el espacio de las funciones continuas que se anulan en el infinito sera de gran
utilidad en el desarrollo de los resultados esta tesis.

TEOREMA 1.14 (de representacion de Riesz)
Sea X un espacio de Hausdorff compacto. Entonces para cada funcional lineal
continuo A sobre Co(X), existe una inica medida reqular p € MR(X), tal que
para todo f € Cy(X) se tiene la representacion

Af = [ fau
y se cumple que

AL = [l

También resultara util el teorema de la unicidad de la transformada de Fourier en
LY(@G) (ver [12]), para un grupo localmente compacto G.

12



TEOREMA 1.15
Si x,y € LN(G), siendo G un grupo localmente compacto, y

/ 2(g)eX9dg = / y(9)e™Wdg

para todos los los caracteres x del grupo G, entonces x(g) y y(g) coinciden
para toda g € G.

Un resultado importante que serd utilizado porteriormente en este trabajo es el
siguiente teorema, su demostracién puede encontrarse en (ver|[16]).

TEOREMA 1.16
Sea A un dlgebra de Banach conmutativa e I un ideal cerrado en A. Entonces

el espacio de ideales maximales de I como subdlgebra, es el complemento de la
envoltura de I en el espacio de ideales maximales de A.

La envoltura se define como el conjunto de todos los ideales mazximales que
contienen a I.

1.2. El espacio V,[a, b| de las funciones de p-variacion
acotada

Los resultados que se presentan en esta seccién pueden encontrarse en (ver[8]),
(ver[18)]), (ver[28]) y (ver[33]).

En el centro de este trabajo estan las funciones de p-variacién acotada. Se parte del
conocimiento de que una funcién f definida sobre el intervalo cerrado [a,b] es de
variacién acotada (1-variacién acotada) si el valor

Vi(f) = sgpz 1f(t:) — f(ti)|

es finito, donde el supremo se toma sobre todas las particiones

Tra=th <t <...<t,=b
de [a, b]. Definimos la p-variacion de una funcién de manera analoga:

Una funcién f definida sobre el intervalo cerrado [a,b] es de p-variacién acotada
(1 <p < o0)siel valor

V() = sup (Z (k) - f<ti_1>|p> (1)
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es finito, donde el supremo se toma sobre todas las particiones de [a, b] de la forma
Tira=ty<t; <...<t,=0b.
Definimos ademas el valor V. (f) en la forma

Voo (f) = sup{|f(z) — f(W); =,y €[a,b]}. (1.2)

Se llama entonces a

Vola, b ={|f : [a,0] = Ry f(a)=0 y V,(f) < oo} (1.3)

espacio de las funciones (normadas) de p-variacion acotada en [a,b]. La condicién
f(a) = 0 se plantea por comodidad.

Es conocido que el espacio V. [a, b] de las funciones acotadas en el intervalos cerrado
[a,b] y el valor inicial cero es un espacio de Banach con la norma

IS lsup=sup {[f(@)|; ¢ € [a, 0]}

Pero resulta sencillo comprobar que V. (-) es también una norma sobre Vla,b] y
que se cumple la relacion

1S Nsup< Voo (F) < 201 f Ml sup

para toda funcién f de Vla,b]. Asi, el espacio V[a,b] es también un espacio de
Banach respecto a la norma Vi (-).

En el caso mas general del espacio Vj[a,b] con 1 < p < oo se cumple el siguiente
teorema:

TEOREMA 1.17
El espacio V,|a,b] de las funciones de p-variacion acotada sobre [a,b] es un

espacio de Banach con la norma || - ||y, = V,(-).

Demostracion: Con la ayuda de la desigualdad de Minkowski se pueden demostrar
facilmente las propiedades de la norma. La prueba de la completitud se dara en el
Capitulo 3 para un caso més general.

Se mostraran ahora algunas propiedades sencillas de las funciones de p-variacion
acotada (1 < p < o0).

La validez del siguiente teorema se deduce directamente de la definicién de Vj,(-).

TEOREMA 1.18
Toda funcion de p-variacion acotada en el intervalo cerrado [a,b] es acotada

en ese intervalo.
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Para la siguiente propiedad es necesario recordar la definicion de la clase de funciones
Lip,|a,b]: Una funcién f definida en el intervalo cerrado [a, b] pertenece a la clase
de Lipschitz Lipsla,b] con 0 < a < 1, si se cumple la desigualdad

[f(x) = f(y)| < Mz —y[*, (1.4)

donde x,y son puntos cualesquiera de [a,b] y M es una constante que sélo depende
de f. Se considera aqui también la condicién adicional f(a) = 0. Es conocido que el
espacio Lip,|a,b] con la norma

|f(x) = f(y)]

|z —y|*

| flla= sup{ : x,y € |a,b], x # y} (1.5)

es un espacio de Banach. La siguiente propiedad muestra una relaciéon entre los
espacios Lip,la,b] (0 <o <1)y V,[a,b] (p>1):

TEOREMA 1.19
Toda funcion f de la clase Lipi[a,b] (1 < p < o0) es de p-variacion acotada

en [a,b].

Demostracién: Sea f de Lipi|a,b], es decir, para todas z,y de f de [a,b] se tiene
r

f(x) = Fy)| < M|z —y|7,

donde M es una constante que sélo depende de f. Entonces es

(Z |f(t:) — f(tz‘—l)|p> p <M (Z It — ti—1|p> ” ;

i=1

0 sea,

hSA

(Z () — f(ti_1)|p) < M(b—a),

para toda particién 7:a =ty <t < ... <t, =0bde [a,b].
De ello se deduce que
1
Vo(f) < M(b—a)r,
y asi f es de p-variacién acotada en [a, b]. Q.e.d.

Se ha demostrado que

| f < ®=a) | s (1.6)
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El teorema 1.19 presenta una condicién suficiente para la pertenencia de una fun-
cién a Vp[a,b] con 1 < p < oo. Un ejemplo de ello es la funcién de Weierstrass ya
estudiada por L.C.Young.

flz) = Za’% cos(2ma™x) z € [0,1], (1.7)
n=1
donde a es un nimero natural mayor que 1.

Nétese que la serie (1.7) converge absolutamente para a > 1, pues obviamente se
puede acotar por la serie geométrica

o
> ot

n=1

0|3

la cual converge para a > 1. Entonces la definicién de la funcién (1.7) tiene sentido
y la funcion es continua como limite uniforme de una sucesién de funciones continuas.

El célculo de la p-variaciéon de esta funcion es demasiado complicado, pues en él
aparecen sumas infinitas. Sin embargo, es muy sencillo demostrar que la funcién
(1.7) pertenece a la clase Lip; 0, 1]. Para ello se calculard la diferencia f(x+h)— f(x)

para un numero real h cualquiera. Sea (sin perder generalidad) h < i Se cumple

[f(z+h) = f(o)] =

Z a” 2 (cos(2ma™(z + h)) — cos(27ra"a:))‘ :

n=1

Es conocida para cualesquiera niimeros reales «, 3 la identidad

cos(ar) — cos() = —2sin (a ; 5) sin (O‘ - 5) .

De ello se deduce

| cos(2ma™ (x 4+ h)) — cos(2ma"x)| = |2sin(wa™(2z + h)) sin(wa™h)|.

Aplicando la desigualdad triangular se obtiene

|lf(x+h)— f(z)| < Z a”2|2sin(ra™(2x + h)) sin(ra™h)|.

n=1

Pero como para la funcién sin(z) se cumple siempre la acotacién |sin(z)| < 1, se
cumple

[f(@+h) = f(2)| < ) a”%|2sin(ra"h)].
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Como ah < % existe un nimero natural ng, tal que
ny 1 no+1
a™|h| < 5 < a"™ " hl. (1.8)
Entonces es obvio que

| sin(wa"h)| ma"lh| para n < ng

<
|sin(ra™h)| < 1 para n > no.

De ello se deduce que

|f(z +h) — |<27r|h|2a2—|— Z 3.

n=ng+1

La parte derecha de esa desigualdad es muy facil de calcular. La primera suma es
una suma geométrica finita, por lo que

Ea%:

La segunda suma es una serie geométrica que converge para a > 1. Asi es

(x/%— 1).

© \

D atvet
a—l an0+1

n=ngo+1

De aqui se deduce entonces

Ja . )
!f(x+h)—f(:v)!§\/a_l(%\h\(\/@_—l)*\/m)'

Escribiendo ahora la parte derecha de la desigualdad anterior de otro modo, a saber,

Ja TR LS A
\f<x+h>—f<x>|sﬁ_1m<2f hl(vare ”*m)'

Aplicando la desigualdad (1.8), teniendo en cuenta que v/a™ — 1 < y/a™, entonces
se tiene

o) = 5] < 22V 2) T

Ahora se puede, obviamente, acotar siempre por 24 al valor

V2ya
Ja—1

(m+2).
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De modo que se obtiene

|f(z +h) — f(z)] < 24V/]h],

es decir, la funcién estudiada pertenece a la clase Lip 1 [0, 1] y, por tanto, por el teo-
rema 1.19, pertenece también a la clase V5[0, 1].

De manera analoga se puede demostrar para las sumas parciales

N
fn(z) = Za_% cos(2ma™x) z € [0,1],

n=1

la acotacion
Va(fn) < 24.

TEOREMA 1.20
Para 1 < p < oo, cada funcion de Vyla,b] pertenece también a V,]a,b] para

todo numero real q > p.

Ahora, si f es una funcién continua definida sobre el intervalo cerrado [a, b], que es
diferenciable en (a, b), entonces es conocido que ella pertenece a la clase Lip;|a, b] y,
con ello por el teorema 1.19, pertenece a Vj[a,b]. Luego, se obtiene por el teorema
1.20 que la funcién f es de p-variacion acotada para todo nimero real p > 1.

Posteriormente se ofrecera también, para cualquier p un ejemplo de una funcién que
no es de p-variacién acotada, pero es de g-variacion acotada para todo nimero real
q > p. Veamos entonces el siguiente teorema:

TEOREMA 1.21
Sea f € Vpa,b] ya <c<b. Entonces se cumple la acotacion

(VE(fra,0) + VE(fi0,0)7 < Vo(f) <277 (V,(f5a,0) + Vol fic,b),  (1.9)
donde V,(f;a, ) representa la p-variacion de la funcion f en el intervalo
o, B] € [a, b].

Demostracion:

(i) Seam:a =1ty <ty <...<t,=>bunaparticién del intervalo [a, b] que contiene
al punto ¢ = t;. Entonces

P

(Z f(t:) — f(m)!”) < (Z £ (t:) — f(m)!p)
+ < Z |f(t:) — f(til)|p> ;

i=k+1

P

3=

18



o sea,

LS

(Z £(t:) f<t“>rp> < (Vi(f3a.0) + Vy{fic.b).

Sea ahora 7 : a =ty < t; < ... < t, = b una particién cualquiera de |a, b].
Entonces existe un nimero natural 0 < k < n, tal que t;_1; < ¢ < t;. Asi se
cumple obviamente

() = Fte-0)P < 2270 (1f (t) = F()I” + [f(0) = ftr-1)I”).
Luego, se tiene

(Z 7t - f<ti_1>|p> <2 fia,0) + Vy(fieh),

de donde se deduce la parte derecha de la desigualdad (1.9).
Por la definicién de V,(f), para cada e > 0 existen particiones
Tia=ty<ti<...<t,=c y wic=tg<ti<...<t!=0b

de [a, c] y [a, b] respectivamente, tales que

m

SO = FE)P > V(a0 + 5
=1
SO = FEDP > VE(fie ) + 5.
=1

Si se unen estas particiones se obtiene una nueva particion
Tia=ty<t1 <...<t,=2b

de [a, b], para la cual se cumple

DIt = fE)lP = Y OIFE) — fE )P+ Y IE) — FEDP
i=1 i=1 i=1
> VJ(fia,0) +VE(fie,b) —e
Pero esto es valido para cualquier ¢ > 0, por lo que

Vo(f) = Vy(f5a,b) > (V(fa,¢) + V2(f;¢,b)7,

y con ello queda demostrado el teorema. Q.e.d.
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Si se denominan funciones escalonadas a aquellas funciones definidas sobre el inter-
valo cerrado [a,b] que toman un nimero finito de valores y sélo tienen un nimero
finito de discontinuidades, todas de tipo salto, entonces se cumple el siguiente teo-
rema.

TEOREMA 1.22
Toda funcidn escalonada ¢ es de p-variacion acotada en |a,b] para todo nimero

real p > 1.

Demostracion: Es claro que la funcién escalonada ¢ es de 1-variacion acotada en
[a, b]. Entonces del teorema 1.20 se deduce la tesis de este teorema. Q.e.d.

De la teoria de las funciones de 1-variacion acotada se conoce que la 1-variacién de
una funcion en el intevalo [a, 2| es mondtona creciente como funcion del argumento .
Con el siguiente teorema se quiere mostrar la propiedad analoga para la p-variacion
de una funcién.

TEOREMA 1.23
Si f es una funcion de p-variacion acotada en el intervalo cerrado [a,b], en-

tonces la funcion V,(f;a,x) es mondtona creciente en [a,b.

Demostracién: Sean z; y x2 puntos cualesquiera de [a,b] con z; < z3. Por el
teorema 1.21 es

Vo(fia,w0) > (VP(fra,10) + VP(f; 1, 22))7,
0 sea,
‘/P<f7 a, 3:2) Z %p(f’ a, xl)?

con lo cual queda demostrado el teorema. Q.e.d.

TEOREMA 1.24
Sea f una funcion de p-variacion acotada en [a,b]. Entonces f sdlo tiene una

cantidad numerable discontinuidades, a lo sumo de primera especie.

Demostracion:

(i) Astmase que existe un x € [a, b], tal que no existe el limite

i
Jm f(z),

es decir, existe una sucesiéon (z;)°, de (a,b], que converge por la izquierda
a =, de modo que la sucesién de los valores de la funcién (f(z;))2, diverge.
Entonces (f(z;))2; no es una sucesién de Cauchy, o sea, existe un nimero
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real ¢y, de modo que para todo nimero natural N existen nimeros naturales
n,m > N, para los que se cumple

|f(@n) = f(2m)] = €. (1.10)

Sea ahora sin perder generalidad una particion

T =29 <T1<...<Tpi1=21

o~
Y

de [a,T], cuyos puntos cumplen la relacién (1.10). Entonces es

<§]ﬂmw¢uFmﬂ > nbe

De ello se deduce la existencia de una sucesién de particiones (7m,)%; del
Y

intervalo [a, Z], de manera que la sucesién de las sumas

(Z |f($z) - f($¢—1)|p)

crece de manera no acotada, lo cual contradice la p-variaciéon acotada de f.
Entonces existe el limite lim, .z, f(x). De modo andlogo se demuestra la exis-
tencia del limite lim, .z f(z) para T € [a,b)

P

(ii) Por la definicién de la p-variacién de una funcién, la suma la potencia p-ésima
de las alturas de todos los saltos de la funcién f no puede sobrepasar el valor
V,(f). Sean los subconjuntos A,, del conjunto de todos los saltos con

1, 1
A ={oelath 170 -1 6 If0) - Sl > 1)
para n = 1,2,.... Estos conjuntos son finitos a causa de la p-variacién aco-
tada de la funcién f. Si numeramos entonces los elementos de los conjuntos

A, (n=1,2,...), de ello se deduce la numerabilidad del conjunto de las dis-
continuidades de f. Q.e.d.

TEOREMA 1.25
El espacio Vy|a,b] no es separable.

Demostracién: Sea M un subconjunto denso de V,[a, b] cualquiera. Se demostrard que
M es no numerable, de donde se deriva la no separabilidad de V,|a, b].
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Sea dada la funcién caracteristica de {x¢} del intervalo abierto (a,b)
o 1 t= Zo
Xwo = 0 t 7£ To ’

la cual estd naturalmente en V,[a,b]. Obviamente para diferentes puntos = e y de
(a,b) existen elementos f, y f, de M, tal que

1

1
I f—xalu<y v =<y

Pero, por otra parte es

1
I xe = Xy lv,= 47 > 1.

Aplicando la desigualdad triangular se obtiene entonces

1

De aqui se deduce la existencia de al menos tantos elementos en el conjunto M como
funciones caracteristicas de la forma y,(t) con x de (a,b), de donde se deduce la no
numerabilidad del conjunto M. Q.e.d.

El siguiente teorema muestra la existencia de un subespacio de Vj[a, b] isomorfo a
co. Para ello se necesitan los siguientes resultados previos:

Sea B un espacio de Banach cualquiera. Una serie infinita
o0
>
n=1

conz, € B(n=1,2,...),sedice incondicionalmente convergente débil, si para toda
funcional f del espacio dual B* de B la suma

D 1)l

es finita.

El siguiente lema ofrece una caracterizacién de las series incondicionalmente conver-
gentes débil en el espacio de Banach B (ver [8]):
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LEMA 1.2.1 Bessaga/Pelczynski
Sea B un espacio de Banach cualquiera. Una serie infinita

>
n=1
de elementos x, (n =1,2,...) de B es incondicionalmente convergente débil,

si y solo si ewiste una constante real positiva C, tal que para toda sucesion
()92, € loo se cumple la acotacion

o0
E QT

n=1

sup
n

< C'sup |ay|.
n

Sean B; y B, espacios de Banach cualesquiera con bases (z;)3°; v (v;)2, respec-
tivamente. Se dice que ()%, v (v:)72, son equivalentes, si la convergencia de la
serie

[eS)
E Apn Ty
n=1

es equivalente a la convergencia de la serie

[eS)
g AnYn;
n=1

es decir, si existe un isomorfismo de B; sobre By que a cada elemento x,, asigna el
elemento .

COROLARIO 1.2.1
Dada la sucesion (z,)5°, del espacio de Banach B, sea la serie infinita

o0
>
n=1
incondictonalmente convergente débil, y supongamos ademdas que
inf || z, ||> 0.
n

Entonces (1,)5, es equivalente a la base candnica de co. (ver [8], pdg. 45)
Con esta base se puede entonces demostrar el siguiente teorema:

TEOREMA 1.26
El espacio Vp[a,b] contiene un subespacio isomorfo a cy.
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Demostracion: El principio de la demostracién consiste en presentar una sucesion
de funciones de p-variacion acotada, que cumple la condicién inf, || =, ||> 0, y cuya

serie infinita es incondionalmente convergente débil, de modo que del corolario 1.2.1
se deduce la tesis del teorema.

(i) Para simplificar la demostracion, considérense las funciones de p-variacién aco-
tada sobre el intervalo cerrado [0, 1].

Se construyen entonces las funciones g,(x) (n = 1,2,...) segun el siguiente
esquema (ver figura 1.1):

B 2 z € (0, 3]

g@) = { —2x+42 z€(3,1] 7
4z z€l0,4]
B —dz+2 z €[],

@) = 42 weld
—dz+4 ze(3,1]

—2"x + 2k

oy — 2k w2k 2tl k=0,...,21—1
mio) = { bl )

&%) £2(%)

0 '1/5 1 x ] % 1/5 % 1 x

Eu( %)

L J

a %_

Figura 1.1:
Para toda n € N la funcién g¢,(x) es obviamente de 1-variacién acotada con

Vl(gn) =2"

Pero entonces se cumple (ver 1.20)

Vp(gn) < 2%'
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para toda 1 < p < 00, y g, es de p-variacién acotada en [0, 1].

Considérense ahora las funciones

fa(x) = 277 gu(2) (n=1,2,...).

Obviamente se tiene entonces para todo nimero natural n

Vo(fn) <1
Por otra parte es
inf || f, ||> 0. (1.11)
Pues, para los puntos t, = o= € [0,1] (k=0,...,2") se cumple

P

(Zlfntk — fults- 1)|> =1,

y por tanto es

Vo(fa)>1  (n=1,2,...). (1.12)
Luego, por (1.12) es

inf [| fu [=1
de donde se deduce (1.11).

Sea ahora (ov,)r°; una sucesién acotada cualquiera de nimeros reales, es decir
()92, € loo. Puede calcularse entonces una cota superior para el valor

k k
Skl | a2 i,
n=1 n=1

Seam:0=1t) <t <...<t, =1una particion cualquiera del intervalo
cerrado [0, 1]. Entonces es claro que

Vp Vb

<Z:r;1 ‘Zizl an(fu(ts) — fn(ti_1))‘p>;

o N (1.13)
< sup, ] (S0 [ 252027 (9a(t) = gu(ti0))
Sea ahora 1 <7 < m fijo. Dividiendo la suma
k k
DD 275 (galts) = gultiza)) = Si + S (1.14)

n=1 n=1
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en dos sumas Sp, .S, donde

Sl = Z 27%(971(12) - gn<tz’—1)> (1'15)
So= > 2% (galts) — gultic). (1.16)

n:2=n<t;—t;—1

1

Obviamente se cumple para t; — t;_1 < 5w la acotacion

’gn(ti) - gn(ti71)| < 2_5’151‘ — t¢,1)|.

Entonces es

Sl < Zn:Z—”Ztifti,l (27%271‘751' - ti—1|>

JN (1.17)
n(l—2
= (tz — ti—l) 2”327712%—151'_1 (2 ( p))
Reescribiendo esta desigualdad es
Sy < (t —tizy) Z 2"17%), (1.18)
n=0
donde
omi < P—— (1.19)
pero
m;+1 1

Pero la suma en la parte derecha de (1.18) es una progresién geométrica finita.
Entonces

ms i 1 _ olmi+1(-1)
n=0 =27
1 o(mi+1)(1-1)
- 2(1—%) 1
_1
20-3) _ 1

De ello se deduce entonces por (1.19) la acotacion

Sy < OOt —t, )7 (1.21)
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con

Por otra parte, por definicién es

|9n(ti) — gn(ti—1)| <1
para todos x,y del intervalo cerrado [0, 1] y todo nimero natural n. Entonces
es
S< > 27,
n:2="n<t;—t;_1

Reescribiendo esta desigualdad, a saber

Sy < (ti—ti) »_ 27w, (1.22)
donde
By L 1.23
e : (1.23)
pero
1 n;—1
LS (1.24)
t; —ti

Pero la parte derecha de la desigualdad (1.22) corresponde a la serie geométri-
ca. Entonces

i A L i

n=n; 1- 21_; .

De ello se deduce entonces por (1.19) la acotacion

Sy < CO(t; —t, )7 (1.25)
con
1
@ _
o = —

De (1.14), (1.21) y (1.25) se deduce entonces

SN 27 (galts) — gultizn)) < Gy,

i=1 n=1
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con
C,=C+ 0.

Entonces, por (1.13), se cumple

oo
> antn
n=1

< Cpsup |ay,|. (1.26)
v, "

(iii) Ahora, por (1.26), la serie
>
n=1

es incondicionalmente convergente débil (ver lema 1.2.1). Con ello la sucesion

(fn)22, de V,[0, 1] es equivalente a la base canénica de ¢y (ver corolario 1.2.1),

quedando asi demostrado el teorema. Q.e.d.

1.3. El espacio Ca,b] de las funciones absoluta-
mente p-continuas

Sea p > 1. Se denomina mddulo de p-continuidad de la funcion f al valor

P

wp(0)(f) = sup (Z |f(t:) — f(tu)!p> : (1.27)

donde el supremo se toma sobre todas las particiones 75 :a =tg <t; < ... <t, =0
del intervalo cerrado [a, b], para las que se cumple t; —t; 1 < § para toda 1 <i < n.
Obviamente se cumple para dos funciones f y g de p-variaciéon acotada en [a, ] la
desigualdad

wp(8)(f + 9) < wp(0)(f) +wp(d)(g).
Una funcién f de V,[a,b] se dice absolutamente p-continua si se cumple

1fm w, (8)(f) = 0. (1.28)

6—0

Se le llamara al conjunto

Cyla,t] = {f ot = R feV[al] vy lmuw,@)(f) =0}  (1.29)

28



espacio de las funciones absolutamente p-continuas en [a,b]. El concepto de la p-
continuidad absoluta aparece por vez primera en 1937, introducido por Love y Young
(ver [21]).

Considérese ahora la norma del supremo para p = oo, entonces Cy.[a,b] = Cla, b
es el espacio de las funciones continuas sobre el intervalo cerrado [a, b] con el valor
inicial f(a) = 0. Pues, en ese caso es

Woo(0)(f) = sup{|f(z) = fW); lx—yl <0 y =x,y¢€]labl}.

Obviamente para toda p > 1 es Cyla, b] C V,[a, b]. Es conocido que C[a, b] = Cla, b]
es un subespacio cerrado de V[a, b] = M|a, b]. Ahora se quiere demostrar la relacién
correspondiente para el caso més general 1 < p < oo:

TEOREMA 1.27
Cpla,b] es un subespacio cerrado de V,|a,b] para toda 1 < p < 0.

Demostracién: Sea (f,)22; una sucesién de funciones de C,a, b], que converge a
una funcién f de Vja, b]; es decir, para todo € > 0 existe un niumero natural n., de
modo que para toda n > n, se cumple la desigualdad

| fo = f v, <

€
5 .

Se cumple

wp(0)(f) < wp(0)(f — fu) +wp(0)(fn)

Entonces es
€

Wp(0)(f) < 5 +wp(d)(fa)

para n > n.. Sea ahora n = n. fijo. Entonces

wp(0)(fnr) <

para § < d,, pues la funciones f,, pertenecen a C,[a, b] para todo nimero natural n.
De aqui que sea

DO | ™

wp(0)(f) <€

para d < ., y con ello queda demostrado el teorema. Q.e.d.

De la definicién de w,(0)(f) se deduce directamente la continuidad de toda funcién
f de C,la, b]. El reciproco de esa proposicién no se cumple en general. Asi se observa
el ejemplo de la funcion

foy={ 7 e
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(ver (1.9)), la cual es continua en el intervalo cerrado [a, b], pero no es de p-variacién
acotada, por lo que no es absolutamente p-continua.

El siguiente teorema presenta una caracterizacion de la p-continuidad absoluta:

TEOREMA 1.28
Una funcion f de p-variacion acotada en [a,b] es absolutamente p-continua

(1 <p<oo)siy sdlo sipara todo € > 0 existe un nimero real § > 0, tal que

(Z |f(a) — f(@-)V“) <e

para todo conjunto finito de subintervalos disjuntos (ay, 3;) (1 = 1,...,n) de
[a,b], para los que se cumple

(Z(ﬁi - Oéi)p) <

1=1

Demostracién: (Necesidad) Sea f € C,[a,b]; es decir, para todo € > 0 existe un
numero real § > 0, tal que

1
P

(Z | f(t:) — f(til)\p> <e

para toda particion 75 :a =tp < t; < ... <t, =bcont;—t,_1 <5 (1 <i<n).
Seleccionamos un conjunto finito cualquiera de subintervalos disjuntos («;, 3;) C
[a,b] (i =1,...,m), tal que

Entonces es (8; —a;) <9 (i =1,...,m), y por hipdtesis se cumple la acotacién
1 1
m P n P
(Z | Fas) ~ f(ﬁi)l”) < (Z £(t5) - f(tj—1)|p> <e
i=1 j=1
para una particiéon 75 1 a =t, < t; < ... < t, = b de [a,b] conformada a partir de

los intervalos (o, ;) agregando una cantidad cualquiera de puntos ¢;, con

ﬁz‘—l <t <<t < oy
<tik - tik—l) < 57 (til - 67;71) < 5, (ai — tir) < 0.
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(Suficiencia) Sea ¢ > 0. Elegimos un nimero real § > 0, tal que para todo conjunto
finito de subintervalos disjuntos (o, 3;) C [a,b] (i = 1,...,m), tal que

(Z(ﬂz - ai)p> ” <.

se cumple la desigualdad

(Z |f(a) — f(@-)V’) <e.

Sea ahora un ¢’ seleccionado de modo que para 0 < z < ¢’ sea

_ oP
2" < b—a’
por ejemplo,
5P\
5 = (b_a> . (1.30)
Sea m.a =1, < t; <...<t, =>buna particién cualquiera de [a,b] con t; —t; 1 < ¢’

Entonces es

1 1
- 3 "t — tia|P !
<§ |ti—t¢_1|p> = <E mﬁi—ti—ﬂ )

=1

o0 sea,

(Z 1, —ti_1|p) . % (Z i, —ti_1|) s
=1 -

Pero de aqui se deduce por hipdtesis la acotacién

(Z |f(t:) — f(ti—1)|p> < €,

y por tanto, la funcién f es absolutamente p-continua en el intervalo cerrado [a, b].
Q.e.d.

Hasta ahora se ha definido la p-continuidad absoluta sélo para el caso p > 1. Con-
sideremos ahora el caso p = 1. Nétese que en ese caso no funciona la demostracion
anterior, pues se obtendria cero en el denominador del exponente al seleccionar ¢’
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(ver (1.30)). Sea f una funcién absolutamente 1-continua, de modo que para todo
€ > 0 existe un ntmero real o > 0, tal que

wi(6)(f) = S}rl&p <Z |f(t;) — f(ti—1)|) <€

donde 75 : @ = tg < t; < ... < t, = b es una particién cualquiera de [a,b] con

Si t es un punto cualquiera de [a, b], se escoge una particion
Tia=ty<t1 <...<t,=20b

de [a,b] con t; —t;—1 <6 (1 <i<n),de modo que t =t; (1 <k <mn)esun punto
de la particiéon. Entonces obviamente es

Pero se tiene

D) = Flt)l < DO 1F () = Fltn)l < @ad)(f),

entonces

[f(t) = fla)] <e

para todo € > 0. De aqui es entonces

para todo t € [a, b], y ello significa que la funcién f € C}[a.b] es idénticamente nula.
Hemos demostrado asi que el espacio C]a, b] s6lo consta de la funcién f =0, y por
ello C4[a, b] carece de interés para este estudio.

Pero en el caso p = 1, la caracterizacion del teorema 1.18 corresponde a la conocida
clase de las funciones absolutamente continuas, la cual se relaciona estrechamente
con la clase de las funciones de 1-variacién acotada. Se dice entonces que una funcion
f definida sobre el intervalo cerrado [a,b] es absolutamente continua si para todo
€ > 0 existe un numero real § > 0, tal que para todo sistema finito de subintervalos
disjuntos («;, 5;) C [a,b] (i = 1,...,n) con longitud total

n

> (Bi—a) <6

=1
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se cumple la desigualdad

Z|f@ flow)] < e

El ejemplo mas sencillo de funcién absolutamente continua es toda funcién f de la
clase de Lipschitz Lip;[a, b].

Considérese el caso mas general del espacio Cyla,b] para 1 < p < oo.

En el epigrafe 1.2 se demostré la desigualdad

(V2(f5a,¢) + VE(fi0,0)) < Vo(f)

para una funcién cualquiera de p-variacién acotada en [a, b] y un punto ¢ cualquiera
de (a,b) (ver teorema 1.5). Ahora, si m:a =1ty <t; <...<t, =b es una particién
cualquiera de [a,b] con t; —t;_1 < ¢ (1 < i < n), entonces procediendo de modo
andlogo al teorema 1.5 se obtiene la acotacion

1
P

(Z Vo (f; ti—ljti)> < wp(0)(f). (1.31)

Se cumple el siguiente teorema:

TEOREMA 1.29
Sean p,q > 1 con i + é =1 dados. Entonces se cumple

ZV frtion, t)Vo(f iy, ) < wp(0)(f)wg(0)(9)- (1.32)

para toda particion ™ :a =1ty < t; < ... <t, =0bdela,b] cont; —t;_1 <6
para 1 <1i <n y para dos funciones cualesquiera f € V,[a,b] y g € V,]a,b].

Demostracidén: La tesis de este teorema se deduce de la desigualdad (1.31) y de la
desigualdad de Holder, pues

ZV fitiza,t (f, i—1,1 (Z ‘/pp(fatil)ti)> (Z%q(g,til,ti)> .
i=1 i=1

Entonces por (1.31) se tiene
ZV (fs i, t)Vo(f s tior, 1) < wp(0)(f)wq(9)(9)-

Q.e.d.
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TEOREMA 1.30
Si la funcion f es absolutamente p-continua en |[a,b], entonces la funcion

¢(x) = V,(f,a,7)
(ver teorema 1.23) es también absolutamente p-continua en |a, b|.

El siguiente teorema presenta una relacién entre la clase de Lipschitz Lip,[a, b] para
0 < a <1y laclase de las funciones absolutamente p-continuas para todo nimero
real p > é

TEOREMA 1.31

Si la funcion f pertenece a la clase de Lipschitz Lip,la,b] (0 < a < 1), entonces
f es absolutamente p-continua para todo nimero real p > i

Demostracién: Sea dada f € Lip,[a,b] (0 < a < 1). Entonces
[f(x) = f(y)| < Mz —y[*,

donde x,y son puntos cualesquiera de [a,b] y M es una constante que no depende
de z,y.

Seam:a =1ty <t <...<t,=>buna particion cualquiera del intervalo cerrado
la,b] con t; —t;_1 < 0 para 1 <7 < n y un nimero real positivo J. Se cumple

(; |f(t:) — f(ti—1)|p> ' = (Z ’f(tf;__i(tll)lp“i _ ti—1|> P .

Como f € Lip,[a,b] es

|f(t:) — f(tia)P ap—
[t — ti 1] < MO = t-0)™ g

siendo por hipotesis ap — 1 un exponente positivo. Asi es

|f(t:) — f(tia) P < Mrgor-t
|t — ti] -

De ello se deduce

1
P

(Z NOR f(ti_1>|p) < M(b—a)ps™s

Entonces, para todo nimero real € > 0 existe un nimero real

0= ‘ 1 ap_la
M —a)r
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tal que para toda particién m:a =1ty <t; <...<t,=0bde [a,b] cont; —t; 1 <9,
se cumple

wp(0)(f) <€

para p > é, de donde se deduce la p-continuidad absoluta de f para p > é
Q.e.d.

En este punto es importante notar que esta demostracién no funciona en el caso
p < é, pues el exponente ap — 1 no es positivo. De aqui la importancia de la condi-
cién p > L.

o

Ahora, si f es una funcién continua definida en el intervalo [a, b], que es diferenciable
en (a, b), entonces se conoce que f es Lipschitz-continua de orden 1. A si, por el teo-
rema 1.31, f es absolutamente p-continua para todo ntmero real p > 1.

El teorema 1.31 es muy importante para la determinacion de un nimero real p, de
modo que una funcién dada f sea absolutamente p-continua. Ejemplo de ello es la
funcién de Weierstrass que ya fue estudiada en el epigrafe 1.2 (ver 12.7), la cual
pertenece a la clase Lip% [0,1] y, por tanto, pertenece también a C,[0, 1] para p > 2.

Musielack y Orlicz demostraron en 1959, en una relacion mas general, la separa-
bilidad del espacio Cpla, b] de las absolutamente p-continuas en el intervalo cerrado
la,b]. Asi se cumple el siguiente teorema (ver [28], pags.25, 26):

TEOREMA 1.32
El espacio Cyla,b] es separable.
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Capitulo 2

EN BUSCA DE UNA
REPRESENTACION

En este Capitulo se presentara una parte importante de los resultados obtenidos en
las investigaciones para encontrar una caracterizacién de los espacios duales a los
espacios de funciones de p-variacion acotada y absolutamente p-continuas.

2.1. Funciones reales de p-variaciéon acotada

2.1.1. Una acotacién de las sumas de Riemann-Stieltjes

Sean f, g dos funciones cualesquiera definidas sobre el intervalo cerrado [a, b]. Sea
Tia=ty <t <...<t,=>buna particién cualquiera de [a,b] y sean los puntos
& € [tioq,t;] para 1 <i < n. Entonces el valor

ox(f,9) = Zf(&)(g(h) —g(ti-1)) (2.1)

se llama suma de Riemann-Stieltjes de f respecto a g y m. Decimos que existe la
integral de Riemann-Stieltjes

[ st

de f respecto a g en [a, b], si existe un nimero real I, tal que, para todo € > 0 existe
un numero real 6, > 0 con

|O-7r(f7g) - ‘[| <€
para cualquier seleccion de los puntos intermedios &;, siempre que sea

max (tl — tifl) < 0.
1<i<n
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El ntimero real I se llama integral de Riemann-Stieltjes de f respecto a g en [a,b].

En este punto surge la pregunta: ;Qué relacion deben tener los nimeros reales
p,q > 1, para que las sumas de Riemann-Stieltjes de f respecto a g en el intervalo
cerrado [a, b] estén acotadas por las normas de f y g, para dos funciones f y g de
p-variacién acotada y g-variacion acotada respectivamente?

En este epigrafe se expondran algunos teoremas, asi como desigualdades de tipo
Holder, que resultan necesarios para responder la pregunta anterior.

LEmA 2.1.1
Sean ay,...,a, y by,...,b, dos conjuntos de numeros reales y sean p,q > 0

dados. Entonces existe un indice k (0 < k <n), tal que se cumple

1

1
1 < T !
|agby| < (521%0 (gZ’bf\q> _ (2.2)
i=1 i=1

La demostracién rigurosa del lema anterior puede encontrarse en [33].

Sean ahora a = (ay, ag, ..., qp) y/b\ = (04, B2, - - ., Bn) sucesiones finitas. La desigual-
dad de Holder garantiza que

Z|aiﬁi| < <Z|ai|p> <Z|5¢|q>
i=1 =1 i=1

con % + % = 1. Debe notarse que la desigualdad de Holder también es valida para

exponentes p, g con % + % > 1, pues si % + é =1y q <q, se tiene

(Z‘ﬁi’q> < (sz"ql) ;
i=1 i=1

ya que el espacio [; es un subespacio de [, y la norma de la inclusién de I}, en [, es
igual a 1. Entonces se cumple también

TIE (i\ai\f?) (Zw)

i=1

3=

para los exponentes reales positivos p, ¢ con ]lg + % > 1

En las siguientes desigualdades sucederd algo similar. La suma

> b

0<r<s<n
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serd acotada superiormente por la mayor de un numero finito de sumas, que se
derivan de una sencilla operacién que se describiran a continuacion:

La operacion de sustituir por signos de ”+” un cierto nimero de las comas que
separan a los elementos de la sucesién finita @ = (g, @, ..., a,) se denota por Z.
Es decir,

2(6)2(517527“-7€m) (mgn),

donde cada & (1 < j < m) es una suma de «; consecutivos, y cada a; (1 <1 < n)
aparece como sumando en exactamente un §;. Obviamente, la operacién Z asi defini-
da es una aplicacién lineal de R™ en R™ con m < n. Se llamara Z al conjunto de
todas esas aplicaciones.

Sean ahora @ = (aj,a9,...,q,) ¥ b= (01, Pa, - .., Bn) dos sucesiones finitas cua-
lesquiera. Sea

5pq(@,b) = sup (Z !&-V’) (Z \mlq> : (2.3)
i=1 i=1
donde
T=(§,62,--,8m) = Z(a)
y=(m,n20m) = Z(a)

para cualquier Z € Z y % + % > 1.
Entonces se cumple el siguiente teorema (ver [21], pag.254):

TEOREMA 2.1 (L.C.Young; Desigualdad de tipo Hélder para sucesiones
finitas)
Sean @ = (aq, 0, ..., 0p) Y b= (B1, Bay ..., Bn) dos sucesiones finitas y sean
dados p,q > 0 con i + % > 1. Entonces se cumple la desigualdad

> s <{iec(Ce D@0 (24)

0<r<s<n

donde

es la funcion Zeta de Riemann.
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Sean ahora f y g dos funciones definidas sobre [a,b] con f(a) = g(a) = 0. Sea
Tia=1t,<t; <...<ty=>buna particiéon cualquiera de [a,b]. Consideremos las
sumas de Riemann-Stieltjes

ox(f,9) = 3_ F(t:)(g(t:) = g(tin)).
Se cumple h
> A N(g(ts) — g(ts—1))} (2.5)
- 0<r<asN

= {(f(ts) = f(to))(g(ts) — g(ts1))}

Z —g(ts—1))},
dado que f(ty)f(a) =0.

Denotemos por S, ,(f, g) al supremo (si es finito) del producto

Spa(f,9) = sup (Z‘f )|p> <Z|g<ti>_g(til)’q> (2.6)

sobre todas las particiones m:a =1ty < t; < ... <ty =bde [a,b].

Si aplicamos a las sucesiones (f(t;) — f(ti-1))X, v (g(t:) — g(t;—1))Y, una aplicacién
Z € Z, se obtienen una sucesiones de la misma estructura, pero que corresponden
a una particiéon " de [a,b] que es mds gruesa que 7. Pues, sea

o = f(t:) — f(tica), Bi = g(t;) — g(ti—1), (i=1,...,N),

entonces es

Z@) = (&,....ém),  ZO0)=(m,....nm), (M <N),

con

& = f(ts,) — [(tin—1), mi = g(ti,) — 9(tik—1), (1<k<M)

para t;, de la particion 7 (k=1,..., M) ya=1t; <t, <...<t;,, =b. Deellose
deduce el siguiente teorema.

40



TEOREMA 2.2 (L.C.Young; Desigualdad de tipo Holder para funciones
en un intervalo)
Sean dados p,q > 0 con %+% > 1, y sean f,g dos funciones definidas en |a, b
con f(a) = g(a) = 0. Entonces se cumple la desigualdad

ot < f1+¢ (34 2) st (27)

para toda particion w de [a,b] (S,4(f,g) puede ser infinito).

En la demostracion de este resultado se utiliza el teorema anterior, entre otros ar-
gumentos.

Ahora, si las funciones f, g definidas sobre el intervalo cerrado [a, b] son de p-variacién
acotada y g-variacion acotada respectivamente con p,q > 1. Entonces obviamente
Sp.q(f,g) es finito y se cumple

Spa(f,9) < Vu(f)Va(9).

Luego, por el teorema 2.2 se obtiene la acotacion

otra < {ree (T D) v (23)

para funciones f y g de p-variacién acotada y g-variacién acotada en [a, b] respecti-
vamente con % + é > 1.

La acotacion (2.8) no implica necesariamente la existencia de la integral de Riemann-
Stieltjes

[ swsta)

Sin embargo, si se asegura la existencia de la integral de Riemann-Stieltjes de f
respecto a g en [a, b] para f € V,[a,b] y g € V,[a,b] con ]%4—% > 1, entonces se tiene
la acotacion

/a ’ f)dg(x)

{1 (G4 ) nmo (29)

Debemos hacer notar que en el caso %—i—% > 1, no es posible encontrar una constante
M = M(p) tal que se cumpla

b
/ﬂmmmSMWﬁmm
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para todas las funciones f € V,[a,b] y g € V,[a, b], para las que existe la integral

/ ’ Fa)dg(z)

En el siguiente ejemplo se considera la funcion de Weierstrass estudiada anterior-
mente en el epigrafe 1.2.

f(x) =32° a3 cos(2ma™x)

g(z) =32  a~ % sin(2mwa"z) z€0,1] (2.10)
para un numero natural cualquiera a > 1.
Sean la sumas parciales
— N o n
(@) =2 oy 0”2 cosmaa) g g (2.11)
gn(x) = _ a2 sin(2ra™x)
Se ha demostrado ya la acotacion
Va(fn) < 24. (2.12)

De modo andlogo se puede demostrar para la suma parcial gy(x) la acotacién
Va(gn) < 24. (2.13)

Calculando ahora la integral de Riemann-Stieltjes

[ fvtwrtonta

para un nimero natural N cualquiera.

Se cumple

/ fn(z)dgn(x / Za_% cos(2ma"x)d (Z a2 sin(27ramx)> :

m=1

Pero la funcion gy es continuamente diferenciable, pues es suma finita de funciones
continuamente diferenciables. Entonces

N
/ fn(z)dgn(x / <Za 2 cos(2ma"x) Z a” 7 2ma™ cos(27ramx)> dx.

m=1

Asi es

1 N N
/ fn(z)dgn(x) :ZZCZ (@) (ntm)grgm / cos(2ma™z) cos(2ma™x)dz.
0
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Calcuando la integral del lado derecho de la expresién anterior. Se tiene
1 1 /1
/ cos(2ma"x) cos(2ma™ x)dx = 5 / (cos(2m(a™ 4+ a™)x) + cos(2m(a" — a™)x))dz.
0 0
De ello se deduce
1
/ cos(2ma"x) cos(2ma x)dx = {
0
Pero entonces es
1 N
/ cos(2ma™z) cos(2ma™x)dr = Z m=Nm.
0 n=1
Supdngase ahora que existe un nimero real positivo M, tal que se cumple la acotacién

/1 cos(2ma™x) cos(2ma™x)dx| < MVLH(f)Va(g).
0

Entonces se cumple para N > 24

1
N7 = / cos(2ma™x) cos(2ma™x)dx| < M24%;
0

es decir, para toda N > 24 se cumple
N < M24?,

lo cual es imposible. Entonces no existe ninguna constante universal M = M (p) tal
que se cumpla la acotacion

/1 cos(2ma™z) cos(2ma™x)dx| < MVy(f)Va(g)
0

para cualquier N.

Luego de este ejemplo se puede comprobar facilmente que no existe la integral

1 oo 00
/ Z a” 2 cos(2ma"z)d (Z a sin(27mmx)> )
0 p=1 m=1

a pesar de que las funciones de Weierstrass f y g son continuas, pues se conoce que
las funciones fy y gy convergen uniformemente a f y g respectivamente, de donde,
de existir esta integral, se deduciria la acotacién uniforme de las integrales

/01 fn(z)dgn ().

Resulta entonces obvio que la funciéon de Weierstrass (2.10) no puede ser de 1-
variacion acotada, por tanto, tampoco es Lipschitz-continua de orden 1.
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TEOREMA 2.3 (Reciproco de la desigualdad de tipo Holder para suce-
stones finitas)
Sean p,q dos niumeros reales positivos con % + % = 1. Sea (B1,...,0n) una
sucesion finita de numeros reales y sea

M @
B = supz (Z |77i|q> ;
=1

donde (m1,...,nu) es la imagen de (B1,...,0Nn) por una aplicacion Z € Z

cualquiera. Entonces existe una sucesion finita (aq, ..., ay), tal que
AB
E a,Bs| > T
0<r<s<N 2
donde

M >
A= supz (Z \§z|p> )
1=1

y (&1, 8m) = Z(aq, ..., an) por una aplicacion cualquiera Z € Z.

Tampoco se demostrara aqui el teorema anterior, pues en la opiniéon del autor, los
argumentos se apartan un poco del objetivo de la tesis. El lector interesado puede
remitirse a [33].

2.1.2. Sobre la dualidad de C,la, b

En un articulo de Kisliakov de 1984 (ver[18]) se demuestra que el espacio bidual
del espacio C,[a,b] es isométricamente isomorfo al espacio Vj|a,b] de las funciones
de p-variacion acotada; y se plantea aqui el interés por encontrar una demostracion
directa de esa afirmacién.

Es conocido que en el caso p = 1 el espacio bidual de C|a, b] es isométricamente iso-
morfo al espacio Vi[a, b] de las funciones de 1-variacién acotada. Partiendo de estos
hechos y de la “cierta similitud” de los espacios estudiados con los conocidos espa-
cios [y, se impone la pregunta de si sera posible encontrar un isomorfismo isométrico
entre los espacios (Cy|a, b])* y V,[a, b] con %—I—% = 1 en analogfa con el caso de C|a, b].

Pero del hecho de que V,,[a, b] contiene una copia isomomorfa de ¢y (ver teorema 1.26)
se deriva que todo predual de V,[a, b] debe contener una copia isomomorfa de {;. Por
otra parte, es conocido (ver por ejemplo, [18]) que el espacio Cpla,b] (1 < p < 00)
no contiene ningin subespacio isomomorfo a l;. Entonces V,[a,b] con % + é =1no
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puede ser es espacio dual de Cy[a, b].

En lugar de eso se plantean las siguientes cuestiones:

» ;Se puede representar a toda funcional lineal continua sobre C,a,b] como
integral de Riemann-Stieltjes?

= ;Hasta donde se puede pedir a la funciéon g una condicién mas débil que la
1-variacion acotada, de manera que se garantice la existencia de la integral de
Riemann-Stieltjes

[ o

de f respecto a g en [a,b], cuando se exige a la funcién f la condicién més
fuerte de la p-continuidad absoluta?

El siguiente teorema muestra una representacion de las funcionales lineares continuas
sobre Cpla, b]. Por su importancia se incluye aqui la demostracion.

TEOREMA 2.4
Toda funcional lineal continua sobre Cpla,b] es una integral de Riemann-

Stieltjes de la forma

[ o),

donde g es una funcion de q-variacion acotada con }l? -+ % =1

Demostracién:

(i) Sea F' una funcional lineal continua sobre Cy[a,b]. Como Cjla,b] es un sub-
espacio cerrado de V,[a, b] (ver teorema 1.27), por el Teorema de Hahn-Banach
se puede prolongar la funcional F' a V}[a, b] conservando la norma. Sea F dicho
prolongamiento. Se construye la funcién

9(7) = F(f7),
donde
1 O<t<r
ro = {g 20l e,
fa(t) = 0 (t€la,b]).
Se demostrard que g € V[a, b] con % + % =1y
Vo(g) <2 || F | (2.14)
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Supdngase que no se cumple la desigualdad anterior. Entonces existe una par-
ticibn m:a =ty <t; < ... <t, =bde [a,b] con

(Z lg(ts) — g(ts_1)|q> > 2 || Pl (2.15)

Sea s = g(ts) — g(ts—1), entonces existe una sucesién finita (o;)?, (ver [33]),
tal que

n AB

D (et a)(g(ty) = g(te))| > o

s=1 !
donde

L % L q
A = sup (Z |§l|p) ) B = sup (Z |771|q> ,
2 \i= Z \i=1

con

(617"'75[/) = Z(a1++an),
(Mseeoome) = Z(Bi+-..+Ba)

para una aplicacién cualquiera Z € Z. Se tiene ademés (ver [33] que
B>2"a || F|

y por tanto

n

D o+ +a)(glts) — gltan))| > A FI. (2.16)

s=1

La parte izquierda de esta desigualdad es el valor de |F(¢)| para la funcién
escalonada

n

o(e) = S (a1 + ...+ a) (i — fo,) (@),

s=1

la cual toma el valor (ay + ...+ ay) para ts_; <t < t,y se anula para t = a.
Pero la funcién escalonada ¢ es obviamente de p-variacion acotada y se tiene

<Z (i) — ¢($i—1)|p) - (Z |€z‘|p> p
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(i)

para toda particiéon 7 : a = xg < 1 < ... < T, = b de [a, ], cuyos puntos
x; (1=1,...,m) (sin perder generalidad) estédn en subintervalos diferentes de
la particion 7, donde

Ji
Yoy (i=1,...,m)
J=ji—1+1
para x;_1 € [tj,_, — 1,t;, ] v ; € [t;_1,t;,]. Entonces es claro que
Vp(9) < A.
Luego, se tiene
[F(@) <[ F[| Vo(¢) < AL F

lo que contradice la desigualdad (2.16). Entonces se cumple

1
Volg) <2 || F |

Sea ahora f una funcién absolutamente p-continua. Entonces para todo ¢ > 0
existe un § > 0, tal que

wp(0)(f) = S}rl(;p (Z |f(t;) — f(t¢1)|p> <€

para todas las particiones w5 con (t; —t;_1) < ¢
particion m : a =ty < t; < ... < t, = b de
consideramos la suma

S =

(i

i=1,...,n). Elegimos una
[a,b] con esta propiedad y

3

Zf &) (9(t) — g(te1) = Y FE&)(F(fs,) — F(fi,_)

k=1
para cualesquiera & € (tp_1,t], (k=1,...,n).

Pero la suma anterior es el valor de la funcional F' en la funcién escalonada f
con

= > @S () = fu, (1)), (2.17)
k=1

la cual toma el valor f(&;) en el intervalo (¢;_1,t;] para (i = 1,...,n) y se anula
para t = a. Entonces

Zfsk (tr) — g(tr1)). (2.18)
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Puede calcularse una cota superior para la suma

(Z (= D) = (f = f)(xi_mp) ,

donde 7, : a = 29 < 1 < ... < x,, = b es una particion cualquiera de
la,b]. Separamos la suma anterior en dos: una sobre todos los subintervalos
de la particion 7w, que estan contenidos totalmente en un subintervalo de la
particion 7 y la otra sobre los subintervalos restantes de la particién 7.

Sean entonces x;_1 y x; contenidos en el mismo subintervalo (¢;,_1,t;] de m
Asi es obviamente

((f = F)(@i) = (f = i) P = [f(2:) = flaia) .

De ello se deduce

(17 = D) = 0 = Pl = (15w — fa)p)?

Pero obviamente es (z; — x;_1) < ¢. Entonces es
(X1 = Hla) = (F = Dlal) " < (219)

Ahora, si z; € (tj,-1,t;,] v Ti—1 € (tg,—1, tx,] Para k; # j;, se cumple

(f = P (@) — (f = H@)P = [(f(2:) = F(E5)) — (Fia) — ft)]P-

Aplicando la desigualdad de Minkowski se deduce de ello, teniendo en cuenta
que |z; —t;,| <8y |zim1 — ty,| <6, la acotacién

(10 = Dl — (= D)) <2 (220)
De (2.19) y (2.20) se deduce entonces

(Z (f = D) = (f - f)(rml)\”) < 3,

=1

D=

es decir,

I f = Fllv,< 3e. (2.21)

Pero por otra parte, el valor F (J/”\) es una suma aproximante de la integral (si

existe)
[ t@dgta)
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en relacién con la particion considerada. Se cumple

E(H) = FAI<I FNF— T v,
0 sea, €s

IF(f)=F(f)| <3e| F | . (2.22)

Entonces las sumas F(f) convergen al valor F(f) = F(f) de la funcional F
para toda funcién f € Cyla, b], con lo que se asegura la existencia de la integral
de Riemann-Stieltjes de f respecto a g en [a, b], es decir,

PP = [ fa)dg(a),

quedando asi demostrado el teorema.

Q.e.d.

Es conocido que el valor de la integral de Riemann-Stieltjes no cambia si varia el
valor de la funcién g en una cantidad numerable de puntos. A pesar de ello, en el
presente caso no es posible cambiar la funcién g de manera que la norma de la nueva
funcién ¢’ cumpla la desigualdad

1
I llv,< 2" | g v, <l 1,

pues se conoce que la p-variacién de una funcién varia en relacion con su continuidad
y no se tienen datos sobre la continuidad de la funcion g.

El teorema anterior presenta entonces una aplicaciéon biunivoca entre el espacio dual
de Cyla,b] y un subespacio del espacio de las funciones de g-variacién acotada con
i + = = 1. El siguiente teorema presenta una condicién suficiente para la existencia
de la integral de Riemann-Stieltjes

gj»al»—t

Lﬁwww,

constituyendo una funcional lineal continua sobre C[a, b].
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TEOREMA 2.5
Sea f una funcion absolutamente p-continua y g una funcion de q-variacion

acotada en |a,b] para un nimero real ¢ < p’ con % —i—ﬁ = 1. Entonces eziste la
integral de Riemann-Stieltjes
b
[ radsto)

[ r@as)| < {1+ 3+ D nimio

Demostracién: Sea dada f € Cp[a, b] para p > 1. Entonces para todo nimero real
positivo € existe un niimero real . > 0, tal que

wp(0)(f) < e

y se cumple

para todo 9§ < o..

(i) Sea cualquier € > 0 dado. Se demostrara la independencia del limite

}Sg%Zf@ —g(ti1))

de la seleccién de los puntos intermedios &; € [t;_1,t;], (i =1,...,n), donde el
limite se toma sobre todas las particiones m : a =ty < t; < ... < t, = b de
[a, b] que cumplen la condicién (t; — t;-1) < 6.

Sean &; y 1; puntos cualesquiera de [t;_1,t;] para i = 1,...,n. Introduciendo
las notaciones

o = 3 HE) o)~ glti))

o = Zf(m)(g(tz’) — g(ti-1)).
Obviamente es
o — ol |<Z|f &) — fm)llg(t:) — g(ti1)]-

Aplicando la desigualdad de Holder se deduce de ello

1

0 — glm)) < <Z|f(§i)— i) > (ZW 1) ,>p ,
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donde % + é = 1. Pero la funcién g es de g-variacién acotada para g < p', por
lo que también es de p'-variacién acotada. De ello se deduce (ver teorema 1.20)

1
n p
0l — o] < CVyy(g) (Z F(&) - f(m)!p) :
i=1

donde C' es una constante independiente de la particién 7. Como la particién
7 cumple la condicién (t; —t;-1) <y f € Cpla, b], entonces es

1

P

(Z £ (&) — f(m)|p> <w,(0)(f) <e.

De ello se deduce entonces
0l — o] < eCVy(9)

para todo € > 0 y por tanto, el limite
(lsli% Zl F(&)(g(t) — g(tiz1))

existe independiente de la seleccién de los puntos intermedios & € [t;_1,1;]
para i = 1,...,n en las sumas de Riemann-Stieltjes o, (f, g).
Sean ahora

Tia=ty<t)<...<ti=b 'y wia=ty<ti<...<tl =0

dos particiones cualesquiera de [a,b] con (t; —t;_;) < dy (t] —t]_;) < para

1=1,....,nyj7=1,...,m. Superponiendo ambas particiones,se obtiene una
nueva particién m: a =tg < t; < ... < ty = b de [a, b] que también cumple la
condicién (t; —t;-1) < d (i =1,...,8) y s < n+ m. Comparando las sumas

o:(f,9) v ox(f,g) en las que se consideran como puntos intermedios a los

extremos ¢; y t;_; de los subintervalos [t;_1,%;] y [t;—1,t}] de las particiones 7

J
y @ respectivamente.

Se cumple
ox(f:9) = om(f:9) = 3 (2.23)
Vi = Z Ft)(g(te) — glti-1)) — f(E_)(g(ts) — g(t;_1)), (2.24)
k=k;+1
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(iii)

donde la suma en (2.24) se desarrolla sobre todos los subintervalos [ty _1, %] de
la particién 7 que estdn contenidos en el subintervalo [t;_;,t:] de la particién
7’. Escribimos la ultima desigualdad de otro modo, a saber

vi= > (fte) = F(E 1)) (g(te) — glter)),

k:kj+1

y consideramos el moédulo de la diferencia o.(f,g) — o (f,g). Notese que
t: ;= t). Entonces es (ver (2.5))

i< D0 1) = Fte)llg(te) — g(te)].

kj<l§k§kj+1
Aplicando el teorema 2.2, se deduce de ello la acotacién (ver también (2.8))
- 1 1 - / / !/ /
Zhj‘ <q1+C 5"‘ 6 Z(‘/P(f;tj—1>tj)v:1<g;tj—17tj))' (2.25)
j=1 =l

Se aplica el teorema 1.29 a la desigualdad anterior y se obtiene (ver(2.23))

oetta) - ool < {1+ ¢ (2 D) o

De manera analoga es

i) = ourgl < {1+¢ (34 1) Patae

q

y con ello se asegura la existencia del limite

b
| rardgto)
con la ayuda del criterio de convergencia de Cauchy.

Ahora, del teorema 2.2 se deduce la acotacion

[ st

<{iec(G+ o) funmi.

quedando asi demostrado el teorema.

Q.e.d.
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2.2. Funciones abstractas de p-variacién acotada
fuerte y débil

En relacién con el estudio de la dualidad de los espacios de funciones de p-variacion
acotada y absolutamente p-continuas también puede mencionarse como trabajo rel-
evante el de Puig de Dios (ver [32]), quien en 2005 introduce, con la intencién de
generalizar los resultados de Gelfand para las funciones abstractas de variacion aco-
tada, los conceptos de p-variacién y p-continuidad absoluta en sentido abstracto. A
continuacion se expondran algunos resultados importantes de este trabajo.

DEFINICION 2.1
Sea E un espacio normado. La funcion abstracta X : [a,b] — E se dice de

p-variacion acotada fuerte en [a,b] con 1 < p < oo si y solo si, existe M € R
tal que

> IX (t) = X @)1 < M (2.20)

para cualquier particion del intervalo [a,b] y para todo n natural. En ese caso
se llama p-variacion fuerte de X al valor

=

VFPE(X) = s%p (Z | X (tig1) — X(tz’)Hp>

donde el supremo se toma sobre el conjunto de todas las particiones Il de |a, b].

DEFINICION 2.2
Dados 1 < p < 0o y un espacio normado E. Se llama espacio de las funciones

abstractas de p-variacion acotada fuerte en [a,b] al espacio de las funciones

abstractas. VEP([a,b]) = {X : [a,b] = E;X(a) =0 y VE(X) < oo}
DEFINICION 2.3

Sea E un espacio normado. La funcién abstracta X : [a,b] — E se dice de

p-variacion acotada débil (1 < p < 00) si y solo si para toda f € E* la funcidn

real fX(-) es de p-variacién acotada en [a,b].

El siguiente teorema proporciona una justificacién del uso de las denominaciones de
fuerte y débil.

TEOREMA 2.6
Sean E un espacio normado y X € VEF([a,b]). Entonces existe k € R tal que

Vo(f X)) <kllfIl - VfeE
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COROLARIO 2.2.1
Sean E un espacio normado y X € VEF([a,b]). Entonces, para toda [ € E*,

la funcion real t — fX(t) es de p-variacion acotada en [a,b].

Con el corolario anterior se evidencia la inclusion VFEP([a,b]) € VADI([a,b]),
déndole sentido a las denominaciones de débil y fuerte.

En [32] se demuestra que el espacio de las funciones de p-variacién acotada fuerte es
un espacio de Banach si se toma como norma la p-variacion fuerte. La demostracion
es extensa, aunque no se aleja de los razonamientos seguidos posteriormente en este
trabajo para demostrar tesis similares, por ello no se mostrara aqui.

Por otra parte, puede definirse la clase de Liptchiz LipZ[a,b] con 0 < o < 1 para
funciones abstractas X de [a,b] en un espacio normado E, como el conjunto de
aquellas funciones que satisfacen la desigualdad || X (t1) — X (to)|| < M|t; —to|*, para
cualesquiera tq y t1 en [a, b], siendo M una constante que s6lo depende de la funcién
X. No es dificil ver que la clase LipZ[a, b] es un espacio de Banach con la norma

X(t;) — X(t
HXH _ sup H ( 1) O€ 0)”
t176t0€[a,b] |t1 - tOl

En este sentido se tiene que Lip¥[a,b] C VEF([a,b]), resultado andlogo al del caso

de las funciones reales.

Otros resultados interesantes que se demuestran de forma mas o menos analoga al
caso real son la no separabilidad del espacio de las funciones de p-variacion acotada
fuerte y el hecho de que el conjunto de los puntos de discontinuidad de las funciones
de p-variacién débil es (a lo sumo) numerable.

En la busqueda de un teorema de representacion de los operadores sobre los espacios
de funciones abstractas en cuestién es de suma importancia conocer la siguiente
definicién de integral abstracta de Stieltjes.

DEFINICION 2.4
Sea E un espacio normado y sean X : [a,b] — E y ¢ : [a,b] — R. Se dice

que phi es integrable (abstracto) de Stieltjes respecto a X si existe un elemento
&€ E* tal que

b
ef = / SOAFX (1) Vf e E”

y el valor de la integral abstracta de Stieltjes serd

/ H(HAX (1) = €.
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Los operadores lineales y continuos que aplican Cpla,b] en E, siendo este tltimo
un espacio normado débilmente completo, tienen una representacion a través de
estas integrales. Ello se expresa en el siguiente teorema cuya demostracion no se
hara aqui por referirse a resultados de la integracién abstracta de Riemman-Stieltjes
que resultarfa superfluo exponer en esta tesis. La prueba puede hallarse en ([32]).

TEOREMA 2.7
Sea E un espacio normado débilmente completo y sean 1 < p,q < oo tales que

% + % = 1. Entonces, para cada operador lineal y continuo U : Cpla,b] — E
existe una funcion abstracta Y € VAFF[a,b], tal que

U(9) = /be(t)dY(t), V0 eCla,b.

Igualmente se puede deducir la siguiente condicion suficiente respecto a la repre-
sentacion buscada.

TEOREMA 2.8
Sea E un espacio normado débilmente completo y sea 1 < p < oo y q < p’ tal

que %+§ = 1. Entonces para cada funcion abstracta X € VAFqE[a,b] existe

un operador lineal y continuo U : Cyla,b] — E tal que U : ¢ — fab »dX (t) para
cada ¢ € Cyla,b.

Demostracion:
Sean 1 < p < ooy q<p tal que %%—I% =lyXe VAFqE[a,b]. Entonces para cada

f € E* la funcién real t — fX(t) es de g-variacién acotada en [a, b], por lo que para
cada ¢ € Cyla, b] existe la integral f: o(t)df X (t). De aqui que

/ab ¢(t)de(t)‘ = {1 e Gs i é) } BT

Luego, existe un k € R tal que |{f| < {1 +¢ (113 - %)} Vo (9)k| f|| para toda f € E*,

es decir
11
el < {1 ¢ (— ; —) } V()R
P q

De aqui que sea & € E** y por tanto existe la integral abstracta de Stieltjes

[P o)dX (1).

Definamos el operador

U;¢H/ S()AX(8).
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Como E es débilmente completo, entonces f; ¢(t)dX(t) € E para todo ¢ € Cpla,b].
Luego, U aplica a C, en E' y evidentemente es lineal. Demostremos que es continuo:

ot = et < {1+¢ (5 + 2 ) b= {1+ (5 +2) bl

osea |U]| < {1 +¢ (% + %) } k y la acotacion de U implica la continuidad. Q.e.d.

Obsérvese que:

(i)

(iii)

Para 1 < p < o0, del teorema sobre la representacion de los operadores so-
bre Cyla, b] se desprende que el espacio de los operadores lineales y continuos
U : Cpla,b] — E, con E normado débilmente completo, es isomorfo a un
subconjunto del espacio VAF[a,b] de las funciones abstractas de g-variacién
acotada fuerte en [a,b] con ; + ¢ = 1.

Por otra parte, del tltimo teorema se tiene que si 1 < p < oo, para cada
g < p' con % + % = 1, el espacio VAFqE [a,b] de las funciones abstractas de
g-variacién acotada fuerte en [a,b] es isomorfo a un subconjunto del espacio
de los operadores lineales y continuos U : Cy[a,b] — E, siendo E un espacio
normado débilmente completo. Notese que no se logra obtener isometria y que
las relaciones obtenidas se representan a través de la integral abstracta de
Stieltjes.

Sin embargo, en general no podemos afirmar que el espacio VAFqE [a,b] es
isomorfo a un subconjunto del espacio de los operadores lineales y continuos

U: Cpla,b] — E; (Il) + % = 1). Para ello basta considerar £ = R. En efecto,

del hecho que Vj[a, b] contiene un subespacio isomorfo a ¢y, se tiene que, cada
predual de V,[a, b] contiene una copia isomorfa a I'. Pero es conocido que el
espacio Cpla,b] (1 < p < o0) no contiene ningtin subespacio isomorfo a I'.
Luego, V,[a,b] no puede ser el espacio dual a Cy[a,b]. Para E' = R se obtiene
el clésico Teorema de Representacién de Riesz, ya que los espacios V ADT[a, ]
y VAFE|[a,b] coinciden.

De forma analoga se puede generalizar el concepto de funcién de absolutamente
p-continua al caso abstracto, siendo

WE(8)(X) = sup (Z [ X (tiy1) — X (ti>||p>

el médulo de p-continuidad de la funcién abstracta X (se consideran particiones 611
de [a, b] de norma menor que §). A partir de ello se define:
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DEFINICION 2.5
Sea E un espacio normado. La funciéon abstracta X : |a,b] — E de p-variacion

acotada fuerte en |a,b] se llama absolutamente p- continua fuerte en [a,b] si y
solo si lims_o W (0)(X) = 0. De esta forma se denomina a

FCEla,b) = {X ot = By X € VAF [t 1im WE(8)(X) = o}

espacio de las funciones abstractas absolutamente p-continuas fuerte en |a,b].
Para el caso p = oo se define

We =sup{[IX(s) =X (O : [s—t<d y st€lab]}

siendo asi que FCZla,b] coincide con el espacio de las funciones abstractas
fuertemente continuas (ver [14]) en [a,b] con el valor X (a) = 0.

En [32] se demuestra también que FCF[a,b] es un subespacio cerrado de VAF[a, b]
y las funciones abstractas a-liptchitzianas son absolutamente p-continuas fuerte para
a>1

- P

Igualmente puede definirse también la p-continuidad absoluta débil como:

DEFINICION 2.6
Sea E un espacio normado. La funcion abstracta X : [a,b] — E se dice abso-

lutamente p-continua débil en [a,b] si para cada f € E*, la funcion t — fX(t)
es absolutamente p-continua en [a,b]. Se denota por DCF|a,b] al espacio de las

funciones absolutamente p-continuas débil; y es claro ademds que se cumple
FCJla,b] € DCFla,b)].

Para esta funciones se cumple el siguiente teorema.

TEOREMA 2.9
Sea E un espacio normado. Entonces para cada operador lineal y continuo

U : E — Cpla,b), existe una funcion abstracta f € DCF|a,b], tal que U
puede ser representado en la forma Ux = ¢ con ¢(t) = f(t)(x), para x € E y
¢ € Cyla,b]. Ademds, ||U[| = |[f|pcp~ -

Demostracion:
Sea U un operador lineal y continuo tal que Uz = ¢, paraz € E'y ¢ € Cp|a, b]. Para

t fijo, definamos la funcional f(t) : x — ¢(t). La aplicacién f(t) resulta continua,
por ser la composicién de las aplicaciones continuas

U:x+— ¢
¢t o(t).
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La linealidad de f(t) es evidente. Luego, para cada t € [a,b] resulta que f(t) € E*.
De esta forma, se ha construido una funcién abstracta f : [a,b] — E*, de modo que
U puede representarse en la forma Uz = ¢ con ¢(t) = f(t)(x), o sea, Uz = f(-)(z).
A contnuavién se verd que f € DCF [a,b]. Como Uz = f(-)(x) e ImU C Cyla,b],
entonces la funcién ¢t — f(t)(z) es absolutamente p-continua en [a,b] para cada
z € E, de donde f € DCY[a, b].

Solo resta probar que ||U|| = [|f|| pce-. Partiendo del hecho de que Cy[a, b] C Cla, B],

convéngase tomar ||¢|| = méx, |¢(t)|. Entonces
Ul = sup ||Uz|| = sup méx |f(t)(z
U] = sup V2] = sup i |7(0)o)
= sup sup |f(t)(x)| = sup [|f(?)]]
a<t<b ||z||<1 a<t<b
— llbos

Q.e.d.

De aqui se infiere que el espacio de los operadores U : £ — Cjla, b] lineales y con-
tinuos es isométricamente isomorfo al espacio DC’f* [a, b] de las funciones abstractas
f :la,b] — E* absolutamente p-continuas débil en [a, b].

Llegando al final del capitulo, es importante aclarar que se han expuesto aqui solo
los resultados que el autor considera mas relevantes y de mayor trascendencia en el
estudio de la dualidad del espacio de las funciones de p-variacién acotada hasta el
momento.
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Capitulo 3

EL ALGEBRA DE LAS
FUNCIONES DE p-VARIACION
ACOTADA

Es objetivo principal de este Capitulo, exponer el enfoque que ha abordado el autor
hasta la presente fecha en el tratamiento del problema de la dualidad de el espacio
de las funciones de p-variacién acotada, con este fin se demuestran algunos de los
resultados mas importantes de su tesis de Diploma y los obtenidos por este recien-
temente en relacién a las subalgebras de V),,su regularidad y la posibilidad de definir
una involucién, entre otros. Ademas se da un salto hacia otros puntos de vista que
pudieran resultar de mucha utilidad para proximos trabajos.

3.1. Las algebras V, y C,

En el presente epigrafe se generaliza la definicion de los espacios de funciones de
p-variacién acotada y de funciones absolutamente p-continuas al caso de funciones
complejas de variable real y se exponen algunas propiedades que son ttiles para la
comprension del comportamiento de los mismos.

DEFINICION 3.1
Sea Il el conjunto de todas las particiones de compactos K de R y p > 1 un

numero real. Se dice que una funcion compleja definida sobre la recta real es
de p-variacion acotada, si para cualquier particion m = {t;}, € Il se cumple
que

(Z |f(tz) - f(ti—1)|p> < Q.
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En ese caso se llama p-variacion de f al valor

1
p

pwmﬂzgm?<2]ﬂm—f@—Mﬁ

donde los supremos se toman sobre todos los compactos K de R y todas las
particiones w € 1I.

Se denota por V), al espacio de las funciones de p-variacion acotada, continuas
por la izquierda, tales que el limite cuando t tiende a infinito de f, que se
denotard f(400), existe y es finito y f(—o0) = 0.

Noétese que de esta definicién se deduce que la p-variacién de una funciéon f €V}, es
uniformemente acotada en todo compacto de R.

Se cumple el siguiente teorema.

TEOREMA 3.1
V, es un espacio de Banach con la norma

1f1lp = pvar(f).

Demostracion: Se puede comprobar facilmente que la p-variaciéon es una norma
(la desigualdad triangular se verifica con la ayuda de la desigualdad de Minkowski).
Sea ahora { f,;, }men una sucesién de Cauchy en V,. Entonces para todo € > 0 existe
N. tal que ||fim — fsllp < € para todos m,s > N, o sea,

1
P

supsup (Z (fn = F)(E) = (fm fs><ti_1>|p> <&, Vms>N.
=1

Entonces para todo t fijo, la sucesién {f,,(t)} es de Cauchy en R, pues para la
particion 7, : —a < t < a se tiene

(S = f)OF < N(fon = F)(E) = (fm = fs)(=a) [P
+|(fm - fs)(a) - (fm - fs)(t)lp <E&.

Sea f(t) = lim f,,(t) para todo t € R. A continuacién se analiza la convergencia de

”fm - fH;D'

(ZKfm_fs)(tz)_(fm_fs)(tz—1)|p> <57 vas ZNE
i=1
Pasando al limite cuando s — oo es

1
P

(Z (fn = F)(E) = (i — f><ti_1>|p) <e Vm> N,
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de aqui que sea
| fn = fllp <& ¥m> N

Por otra parte, para un m > N, se cumple f = (f — fin) + fm, siendo f,, € V, ¥
f— fm €V, por lo que f € V. Luego, V), es un espacio de Banach. Q.e.d.

Resulta importante notar que las propiedades relativas a la norma en el espacio
V,la, b] presentadas en el Capitulo 1 se extienden de manera natural al espacio V.
En este sentido conviene destacar las siguientes:

TEOREMA 3.2
Sean p,q € R, p,g > 11y p < q entonces se cumple que V, C V.

Demostracién: Sea f de V), dada. Resulta sencillo comprobar que f es acotada.
Sea

M = sup{|f(x) — f(y)l; =,y € R}

Entonces es

1

q

(Z f(t:) — f(ti_1)|Q> - (Z |f(t:) = F(ta) [P f (1) — f(ti_1>|q‘p> ,

para toda particion = = {¢;}_, de un compacto cualquiera K de R, o sea,

1
q

(Z | f(t:) — f(ti—1)|q> ‘1 < (M) (Z |f(t:) — f(ti—l)’p>

De aqui se deduce entonces

— o
1fllg < M[fllz < o0,

siendo

y por tanto f pertenece también a V. Q.e.d.

TEOREMA 3.3
Toda funcion f € V, es acotada en R y solo puede tener una cantidad nume-

rable de discontinuidades, a lo sumo de primera especie.
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Demostracion:

(i)

(i)

La acotacién de f en R es obvia. Supongamos que existe un = € R, tal que no
existe el limite

lim  f(x),

r—T—
es decir, existe una sucesion (z;)°; de nimeros reales, que converge por la
izquierda a ¥, de modo que la sucesién de los valores de la funcion (f(z;))52,
diverge. Entonces (f(z;))s2; no es una sucesién de Cauchy, o sea, existe un

nimero real €9, de modo que para todo nimero natural N existen nimeros
naturales n,m > N, para los que se cumple

F(@n) = F(@m)] > <o (3.1)
Sea ahora sin perder generalidad para a < ¥ la particién

Tp:0=29<x1<...<Tpi1=71

A~
I

de [a, 7], cuyos puntos cumplen la relacién (3.1). Entonces es

(Z | (i) = f(xi_1)|p> > nieg.

De ello se deduce la existencia de una sucesiéon de particiones (7,)5, del
Y

intervalo [a, 7], de manera que la sucesion de las sumas

(Z i) - f<x“>yp>

crece de manera no acotada, lo cual contradice la p-variacién acotada de f.
Entonces existe el limite lim f(z). De modo andlogo se demuestra la exis-

Tr—ITr—

tencia del limite lim f(z).
T—T+

1
P

Por la definicién de la p-variacion de una funcion, la suma de la potencia p-
ésima de las alturas de todos los saltos de la funciéon f no puede sobrepasar el
valor ||f||,. Sean los subconjuntos A,, del conjunto de todos los saltos con

Anz{xeR; @) = fa)P > 6 |f(x>—f(x+)|”>%}

n

paran = 1,2,.... Estos conjuntos son finitos a causa de la p-variacion acotada
de la funcién f. Pero los conjuntos A, (n = 1,2,...) son numerables, de donde
se deduce la numerabilidad del conjunto de las discontinuidades de f. Q.e.d.
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También resulta sencillo extender a funciones en R el siguiente teorema:

TEOREMA 3.4
Sea f eV, y a<c<b (seincluye el caso a = —00,b = +00). Entonces se

cumple la acotacion

(par®(f;.a,¢) + poar®(f5¢,b))» < || fll, < 2" (par(f;a,¢) + pvar(f; ¢, b)),

donde pvar(f;a, ) representa la p-variacion de la funcion f en el intervalo

[, B].

TEOREMA 3.5
Toda funcion f € V, se puede representar como diferencia de dos funciones

f(z) =V (x) = T(x), definidas por
V(e) = poar?(fi—00,7),  T(x) = f(z) = V(z).

Ademdas se cumple que V(z) es mondtona creciente y T(x) es mondtona de-
creciente en los intervalos donde pvar(f) < 1 y es creciente en los intervalos
(a,b), para los cuales se cumple que pvar(f) > 1 en todo subintervalo de (a,b).

Demostracién: Sea x < y. Por el teorema anterior es

V(y) = pvar’(f; —oo,x) > pvar?(f; —oo,x) + pvar’(f;z,y)
> pvar?(f; —oo,z) = V(x),

por lo que V(z) es monétona no decreciente.

Por otra parte, f(y) — f(x) < pvar(f;z,y), entonces

T(y)—T(x) = pvar’(f;—o0,y) — pvar’(f; —oo,x) — (f(y) — f(x))
> pvar?(f;z,y) — pvar(f;z,y).

Luego, si en todo subintervalo de (a, b) es pvar?(f;a,b) > 1, la funcién T es creciente
en (a,b), mientras que si pvar?(f;a,b) < 1 en (a,b), entonces T' es decreciente en
ese intervalo.

Q.e.d.

Con el objetivo de poder definir un producto en V), se hace necesario exigir la
existencia para todo t € R y para todos f,g € V, de la integral
+oo
St —7)dg(T).

—00

Si g es una funcién mondtona en un intervalo (a,b) y se considera en R a la tribu
boreliana y a la medida de Stieltjes correspondiente a g. Como f es acotada y tiene

63



a lo sumo una cantidad numerable de discontinuidades, se garantiza la existencia de
la integral de Lebesgue-Stieltjes

b
/ £(t — 7)dg(r).

Luego, partiendo de la descomposiciéon g(z) = V(z) — T'(z) del teorema anterior
para una funcién g € V), se garantiza la existencia de la integral

/ft—ng /ft—TdV /ft—TdT 7)

en cada intervalo (a,b) donde pvar(g) < 1 o pvar(g)

Por otra parte, la p-variacion acotada de ¢ implica que para todo € > 0 existe
N tal que pvar(g; —oo, N) < €y pvar(g; N,+o00) < e. Luego, existen nimeros
reales A y B tales que pvar(g; —o00,A) < 1y pvar(g; B,+00) < 1. Entonces en
los correspondientes intervalos, g se descompone como diferencia de dos funciones
monotonas, es decir, de variacion acotada, V' y T'. En el caso del intervalo (B, +00),
sea b > B. Para la suma de Riemann-Stieltjes correspondientes a particiones de este
intervalo se tiene

Z £ = &)I(V(t) = V(tia)) < sup[f(B)][V(B) = VI(B)],

de donde se deduce (ver apostol) la existencia de la integral

400

ft—7)dV(r).

B

De modo analogo se demuestra la existencia de las integrales

+o0

f(t—7)dT(7) / flt—71)dV(r / f(t —71)dT (7).
B
Sea ahora, E el conjunto de ntmeros reales x € [A, B] tal que existe ¢ > 0 tal
que pvar(g;a,b) > 1 para todo (a,b) C (z — e,z + €). Obviamente este conjunto
es finito, pues en caso contrario g no podria ser de p-variacién acotada. Sean dados
E={xy,x9,...,2x}, A=129y B = xx11. En los intervalos (z; — €, z; + ¢) la funcién
g es de variacién acotada, por ser diferencia de dos funciones crecientes, y por tanto,
existen las integrales

x;+€
/ ft—=7)dg(r) Yi=1,... k.

i—€

Por otra parte, como el intervalo [z, 1 — €] es compacto, cualquier cubrimiento suyo
por abiertos (t.,t.+1) tales que pvar(g;ta,tar1) < 1 contiene un subcubrimiento
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finito. Luego, el intervalo [zg, 27 — €] puede ser cubierto por un nidmero finito de
intervalos, donde la p-variacién de g es menor que 1. Un razonamiento similar al
desarrollado en los intervalos infinitos garantiza entonces la existencia de la integral

/ j”f(t — P)dg(r),

y de modo andlogo se demuestra la existencia de

/Ii+l_8f(t —P)dg(r) Vi=1,.... k.

ite
Finalmente, sumando todas estas integrales (suma finita) se obtiene la existencia de
+oo
f(t —7)dg(7).
—0o0
Con ello, el siguiente teorema, justifica el tratamiento del espacio V), a partir de la
teoria de las algebras de Banach.

TEOREMA 3.6
El espacio V), tiene estructura de dlgebra de Banach conmutativa y unitaria

con el producto
+o0
(f = g)(t) = f(t = 7)dg(7).

—00

La unidad €(t) es la funcion de Heaviside
1 t>0
e(t) = { 0 t<0"
Demostracién: Sean f, g, h € V,,. Entonces es

(regy=il) = | e )t = wdh(w

[e.9]

_ /_ +°° l _+°° Flt—u— T)dg(T)} dh(u).

[e.o] [e.9]

Por otra parte, es

(Femegt) = [ (et —udg(w

[e.9]

— /+OO { +Oo flt—u— T)dh(T)] dg(u),

o0 [e.e]
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y por simetria de f(t —u — 7) se cumple
+o00

(F*h)*gl) = / (f * h)(t — u)dg(u)

—0o0

_ /foo [ " bt — - D)dh(w)| dg(r).

[e.9] —00

Partiendo de la relacion que se establece entre la norma del producto y el producto de
las normas, el teorema de Fubini garantiza la igualdad de [(fxg)xh|(t) y [(f*h)*g](t),
de donde, haciendo f(t) = €(t), se deduce

(exg)*xh=(exh)xg = gxh=hxg, Vg hel,
siendo €(t) es la funcién de Heaviside.

€(t) es la identidad en V,, pues para cualquier particién © = {7;} , de un compacto
K C R que contenga al cero es €(7;) — €(1,_1) = 0si ;1 > 0 0 si ; < 0. Luego,
basta tomar particiones de la forma 7 : —b < 0 < b con b > 0, de modo que, para
el punto intermedio &; < 0, la suma integral correspondiente al producto (f * €)(t)
adquiere la forma

Zf(t —&)e(r) —e(rir)]| = f(t—&) — f(t) cuando b — 0,

=1

por lo que, partiendo de la existencia de la integral, se obtiene que (f x€)(t) = f(t).
Haciendo el cambio u =t — 7 e integrando se deduce de ello que (e x f)(t) = f(t).

Por otra parte se verifica inmediatamente que |e(t)]|, = 1.

La asociatividad se obtiene a partir de la conmutatividad y de la igualdad
(fxh)xg=(f*g)xh

anteriormente demostrada, pues de esta se deduce que
gx (fxh)=(g%f)*h.

Resta demostrar la relacion

1 glls < [ £llpllglle

entre la norma y el producto. Al respecto se tiene

66



n +o0o p %
If *gll, = supsup Z/ [f(ti = 7) = f(tiza — 7)]dg )
B\ = oo
" oo v
< suwpsup (3 [ = 1) = fltis - PP ldgP
KL\ =1 /oo
+oo T %
= swpswp | [ D1t 1) = flts - )PP
KB\ ey
400 %
= Ul ([ 1aar)
K 1 —
< A lpllgllp-
Con ello queda demostrado el teorema. Q.e.d.

De gran importancia resulta el estudio del subespacio C, de V, formado por las
funciones absolutamente p-continuas.

DEFINICION 3.2

Sea Ol el conjunto de todas las particiones de compactos K de R con morma
menor que 0 y p > 1 un numero real. Se llama mddulo de p-continuidad de

f €V, al valor

wp(0)(f) = Slll(P S;hp (Z | f(t:) — f(ti—1)|p> ;

P

donde las particiones de 0I1 son tales que t; —t;_1 < d para todo i =1,....n.

Una funcién f € V, se dice absolutamente p-continua (f € C,) si se cumple

que

I w0, (5)(f) = 0.

Es obvio que C, C V, y que toda f € C), es continua. Sin embargo, no toda funcién
continua es necesariamente absolutamente p-continua, como muestra el siguiente

ejemplo.

Ejemplo:

Sea definida en R la funcién continua

e cos(5-) x € (0,1]
o ={ 0,1 (32)
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donde p es un nimero real cualquiera con p > 1 (ver figura 3.1).

&
Jy »=ux"

Figura 3.1:

Este ejemplo resulta interesante por presentar una funciéon que es de g-variaciéon
acotada para todo ntimero real ¢ > p, pero no es de ¢g-variacion acotada para g < p.

Demostracion:

Como f se anula fuera del intervalo [0, 1], basta demostrar estas relaciones en ese
intervalo. Para ello sea la particion 7 : 0 = t9,11 < t9, < ... < t; = 1 del intervalo
cerrado [0,1] con t; = % Entonces para k =1,...,n es

f(tog—1) = 0
flta) = (=1)F (55)

3=

En este caso la suma

A

(Z | f(ti) — f(ti—1)|q>

corresponde a la serie armoénica
2n %
1
(}j (5) ) , 53)
k=1

la cual diverge para ¢ < p. Entonces para g < p, existe una sucesion 7, de particiones
de [0, 1], tal que las sumas

SRS

p

(Z | f(t:) — f(ti—1)|q>
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constituyen una sucesién creciente no acotada, y con ello la funcién dada no es de
g-variacién acotada en el intervalo cerrado [0, 1].

Para calcular ahora la g-variacién de la funcién (3.2) para un nimero real g > p,
seam:0=1ty <t <...<t,=1una particién cualquiera de [0, 1]. Agregando los
puntos t},t5....,th, ., cont; =1 para 1l <i < 2my th, ., =0 de la particién 7,
se construye una nueva particion 7”7 : 0 =t; <tf < ... <t/ =1cons <n+2m+1
de [0, 1]. Entonces se cumple

Q=

(Z |f(t:) — f(t“)\q) q <23 (Z |f(t]) — f(t;-’l)\q>

Reordenando la parte derecha de esta desigualdad es

(Z\f(m)—f(m)\")q <2 (Z > \f(t}’)—f(t;’mq) ,

k=1 j=j+1

donde la suma interior se desarrolla sobre todos los subintervalos de la particién 7"
que estan en el intervalo (¢}, ] de la particién 7’. Es claro que la funcién dada es
mondtona en cada subintervalo de la particiéon 7/, por lo que es de variacién acotada
en todo [t},t,,4] (k =1,...,2m), y por tanto pertenece a Vi[t; t; ] para ¢ > 1.

Asi se obtiene

(Z |f(ti) — f(ti—1)|q> <2 (Z Vi (S t;mt;c—l—l)) ;

k=1

0 sea,

Q=
Q=

(Z |f(t:) — f(ti—1)|q> <27 (Z |f (1) — f(t;c)|q>

Pero la parte derecha de esta desigualdad se corresponde en este caso a la serie
armoénica (3.3), que converge para ¢ > p. De aqui se deduce entonces

q

(Z |f<tz> - f(ti—1)|q> < 00,

para toda particién de [0,1] y ¢ > p, y con ello la funcién dada es de g-variacién
acotada en el intervalo cerrado [0, 1] para todo nimero real g > p. Q.e.d.

Del producto definido en V,, y la expresiéon del médulo de p-continuidad se deduce
siguiente teorema.
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TEOREMA 3.7
C, es un ideal de V.

Demostracion:

Sean f € C, y g € V,, entonces

/ T g) b —7) — (f * 9)(tis — 7))dg()

—00

K 4l

(O)(f59) = supsup (Z

< supsup ( ) Z ((f*g)(ti = 7) = (f % g)(tic1 — T)I”Idg(f)lp> p

< wp(0)(f)-w (9)-

Pero wy,(9)(f) — 0 cuando § — 0, por lo que (f % g) € C,, lo cual demuestra el
teorema. Q.e.d.

Las siguientes observaciones establecen una importante relacién entre el algebra L}
de las funciones absolutamente integrables con la unidad adjunta y el algebra de las
funciones de variacién acotada (ver [12]).

Sea g(t) € C; C Vi C V,, donde V; denota al dlgebra de las funciones de variacién
acotada. Entonces ¢(t) es diferenciable y su derivada es tal que

o= [ dear

—00

De ello se deduce que

+oo
gl = / ()1t = [19'l12s.

—00

pues

lglls = supsup Zlg )\)

= sup sup / J( d7'|>

—+o00
- / ()T = |1g |z

mé roducto de funcione utamente continuas rrespon n
Ademas, el ducto de func s absoluta te continuas se corresponde con el
producto de sus derivadas como funciones de L!. Es decir, si

+o0
o(t) = / g1t — 7)dga(r),

o0
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entonces se cumple

g0 = [ gl =gy(rydr

[e.e]

De lo anterior se deduce que si se asigna a cada Ae + f(¢) € L! la funcién

Ae(t) + / " fo)de,

donde e es la unidad adjunta de L}, se obtiene un isomorfismo isométrico del dlgebra
L} en el dlgebra V;, por lo que L! es una subélgebra de V;.

3.2. Un teorema de representacién

En estd seccion se demostrara, teniendo en cuenta el significado de las ideas desa-
rrolladas para la evolucién en el tratamiento del problema de la dualidad del espacio
de las funciones de p-variacion acotada, el teorema de representacién para el dlgebra
Vp, que obtiene el autor en su tesis de licenciatura, y otros consecuentes, de no menos
importancia.

Sea ahora f(t) € V,. Resulta sencillo comprobar que la integral

F(s) = / " star(n

oo

existe para todo s € R. Esta integral es llamada transformada de Fourier-Stieltjes
de la funcién f(t). Es claro que la adicién y la multiplicacién por un escalar de
una funcién de V), corresponden con las de su transformada de Fourier-Stieltjes. La
convolucién de funciones en V,, (como cominmente se designa al producto sobre
esta dlgebra), corresponde también con el producto de sus transformadas

[ ea([ T semva) = [T ([ erwe-w)asw
(e

- / m et df () / +°° eudg(u).

o0 o0

De esta manera, haciendo corresponder a cualquier funcién f(t) € V, el valor de
su transformada de Fourier-Stieltjes en cualquier punto fijo sq, se obtiene un homo-
morfismo del algebra V), en el campo de los nimeros complejos. El ideal generado
por este homomorfismo se denota por Mj,. Entonces

+o0
(M) = / el df (t) = F(sy).

o0
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Nétese que si s1,52 € R con s; # s9, existe al menos una funcién absolutamente
continua tal que g(Ms,) # g(Ms,).

Sea f(t) € V,, tal que f(t) € M, para todo s € R, (es decir, f(M,) = F(s) =0). La
funcion

0 t< —h
gn(t) = 1+% —h<t<0
1 t>0

es absolutamente continua. Entonces por el teorema 3.7, la funcion

1 b
(Fra)M) = [ S+
0
también es absolutamente continua. De aqui que

Entonces, por el teorema de unicidad de la transformada de Fourier en L! se tiene
que (f % gn)(t) = 0 para todo t € R. Pero (f * g,)(t) — f(t) cuando h — 0, por lo
que se concluye que f(t) = 0.

De lo anterior se deduce que f(t) € V, estd univocamente determinada por su trans-
formada de Fourier-Stieltjes y que el radical Rad(V,) = ({{M; M € My,} de V,, es
es el conjunto {0}, o lo que es lo mismo, V,, es un dlgebra semisimple.

Al ser V, semisimple, la transformada de Gelfand es un isomorfismo de V,, en un
subespacio de C(My, ), donde C'(My, ) es el dlgebra de todas las funciones continuas
con valores complejos definidas sobre el espacio de ideales maximales de V},. Como
My, es Hausdorff compacto, se tiene C'(My;,) = Cyo(My,) (ver, por ejemplo, [17]), por
lo que el teorema de representacion de Riesz garantiza la existencia de una tinica me-
dida regular yo € M R(My,) definida sobre My, para cada funcional lineal continuo
® sobre C'(My, ). El Teorema de Hahn-Banach garantiza la posibilidad de identificar
a cada funcional lineal continuo ® sobre C'(My,) con su restricciéon al correspondi-
ente subespacio isomorfo a Vj,, y por tanto el isomorfismo entre (V,)* y (C(My,))*,
considerando en este tltimo las correspondientes restricciones. Se cumple entonces
el siguiente teorema.
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TEOREMA 3.8 (de representacion)
Para cada funcional lineal y continuo ® definido sobre V, existe una tnica
medida reqular i tal que

y se cumple

1] =[]l

Este teorema garantiza la posibilidad de identificar al dual de V,, con el espacio de
las medidas regulares definidas sobre My, . La integracion indicada en el teorema se
efectiia sobre el espacio de ideales maximales de V},, del cual no se tiene una carac-
terizacion.

En el siguiente apartado se brinda una exposicién de algunos resultados importantes
acerca de los ideales del algebra de las funciones de p-variaciéon acotada.

3.3. Sobre los ideales de V),

Esta seccion estard dedicado al estudio del espacio de los ideales de V,,. Como se
mencioné anteriormente, la importancia de este estudio radica esencialmente en la
necesidad de obtener una caracterizaciéon de My, para la integracion en el teorema
de representacién obtenido.

DEFINICION 3.3
Un dlgebra topologica es un espacio topoldgico lineal dotado de una multipli-

cacion asociativa, tal que para toda vecindad U, del origen existe otra vecindad
Ugs del origen de modo que se cumple

Ug Cc Ua.

TEOREMA 3.9
Vp es un dlgebra topoldgica.

Demostracién:

Sea U, € ® una vecindad del origen en V), entonces para toda f € U, es

1

P

1l = (Z |f(t:) — f(ti—1)|p) <94, tiell, Vi=1,...,n
i=1
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Si se selecciona U, tal que 52 < 4, entonces para todas gy, ga € Ug se tiene que

g1 # gallp < llgallollgell, < 8 <9,

lo cual demuestra el teorema. Q.e.d.

DEFINICION 3.4
Se dice que un subconjunto no vacio S de un dlgebra topolégica A estd consti-

tuido por divisores topoldgicos de cero si y sdlo si existe una sucesion {z,} C A
que cumple que ||z,|| = 1 para toda n, tal que

limz, f =0,
para toda f € S.

DEFINICION 3.5
Un elemento f € A, siendo A un dlgebra topoldgica, se dice dominado por los

elementos gy, ...q, si existe una constante ¢ > 0 tal que para todo h € A se
cumple

Ifhl < e gt
=1

En este caso suele escribirse f < (g1, ..., gn)-

Se dice que f € A es dominado por un ideal I C A si f < (g1,...,9n) para
alguna n-upla de elementos de I. En este caso se escribe f < I.

Se dice que un ideal I posee la propiedad de dominacion si la relacion f < I
implica que x € 1.

DEFINICION 3.6
Sea A un dlgebra topoldgica. Se dice que un ideal I C A puede ser separado

de un elemento xo ¢ I si existe una sucesion {g,} C A, tal que g,f — 0 para
todo f € I y goxg - 0.

Se dice que dos ideales I e Iy pueden ser separados si uno de ellos puede ser
separado de todos los elementos del otro.

Un ideal I tiene la propiedad de separacion si puede ser separado de cualquier
elemento h ¢ 1.

TEOREMA 3.10 Sea a un niumero real, a« < 1, entonces el subespacio Lip,(R) es
un tdeal de V1.

Demostracién: Para todos los compactos reales [a, b] se tiene la inclusién

Lipya,b] C Via,b);
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la cual puede generalizarse facilmente al caso de funciones definidas sobre todo R.

Sea ahora f € Lip,(R), g € V1, entonces, para s, T € R:

(Frg)s) - (Frg)(0)] = \ [ st =g = [ - myagtr)

< Ml(s—1— (t —7)|%dg(1)

— 00

< (o [ Tao) s

Q.e.d.

TEOREMA 3.11
El subespacio Cy, de las funciones continuas de V), es un ideal.

Demostracién: Sean f € Cy, y g € V,. Sea ademds t; € R un punto arbitrario de
R tal que [t — o] < ¢ para 6 > 0. Entonces

+00
(F %)) = (F % 9)(to)] = ' [ Tttt =gty

y como f es continua, existe € > 0 tal que para |t —ty| < J se tiene | f(t) — f(to)| < €.
Luego, se cumple

+oo
(F * 9)(8) — (f % 9)(to)] < / dg(r).

Haciendo ahora

&:ﬁfdﬂﬂ

se demuestra la proposicion. Q.e.d.

El ideal de las funciones absolutamente p-continuas tiene en el espacio de los ideales
de V,, una estructura singular, los resultados siguientes verifican esta afirmacién.

TEOREMA 3.12
C, es un ideal formado por divisores topoldgicos de cero.

Demostracién: Sea {f"} C V}, la sucesién

1 0<t<:
0 en otro caso ’

P =1
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Es claro que f™ € V,, para todo n € N y que || f*|| = 1. Sea ahora g € C,. Entonces

(ot = [ gl
= [ Tou-nare)

1/n
= [ at=nare
= li?ig(t = &) () — [t = 1),

donde los t; son puntos de una particién del intervalo de integracién y &; € [t;—1, t;]
parai=1,...,n.

Si se toma & = 7, es claro que el limite anterior es g(t) — g(t — %) y sin — oo, como
g es continua, se tiene que

(f**g)(t) =0,

lo cual demuestra la proposicion. Q.e.d.

TEOREMA 3.13
Todos los elementos de V), estdn dominados por C,.

Demostraciéon: Sea la funcién

0 t<—1
gu(t) =< 1+nt —L1<t<0
1 t>0

(se comprueba facilmente que g,,(t) € C, para todo n). Es claro que (g, *f)(t) — f(t)
cuando n — oo. De aqui que existe N tal que (g, * f)(t) = f(t) para todo m > N.

Sea ahora fy € V, un elemento fijo arbitrario. Entonces

1fo* glly = llgm, * g * foll, st mp >N, g€V,

Considerando entonces para n > N la n-upla (g1,...,9,), para todo m tal que
N < m < n, se cumple que

1fo % glly < [lgm * gllu | foll-

Luego
1ol <
o5 gl < 22257 g gl
m=N-+1
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lo cual demuestra la proposicion. Q.e.d.

Los dos siguientes teoremas se deducen de manera inmediata de resultados que
aparecen en [41].

TEOREMA 3.14
Cy,, posee la propiedad de dominacion y la propiedad de separacion.

Demostracién: Este resultado es consecuencia inmediata del teorema 4.11 de [41],
a partir de seleccionar Z, = f*. De aqui que, por el teorema 4.12 de [41], Cy, tiene
también la propiedad de separacion Q.e.d.

TEOREMA 3.15
Para un elemento fijo f € V,, los ideales I = {g € V,; g f = 0} son de la

forma
I=({MeL(V,); I cM},
donde
£(V;) = My, () 1(V;),

tal que ]V(Vp) es el conjunto de los ideales de V,, formados por divisores topologi-
cos de cero.

Demostraciéon: Al ser V, semisimple, este resultado es consecuencia inmediata de
la proposicién 4.38 de [41]. Q.e.d.

TEOREMA 3.16
Los tinicos ideales mazimales que no contienen a C, son los My con s € R.

Demostracién: Sea M # M;, tal que M 2 C,. Sea también @), el funcional
asociado a M. Como M 2 C,, existe g € C,, tal que ®y/(g) # 0. De aqui que

D (9)Pun(g9) = AuPs(9), con Ay eC y Ay =Pu(g).

Por otro lado, g es un divisor topolédgico de cero, por lo que f"* % g — 0 cuando
n — 0o, (f™ se considera como en el teorema 3.12). Luego,

Dy(g* ") = Ps(f")Ps(g)-

Restando las dos ultimas ecuaciones es

Dy (9)Par(g) — Pulg * f) = AuPs(g) — Po(f")Ps(g)-
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De aqui que
Dy(Anrg) = u(9)[s(Aree — /)],
y pasando al limite cuando n — oo se obtiene
O, (Amg) = ©s(Ang) — Pu(g)Ds(lim f7).
Entonces es
D,(9),(lim f") = 0.

Por otro lado

h’mf”:H(t):{l t=0

0 en otro caso °

Como ®4(H(t)) # 0 para todo s € R, lo cual se comprueba facilmente, se tiene en-
tonces que ®4(g) = 0, de donde se deduce que si g € C, y g ¢ M, entonces g € M,
y por tanto, C, \ M C M;.

Se considera ahora el ideal generado por M y C, \ M, o sea (M,C,\ M), y se com-
prueba que no constituye toda el algebra V,, obteniendo asi que M no es maximal.

Si (M, C,\M) =V, entonces € € (M, C,\ M) y puede escribirse como € = am+fm,,
tal que o, € C, m € M y m, € C, \ M. De aqui que

€ —am = Bm,.
Multiplicando esta expresién por la conocida f™ es
(e —am) x f" = Pm, * f.

Pasando al limite cuando n — oo y teniendo en cuenta que m,, es un divisor topolégi-
co de cero, se cumple que

(e —am)*x H =0; lim f* = H.
Luego,
H=amxH,

por lo que am = €. Pero como m € M, entonces am € M, lo cual contradice que
M es un ideal maximal, quedando asi demostrado el teorema. Q.e.d.

Este resultado ofrece una informacion de peso en la buisqueda de una caracterizacion
del espacio de los ideales maximales de V. De ¢l se deduce que una parte de los
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ideales de My, son generados por la transformada de Fourier-Stieltjes, por lo que
estan totalmente caracterizados por ésta, mientras que los restantes ideales de My,
son los que contienen a C),.

Sin embargo, no resulta ocioso senalar que este es un problema particularmente
dificil, a partir de la dificultad de la cuestién andloga para el algebra de las funciones
de variacion acotada, reflejada en la obra de Gelfand (ver[12]), donde se considera
abierto el problema de la descripcién general de los ideales maximales de V.

Esto también se muestra en el ejemplo que se describe a continuacién (ver [11]):

Sea G un grupo abeliano localmente compacto, y M(G) el espacio de Banach de las
medidas de Baire sobre G, con la norma de la variacion total.

La convolucion v de dos medidas p, v € M(G) estd definida sobre conjuntos de
Baire E por

(4 v)(E) = /G W(E - )dv(z)

Con la convolucion como multiplicacion, M(G) es un dlgebra de Banach conmutati-
va. El dlgebra M(G) tiene como identidad la masa puntual del grupo. La correspon-
dencia f — fdo sumerge a L'(G) isométricamente como ideal cerrado en M(G).

Respecto a este ejemplo plantea Gamelin:

“The mazximal ideal space of M(G) is horrible, unless G is discrete”.

3.4. Subalgebras y Regularidad en V,

La cuestion de hallar My, , que ha permanecido abierta desde 2008, puede facilitarse
realizando un estudio mas profundo de V), y sus subdlgebras, a continuacién se ex-
pondran algunos resultados importantes del trabajo del autor en este sentido desde
su tesis de licenciatura.

Note que puede obtenerse un teorema de representacion para el espacio Cp, con-
siderado como subdlgebra de V), pues C,, es un ideal cerrado y [16], su espacio de
ideales maximales es isomorfo al complemento de su envoltura, que en este caso,
como los tunicos ideales maximales de V}, que no contienen a C), son los generados
por la tranformada de Fourier-Stieltjes, seria el conjunto formado por los elementos
cuya transformada se anula en algin s € R y no estdn en la envoltura de C,. De
esto ultimo se tiene, denotando por Mg, al espacio de ideales maximales de C),, que
como M¢, € M, entonces C), es semisimple, lo cual indica que la transformada de
Gelfand es un isomorfimo en un subespacio denso de C'(Mc,); teniéndose entonces
el siguiente teorema:
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TEOREMA 3.17 (de representacion)
Para todo funcional ® € (Cp)* existe una medida regular p € MR(Mc,), tal
que D(f) = fMo fdp, para todo f € C,. Ademds se cumple ||P| = |||

Por otra parte, definiendo las funciones

ht) =" I,

Ap<t
tales que en los puntos de salto A\ se cumple
hue = FON) = T
se observa que

1
n p

p
pvarf = supsup Z th— Z hy,

K I =1 [ Ap<t; Ap<ti—1

3
S =

= supsup Z Z [f()\ﬁ) - f(%?ﬂ

K II =1 |1 <A<ty

Pero f(N[) — f(\,) < f(t:) — f(ti-1), por lo que

pvarh < sup sup ( g |f(t:) — f(ti_1)|p> = pvar f < 0.
K :
m \i=!

De aqui que h € V,. Note entonces que cualquier elemento f € V,, puede ser escrito
como f = h+ ¢, donde h es su funcién de salto y ¢ es una funcién continua, a la
que, por lo mismo, se llamara parte continua de f.

Considerando ahora el espacio H de las funciones de salto como subalgebra de V,
se tiene el siguiente teorema.

TEOREMA 3.18
Entre los ideales mazimales del dlgebra H y los caracteres x(t) del grupo aditivo

I' de los numeros reales, existe una correspondencia biunivoca.

Demostracién: Note que toda funcién de salto h(t) puede ser escrita en la forma
h(t) = hee(t = Ap),
k

de aqui que las funciones £(t — \) generan H. Sea ahora M un ideal maximal de
H y x(\) el nimero complejo en el cual el homomorfismo @), : H — % trans-
forma a la funcién e(t — X). Como ||®y|| = 1 = ||e(t — N)||, se tiene entonces que
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M) = |x(AN)|] <1y como x(0) = ®p(e(t)) = 1, puede concluirse que

Por otro lado €(t — A;) * e(t — A\a) = €(t — A\ — A2), lo cual puede comprobarse
facilmente. De aqui que

XA+ A2) = Pyle(t — A —A9))
= Opr(e(t — Mi))Pu(e(t — A2))
= x(A)x(A2).

De esto ultimo se deduce que x(\) es un caracter de I'.

Ademis, si dado el caracter y(A) de I, se le asigna a cada funcién h(t) € H de la

forma
= Z hké(t — /\k),
k

el nimero complejo
k

se tiene un homomorfismo de H en C, y en consecuencia, un ideal maximal, quedan-
do asi demostrado el teorema. Q.e.d.

Es necesario aclarar que los caracteres continuos del grupo aditivo R, pueden es-
cribirse como x(t) = €' para algin s fijo y considerando la topologia usual. La
construccién de caracteres discontinuos puede verse en (ver|[15]), aunque todos son
funciones no medibles.

Si se considera ahora la descomposicién de la parte continua de f € V, en un
sumando s(t), cuya p-variacién se concentra en un conjunto de medida cero y otro
sumando ¢(t), tal que c(t) — s(t) = g(t) es absolutamente p-continua, se tendria
entonces que f(t) = h(t)+s(t)+g(t). En lo adelante se llamara a s(t) parte singular
y a g(t) parte absolutamente p-continua de f. Se tiene entonces el siguiente teorema:

TEOREMA 3.19

Si f €V, se descompone en f = h+s+g, su funcion de salto, su parte singular
y absolutamente p-continua, respectivamente, y ademds se tiene que

(i) |F(s)| = | [T etdf (1) > k> 0; VSeR

(i) Is() < | [7 e dn(t)|

entonces f €V, es inversible.
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Demostracion: Debe probarse que para cualquier M € My, el caracter ¢, asoci-

ado es no nulo en f € V,, o sea: ¢p(f) = da(h) + oni(s) + dar(g) # 0.

Si M = M;, la expresién anterior se satisface por la condicién 7). Si M # M,
entonces ¢yr(g) = 0 ya que los tnicos ideales maximales que no contienen a C), son
los M. Por otro lado, como

¢, (h) = P, <Z he(t — Ak)) = hix(M) = /e“tdh(t),

el homomorfismo II : V, — V,,/M determina un homomorfismo Il : H — C, que
convierte la funcion h en un elemento de la clausura del conjunto de valores de
o, (h), y por la condicién iz) |dar(s)] < ||oarllls]] < |oar(h)|. Luego, se cumple que
om(f) = éum(h) + ou(s) # 0. Q.e.d.

En un trabajo de Wiener y Pitt (ver[38]), se construye una funcién de 1-variacién
acotada que satisface la condicién i) y no tiene inverso. Se deduce de esto, como
Vi C V), el siguiente teorema

TEOREMA 3.20 El conjunto de los ideales mazximales de tipo Mg no es denso en
My,
Demostracién: Si el conjunto de los ideales de tipo M, fuera denso en My, en-
tonces, para todo M € My, existe una sucesién de ideales {¢ns, }nen tal que
dum,, (f) — om(f) para cualquier funcién f € V, que satisfaga la condicién i),
si se considera f,, la funciéon dada por Wiener y Pitt, entonces de que ¢y, (fu) # 0
Vn € N, se deduce que ¢y (f,) # 0y de aqui que f, no pertenece a ningun ideal
maximal (ver[4]) de V,, y esto contradice que no sea inversible. Q.e.d.

COROLARIO 3.4.1 El dlgebra V,, no es reqular

Demostracion: En la tesis de licenciatura del autor, se recomienda el estudio de la
densidad de los ideales de tipo M en My, con la topologia de Gelfand; demostrando
previamente que estos son densos con la topoogia de Zarisky; el teorema anterior da
respuesta negativa a la cuestion recomendada, de aqui que la topologia hull-kernel
y la de Gelfand no coinciden, de donde se tiene que V, no es regular. Q.e.d.

3.4.1. Un algebra involutiva

En esta seccion se demostrara que sobre V,, puede definirse una involucién, y se
expondran algunas consecuencias de este hecho. La importancia de que el algebra de
las funciones de p-variacion acotada sea involutiva radica esencialmente en que puede
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entonces incluirse de manera isométrica e isomorfa en un algebra de operadores sobre
un espacio hilbertiano adecuado y aplicar entonces resultados conocidos de la teoria
de representacién de algebras de operadores al anillo normado en cuestién. (ver [11]),

([12]), ([13]).

TEOREMA 3.21
El dlgebra V, (como espacio vectorial real), es un dlgebra involutiva. La involu-

cion se define como: f*(t) = f(o0) — f(—t)

Demostracion: Deben probarse los cuatro puntos expuestos en el capitulo primero,
suficientes para que una aplicacién *, sea una involucion.

(i) Para demostrar que ||f*|| = || f]| se tiene

1@ = Nf(o0) = f(=1)l
= %‘1}13 (Z | f(o0) — f(=t;) — f(o0) + f<_ti1)’p)

B =

P

= %u}g (Z |f(—tic1) — f(—ti)|p> ,

donde el supremo se toma sobre todas las particiones m de compactos de R.
Haciendo ahora u; = —t; se obtiene

1
P

177 @)] = sup (Z ()~ f<ui_1>|f’> ~ 50

(ii)) De manera directa se comprueba que (f*)* = f, es decir,
(7 @) = (f(o0) = f(=1))" = [(®),
teniendo en cuenta que f(—o0) = 0.

(iii) Veamos que (fg)* = f*¢*, donde, para evitar confusiones, fg denota el pro-
ducto de V. Se tiene

dor = ([ re-nan)

o0

— /_+OO f(oo —T7)dg(T) — - f(=t —7)dg()

o0 —00

+o0 400
- / do(r)— [ f(—t—r)dg(r).

[e.e] —0o0
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Por otra parte es

+o0
o = [ (o)~ f-t 4 mdlg(oo) — o))
- -/ T (F(00) = F(—t +7))dg(—7)

= — f(oc0)dg(—T) + f(=t+7)dg(—7).

Si se hace ahora u = —7, se obtiene

—+00 —+00

g = f(o0)dg(u) — f(=t —u)dg(u) = (fg)".

(iv) (af + Bg)* = af* + Bg* es evidente a partir de la definicion de f*.

TEOREMA 3.22
En V), no existen elementos hérmiticos pares no nulos.

Demostracion:

Sea f € V, un elemento hérmitico y par. Se cumple entonces que
Ademas es

de donde

Pero como V), no contiene las funciones constantes no nulas, se deduce que f no
puede ser hérmitico y par. Q.e.d.
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TEOREMA 3.23
Sea f €V, impar con f(oco) # 0, entonces el elemento

RIS
7()]

es inversible y su inverso puede escribirse en la forma

C= Ai(Af)”

- f

Q.
@)
3
L,
D
N
I
=
=8

de donde

Multiplicando por f(¢) ambos miembros de la igualdad anterior se obtiene

) fe) = @)\
( 700 )‘f“)’

de donde

1 ) 2|| f1*
< —|f(oo)|(|\f OO+ FDI) = Flo)l’
De aqui que
_ 21
"ol !

es inversible y para su inverso (ver [17]) se cumple

- o)t (1)
; <2||f||2)”+1 -2l A1 ;<2||f||2) "
7]

Q.e.d.

De la definicion de involucion se deduce directamente el siguiente teorema.
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TEOREMA 3.24
Si f €V, esimpar y f(oo) =0, entonces f es hermitico.

Se define que f € V, es antiautoadjunto si se cumple que f* = —f. Al respecto se
tiene

TEOREMA 3.25
Si f €V, es antiautoadjunto, entonces f(oo) = 0.

Demostracién:

—f(t) = f(oo) = f(—1)
floo) = f(=t) = f(t), si t— o0
floo) = —f(o0)
Q.e.d.
TEOREMA 3.26
En V), no existen elementos antiautoadjuntos impares no nulos.
Demostraciéon: Si f es impar y antiautoadjunto, entonces se cumple
—f(t) = floo) = f(-1)
—f(t) = floo)+ f(t)
_ f()
lo cual contradice que f es impar. Q.e.d.

3.5. Formas bilineales y p-variacién acotada

En un trabajo reciente(ver [2]) L.Barbanti mostré la relacién existente entre los
conceptos de p-variacion acotada y funcion regulada, definidas por medio de deter-
minadas formas bilineales, bajo ciertas suposiciones de convexidad. Poco después
Oscar Blasco(ver [3]) mejora los resultados de Barbanti, en el sentido de que pre-
scinde de este hecho. El propdsito de esta seccion es introducir el tema tratado en
estos articulos, ahora para las funciones de p- variacion acotada y presentar, en este
marco, algunos resultados del autor.

Se define para f : [0,1] — X, con X un espacio de Banach, la p-variacién de f,
p > 1 como

1
P

pvar(f) = sup (Z £ (t:) — f(tz'—l)”p)
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donde IT denotard el conjunto de todas las particiones con n puntos de [0, 1] y = € II.

Se define ademds p-semivariacion como

3=

psemivar(f) sup (Z |p(t;) — ¢(tz‘—1)|p>

mllel<1 \ ;55

donde ¢ € X*.

Una funcién f : [0,1] — X se dice regulada si tiene a lo sumo discontinuidades de
primer tipo, para todo t € [0, 1].

Los conceptos de pvar(f) y psemivar(f) pueden generalizarse en el siguiente sentido:
considérese f = (B, X,Y, Z), donde B es una forma bilineal continua, B : X xY —
Z'y X,Y y Z espacios de Banach. Se dice entonces que la funcién f : [0,1] — X
tiene [-variacién finita si

D =

(B)pvar(f) sup (Z |B(f(t:) — f(tica), %)H%) < o0

m[lyilI<1 i=1

y es llamada [(-regulada si la funcién fp, : [0,1] — Z, tal que fp,(t) = B(f(t),y)
es regulada para todo y € Y con |ly|| < 1.
Se tiene entonces la siguiente proposicién

TEOREMA 3.27
Para toda f :[0,1] — X se tiene que

psemivar(fpy) < (B)pvar(f) < pvar(f),
para todo B :[0,1] — Z tal que ||B|| = 1.

Demostracién: Se probara primero la desigualdad a la izquierda:

Sea ¢ € Z* tal que ||¢|| < 1, entonces, para |jy|| <1

Z |0(fBy(ti) = [By(ticn))[P = Z |0(fBy(ti) — o(fpy(tic)’; tiemell

= Z |p[B(f(t:),y) — B(f(ti-1),v)]I”

IN

S 1IB(f(t).) — B (ki) )l

_ ZHB(f(ti)—f(ti—l),y)”g
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de donde se tiene

(Z |0(fBy(t:) = fB,y(tz-—l))lp> < (IB(f(t:) = f(tiz1) 9)1IZ)

S =

y tomando supremo sobre todas las particiones de [0, 1] se tiene la primera desigual-
dad.

Sea ahora 7 € Il una particién, y y; € Y tales que ||y;]] <1, B: X XY — Z, una
forma bilineal continua tal que ||B|| = 1. Se tiene entonces que

3=

(IB(F(t:) — F(tia)p)lB)? < (ZIIBII’”IIf (ti—l)Hp“yin)

|BGyl. el = 1 Vi = T

pues || B|| = sup(, ) ‘i como || Bl = llyi| =1, Vi =

(B (1) — F (1) ) 15)F < (Z e anp)p .

Tomando supremo sobre todas las particiones de [0, 1] se tiene la segunda desigual-
dad.

O. Blasco, en (ver [3]), obtiene que Z es un espacio de Banach con copia de ¢y si
) ) 0

y solo si cualquier funcién con 1-semivariacién finita es regulada. Como V,[0,1] no

contiene copia de ¢ se tiene entonces la siguiente proposicion:

TEOREMA 3.28
Existe una funcion g : [0,1] — V,[0,1] con semivariacion finita, que no es
requlada.

En el contexto mas general de las formas bilineales Blasco demuestra un resultado
analogo al mencionado para la 3-veriacion, del cual se obtiene entonces la proposicion
siguiente:

TEOREMA 3.29
Sea = (B,V,,Y,V,), Z eY espacios de Banach cualesquiera y B una forma

bilineal continua B : X xY — V,[0,1]. Entonces existe g : [0,1] — V, con
G-variacion finita que no es B-requlada.

De la generalizaciéon natural para la cuarteta 8 = (B, L(X), X, X), obtenida tambien
en ([3]) se tiene

TEOREMA 3.30
Existe g : [0,1] — L(V,[0,1]) con [-variacion finita que no es [ regulada.
Aqui L(V,]0,1]) es el espacio de los operadores lineales y continuos de V,|0, 1]
en V,[0,1].
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Finalmente, es importante notar que toda funciéon de p-variacién acotada es [3-
regulada. Un poco contrastante resulta entonces el siguiente ejemplo

Ejemplo:
Sea la forma bilineal B : [® x [*° — [*° tal que B(ay,3,) = a,0,. Entonces la
funcién

= 0Oxqoy + Z CX (i, 1]
k=1

es de (-variacion finita, pero no es (B-regulada; lo cual puede comprobar el lector sin
dificultad.
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Capitulo 4

ALGUNAS APLICACIONES

El presente capitulo estara dedicado a la exposicion de algunas aplicaciones de la
variacién acotada y la p-variacion acotada, p > 1. Se comentaran dos articulos, el
primero de Yuri Krvavych,(ver [20]) y el otro de Stanley Osher, y otros (ver [31]). Es
importante aclarar que exiten en la literatura muchos trabajos referidos a las apli-
caciones, de una forma u otra de los conceptos mencionados; el criterio de seleccion
seguido por el autor se basa en conjugar actualidad y evidencia de la interdisci-
plinareidad de las ramas de la matematica en estas breves descripciones.

4.1. Patron de Precios, Movimiento Browniano y
p-Variacion Acotada

Para comprender este ejemplo es importante conocer algunas definiciones en relacion
con la teoria de los procesos estocasticos.

DEFINICION 4.1
Una secuencia estacionaria X = (X)ren tiene la propiedad de dependencia
estadistica a largo plazo si su funcion de autocorrelacion satisface

lim p(k)

k—o0 Cpk‘_

=1

donde c, y 1 € (0,1) son constantes.
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DEFINICION 4.2
Un proceso estocdstico centrado (Xt)te[o,T] se dice estadisticamente autosimilar

con exponente de Hurst H, si

(Xt)icior) =a (CfHXat)te[o,T]-

St ademds el proceso es de cuadrado integrable con incrementos estacionarios
se cumple

varXy

cov( Xy, X) = 5 (7 + 52— |t — s

DEFINICION 4.3
Sea (F¢)ier una familia creciente de sub-o-dlgebras de F para un espacio de

probabilidad (Q,F ,P). A estas familias suele llamdrseles filtracion cuando son
decrecientes. Un proceso estocdstico (Xy) es adaptable a (F ¢)ier, si X¢ es F -
medible para todo t.

Si (X;) es adaptable y X; € L'(Q, F,P) para todo t, entonces (X;) es una
martingala s

E(Xy|Fs)=Xs; Vs, teT,s<t,
y una semimartingala Si

E(Xt|Fs> 2 Xs-

El modelo de precios de Black-Scholes describe la fluctuacién de los precios en un
mercado determinado, el precio de las acciones en este modelo estd dado por

dSt = IUS — tdt + O'Stth; S(] >0
el precio del bono es B; = ¢"; donde p € R, 0,7 € RT son pardmetros conocidos.
La aleatoriedad del precio de la acciéon S se debe al movimiento browniano W'.

Tradicionalmente se considera un modelo de Black-Scholes simple, sin dividendos,
transaccion de costos ni limitaciones del pago a corto plazo de la accion. Bajo estas
condiciones el modelo tiene determinadas propiedades, por ejemplo, puede encon-
trarse un precio tinico para las opciones sobre la acciéon y se pueden evadir opciones
utilizando la formula de Ito-Clark- Ocone. Pero aparecen también “pequenos” prob-
lemas.
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El modelo B-S plantea que los log-retornos

Rt = log

k

= (1= )t = tis) + 0 (Wy, = Wy, )

son variables aleatorias independientes normalmente distribuidas.

La estructura de dependencia de los log-retornos ha sido estudiada teniendo en
cuenta el exponente de Hurst H. Para el caso no correlacionado puede tomarse
el valor H = %, pero estudios empiricos recientes muestran que H = 0,642 (ver
[39]). Para superar este punto critico ha sido propuesto el movimiento browniano
fraccionario(fBm), B/, reemplazando al movimiento browniano W. Un movimiento
browniano fraccionario es un proceso continuo gaussiano con funcién de covarianza

1
BB, BI) = S(+ 5% — |t — s*)

t S
_ H(2H—1)// it — s|2H-2dsdt.
0 0

El fBm es el dnico proceso gaussiano centrado con incrementos estacionarios. Si
H € (0,1) son autosimilares. En la modelacién financiera usualmente se utiliza
H € (%, 1]. Mandelbrot y Van Ness definen el fBm como una integral estocéstica
con respecto al movimiento browniano estandar

t
Bf:/ K(t,s)dWs,

donde k(t,s) depende de H. Aqui si H = 1 se tiene el movimiento browniano es-

2
tandar.

Por otro lado puede definirse para un proceso (X;)
n
sp(X, 7) = Z | Xop — X, [,
i=1

donde 7 es una particién del intervalo [0,7] y la p-variacién del proceso v, de la
manera usual, como el supremo sobre todas las particiones de [0, 7] de la cantidad
sp(X, 7). Se llamara indice de p-variacién al valor v, definido por

v(X,[0, 7)) = inf{p > 0:v,(X,[0,7]) < co}.

Puede comprobarse que para el fBm con H € (%, 1) se tiene que v(BH) = % Para
semimartingalas M se tiene que v(M) € [0,1] U2 de aqui que B} no es una semi-
martingala para H # %, por lo que no puede usarse la teoria de It6 para definir
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integrals estocasticas con respecto a él. Pueden definirse entonces integrales de tipo
Riemman Stieltjes usando la p-variacién y el hecho de que si f € V,, y g € V,, con

= + > 1 entonces existe la integral fo (t)df(t). Se ha demostrado ademds que

1

los arcos de un fBm B/ estén en V), casi seguro si y solo si p < T

fo (t)dBf existesig eV, y ¢ < 5.

de aqui que

La integracion estd basada en el calculo de Malliavin(ver [30]).

Se define £ como la expansion del espacio de funciones indicadoras x4 : t € [0, 7]
y el producto escalar (x4, X[o,5]) £ = E(BH BH) Para funciones de salto se tiene

< f.g>e=H(2H — 1)/0 /0 F(s)g(®)|t — s[>,

La aplicacion xpq — Bl es entonces una isometria de £ en £;, donde £; es el
espacio lineal de B,

Si denotamos por B(¢) la imagen de ¢ € £ por esta isometria y C' el conjunto de
todas las variables aleatorias de la forma

F = f(B"(¢1),...B"(¢n))
n < 1, ¢ € £, kzl_, f e C™(R"),

para F' € C se define la derivada de Malliavin como la variable aleatoria £-valuada
0
D =3 2L (B (0n), ... B (Gt
Lk
El operador divergencia 4 se define como D*(adjunto) y su dominio es

Domé = {u € £ : |E(DF,u) > < KE(F?)}.

Sea ahora u € Domd, la divergencia de 6(u) es una variable aleatoria de cuadrado
integrable definida por

E@(u)F) =E(DF,u)r),

para todo F. La integral de Wick-Ito-Skorohod del proceso u es

t
5(u):/ w6 B
0

Bajo ciertas condiciones de regularidad sobre u, se tiene entonces el siguiente teore-
ma.
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TEOREMA 4.1
Sea, para el proceso u € Dom(0)

T T
/ / | Dy ||t — s|*" 2dsdt < oo,
o Jo

entonces existe la integral fOT udBE y

T T T T
/ wdBF = / w B + H(2H — 1) / / | Dwg||t — s|*" 2dsdL.
0 0 0 0

Después de esta parte Yuri Krvavych se sumerge en cuestiones relacionadas con las
ventajas del teorema anterior, en el sentido de que implica mejorias considerables en
el modelo B-S clésico, entre otras cosas porque el fBm lo acerca mas a la realidad,
con todo lo que ello implica. El autor de esta tesis considera innnecesario exponer
lo concerniente a esta parte del trabajo de Krvavych, pues se aleja de los objetivos
planteados al inicio del capitulo.

Hasta aqui se ha mostrado un poco el alcance del concepto de p-variacién en la
obtencién de un resultado tedrico, (de existencia), con grandes consecuencias en la
practica y en la cual el mismo juega un papel casi determinante.

A continuacion se presentara de forma muy breve el articulo de Stanley Osher men-
cionado al principio. Aqui tanto las herramientas matematicas como el campo de
investigaciones son completamente diferentes.

4.2. Descomposicion y restauraciéon de imagenes
y modelo de textura

También en esta parte seran necesarios algunas definiciones y resultados previos.

Un espacio de Sobolev es un espacio vectorial normado de funciones, que puede verse
como un subespacio de LP. De hecho, un espacio de Sobolev es un subespacio del
espacio LP, formado por clases de funciones tales que sus derivadas hasta orden m
pertenecen también a LP.
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DEFINICION 4.4 (Espacio de Sobolev)
Dado un dominio Q C R", el espacio de Sobolev W™P(Q)), se define como

WmP(Q)=feL’|ID*f € LP(Q), Va eN"; |al <m C LP(Q)),

donde D*f es la notacion multi-indice para las derivadas parciales. Debe te-
nerse presente que dicho espacio estd formado por clases de equivalencia de
funciones.

La norma en los espacios de Sobolev se define a partir de la norma en LP

p

fllmps = { D 1D Goe para p>1,

lo<m|
y de igual forma para p = 0o

[l 000 = méx [[D f[| o ()
|| <m

TEOREMA 4.2 (de descomposicion de Hodge)
Toda k-forma w sobre K puede descomponerse en tres componentes de L*(K);
w = a+ [+, donde 7y es una funcion armdnica (es decir, Ay =0, siendo A
el operador de Laplace).

DEFINICION 4.5
Se llama variacion total generalizada en la region abierta y acotada Q C R?

de una funcion v € L'(Q) al valor [, |Vul|, donde el signo V denota el vector
gradiente de u.

El articulo de Osher, propone un nuevo modelo para la restauracion o reconstruccion
de una imagen real f, basado en la minimizacion de la variacién total de Rudin-
Osher (ver [34]), y en algunas nuevas técnicas de Y. Meyer (ver [24]), asumiendo la
parte oscilatoria de la imagen como una funcién de H~'().

Una imagen f se descompone en una parte dibujo v y una parte textura o ruido v.
La componente u es modelada por una funcién de variacién acotada en el sentido
generalizado y v es una funcién en un espacio de Banach adecuado.

Una tarea importante en el procesamiento de imagenes es la restauracion, o recu-
peracién de la parte u. Es decir, dada una imagen f € L?(Q) para Q C R?, se desea
obtener u, que representaria a la imagen real, ya que f viene siempre afectada por
un ruido (la parte v). Para resolver este problema inverso, una de las técnicas més
populares y efectivas es la de minimizacion y regulaciéon. Con este fin L. Rudin, S.

96



Osher and E. Fatemi (ver [35]), proponen el siguiente problema de minimizacién:

inf F(u) = / |Vu| + )\/ |f — ul*dxdy; A> 0.
w Q Q

El uso del espacio de las funciones de variacién acotada en este problema esta dado
por el hecho de su conveniencia para modelar funciones con discontinuidades sobre
lineas y curvas, pudiéndose asi preservar y representar los vértices y contornos en
una imagen. Formalmente, el problema de optimizacion anterior tiene asociada la
ecuacion de Euler-Lagrange

Vu>; Ou =0; en O

|Vul on
Este modelo tiene la ventaja de que preserva los vértices, pero para valores de A
pequenos se pierden detalles como la textura. Para superar esta dificultad, Y.Meyer
(ver [24]) propone sustituir la norma de L?(£2) en el segundo sumando del planteamien-
to del problema por otra norma mas débil, que sea adecuada para representar la
textura o los patrones oscilatorios.

T
u—f—l—ﬁdw(

DEFINICION 4.6
Sea G el espacio de Banach de todas las funciones generalizadas f(x,y) ex-

presables como

f(z,y) = Owgi(x,y) + Oyga(x,y)  con  g1,g2 € L7(),

y se considera la norma || f|l. como el infimo de todas las normas de |g| en
L*(), con g = (g1, 92)-

El espacio G coincide entonces con W=1°(Q), que es el espacio dual de
whl(Q).

Meyer propone entonces el nuevo modelo de restauracion

fgf{E(u):/Q|VU|+AI|f—u||*}. (4.1)

Esto representa un modelo de minimizacién convexa que no puede ser resuelto di-
rectamente, debido a que por la forma de la x-norma de f —u, no pueden expresarse
las ecuaciones de Euler-Lagrange asociadas. El autor del articulo que se presenta,
propone un primer método para la resolucién. En ese sentido, plantea el siguiente
problema para aproximar el anterior

u7£]1322{Gp(u’ 91, 92) },

para

G, g1, g0)} — / Vu| + / f = (ut divg)Pdady
Q Q
+ u(/(\/g%Jrngxdy)p) :
Q
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donde A y p son pardmetros de afinacion y p — oco. Note que en este modelo se tiene
que f —u ~ divg € WP(Q), que es el espacio dual al espacio de Sobolev W'#',
con % + z% = 1. El caso p = 2 corresponde al espacio H1(Q).

El nuevo modelo considera v = f —u = AP, para una tnica P € H (), con
Jo Pz ydwdy—OyaP—Oenaﬂ

4.2.1. Descripcion del Modelo

Astimase que f—u = divg con ¢ € L>(Q2)?. Entonces puede asegurarse la existen-
Cla de una tnica descomposicién de Hodges ¢ = V P+ (), donde P es una funcion real

Q es un campo libre de divergencia. De aqui se obtiene que f —u = div g = AP.
Ahora se expresa P = A™1(f—u) y se propone el siguiente problema de minimizacién
convexa, que es una versién simplificada de (4.1)

fgf{Em):/Q]wHa/QW(A1(f—u))\2d:cdy}. (4.2)

Este problema puede ser escrito utilizando la norma en H~!(), que se define por

Jolf-r = [ V(A" 0)Rdady.
Asi se tiene ahora

f%f{E(u):/vau|+5|lf—u||§{1}.

Minimizando en (4.2) se obtienen las ecuaciones de Euler-Lagrange

_ . Vu
AT f — ) = div (W) :

Aplicando el operador A en ambos miembros es

INf — u) = —Adiv (,gﬁ)

ecuacion que puede resolverse si se conduce al estado de equilibrio

= — = Adiv ( v ) —(u—f); u(0,x,y) = flz,y).

2A |Vul
Las condiciones de frontera asociadas son
ou_ 0K _
on  0On ’

donde K es la curvatura de las lines de nivel de u, K(z,y) = div (IV |> teniéndose

finalmente una ecuacion de cuarto orden en derivadas parciales que se resuelve
numéricamente. A continuacion se expondran , muy brevemente, algunos resultados
obtenidos de dicha resoluciéon numérica.
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4.2.2. Resultados numéricos

En esta parte se mostraran algunos resultados numéricos del articulo de Osher que
evidencian totalmente la gran utilidad de las funciones de variacién acotada en este
campo de la descomposicién de imagenes.

En la figura 4.1, se observa una imagen real, donde hay una alta presencia de tex-
turas combinadas con las partes no texturadas. Las componentes u y v se muestran
en las figuras 4.2 y 4.3. El nuevo modelo separa muy bien los detalles de textura,
mostrados en v, de las regiones no texturadas, mostradas en u. Ademas, detalles
como los ojos, estan muy bien representados en el componente u del nuevo modelo.
En otras palabras, el modelo funciona excelentemente con el mantenimiento de los
principales contornos en la componente u, y la componente v desempena de la mis-
ma forma la separacién de las caracteristicas principales de las de textura.

Las figuras 4.4,, 4.5 y 4.6 muestra el rendimiento del nuevo modelo para el problema
de eliminacién de ruido. Se muestra un zoom de la imagen de la muchacha, antes
y después de la corrupcion con un ruido blanco gaussiano de desviacién estandar
igual a 10, y el resultado sin ruido (en 4.6), es notable.

Por 1ultimo, un resultado de descomposiciéon en una imagen con un objeto de borde
fractal (correspondiente al pentdgono de Sierpinsky), utilizando el modelo. El resul-
tado de la descomposicién es notable, como se muestra en las figuras 4.7, 4.8 y 4.9,
la parte dibujo esta bien representada en el componente u, mientras que la parte
fractal, o sea la frontera, se mantiene en la componente oscilatoria v.
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Figura 4.1:

Figura 4.2:

Figura 4.3:
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Figura 4.5:

Figura 4.6:
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Figura 4.7:

Figura 4.8:

Figura 4.9:
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CONCLUSIONES Y
RECOMENDACIONES

CONCLUSIONES

En esta tesis se han expuesto resultados del autor que responden a algunas cues-
tiones que quedaron abiertas en su tesis de Licenciatura, como la regularidad del
algebra V), el estudio de algunas de sus subalgebras, la posibilidad de definir una
involucion y la inversibilidad de sus elementos. Ademas, se ha proyectado la cuestion
del estudio de la p-variacién acotada sobre nuevas direcciones de investigacion, como
son el trabajo sobre la relacion con las formas bilineales y algunas caracteristicas
topologicas del espacio.

Se expusieron ademaés resultados que conciernen al desarrollo de las investigaciones
sobre la busqueda de un teorema de representacion para los espacios de funciones de
p-variacién acotada y absolutamente p-continuas. Se han incluido en esta parte los
enfoques que el autor considera mas influyentes en el desarrollo del problema, con
el objetivo de describir de manera clara e ilustrativa la evolucién en su tratamiento,
teniendo en cuenta que en la literatura a su disposicion no se tienen referencias rela-
cionadas con el estudio de la dualidad de estos espacios. También se incluyen, a modo
de finas pinceladas, algunas aplicaciones practicas en las que aparecen las funciones
de p-variacién acotada (incluido el caso p = 1), con la intencién de evidenciar la
variedad de matices y trascendencia hacia otras disciplinas matematicas que puede
llegar a tener el estudio y tratamiento de un concepto tan sencillo y antiguo como
el de variacion. La seleccion de estas aplicaciones entre todos los trabajos, revisados
por el autor, en los que de una forma u otra se utilizan las funciones de p-variacién
acotada, no resulté en modo alguno sencilla (ver [22]), ([23]), ([34]), ([35]).

Al cumplimiento de estos propdsitos se opone el hecho de la ausencia aqui de intere-
santes y bellos resultados de Golubov (ver [14]) o Gelfand, Raikov, Naimark y Shilov
(ver [12], [13]) que ocupan un lugar significativo en el estudio de las propiedades de
las funciones de p-variaciéon acotada y la busqueda del espacio de ideales maximales
del algebra Vj, respectivamente. La presentacion en este tesis de estas ideas semi-
nales, hubiera atentado (por contrastante), contra la claridad del trabajo.
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RECOMENDACIONES

Un élgebra no arquimedeana es un anillo normado definido sobre un cuerpo no
arquimedeano (por ejemplo el de los niimeros p-ddicos), en el cual se cumple la de-
sigualdad triangular fuerte || f + g|| < méax||f|;|lgll- En ([9]) y ([27]), se presentan
condiciones suficientes de regularidad para un algebra no arquimedeana semisim-
ple y una descripcién de los ideales cerrados, respectivamente. El autor recomienda
trabajar en este sentido sobre el dlgebra V), pues se demuestra con facilidad que es
arquimedeana, redefiniéndola en el sentido siguiente:

La funcién f: R — (C) se dice de p-variacion acotada, f € V;Jd si es monodtona

no decreciente y para cada x € R se tiene que f(x) = w
que f(—o0) = 0.

La norma se considera igualmente como la p-variacién y el algebra que resulta, es

también de Banach con la unidad adjunta.

y se tiene

Por otro lado nétese que el algebra de las funciones de p-variacion acotada Vpd es
isomorfa (al igual que V},) a U, la de las funciones que son representables como trans-
formada de Fourier-Stieltjes de otra f con || f[ly¢ < co. En relacién con este tipo
de funciones existe abundante literatura que puede ser muy sugerente al abordar el
problema en cuestién, puede verse por ejemplo (ver[4]).

Considérese, por ultimo y también de suma importancia, el trabajo con las apli-
caciones de las funciones de p-variacion acotada 1 < p < oo. El autor recomienda
en especial el tratamiento del problema de la descomposicién de iméagenes, con-
siderando ahora imégenes f con la componente u de p-variacién generalizada finita,
pues conjetura que con el refinamiento de la variacion pueden obtenerse mejoras en
los 6ptimos del primer problema de minimizacién convexa planteado en el capitulo
cuarto, realizando ademas los cambios adecuados en el espacio correspondiente a la
parte oscilatoria v.

Actualmente el autor de esta tesis trabaja en estas direcciones.
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