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6.1 Producto Cartesiano
Il Definicién 1

Sean A y B conjuntos tales que A # () y B # ). Se llama producto cartesiano de A y B, denotado por A x B,
al conjunto, {(a,b) tal que a € A,;b € B}.

O sea: Ax B ={(a,b) tal que a € A,b € B}

Il Ejemplo 1
Sean A ={1,2} B =1{1,2,3}.

Entonces A x B ={(1,1),(1,2),(1,3),(2,1),(2,2),(2,3)}.

Ejercicios 1
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Sean A ={-1,0} y B ={0,1}. Determine B x A

-1
Sean X = {\/5, 3}, Y = {7}. Determine X x Y

Il Definicion 2

Sean A y B conjuntos tales que A # () y B # ). Los elementos de A x B se llaman pares ordenados, por que
sit a € A, b € B ya#b entonces (a,b) # (b,a).

Asf con respecto al primer ejemplo, observe que: (1,2) # (2,1)

6.2 Sistema de Coordenadas Rectangulares

En un capitulo anterior vimos que podemos representar los nimeros reales como puntos de una recta. Ahora
estamos interesados en obtener una representacion para R x R, esto de acuerdo a la definicién 1, al conjunto:

{(z,y) tal que =,y € R}

Lo que buscamos “es establecer una correspondencia entre el conjunto de todos los pares ordenados de niimeros
reales (R x R) y el conjunto de todos los puntos de un plano.”

Una forma de establecer esta correspondencia es por medio de un sistema de coordenadas rectangulares que se
puede construir de la siguiente forma:

Se dibujan dos rectas numeéricas perpendiculares entre si, que se intersecan en el punto cero de cada una, como
se muestra en la siguiente figura.

A
Y

-2 -1 0 1 2

Nota: El nombre de sistema de coordenadas rectangulares se debe a que las rectas numéricas se intersecan
determinando un dngulo recto (dngulo de 90°).

Las dos rectas numéricas de la figura anterior recibe el nombre de ejes coordenados.

Los ejes coordenados son, generalmente (en este curso siempre), un eje horizontal (que llamamos eje X) y un
eje vertical (que llamaremos eje Y).

El punto cero donde se intersecan el eje X y el eje Y se llama origen.
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<~ FjeY

Origen

Eje X

El plano en que se usa un sistema de coordenadas se llama plano coordenado o plano real. Asi a cada punto P
del plano se le puede asignar un par ordenado de niimeros reales, como sigue:

Se traza desde P un segmento perpendicular al eje X, que le interseque en el punto a. (Ver figura 3).

Se traza desde P un segmento perpendicular al eje Y en el punto b.

YA
Ordenadas —»
bl---P
< p T 5{
abcisas

El nimero a recibe el nombre de abscisa
El ntimero b recibe el nombre de ordenada

Al punto P le podemos asignar el par ordenado (a,b). (Note que primero se escribe la abscisa (a) y luego la
ordenada (b))

Diremos que P tiene coordenadas a y b.
En forma similar, a un par ordenado de ntimeros reales se le puede asignar un punto del plano coordenado.
De todo lo anterior tenemos:

A cada punto P del plano coordenado se le asocia exactamente un par ordenado de nimeros reales (a,b) y a
cada par ordenado de niimeros reales se asocia exactamente un punto del plano.

Ejercicios 2
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Represente en un sistema de coordenadas rectangulares los elementos de cada uno de los siguientes conjuntos:

Las cuatro regiones en las que los ejes de un sistema coordenado rectangular divide al plano se llaman cuadrantes.
Los cuadrantes se numeran I, I, III y IV, de la siguiente manera:

Cuadrante II Cuadrante I

A
Y

Cuadrante III Cuadrante IV

También se le llama primero, segundo, tercero y cuarto cuadrante.

6.2.1 Signo de las coordenadas de un punto, segin el cuadrante donde esté

Sea P un punto de coordenadas (x,y) entonces tenemos que:
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6.3 Funciones

Il Definiciéon 3

Sean A y B dos conjuntos no vacios. Una funcién f de A en B es una ley, regla o correspondencia que a cada
elemento de A, le hace corresponder un y sélo un elemento de B.

Il Definicién 4

Sean A y B dos conjuntos no vacios y f de A en B una funcién. Sea a € A. El elemento que f le hace
corresponder a a en B, se llama imagen de a y se denota por f(a) (f(a) : selee “efe de a”) y a recibe el nombre
de preimagen de f(a).

Il Ejemplo 2

Sea:

Tal y como esté definida esta correspondencia f es funcién de x en y.

Complete:

a) Al 1 se le asigna el —1, o sea f(1) = —1. La imagen de 1 es:

b) Al 2 se le asigna el —2, o sea f(2) = —2. La preimagen de —2 es:

c) Al 3 se le asigna el —3, o sea = . La imagen de 3 es:
d) Al 4 se le asigna el —4, o sea = . La preimagen de —4 es:
Notacion:

Sean A y B dos conjuntos no vaciosy a € A

Si f es una funcién de A en By f(a) es la imagen de a, esto se indica de la siguiente forma
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f+A — B,
a— f(a)

Il Definicién 5

Sean A y B dos conjuntos no vacios y f: A — B funcién.

Entonces:
1. A recibe el nombre de dominio de la funcién

2. B recibe el nombre de codominio de la funcién

Ejercicios 3

Complete:

1. Con respecto al ejemplo 2:

a) El dominio de la funcién es

b) El codominio de la funcién es

2. Considere la funcién f :] —5,4] — R. Entonces:

a) El dominio de la f es

b) El codominio de la f es

Il Definicion 6
Sean A y B conjuntos no vacios y f : A — B funcién.

a) Se llama rango o dmbito de f al conjunto Ay, definido por la igualdad: Ay = {f(z) tal que = € A}

O sea Ay es el conjunto de las imégenes.

b) Se llama gréfico de f al conjunto Gy, definido por la igualdad Gy = {(z, f(x)) tal que =z € A}

Una funcién se puede definir por medio de diagramas de Venn. También puede definirse dando su dominio,
codominio y una regla que indica en que forma se asocia cada miembro del dominio, con uno del codominio. La
regla es a menudo (aunque no siempre) una frase numérica abierta.
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Il Ejemplo 3
Sea A={-2,-1,0,1,2}, B={-6,-5,—-4,-2,0,1,2,4,6} vy f: A — B, f(z)=2

Determine
a) El d4mbito o rango de f.
b) El gréfico de f.

c) Represente el gréfico de f en un sistema de coordenadas rectangulares.

Solucion

a) Para determinar Ay, construyamos la siguiente tabla de valores considerando que f(z) = 2z

f(=2) = 2(=2) = -4

fe) = 21 = -2 o] %
-2 | —4

fO) = 20 = 0 12
0 0

f1) = 21) = 2 1] 2
21 4

f2) = 202 = 4

Por lo que Ay = {—4,-2,0,2,4}

b) Por definicién Gy = {(z,2z) tal que = € A} por lo que:
Gr={(-2,-4),(-1,-2),(0,0),(1,2),(2,4)}

c¢) Representacién de Gy

Y A

A
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Nota: Generalmente en vez de escribir “Represente el grafico de f en un sistema de coordenadas rectangulares”,
escribiremos “Realice el trazo de f 7

Ejercicios 4

Para cada una de las siguientes funciones

1. Determine:

2. Realice el trazo de f

a) Sea A={—3,-2,v2,-1}, B={-5,-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,45} v f:A — B, f(z)=22

- -1 1
73 1 7077a153

A= 1. — =
b) Sean {2, ' 515

}, B=|-T71y f:A — B, f(z)=—-4z

Il Definicién 7

Sean A y B dos conjuntos no vacios y f: A — B, funcién. Sea o € A, se dice que « es un cero de f, si se
cumple que: f(a) =0

Il Ejemplo 4

Sea f:R — R, f(z)=2x-1

a) Determine los ceros de f.

b) Realice el trazo de f.

Solucién

a) Ceros de f:

flz)=0 <= 2z-1 = 0
2z = 1

1

x -

2

1
Por lo que 5 €8 un cero de f.

b) Trazo de f:

Observe que en este caso el dominio de f es R, asi es que = se le puede asignar cualquier nimero real,
pero para construir la tabla de valores escogemos valores para = “ apropiados ”.
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2¢c—1| -5 | -4 | -3|-110|1]3

f(x) = 2x-1

Y >

Observe que en el grafico anterior se obtiene:

1
1. La interseccién entre la grafica de f y el eje X es <2, O>

2. La interseccién entre la gréfica de f y el eje Y es (0, —1)

En general:
Sean A y B dos conjuntos no vacios y f: A — B funcion.
a) Interseccién entre la grafica de f y el eje X

Sea o € A tal que f(a) =0, es decir « es un cero de f, entonces la gréifica de f interseca el eje X en el
punto (¢, 0)

b) Interseccién entre la gréfica de f y el eje YV

Sea 8 € B tal que f(0) = 3, es decir (3 es la imagen de cero, entonces la gréfica de f interseca el eje Y
en el punto (0, 3)

Il Ejemplo 5
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Complete, de acuerdo a las graficas que se presentan:

A

a) f interseca al eje X en:

~< ) > > b) f interseca al eje Y en:
¢) f(x) =0 cuando z vale:
-4
flx)=y \
Y A
2

a) g interseca al eje X en:

N
Y

A

-1 3
b) g interseca al eje Y en:
¢) g(x) =0 cuando z vale:
Y
g(x) =y
h(z) =y
YA
a) h interseca al eje X en:
2

\ b) h interseca al eje Y en:
X
< c¢) h(z) =0 cuando z vale:

) 1 5\ >
-1

Y

Recuerde que si f es una funcién, el ntimero real f(z) se representa en el eje Y, por esto a menudo escribimos

flx)=y
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As{ para ver cuando una funcién es positiva (o negativa) basta ver para que valores de z, f(z) > 0 (o f(z) < 0).

Il Ejemplo 6

Considere la grafica de una funcion f, f: R — R

Y A

/ﬁ N

- = > >
Y

Determine, en notacién de intervalos, los conjuntos

a) A={r € R tal que f(z) >0}

b) B={z € R tal que f(z) <0}

Solucién

a) Como f(x) =y, basta ver cuando y > 0.

Por lo que A =] —1,2]

b) Similarmente basta ver cuando y < 0.

Por lo que B =] — oo, —1[ J ]2, +o0|

Ejercicios 5

1. Para cada una de las siguientes funciones:
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YA

Y >

A

fR—R

YA

\ / x f:]1-55—R

Determine:

a) Intervalos donde f es positiva

b) Intervalos donde f es negativa

c) Puntos de interseccién con el eje X

d) Puntos de interseccién con el eje Y

2. Sea f:R — R, f(x)=xz. Realice el trazo de f

Nota: Esta funcion recibe el nombre de funcién identidad.

3. Seag:R — R, f(z)=3. Realice el trazo de g

4. Seac € R;sea h:R — R, h(z)=c. Realice el trazo de h

Nota: Las funciones g y h anteriores reciben el nombre de funciones constantes.

5. Sea



B x+2 s x € [-50]
f(x)—{ —z4+2six € [0,5]

Realice el trazo de f

. Sea
-3 stz € [-3,-2
2 sz € [-2,-1]
) —1siz e [-1,0]
1(@) 0siz e [0,1]
1siz e 1,2
3sixz e [2,3

Realice el trazo de f

—zx—3six €]-5,—1]
f(z) = -2 stz €]-1,1]
x—3 stz € [1,5

Realice el trazo de f

. Sean f, g, h funciones con dominio R, tales que:

z? -3
T =
glx) =3x+1

flz)=V—-2x+5

Determine:

La interseccién de la grafica de f, de g y de h con los ejes coordenados.

Il Definiciéon 8

Nota: Recuerde que:

a

1. Si — € R entonces b # 0

b

J. Rodriguez S. A. Astorga M.
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Algunas veces cuando una funcién estd definida por una frase numérica abierta, nos interesa determinar los
valores de la variable para los cuales la frase numérica abierta representa un niimero real, es decir nos interesa
saber el dominio de la variable.

Sea f(x) = y, donde y es una frase numérica abierta que involucra la variable 2. Entonces diremos que el
dominio de la variable z es el dominio maximo de f y lo denotamos D¢
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2. Si /a € R, con n par entonces a > 0

Il Ejemplo 7

x
—-1

1. Sea f(z) = . Como x — 1 # 0 entonces x # 1

Por lo que el dominio de f es R — {1}, o sea Dy =R — {1}

3
2. Sea f(z) = 2;25, aqui tiene que cumplirse que z2 — 25 # 0
72 _
22-25 = 0
z—5 = 0 = T = 5
(x—=5)(x+5) = 0 =
z+5 = 0 = x = -5
Por lo que Dy =R — {5, -5}
Il Ejemplo 8
Sea f(x) vl aqui tiene que c lirse que v 1 >0
) = | ————— , aqui tiene que cumplirse que ———— >
@+ D@-2) " 4 PR D@ —2)
Raices: 1 —-1=0 = z=1
Restricciones: x = —1, x =2
—00 -1 1 2 400
z—1 - — + +
z+1 - + + +
z—2 - — | - 0+
r—1 n n
(z+1)(z—2)
Por lo que Dy =] —1,1] U ]2, 4+00]
Il Ejemplo 9

v 2
Sea g(x) = Li, aqui tiene que cumplirse que z+2>0y z—1#0
T —



a) t+2>0<= x> 22 € [-2,+0]

b))z —1#0=x#1

Por lo que Dy = [-2, 400 — {1}

Ejercicios 6

Determine el dominio maximo para las funciones definidas por:

—r+1

2+ 2%
2 —1

Sean A y B conjuntos no vacios y f: A — B, funcién

J. Rodriguez S. A. Astorga M.
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1. f se dice que es inyectiva: si todo elemento en B (codominio) tiene a lo més una preimagen en A (do-

minio).

Es decir: Si f(a) = f(b) entonces a = b

2. f se dice que es sobreyectiva: si todo elemento en B (codominio) tiene alguna preimagen en A (dominio).

3. f se dice que es biyectiva: si es inyectiva y sobreyectiva.

a) Ejemplos de funciones inyectivas

Y 4

A

\

Y X<

<
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b) Ejemplos de funciones no inyectivas

YA

X
Y
¢) Ejemplos de funciones sobreyectivas
f: [_474} - [_535]
Y A
5f----nnnn-- .
LX
<« -4E 4 >
_________ ]
Y
d) Ejemplos de funciones no sobreyectivas
I [_271[U ]274} - [_373]
YA
 J SO
2 b------ e/‘l
1t-- i |
T x
= T2 L
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6.4 Algebra de Funciones

Nos abocaremos ahora a obtener “nuevas” funciones a partir de funciones dadas, esto lo haremos haciendo uso
de operaciones algebraicas.

Las funciones que obtendremos seran la suma, la diferencia, el producto, el cociente o la composicién de fun-
ciones dadas.

Il Definicién 9

Sean fy g funciones cuyos dominios son D y D, respectivamente; entonces definimos las funciones f + g, f —g, f-g, =

llamadas suma, diferencia, producto y cociente, respectivamente, de la manera siguiente:

1. (f+g)(x) = f(zx) +g(x); paracadaz € DyND,
2. (f—g)(x) = f(x) —g(z); paracadaz € DyND,
3. (f-9)(x)= f(z)-g(x); paracadax € DyND,

! _ S, con g(x x
4. (g) (x)_g(x)’ gx) #0yx € DyNDy

Notemos que el dominio de las funciones f+g¢g, f—g, f-g, S es el mismo, a saber Dy N D,
g

Nota: Cuando no se especifique el dominio de una funcién se entendera que éste es el maximo dominio real de
la funcién.

Il Ejemplo 10

Si f y g son funciones definidas respectivamente por: f(x) = vz +1, g(x) =z + 2, entonces

L(f+9)3)=fB)+9B8)=2+5=7
2. (f=9)B3)=fB)-9B8)=2-5=-3

3. (£ 9)3)=/(3) 9(3)=2-5=10

Observemos que (f + ¢)(=3), (f —9)(=3), (f-9)(-3), (ch> (—3) no estdn definidas pues —3 ¢ Dy N D,
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Il Ejemplo 11

Sean f y g funciones definidas respectivamente por: f(z) = 52% — 2z +5, g(x) = 3z + 2

Determinar (f + g)(x), (f — g)(z), (f-g)(x), <§) (z). Ademds indicar sus dominios respectivos.

Solucién

Como Dy =R; Dy =R entonces el dominio méximo para las funciones f +g, f—g, f-g9, es Dy(1Dy =R
a)  (f+9)(z) f(z) +g(x)

= 522 —22+54+3x+2

= 52’ +ax+7, osea (f+g)(xr)=5r+x+7

o
~
—~~
~

|
)
~
—~

8
~

Il

f(z) —g(x)
= 522 —2r+5—(3z+2)
= 52?2 —-2x+5—-3x—2

= 522 -5r+3, osea (f—g)(x)=>52%—-5x+3

o (f-9) = flz) g(z)
= (522 — 22+ 5)(3z + 2)
= 1523 — 622 + 152 + 1022 — 42 + 10

= 1523 +422 4+ 11z +10 osea (f-g)(x)= 1523+ 42? + 112 + 10

—2
d) Comog(z)=0<=3x+2=0<= 2= 3 entonces el dominio de la funcién 5 esR — {3} y ademas:

(- 13-

) f _5x2—2x+5
O sea: (g (x) = T

Il Ejemplo 12
Considere las funciones f y ¢ definidas por:
f(z)=2—+/3; parax €]—2,5]

g(x) =z ++/3; paraz € [-5,2]
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Determine (f - g)(x) y su dominio respectivo.

Soluciéon
(f-9)(x)=(x—V3)(x+v3) =223, osea (f-g)(x)=12%-3

El dominio de esta funcién es:

]—2,5[N[-5,2] =] — 2,2

Il Ejemplo 13
Considere las funciones f y ¢ definidas por:
f(x) =6z —9; parax € [0,5]

g(x) =2z —3; parax € |1,7]

Determine <f) (z) vy su dominio respectivo.
g

Solucion
f _ f(x) 6x—-9 3(2r-3)
(g> (z) = glx) 2x—-3  22-3 =3

O sea <f> (z) = 3, Adems4s
g
3
como g(x) =0six = 2’ entonces x no puede tomar el valor de 2’ ademads como:

[0,5[ N ]1,7] =]1,5[ entonces el dominio de f es |1,5[— {2}
g

Ejercicios 7
1. Sean f(z) =z +3 paraxz € [-5,1]y g(z) =6+ 2z paraz € | —6,0]
Determine: (f + g)(z), (f —g)(z), (f-g)(x), (f> (z), e indicar el dominio de la funcién respectiva.
g

2. Sean h(z) = v2 —2x, m(z) = v2zx + 6. Determine (h-m)(z) y su dominio respectivo.

3. Sean r(z) = 22 — 4, s(z) = = + 2. Determine (f) (z) y su dominio respectivo.
s

Il Definicion 10

Sea f: A — B una funcién, sea « € R, « constante, llamaremos producto de a y f y lo designamos « - f
a la funcién definida por: (af)(z) = a- f(x) para cada x € A



22  Funciones

Il Ejemplo 14
Si f(z) =2x — 1y a =3 entonces

(af)(x) = (Bf)(z) =3f(r) =3(2x —1)=6x—3, osea (3f)(x)=06x—3

Ejercicios 8

Sea f(x) =3 — z; caleule: (2f)(x); (=5f)(x); (3f)(1)

6.5 Composicion de funciones

Consideremos la funcién f definida por: f(z) = 2z 4+ 3 y calculamos:

a) f(1)=2-(1)+3=2+3=5; osea f(1)=5

f(=1) = 2-(-1)+3 = -2+43, osea f(-1) = 1
f2) = 2.2+3 = 7T, osea  f(2) = 7
f(=2) = 2-(-2)+3 = -1,  osea f(-2) = -1
f0) = 2.(0)+3 = 3, osea  f(0) = 3

b) Notemos que para calcular f(1); f(—=1); f(2); f(=2) y f(0), lo que hemos hecho es sustituir = en la
expresion: f(z) =2z + 3, por 1,—1,2,—2 y 0 respectivamente.

1
De la misma forma, para calcular f(24 h); f(a+h); f(a—h),f (+1> lo que haremos es sustituir
x

en la expresién f(z) =2x+ 3, por 2+ h, a+h, a — h, P respectivamente de la siguiente manera:
x

f2+h) = 2-2+h)+3 = 247 o sea, f2+h) = 2h+7
fla+h) = 2-(a+h)+3 = 2a+2h+3 o sea, fla+h) = 2a+2h+3
fla—h) = 2-(a—h)+3 = 2a—2h+3 osea, fla—h) = 2a—2h+3

f 1 N 1 13 — 3r+5 o sea f 1 3z +5
z+1 - z+1 oz +1 ’ z4+1 oz +1
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Ejercicios 9

Considere la funcién f definida por: f(x) =322 -5

Caleule: £(0), f(1), f(~2), F2), FB+h). f2—h). flatb). fla—b). f(va). f( z )

rz—1

Il Definicién 11

Sean f: A— Cyg: B — D funciones, tales que f(A) N B # ), entonces se llama funcién compuesta de g y
f y la denotamos “go f” a la funcién definida por (g o f)(z) = g[f(x)], para cada x € A, tal que f(z) € B.

Graficamente podemos representar la funcion compuesta de g y f de la manera siguiente

Observacion

1. De la definicién anterior se deduce que el dominio de la funcién g o f es dado por:

Dyoy ={x € Dy tal que f(x) € Dy}

2. Nosotros no nos preocupamos por determinar el dominio de la funcién compuesta, sino inicamente nos
interesa establecer el criterio que define la funcién.

3. En la mayoria de los casos (salvo en ocasiones especiales) gof es diferente de fog

Il Ejemplo 15

Considere las funciones f y ¢ definidas por:

f(x) =222 g(x) = 4x + 1. Determine:

a) El criterio para la funcién fog

b) El criterio para la funcién gof
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Solucién
a.) (gof)(x) = glf(@)]
= g[22]
= 4)22?)+1
= 8z?+1

Es decir: (gof)(z) = 822 +1

b. (fog)(x)

flg(@)]

= flz+1]

= 24z +1)?

= 2[162% + 8z +1]
= 3227 + 16z +2

Es decir: (fog)(x) = 3222 + 16z + 2

Il Ejemplo 16

Considere las funciones f y g definidas por: f(z) = /z, g(z) = bz — 4. Determine:

a) El criterio para la funcién fog

b) El criterio para la funcién gof

Solucién
a) (fog)(z) = flg()] b) (gof)(x) = glf(z)]
= flbz—4] = glva]
- Bz 1 = 5/7—4
Es decir: (fog)(z) = 5z — 4 Es decir: (gof)(z) = 57 — 4

Il Ejemplo 17

Considere la funcién f definida por f(z) = 3z + 2. Determine el criterio para la funcién fof.

Solucién
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-~
o)
\H
~
&
~
I

flf(@)]

= fBz+72]

= 33z +2]+2
= 9r+6+2
— 9248

Es decir: (fof)(x) =9z +8

Ejercicios 10

1. Para cada uno de los pares de funciones f y g determine el criterio correspondiente a las funciones fog y

gof:

a) f(r)=222+6 , glx) =Tz +2
b) f@)=22-z-1 , ga)=z-1
) f@)=—= . gle)=vir3
d) f(x):z;i , g(x)=zfi
e) f(x)=a2+22 , g(z) =3z +4
o f@)=a? gl =

2. Sean f(x) =3x — 7y g(z) =2z + k. Determine k de modo que (fog)(z) = (gof)(x)

6.6 Funciones Inversas

Sea f: A — B una funcién biyectiva. Segun la definicién de funcién biyectiva tenemos que f(A) = B y que
cada elemento “y” de B es imagen de uno y sélo un elemento “z” de A, entonces es posible definir una funcién
f~1: B — A, que llamaremos inversa de f, de la manera siguiente.

Il Definicion 12

Sea f: A — B una funcién biyectiva entonces la funcién inversa f~! de f es una funcién biyectiva tal que:
fTf7eB— Ay [fflly)=ae=fl@)=y (%)

Graficamente podemos representar estas funciones de la manera siguiente:
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flof

De la representacién anterior se puede notar que: (f~to f)(z) =2y que (fo fH(z) =2

Il Ejemplo 18

Sea f: R — R,biyectiva f(z)=2z—1
a) Determine el criterio para la funcién f~!

b) Verifique que (f o f~H)(z) =2y (f o f)(z) ==

c¢) Represente en un mismo sistema de coordenadas rectangulares los graficos de f, =1, g donde g(z) = x
Solucion

a) Como f(x) =2z — 1y f(x) = y entonces podemos escribir y = 2x — 1. Como en la definicién  (*)
x = f~1(y), el criterio para la funcién f~! se obtiene despejando x en términos de y, de la siguiente

manera:
y+1 _ y+1

y=2r—1 = y+1=2r = T:x _— fyl:T

Como las letras particulares que se usan para expresar el criterio de una funcién, no son importantes, se

acostumbra a expresar el criterio en términos de la variable x, asi en vez de escribir:

z+1
2

1
iy = y—;— , escribimos f~1(z) =
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b)
(fof N)(@) = [f(f (=) (f~rof)(@) = [fHf(z))
z+1 _ ~1(9 _
_ f< : ) = -
' 20 —1+1
x + -
_ 2( : )_1 2
2
= z+1-1 T2

Ast (fof)(z) ==

c) Para representar los graficos correspondientes a f y f~! construimos las siguientes tablas de valores:

r | —2|-1| 0 |1]2 r | -5 |-3|-1|1]3
fl@)|-5]-3|-1]1]|3 f ) | =2 | -1 0 112
Y A
flx) = 2x-1

/// flx)=x

x+1

f0 ==

X

A

Il Ejemplo 19

Sea f:[—3,400[ — [0,4+00] biyectiva, f(z)=+x+3

a) Determine el dominio y 4mbito de f~!

b) Determine el criterio para la funcién f~! (en adelante f~!(z))
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¢) Verifique que (fof ~')(z) =z y (f~'of)(z) = @
d) Represente en un mismo sistema de coordenadas rectangulares los graficos de f, f~! y g donde g(z) = z

Solucién

a) El dominio de f~1 es [0, +o0]

El 4mbito de f~! es [-3, +o0]

b) Comoy =+vVz+3 = y?=2+3,y?> -3 =, comox = f~1(y) tenemos f~1(y) = y?> — 3 y por lo
tanto podemos decir que f~1(z) = 2% -3

Observe que al despejar x obtenemos que f~!(y) = y?> — 3 sin embargo, por convenio en la notacién,

escribimos f~1(z) = 2% -3

c) .
(fofH(@) = f(f (=)

_ f(x2 —3) (f_lof)(x) i _i(f(x))

= |z|y como z >0
= =z

Por lo tanto: (fof Y)(x) =2 y (f~ltof)(z) ==

d) Para representar los gréficos correspondientes a f y f~! construiremos las siguientes tablas de valores:
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Y A fil(x) =x23
glx)=x
flx)=vVx+3

2
1
<: 3 2 1 1 2 3 X}>
-2
-3
Y

Ejercicios 11

A continuacién se presentan funciones biyectivas f, para cada una de ellas usted debe:

a) Determinar el dominio y ambito de la funcién inversa f~1.
b) Determinar el criterio para la funcién f~1.
c) Verificar que (fof ) (z) =2 y (flof)(z) ==z.

d) Representar en un mismo sistema de coordenadas rectangulares los graficos de fy f~! y g donde g(z) =

1.1 f:[0,400[ — [l,400], f(z)=1+32> 44 f:[0,4+0c0] — [0,+00], f(x)=+x
22 fi]—-00,2[ — [0,4<[, f(z)=v2-2 55 f:R — R, f(z)=23

33 f:[l,+00] — [-1,+00], f(z)=2*>-2 66 f:R — R, f(zr)=22-3

6.7 Funciones Crecientes y Funciones Decrecientes

Il Definicién 13

(Funcioén creciente). Sea ACRy f: A — R, funcién.

Sea I C A, se dice que f es una funcion creciente en I, si para cualquier par de nimeros a y b en I, tales que
a < b se cumple que f(a) < f(b), como se muestra en la siguiente figura.
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fv)

f(a)

A
Y

Il Definicién 14

(Funcién decreciente). Sea ACRy f: A — R, funcién.

Sea J C A, se dice que f es una funcién decreciente en J, si para cualquier par de niimeros a y b en J, tales
que a < b se cumple que f(a) > f(b).

Y A

f(a)

f(b)

A

A
S
o

<

Con respecto al trazo de la grafica de una funcién las definiciones anteriores se pueden expresar de la manera
siguiente.

[1Pe)) [19%h

Una funcién f es creciente si cuando “a” crece (z varfa de izquierda a derecha), el valor correspondiente a “y
crece (“asciende”).

Una funcién f es decreciente si cuando “x” crece (z varfa de izquierda a derecha), el valor correspondiente a

“y” decrece (“desciende”).

Ejercicios 12

Para cada uno de los siguientes trazos de funciones determine:

a) Intervalos donde la funcién es creciente.

)
b) Intervalos donde la funcién es decreciente.
c) A={x eR tal que f(z)> 0}

)

d) B={z eR tal que f(z) <0}
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0}

f) Interseccién con los ejes coordenados

{z €R tal que f(z)=

e) C=

P ~H

Y A

Y
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Il Definicion 15

Sea f : R — R una funcién tal que f(z) = a,2" +a,_12" 1 +...4+a12+ag donde a,, a,_1, ..., ag son constantes
reales, a, # 0y n € N, f se llama funcién polinomial de grado n

Ejercicios 13
La funcién definida por:
1. f(z) = 223 + 522 — 9z + 3, es una funcién polinomial de grado

2. g(x) = 22° — 42% + 3, es una funcién polinomial de grado

3. h(z) = g z + 1, es una funcién polinomial de grado

4. m(xz) = —2, es una funcién polinomial de grado

5. s(x) =5, es una funcién polinomial de grado

Il Definicién 16

Sea f : R — R una funcién tal que f(x) = 0, f recibe el nombre de funcién polinomial cero y no se le asigna grado.

6.7.1 Ceros de una funcién polinomial

Il Definicién 17

Sea f una funcién polinomial definida por f(z) = a,2™ + ap_12" 1 + ... + a1 + ag y sea a € R. « recibe el
nombre de cero de f si f(a) =0, osea a,a" +ap_1a" '+ ... +aja+a=0

Ejercicios 14
1. —2 es un cero de la funcién f definida por f(z) = 4 — 2?2 pues

2

2. 3 es un cero de la funcién f definida por f(z) = 2 — z — 6 pues

Nota: Aceptaremos y usaremos sin demostrar la siguiente proposicion:

Proposicion 1

Una funcién polinomial de grado n tiene a lo sumo n ceros reales.

Ejercicios 15
1. La funcién f definida por f(z) = 2% — 2 — 6 tiene a lo sumo ceros reales.

2. La funcién f definida por f(x) = 2 — 422 — 4 tiene a lo sumo ceros reales.

Nota: Observemos que si f es una funcién polinomial definida por f(x) = a,2™ + a,_12" "1 + ... + a1 + ao,
la expresion anpx™ + ap_12" " + ... + a12 + ag es un polinomio, de aqui en adelante hablaremos de polinomio al
referirnos a la expresion que define una funcién polinomial.
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Como los polinomios definen un tipo particular de funciones, a saber, las funciones polinomiales; dados dos

polinomios, podemos efectuar las operaciones definidas para las funciones

Il Ejemplo 20

Sean P(z) y Q(z) tales que: P(z) = 2% — 5z +1, Q(x) =x — 3. Determine:

1. (P+Q)(x)

2. (P-Q)(z)

3. (P-Q)(z)

1. (PoQ)(x)

Solucién

1)

(P +Q)(z)

osea (P + Q)(z) = 2?

2)

(P - Q)(z)

osea (P+ Q)(r) = 2?

3)

(P-Q)(x)

P(z) + Q(x)
(22 =52+ 1) + (x — 3)

22 —b5x+1+z—3

22 —dx —2
—4x —2
P(z) - Q(z)

(22 =5z +1) — (x — 3)
2?2 —br+1—2+3
z2 —6x +4

—6x +4

P(z) - Q(z)
(22 = 5x+1) - (z — 3)
23 — 322 —5a? + 15+ —3

3 — 8x2 + 16 — 3
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osea (P+ Q)(z) = 2% — 822 + 162 — 3

4)  (PoQ)(x) P(Q(x))

= P(z—3)

= (z—-3)2-5(x—-3)+1
= 22 —6r+9—-5x+15+1
= 22-1lz+25

o sea (PoQ)(r) = 2% — 11z + 25

Ejercicios 16
Para cada uno de los siguientes pares de polinomios A(z) y B(z), Determine: (A + B)(z); (A — B)(x); (A -
B)(x) y (AoB)(x)

a) A(z) =2x -1, B(x)=22% -z +1

b) A(z) =z +1, B(x) = 6423 — 1

¢) A(z) =-bz+1, B(z)=2%+3

d) A(z) =T, B(z) = 3523 + 4722 + 13z + 1

6.8 Division de Polinomios

Podemos observar que al efectuar la suma, la resta, el producto o la composicién de dos polinomios se obtiene
otro polinomio. Por el contrario no todo cociente de polinomios, es un polinomio, en efecto:

Sean P(z) = z+1y Q(x) = x, tenemos que (g) (z) = ggg _ x;rl _ g + % =1+2"" osea <g) (z)=1+2z"1,

el cual no es un polinomio.

No obstante en cuanto a la division de polinomios podemos establecer la siguiente proposicion.

Proposicion 2
Algoritmo de la division:
Dados dos polinomios A(z) y B(x), con B(x) # 0, existen dnicos polinomios Q(z) y R(z) tales que:

A(z) = B(z)Q(z) + R(z)  (*)
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donde el grado de R(z) es menor que el grado de B(x) o bien R(x) = 0, A(x) se llama dividendo, B(z) divisor,
Q(z) cociente y R(z) residuo o resto.

Dado que B(z) # 0, de la igualdad (*) se obtiene que:

R(z)
B(x)

; Verifiquelo!

6.8.1 Procedimientos para efectuar la divisién de A(z) por B(x)

Los pasos que se deben seguir son:

a) Ordenar los polinomios A(z) y B(x), en forma descendente de acuerdo con el exponente de la variable.

b) Se divide el primer sumando del dividendo (el de mayor exponente) por el primer sumando del divisor(el
de mayor exponente), el resultado es un sumando del cociente.

¢) Se multiplica el sumando del cociente obtenido en el paso anterior por el divisor y el resultado se resta
del dividendo, obteniendo un residuo “parcial”.

d) Si el residuo obtenido en el paso anterior es cero o de grado menor que el grado del divisor ahi terminé
el procedimiento, en caso contrario se repiten los pasos (a), (b) y (c¢) pero tomando como dividendo el
residuo obtenido en el paso anterior.

Nota: Al efectuar la divisién de A(x) por B(z) se obtiene un cociente Q(z) y un residuo R(z) los cuales
se colocan como se muestra en el diagrama siguiente:

Dividendo Divisor
\—A(x) B(x)_/
R(x) | Qx)
Residuo </ ‘\ Cociente
A

Nota: El paso (c) del procedimiento usado para dividir polinomios se puede realizar de la siguiente manera.

i) Se multiplica el sumando del cociente obtenido en (b) por el divisor, y cada sumando de este resultado se
multiplica por (—1).

ii) Se suma el dividendo con el polinomio obtenido en (i)

Il Ejemplo 21
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Sean A(x) =23 — 522 + 2z — 1y B(z) = x — 1. Efectué la divisién de A(z) por B(x)

Solucion
3 - bx? 4+ rx — 1 rz—1
- g + 22
22 —4zr—3
— 42?2 4+ r — 1
472 — Az
- 3z - 1
3r — 3
— 4

Aqui el cociente es 22 — 4x — 3 y el residuo es —4.
Ademaés:
23 =52 + 1 — 1= (x—1)(2% — 42 — 3) — 4 o también

3 — b -1 —4
x i =2 -4z —3+
r—1 rx—1

Il Ejemplo 22
Efectuar la divisién de A(z) por B(z), donde A(x) =2 —2°; B(z)=22+=x

Solucién

0zt + 0z 4+ 022 + 0z + 2 2+

—3 422 —r+1

-z 4+ 2

Aqui el cociente es —z3 + 22 — x4+ 1 y el residuo es —z + 2.
Ademas:
25 +2= (22 +2)(—23+ 2% —x+ 1) + —x + 2 0 también

—x°+2 3 9 —r+2
— ="+ —z+1+
2+ 2?2+
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Ejercicios 17

Para cada par de polinomios A(x) y B(z), determine el cociente Q(z) y el residuo R(z) que se obtiene al dividir

A(z) por B(x) y exprese: gg; de la forma Q(z) + gii;
a) A(z) = 625 — bzt — T2% + 3, B(x) =323 —42? — 2 +1
b) A(z) =227 — 525 + 823 — 3z, B(z) =223 -z
c) A(x) = 23 — ba? + 8x — 4, B(z)=xz—2
d) A(x) =23 —52% + 32+ 9, B(z)=xz-3

e) A(r) = —6x3 + 22* — 3z + 322 + 1, B(z) = -3z +2%+1

6.9 La Funcion Lineal

Il Definicién 18
Sea f una funcién tal que, f : R — R.

f se llama funcién lineal si f(x) = ma + b, com m y b constantes reales.

Il Ejemplo 23

1. La funcién f definida por f(z) = 5z + 3, es una funcién lineal, con m =5 y b = 3.

2. La funcién f definida por f(z) = —v/2z + 5, es una funcién lineal, con m = —v/2 y b= 5.

3. La funcién f definida por f(x) = —3z, es una funcién lineal, con m = -3 y b= 0.

4. La funcién f definida por f(x) =k, con k constante real es una funcién lineal, con m =0 y b = k.

Notacion

Como la imagen de z por la funcién f usualmente se denota por y, es decir y = f(x), es frecuente escribir
y =mx + b en lugar de f(x) = mz +b.



38 Funciones

6.9.1 Grafico de una funcion lineal

Il Definicién 19

Sea f una funcién lineal tal que f(z) = mx + b.

El gréfico de f es el conjunto G definido por Gy = {(z,y) € R x R tal que y = ma + b}

Il Definicién 20

Se llama recta al grafico de una funcién lineal.
Convenio
Si [ es una recta definida por I = {(z,y) € R xR tal que y = max + b} con m y b constantes reales.

Diremos que [ es la recta cuya ecuacion es y = mz + b.

Il Definicién 21

Sean m y b constantes reales y sea [ la recta cuya ecuacién es y = mx + b. Diremos que el nimero m es la
pendiente de la recta [.

Il Ejemplo 24

1. La pendiente de la recta cuya ecuacion es y = —2x + 5 es

2. La pendiente de la recta cuya ecuacién es y = /7z — 7 es

3. La pendiente de la recta cuya ecuacién es y = 5 +12es
Proposicion 3

Dados dos puntos en R x R existe una y sélo una recta que los contiene.

Asi, si conocemos dos puntos Ay B en R x R, tal que A = (z1,y1) y B = (x2,¥2), podemos hallar la ecuacién
de la recta que los contiene, de la siguiente manera:

1. La pendiente m de la recta estd dada por la igualdad:

_Y2—n
m= " Ty # 11
T2 — 1
Justificacion

Sea [ la recta cuya ecuacién es y = mx + b, y que contiene a (x1,y1) ¥ (22,y2). Como (x2,y2) € L se
cumple que yo = maxs + b(x), como (x1,y1) € I se cumple que y; = mxy + b(*x*). Multiplicando a ambos
miembros de la ecuacién (**) por —1 y sumando término a término con la ecuacién (*) tenemos:
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Y2 = mxy + b
- y1 = — mzx; — b
Y2 — Y1 = mxz —  Mmx

COImao: Y2 — Y1 = MIy — MIq

Y2 — Y1 = m(l’Q - 1’1)

Y2 — Y1
T2 — 1

2. Conociendo m lo sustituimos en la ecuacién y = mx + b, y sustituimos x e y por las coordenadas de A o
de B en dicha ecuacién y podemos despejar b, obteniendo su valor.

3. Conociendo m y b podemos escribir la ecuacién de la recta y = mxz + b

Il Ejemplo 25

Hallar la ecuacién de la recta que contiene a los puntos (3, —-2) y (5, —6)
Solucién

Buscamos una ecuacién de la forma y = ma + b, (*) jPor qué?

Para ello debemos calcular el valor de m y el valor de b.

—6— (-2 —4
El valor de m esta dado por: m = % =5 = —2, es decir m = —2

Sustituyendo el valor de m en (*) tenemos y = —2z +b

Sustituyendo x e y por las coordenadas de (3, —2) tenemos

-2 = -2-3+%b
2 = —6+b
-24+6 = b
4 = b
Y por lo tanto la ecuacién de la recta que contiene a los puntos (3, —2) y (5,—6) esy = -2z +4

Il Ejemplo 26

Calcular la ecuacién de la recta que contiene al punto (5,2) y tiene una pendiente igual a —2
Solucién

Buscamos una ecuacién de la forma y = max +b (*) jPor qué?

En este caso el valor de la pendiente es conocido, y sustituyendo en (*) tenemos que:

y=—2c+b (%)
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Como esta recta contiene al punto (5,2), entonces las coordenadas de este punto satisfacen la ecuacién (**) es
decir:

2 = —-2-5+0b
2 = —-10+b
12 = b
Por lo tanto la ecuacién de la recta cuya pendiente es —2 y contiene al (5,2) es y = —2x + 12

Proposicién 4

Sean A, B, C constantes reales con B # 0, entonces toda ecuacién de la forma Ax + By 4+ C' = 0 es equivalente
a otra de la forma y = mx + b.

En efecto:

Si Az 4+ By + C = 0 entonces By = —Az —C y como B # 0 entonces:

—Ax—-C
y=—5— y por lo tanto
Az C
Y= "B
—A -C
Ahora, tomamos m = 5 v b= :a tenemos y = mx + b

Debido a la proposicién anterior, es que en algunos casos hablamos de rectas determinadas por una ecuacién
de la forma Az + By + C' =0, con A, B, C constantes reales y B # 0

Il Ejemplo 27

;,Cual es la pendiente de la recta cuya ecuacién es 3x —y + 1 = 07

Solucion

Debemos encontrar una ecuacion de la forma y = mx + b, que sea equivalente a 3x —y+1=10

3r—y+1=0 = y=3x+1. Por lo tanto la pendiente de la recta cuya ecuaciéon es 3z —y+1 =20 es 3.

Il Definicion 22

1 2 i iv :
Sean [ l5 dos rectas cuyas ecuaciones son respectivamente
y=mix+ by e y=mox + by, entonces decimos que:

a) Iy es paralela a ly (Iy || L2) siy sélo si m; = mo

b) Iy es perpendicular a Ly (I3 L l3) siy sélo si my - mg = —1

Il Ejemplo 28
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1
Las rectas [; y ls cuyas ecuaciones respectivas son y = -3z +7 y y = 3 x + 12 son perpendiculares pues el

producto de sus pendientes es —1
Il Ejemplo 29

Hallar la ecuacién de la recta que contiene al punto (2, 3) y es paralela a la recta cuya ecuacién es 2z +y—1 =0
Solucién

Buscamos una ecuacion de la forma y = mz +b (*) donde m es igual a la pendiente de la recta cuya ecuacién
es2x+y—1=0

i, Por qué?
Como 2z +y — 1 = 0 entonces y = —2x + 1 de donde tenemos que m = —2
Sustituyendo m por —2 en (*), tenemos y = —2x + b; como esta recta contiene al punto (2,3) entonces:

3=-2-24b — 3=—44+b — T=0b

Por lo tanto la ecuacién de la recta que contiene al punto (2,3), y que es paralela a la recta cuya ecuacién es
2r+y—1=0 es y=—-2zx+7

Il Ejemplo 30

Hallar la ecuacién de la recta que contiene al punto (2,3) y es perpendicular a la recta cuya ecuacién es
2c+y—1=0

Solucién
Buscamos una ecuacion de la forma y = mx +b.  (*)

Como la pendiente de la recta cuya ecuacién es 2z +y —1 = 0 es —2 (ver ejemplo anterior) entonces debe darse
que —2-m = —1 ;Por qué?

1
2m=-1 = m=;
. 1 1 .
Sustituyendo m por 7 en (*) tenemos y = 2% + b; como esta recta contiene al punto (2, 3) entonces:
1
3:§~2+b — 3=1+b — 2=0b

1
Por lo tanto la ecuacién que buscamos es y = 5:6 + 2

6.10 Trazo de la grafica de una recta

Dado que una recta queda determinada si se conocen dos de sus puntos, entonces para trazar su gréafica basta
con conocer dos de sus puntos. Para este efecto dos puntos convenientes son la interseccién de la recta con los
ejes coordenados, los cuales los determinamos de la manera siguiente.
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Consideremos la recta [ cuya ecuacion es y = mx + b
a) Su interseccién con el eje X es el punto (zg,0), donde xq es la solucién de la ecuacién 0 = mz + b jPor

qué?

b) Su interseccién con el eje Y es el punto (0,b) ;Por qué?

Il Ejemplo 31

Trazar la grafica de la recta cuya ecuacién es y = —2x + 3
Solucién
3 . L .
a) Como0=-2r+3 —= -3=-2z — 5= x, entonces el punto de interseccién de la recta con el eje

3
X es (2,0>

b) El punto de interseccién de la recta con el eje Y es (0, 3)

3
c¢) Ubicamos los puntos (2, O) y (0,3) en un sistema de coordenadas rectangulares, asi podemos trazar la

recta que contiene a estos puntos como se muestra en la figura siguiente:

Y)

\ 0,3)

A

6.11 Puntos de interseccion entre dos rectas

Dadas las rectas Iy y Iy de ecuaciones respectivas y = mixz +by vy y = mox + by ;si I3 y Iz no son
paralelas (mj # mg) , entonces [; y [y se intersecan en un punto, el cual se obtiene resolviendo el sistema de

ecuaciones

y = miz+b
Yy = mox + by i Por qué?



J. Rodriguez S. A. Astorga M. 43

Il Ejemplo 32
Hallar el punto de interseccién entre las rectas I; y [l cuyas ecuaciones respectivas son:
2r—y—1=0 y z—y+7=0

Solucién

I
=

20 —y—1
Debemos resolver el sistema
r—y+7 = 0

A la primera ecuacion le restamos, miembro a miembro, la segunda ecuacién

2cr—y—1 = 0 2r—y—1 = 0
—
x—y+7 = 0 —(x—y+7) = 0
r—8 = 0 = z =38

Sustituyendo © =8 en = —y+ 7 =0 obtenemos:
8—y+7=0 = —-y+156=0 = —y=-15 = y=15
Por lo tanto la interseccién entre 11 y Iy es el punto (8,15)

6.12 Distancia entre dos puntos de R x R

Sean Py = (x9,y0) ¥y P1 = (21,y1) dos puntos en R x R, vamos a calcular la distancia d entre Py y Py, es decir
la longitud del segmento que estos determinan.

y]'

Aplicando el teorema de Pitdgoras tenemos que:

d? = (x1 — 20)* + (y1 — yo)?, de donde tenemos que d = \/(z1 — z0)? + (y1 — y0)?

Il Ejemplo 33
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Calcule la distancia entre los puntos (3,4) y (2,1)

Solucién

d = ([1-42+(2-3)2
d = (=3)2 4 (—1)2

d = V9+1

d = V10

Asi, la distancia entre los puntos (3,4) y (2,1) es V10

Ejercicios 18

1.

10.

11.

Dada la recta [ cuya ecuacién es 2z + 3y — 5 = 0. Encontrar una ecuacion de la recta perpendicular a [
que contenga al punto (—1,3).

. Hallar la ecuacién de la recta que contiene al punto (1,4) y es paralela a la recta cuya ecuacién es

20 — 5y +7=0

Hallar la ecuacién de la recta que contiene a los puntos (1,1) y (—2,2).

. Muestre que la ecuacién de la recta que interseca a los ejes coordenados en los puntos (a,0) y (0, ) puede

. x Yy
escribirse en la forma: — + = =1
a

b

. Hallar la ecuacién del conjunto de puntos equidistantes de los puntos (3,—1) y (—3,3)

ot

. . <2 Yy .
Determinar la ecuacién de la recta paralela a la recta cuya ecuacion es = + 5 5= 0 y que contiene al

[\]

punto de interseccién entre las rectas 3x —y+6 =0y z —5 = —2y

Demostrar que el tridngulo cuyos vértices son los puntos (—1,4), (0,1) vy (2,5) es isésceles.
Verifique que el tridngulo cuyos vértices son (2,2), (5,7) y (10,4) es rectdngulo.
Determine el punto de la recta y — 22 — 2 = 0, que equidista de (—2,5) y (—1,0)

Determine el area del tridngulo determinado por la recta cuya ecuacién es 7z — 14y + 21 = 0 y los ejes
coordenados.

Si = denota el nimero de unidades diarias que se producen de un cierto articulo, C(z) denota el costo
total. Para la elaboracion de este articulo pueden usarse dos procedimientos.

El primero tiene un costo fijo de 100 colones, mas 6 colones por cada unidad producida.

El segundo tiene un costo fijo de 300 colones, mas 4 colones por cada unidad producida.
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a) Halle C(x) para ambos procedimientos

b) Encuentre el nimero de unidades que es necesario producir para que ambos procesos tengan el mismo
costo total.

¢) Que procedimiento es mas barato, si se desea producir més de 100 unidades diarias

6.13 Funcion cuadratica

Il Definicién 23

Sea f : R — R una funcién, f recibe el nombre de funcién polinomial de segundo grado o funcién
cuadratica si V z, x € R se cumple que:

f(z) =az? +br+c, cona, by c constantes reales, a # 0
Il Ejemplo 34

Son funciones cuadraticas las definidas por:

1. f(z) =42% + 52 + 8
2. f(z) =322 +5

Il Definicién 24

Concavidad hacia arriba:
Sea ACR, ICA

Sea f: A— R, se dice que f es céncava hacia arriba en I, si su trazo en I tiene la siguiente forma:

Il Definicién 25

Concavidad hacia abajo:
Sea ACR, JCA

Sea f: A— R, se dice que f es concava hacia abajo en J, si su trazo en J tiene la siguiente forma:
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Il Ejemplo 35

Sea f:R — R, flx) =22

a) Complete la siguiente tabla de valores:

b) Realice el trazo de f

c¢) {Qué tipo de concavidad presenta esta funcién?

Solucién

b) Trazo de f

YA

Jlx)=x2

c¢) Esta funcién es céncava hacia arriba.

Ejercicios 19

Sea f: R — R, fx)=2%+3z+2



a) Complete la siguiente tabla de valores:

P

b) Realice el trazo de f

c¢) ;Qué tipo de concavidad presenta esta funcién?

Ejercicios 20

Sea f: R — R, flx)=—-22-1

a) Complete la siguiente tabla de valores:

x| -3|-=2[-1]0]1]2]3

b) Realice el trazo de f

c¢) ;Qué tipo de concavidad presenta esta funcién?

Proposicion 5

Sea f: R — R una funcién tal que f(z) = ax?® + bx + ¢, con a, by ¢ constantes reales y a # 0, entonces:

1. Sia >0, f es céncava hacia arriba.

2. Sia <0, f esconcava hacia abajo (convexa).

Il Ejemplo 36

a) La funcién f definida por f(z) = —22% + 5z — 3 es convexa.

J. Rodriguez S. A. Astorga M.

b) La funcién h definida por h(z) = v/522 + x — 1 es céncava hacia arriba.

Il Definicion 26

47



48 Funciones

La grafica de una funcién cuadratica recibe el nombre de parabola.
Observe el trazo de la funcién definida en el ejemplo anterior, note que f(z) toma un valor minimo, a saber 0.

El punto de la pardbola donde f(z) toma su valor minimo (en este caso), recibe el nombre de vértice de la pardbola,
en este caso es el punto (0,0).

Con respecto al ejemplo a)

El valor minimo para f(z) es_ por lo que el vértice de la pardbola es:
Con respecto al ejemplo b)

Observe el trazo de la funcién, note que h(z) toma un valor maximo y es:

El punto de la pardbola donde h(x) toma su valor méximo (en este caso), recibe el nombre de vértice de la
pardbola, en este caso el puntoes:___

Il Definicién 27

Sea f: R — R, una funcién cuadrética. El punto de la parédbola donde f(x) alcanza su maximo o su minimo
valor se llama vértice de la parabola.

Proposicion 6

Sea f: R — R, tal que f(x) = az? +bx +e¢, con a, by ¢ constantes reales y a # 0. Entonces el vértice V, de

la parabola estd dado por:
—b —b
V=[— —
( 2a’ / ( 2a > )

Il Ejemplo 37

Determine el vértice de la pardbola correspondiente a la funcién f, definida por f(z) = 22% — 3z — 2.

Solucién

47

/) - [3l-+ -

En este caso el vértice V' es <3 f (i)), €omo:

osea f % = ;25 or lo tanto el vértice es: § ;25
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Il Ejemplo 38

Determine el vértice de la pardbola correspondiente a la funcién f, definida por f(x) = 2% + 3.

Solucion

0 0
En este caso el vértice V' es (27 f (2>>

Como f(0) = 3, entonces el vértice es (0, 3)

Ejercicios 21

Determine el vértice de la parabola correspondiente a la funcién f definida por:

1. f(z)=2%—-22-3
2. f(x) = —42? +42 -1
3. f(z)=22%-1

4. flx) =22 +2+1

6.14 Interseccion con el eje Y

Sea f:R — R, tal que f(x) = ax? +bx +c, con a, by ¢ constantes reales y a # 0. Sabemos que f interseca
al eje Y cuando x = 0. Pero:

f(0)=2-(0)2+b-0+¢, dedonde f(0)=c. Porlo que f interseca el eje Y en (0, c)

6.15 Estudio de la funcién cuadratica

Sea f:R — R, tal que f(x) = ax® + bz + ¢, con a, by ¢, constantes reales y a # 0, entonces:
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f(x) = ax®>+bxr+c

c
= a|2®+ -z + } completando cuadrados tenemos
a a

= a $2+é$+ﬁ_i+f
h i a 40?2  4a?  a

= a_mQ—&-zx—l-(i)Q—(f;_Z)]
—o|(eem) - (5] e

Il Definicién 28

El nimero b? — 4ac obtenido en (*) recibe el nombre de discriminante de f y se denota por el sfimbolo A, que
se lee "delta” o sea:

A = b — 4dac

Casos que se pueden presentar, segtin el valor de b? — 4ac

1. ¥ —4ac <0

Si b2 —4ac < 0 entonces

2 — dac

4a?
1 b — dac >0d { L2 Y (P dae >0 L2 2>O
por lo que 1o e aqui que { z + o~ 10 , pues (T + o~
b2 b? — dac
(e+5) - (5 )]” = =0

2 2
(ﬁi) —(bsz“)]d —  f(z) <0

Observe que si el discriminante es menor que cero, siempre se obtiene que f(z) # 0, y por lo tanto el
grafico de f no interseca al eje X.

< 0 jPor qué?

i. Sia>0; a

ii. Sia<0; a

2. b2 —4dac=0

Entonces por (*) tenemos que:

(o) ()

@ =a(er ) ¢

flz)=a

De aqui se obtiene que f(z) =0 siy sélo si:



b\ 2
azOé(ac—i—) =0, peroa #0
2a
b\° b —b
porloque ([z4+—) =0 = 2+ —=0 — = —
2a 2a 2a

2
Adema&s como <x + 2> > 0 siempre entonces:
a

i. Sia >0 se cumple que f(z) > 0; ver (**)

ii. Sia <0 secumple que f(z) <0; ver (**)

Lo anterior se puede resumir asi:
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Sea f : R — R, tal que f(z) = ax?+bx+c donde a, by c, son constantes reales y a # 0, si b2 —4ac = 0,

—b —b
entonces f tiene dos ceros reales, ambos iguales a 20 7 la gréfica de f interseca al eje X en <2, 0)
a a

. b2 —4dac >0
Por (*) sabemos que:

— 4ac

(-+5) - ("

(o t) - (5

(o) ()]
2a

2a
_ .
Ly b VPP dac wbH+

f(z) )] como b — 4ac > 0

(s

)

2a 2a

i. Por (***), f(x) =0 siy solo si

l b+\/b2—4ac] [ b—vb%2 —4dac
ol 4+ —m—--—| |+ —mMm———

2a 2a
b+ vb% — dac b—vb%2 —4dac
— a4 — "0 6 =
2a 2a
O sea: o — —b+Vb%2 — dac _ —b—Vb? —dac

2a 2a

Lo anterior se puede resumir asi:

) por diferencia de cuadrados

2a

Vb2 — 4ac>]

b— Vb2 —4ac] (55 4)

]:O, como a # 0

0
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Sea f: R — R, tal que f(z) = ax?® + bx + ¢ donde a, by ¢, son constantes reales y a # 0, si
b2 — 4ac > 0, entonces f tiene dos ceros reales, que vienen dados por las férmulas:

_bHVE b VA

X1 To =
2a 2a

donde A = b? — 4ac

Nota: Si b? — dac = 0, las férmulas anteriores se pueden aplicar

En este curso estamos interesados en estudiar algunas propiedades de la funcién cuadrética (y en particular de
la pardbola), es por esto que deseamos resumir toda la informacién obtenida hasta aqui, para poder tener las
herramientas necesarias que nos ayuden en la representacion grafica de la parabola.

Resumen 1

Sea f: R — R, tal que f(x) = ax? + bz + ¢ donde a, by ¢, son constantes reales y a # 0.

Entonces se cumple uno y sélo uno de los siguientes casos:

1) b —4dac<0ya>0 2) b2—4dac<0y a<0
3) b2—4dac=0y a>0 4) b —4ac=0y a<0
5 b —4ac>0y a>0 6) b —4ac>0y a<0

Con respecto a los casos anteriores obtenemos la siguiente informacion:

caso 1 b —4dac<0 ya>0

[t

. f NO interseca el eje X o sea f no tiene ceros reales (A < 0)

2. f es céncava hacia arriba (a > 0)

3. f(z) >0, jsiempre! Vo € R

>~

. Trazo de f: supongamos ;— >0
a
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YA
Sf(x)= ax’+ bx +c
C
_—a X‘
Y
caso 2 b —4dac<0 ya<0
1. f NO interseca el eje X o sea f no tiene ceros reales (A < 0)
2. f es céncava hacia abajo (a < 0)
3. f(z) <0, jsiempre! Vo € R
-b
4. Trazo de f: supongamos %a >0
a
Y A
X
Y C Ll
Y

caso 3 2 —4ac=0 y a>0

—b
1. f tiene dos ceros reales iguales, que vienen dados por — (A =0)

—b
2. f interseca el eje X en un punto, a saber (2, 0>
a

3. f es céncava hacia arriba (a > 0)
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—b
4. Trazo de f: supongamos %4 >0
a

% A
f(x)= ax’+ bx +c
C
X
<
Y

5. f(z) >0, sixER—{;j}

caso 4 b2 —dac=0 y a<0

—b
1. f tiene dos ceros reales iguales, que vienen dados por %% (A=0)
a

—b
2. f interseca el eje X en un punto, a saber <2, 0)
a

3. f es céncava hacia abajo (a < 0)

—b
4. Trazo de f: supongamos %a >0
a

Sf(x)= ax’+ bx +c
. —b
5. f(x)<0,81x€R—{ }

2a

caso 5 b —4ac>0 ya>0
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—b+ VA —b— VA
oTVa L =2 Va

2a T2 = 2a

—

. f tiene dos ceros reales, x1 y o donde 1 =

2. f interseca el eje X en dos puntos, a saber (z1,0) y (z2,0), donde 1, x2 estdn dadas en 1.

3. [ es céncava hacia arriba (a > 0)

4. Trazo de f: supongamos x1 <0 y xo >0

Y A
Sf(x)= ax’+ bx +c
- 1 X2 X
Y

5. f(z) <0, six €]xy,zs]

6. f(x)>0,size |—o0,z1[ U Jza,00]

caso 6 b —4ac>0 y a<0

—b+ VA _—b—VA

ro =

1. f tiene dos ceros reales (A > 0), 1 y z2 donde z; = 5 y 5
a a

2. f interseca el eje X en dos puntos, a saber (21,0) y (22,0), donde x1, x5 estdn dadas en 1.

3. f es céncava hacia abajo (a < 0)

>~

. Trazo de f: supongamos 1 <0 y x3 >0
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Y A

+/ \

Y X<

A

S(x)= ax’+ bx +c

5. f(x) >0, six €]z, ]
6. f(x) <0, siz€ ]—o0,21] U Jza,00]
Para realizar el trazo de una funcién cuadratica la informacién anterior es muy importante.

Il Ejemplo 39

Realice el trazo de la funcién f definida por f(z) = —22% + 7o — 3.

Solucién

De acuerdo con la notacién f(z) = ax® +bx + ¢, eneste casoa = -2, b=7 y c= —3

1. Determinemos el discriminante de f:

Sabemos que A = b? —4dac = A =49 —4(-2)(-3), osea A =25
. s ) —b —b
2. Determinemos el vértice de la pardbola (| —, f [ —
2a 2a

R R

20 2(-2) -4 4

/() -[ o) [ 2

—-98 49 3 —-98+196—-48 50 25

16+4 16 16 8

7 25
Por lo que el vértice es: (4, 8) (*)

3. Intersecciones con los ejes coordenados.
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a) Interseccién de la pardbola con el eje X.
como A > 0, f tiene dos ceros reales diferentes.

—7—V25 —7-5 —12

Ty = —- =) -— -1~ 3, por lo tanto 1 =3
—T+V2 _ -7+5_ -2 _1 o tant
Tg = or lo tanto x
2 2. (—2) 4 1 2P 2T

1
2
1
Por lo anterior la pardbola interseca al eje X en (3,0) y ok 0

b) Interseccién de la pardbola con el eje Y

Dado que la interseccién de la pardbola con el eje Y es el punto (0, c¢), en este caso es (0, —3)

4. Concavidad

En este caso como a = —2, o sea a < 0, entonces f es céncava hacia abajo. (****)

5. Con la informacién obtenida en (*), (**) y (***) construimos la siguiente tabla de valores

L]

e O3l 31?
25

—x“—-Tr—3| -31|0 T 0

6. Trazo de f

Por la tabla anterior y (****) el trazo correspondiente a f es:

YA

25
4

y>

A
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Il Ejemplo 40

Realice el trazo de la funcién f definida por f(z) = 2% +3

Solucién

De acuerdo con la notacién f(z) = ax® +bx +c¢, enestecasoa=1, b=0y c=3

1. Determinemos el discriminante de f:

Sabemos que A = b2 —dac = A =0-4(1)(3) = —12, o sea A = —12

—b —b
2. Determinemos el vértice de la pardbola | —, f [ —
2a 2a

—b_ 0

%0 o)

Ademds f(0) = 3. Por lo que el vértice es: (0,3) *

3. Intersecciones con los ejes coordenados.

a) Interseccién de la parabola con el eje X.
Como A < 0, fno tiene ceros reales y por lo tanto no interseca al eje X.
b) Interseccién de la pardbola con el eje Y

Dado que la interseccién de la pardbola con el eje Y es el punto (0, c), en este caso es (0,3)  (**)
4. Concavidad
Como a =1, osea a >0, entonces f es concava hacia arriba. (**¥)

5. Con la informacién obtenida anteriormente, conocemos unicamente un punto de la pardbola, a saber (0, 3)

Dado que es conveniente conocer otros puntos de la pardbola para realizar su trazo, calcularemos la imagen
por f de 1 y —1, de la manera siguiente:

a) f(1)=12+3=4, osea f(1)=4

b) f(-1)=(-1)2+3=4, osea f(—1)=4

Asi (1,4) y (—1,4) pertenecen a la pardbola y construimos la siguiente tabla de valores:
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NoTA: Los nimeros 1 y —1, se escogieron apropiadamente.

6. Trazo de f

***)

Por la tabla anterior y ( el trazo correspondiente a f es:

Y A

f(x)=x2+3

y >

A

0JO PONER QUE HAY QUE HACER

Ejercicios 22

1. f(z)=—22+1

2. f(z) =42+
3. f(z) =42 + 4+ 1
4. f(z) =2+ +6
5 f(z)=2>+2-6

6. f(x)=—a?+2x—1

6.16 Interseccion entre graficas de funciones

Il Definicién 29
Sean f: A— R;ACR

h:B—R,BCR

Sean G; y G, los gréficos respectivos de f y g, entonces la interseccién de Gy y G}, son los puntos (zg, o), donde:
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1. zp es una solucién de la ecuacién f(x) = h(x) y f(xo) = yo = h(xo)

2. o€ ANB

Il Ejemplo 41

Sean f y g funciones definidas respectivamente por f(z) = 22 + 5z + 4 ; g(z) = 2z + 4

a) Determine los puntos de interseccién entre 1As gréificAs de f y ¢

b) Represente en un sistema de coordenadas la situacién

Solucién

a) para encontrar los puntos de interseccién entre las grificas de f y g debemos resolver la ecuacién
f(z) = g(x) es decir:

22 +5x+4 = 2x+4
22 +3z = 0
z(x+3) = 0

=0 o x=-3

Si z =0 entonces g(0) =4y f(0) =4
Si z = —3 entonces g(—3) = -2y f(—3) = -2

entonces los puntos de interseccién entre las gréficas de f y g son (0,4) y (—3,—2)

b) Para hacer el trazo de f haremos el estudio de la pardbola.
Como f(x) = 22 + 5z + 4; en este caso se tiene que a =1, b=5y c=4
i) Concavidad
La parabola es concava hacia arriba. ;Por qué?
ii) Intersecciones de la pardbola en los ejes coordenados

a. La interseccién con el eje Y es el punto (0,4) ;Por qué?
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b. Para obtener la interseccién de la parabola con el eje X, debemos resolver la ecuacién x?+5x+4 =

0

A = b? — dac; en este caso A\ = 25 — 4(1)(4) = 9, es decir A = 9, entonces existen dos ceros

reales diferentes a saber:

_5+V9 _h—V9

X1 B To— 9
-5+3 -5—-3
Xr1= To=
T 2
1‘12—1 T = —4

Por lo tanto los puntos de interseccién de la pardbola con el eje X son (—1,0) y (—4,0)
iii) Vértice

-b —b b 5
El vértice de la pardbolaes — y f|=— | pero —— =—-y
2a 2a 2a 2

Con la informacién obtenida en (4),(ii) y (i9i) trazamos la parabola.

Con la informacién obtenida en (a) (puntos de interseccién entre las gréficas de f y g), trazamos la gréfica de

g.
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YA

4000,4)

Y <

A

Ejercicios 23

Determine (si existen) los puntos de interseccién entre las gréficas de los siguientes pares de funciones, en cada
caso haga un dibujo de la situacion.

1. flx)=22+4z+1; gx)=22+1
2. f(z) =422 -8z —5; g(z)=5x—6
3. fla)=-222~-1; g(a)=—-a-7

4. flx)=22-1; g(x)=—-a2+1

6.17 Problemas que se resuelven usando la ecuacién de segundo
grado

Muchos problemas, especialmente los que se refieren a conceptos fisicos como areas, volimenes, aceleracién, etc.
Requieren que se use, para resolverlos, las ecuaciones de segundo grado.

Il Definicion 30

Una ecuacién de segundo grado o ecuacién cuadrética, es una ecuacién equivalente a una de la forma az? +
bz 4+ ¢ =0, con a,b y ¢ constantes reales y a # 0

Ejemplos de ecuaciones cuadréticas

a) 22 — 5z = —6
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b) 22 =25

c) 322 +4x =0

d) 422 —4z+1=0
e) 222 —3x+6=0
f) 22 +2+1=0

Consideremos la ecuacién de segundo grado ax? + bz + ¢ = 0 y sea f una funcién polinomial de segundo grado
tal que f(x) = ax? +bx + ¢, entonces determinar las soluciones de la ecuacién az? + bx + ¢ = 0, es equivalente a
encontrar los ceros de f, por lo tanto para resolver las ecuaciones de segundo grado podemos aplicar las férnulas
del discriminante.

Il Ejemplo 42

Resuelva 22 — 5z = —6

Solucion

22 — 5z = —6 entonces
22 —-5x+6=0
A =25~ 4(1)(6) = 25 — 24

A =1 por lo tanto existen dos soluciones

_ 54 V1 _5-V1

X1 9 i) 9
5+1 5—1
T =— Tg = ——
1 B 2 B
Tl = 3 To = 2
Por lo tanto el conjunto solucién de la ecuacién 22 — 5z = —6 es {2,3}

Il Ejemplo 43

Resuelva 22 + 4+ 1 =0
Solucién
En este caso A =1—-4(1)(1) =1 —4= -3, es decir A = -3

Por lo tanto el conjunto solucién de la ecuacién 22 4+ x + 1 = 0 es vacio.
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Il Ejemplo 44

Resuelva —4z2 +42x —1=10
Solucién

En este caso A =16 —4(—4)(—1) =16 — 16 = 0, o sea A = 0, por lo tanto existen dos soluciones reales ambas

-4 1
iguales a: — = —
iguales a: — =5

Asf el conjunto solucién de —4x? +4x —1 =0 es {;}
Ejercicios 24
Resuelva cada una de las siguientes ecuaciones

a) 622 +5x—4=0

b) 24z? + 26z +5=0

c) 5—92 — 222 =0

d) 22 —42+4=0

e) 202 —6x+7=0

f) 22+324+9=0

6.17.1 Resolucién de problemas

Cuando el planteo de un problemas da origen a una ecuacién de segundo grado, al resolver esta ecuacién se
obtienen dos valores para la incégnita.

En estos casos se aceptan como solucién del problema los valores de la incégnita que satisfacen las condiciones
del problema y se rechazan las que no las cumplen.

Il Ejemplo 45

Resuelva el siguiente problema
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El largo de un terreno rectangular es el doble que su ancho. Si el largo se aumenta en 40m y el ancho en 6m,
el area se aumenta al doble. Hallar las dimensiones del terreno.

Solucién
Sea z al ancho del terreno, entonces 2z es el largo.
El 4rea del terreno es 2z - ¢ = 2z2

Ahora aumentando el largo en 40m, obtenemos 2z + 40 y aumentando el ancho en 6m, obtenemos = + 6, y el
drea serd (2x + 40)(x + 6) = 222 + 52z + 240

Pero, segiin las condiciones del problema, el drea es el doble del drea anterior, es decir:

222 + 522 4+ 240 = 422, por lo tanto
—22% +5204+240 = 0
—2(x? — 262 —120) = 0 entonces
22 260 —-120 = 0

en este caso

AN = (—26)% —4(1)(—120)
A = 676+ 480
A = 1156
Por lo que:
o 26 + /1156 o — 26 — /1156
b 2 2 2
- 26+ 34 - 2634
T 2T 2
T, = 30 To = —4
r9 = —4 mno puede ser solucién del problema

Por lo tanto el ancho del terreno es 30m, y como el largo es el doble del ancho, entonces el largo es de 60m.

Respuesta: El ancho del terreno es de 30m y el largo es de 60m

Ejercicios 25

Resuelva cada uno de los siguientes problemas:
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a) Dos alfareros llevan en conjunto 200 vasijas de arcilla para la venta. El primero vende ¢ 0.50 menos por
unidad que el segundo y se recauda ¢ 240. El segundo recauda ¢ 60 menos que el primero. ;Cudntas
vasijas vendi6 cada uno y a qué precio?

b) Los asistentes a una fiesta tienen que pagar en total ¢ 390. Pero se decide que dos de ellos no paguen la
cuota, por lo cual los demds aceptan pagar cada uno ¢ 4 mds de lo que les correspondia pagar. ;Cudntas
personas asistieron a la fiesta?

¢) Una oficina cuadrada contiene 25 escritorios y ademés un pasillo de 3m de ancho a lo largo de uno de sus
lados. Si el espacio destinado a cada escritorio es 5,2m?, calcule la medida del lado de la oficina.

Existe otro tipo de problemas en los cuales se aplica el concepto de vértice para resolverlos, consideremos el
ejemplo siguiente

Il Ejemplo 46

Se quiere cercar un terreno de forma rectangular, para sembrar hortalizas. Si con el material que se dispone se
puede cercar una longitud de 32m. ;Cuéles deben ser las dimensiones del terreno para que su drea sea maxima?.

Solucion

Sean x e y las dimensiones del terreno. Entonces debe cumplirse que:

242 =32 (¥

X

Ademsds el drea del terreno, se puede expresar en términos de x e y (A(x,y)) de la manera siguiente:

Az, y) =z -y (+)

Ahora si despejamos de (*) una de las incégnitas, digamos y, obtenemos que:

20 +2y = 32
2@ +y) = 32
z+y = 16

y = 16—=x

Sustituyendo y por 16 — z en (**) tenemos el drea inicamente en términos de x, asf
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Alx) = z(16 —2)
Alz) = 16z —2?
A(z) = —2*+162

Como esta es una funcién de segundo grado, céncava hacia abajo, alcanza su maximo en el vértice de la pardbola.

El vértice de esta pardbola es:

—16 —16
-2 -2
El valor correspondiente a x en este caso es 8.

Sustituyendo = por 8 en (*) tenemos que

2.-842y=32 = 16+2y = 32
2y = 16
y = 8

Respuesta: El largo del rectangulo debe medir 8m y su ancho 8m, es decir se trata de un cuadrado.

Nota: Observe que el drea maxima del terreno es 64m?.

Ejercicios 26

Resuelva cada uno de los siguientes problemas:

1. El momento de flexién de una viga de longitud L en metros y soportando una carga de W kilogramos por
metro (kg/m) uniformemente distribuida cuando se fija en su extremo, estd dado para un punto localizado

w
a = metros del extremo fijado por: M = §(4x2 — 5Lz + L?)

a) Encuentre la distancia z para el maximo momento de flexién.

b) Si la viga tiene una longitud L de 18m y soporta 150kg/m, encuentre el valor de x para el cual el
momento de flexién es cero.

2. En un cine con capacidad para 800 personas se sabe que si se cobra a ¢ 12 la entrada asisten 800 personas
y que por cada ¢ 2 de aumento en el costo la entrada disminuye en 80 el nimero de espectadores.

a) Escriba el criterio para la funcién R, donde R(x) denota la recaudacién total de las entradas y x
denota el niimero de incrementos de ¢ 2 en el costo de cada entrada.
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b) Calcule g(0), g(1), 9(3), g(4) y g(10)

¢) Cudl es el precio de la entrada que dard la méxima ganancia y cudl es la recaudacion.

Un granjero tiene un terreno limitado en uno de sus lados por un muro de piedra. Si cuenta con 120m de

material, para cercar una parcela rectangular utilizando el muro como uno de sus lados. ;Qué dimensiones
debe tener la parcela para cercar la mayor area?.

En una fabrica y es el costo de produccién de x miles de articulos. Si este costo satisface la relacién
y_r—yY

=5 determine cudntos miles de articulos deben producirse para que el costo sea minimo.
x



