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SALESIANA

CAPITULO 6: DISTRIBUCIONES MUESTRALES

Estadistica Inferencial

v' Lainferencia estadistica o estadistica  Inferencial es una parte de
la Estadistica que comprende los métodos y procedimientos para deducir
propiedades (hacer inferencias) de una poblacidn, a partir de una pequeia parte
de la misma (muestra).

v La estadistica Inferencial trata sobre las inferencias con respecto a poblaciones (sus
pardmetros, 4 y 02) a partir de la informacién contenida en las muestras (los
estadisticos, Xy S2).

Para poder llevar a cabo esas inferencias es necesario conocer la relacién que se

establece entre estadisticos y parametros. El concepto que permite poner en relacién

ambas cosas es “La distribucion muestral”

Muestreo.

En estadistica se conoce como muestreoa la técnica para la seleccién de
una muestra a partir de una poblacién.

Al elegir una muestra se espera conseguir que sus propiedades sean extrapolables a
la poblacién. Este proceso permite ahorrar recursos, y a la vez obtener resultados
parecidos a los que se alcanzarian si se realizase un estudio de toda la poblacién.

Distribucion Muestral.

La distribucion muestral es lo que resulta de considerar todas las muestras posibles
gue pueden ser tomadas de una poblacién. Su estudio permite calcular la probabilidad
qgue se tiene, dada una sola muestra, de acercarse al parametro de la poblacidn.
Mediante la distribucion muestral se puede estimar el error para un tamafo de
muestra dado.

La férmula para la distribucién muestral dependera de la distribucién de la poblacion,
del estadistico y del tamafio de la muestra.

A partir de las muestras seleccionadas de una poblacidn pueden construirse variables
aleatorias alternativas, de cuyo andlisis se desprenden interesantes propiedades
estadisticas. Las dos formas mdas comunes de estas variables corresponden a las
distribuciones muéstrales de las medias y de las proporciones.

Ejemplo: Tenemos una poblacidon con los siguientes N = 3 elementos: X={1, 2y 3}.


http://es.wikipedia.org/wiki/Estad%C3%ADstica
http://es.wikipedia.org/wiki/Poblaci%C3%B3n_estad%C3%ADstica
http://es.wikipedia.org/wiki/Muestra_estad%C3%ADstica
http://es.wikipedia.org/wiki/Estad%C3%ADstica
http://es.wikipedia.org/wiki/Muestra_estad%C3%ADstica
http://es.wikipedia.org/wiki/Poblaci%C3%B3n_estad%C3%ADstica
http://es.wikipedia.org/wiki/Poblaci%C3%B3n_estad%C3%ADstica
http://es.wikipedia.org/wiki/Muestreo_en_estad%C3%ADstica

Donde u=202=0,67.

Se extraen muestras de n = 2 elementos:

Con reposicién, tenemos 9 posibles muestras:
(1,1);(1,2);(1,3);(2,1),(2,2);(2,3);(3,1); (3,2); ¥y (3, 3).

Sin reposicidn, tenemos 6 posibles muestras:

(1,2);(1,3);(2,1);(2,3); (3,1); ¥ (3, 2).

En cada una de las muestras pueden calcularse los correspondientes estadisticos
descriptivos:

Por ejemplo, con reposicién:

Las medias serian: 1; 1,5; 2; 1,5; 2; 2,5; 2; 2,5; y 3, respectivamente.

Las varianzas serian: 0; 0,25; 1; 0,25; 0; 0,25; 1; 0,25; y 0O, respectivamente.

Por tanto, los estadisticos descriptivos son variables aleatorias que pueden adoptar
diferentes valores y que tienen su propia distribucién de probabilidad.

En el ejemplo vemos que X puede tomar 5 posibles valores y que la probabilidad que
corresponde a cada uno de ellos (f (X i), su distribucién) es:

Xi11,52 2,53 Total:
F(X)1/92/93/92/91/91

Donde E(X) =2 Xi- f(Xi) = (1)(1/9) +(1,5)(2/9) +... +(3)(1/9) =2
C2(X)=2[Xi2-f(Xi)]-TE(X)2=[(12)(1/9)+..+(32)(1/9)]-22=0,33

No es necesario construir la distribuciéon de un estadistico (p.e. de X ) en todos los
casos ya que cada estadistico tiene su propia distribucién muestral conocida.

En este tema nos ocuparemos de la distribucién muestral de la media: X y de la
proporcién: P.

Error De Muestreo.

En estadistica, error de muestreooerror de Ila valoracion es error causado
observando una muestra en vez de la poblacidn entera.

El error de muestreo se puede poner en contraste con error del no-muestreo. el error
del No-muestreo es un coger-todo término para las desviaciones del valor verdadero
gue no son una funcién de la muestra elegida, incluyendo vario errores sistematicos y
cualquier es errores al azar que no sean debido al muestreo. Los errores del No-
Muestreo son mucho mads duros de cuantificar que error de muestreo.

“Es la muestra entre el parametro poblacional y él estadistico de la muestra utilizado
para estimar el pardmetro.” (X — )


http://www.worldlingo.com/ma/enwiki/es/Statistics
http://www.worldlingo.com/ma/enwiki/es/Errors_and_residuals_in_statistics
http://www.worldlingo.com/ma/enwiki/es/Systematic_error
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Distribucion muestral de la media.

Dada una poblacidon constituida por un nimero n de elementos, cuya media
aritméticaes@y donde ladesviacion tipicaviene dadall, pueden formarse
n’ muestras con re emplazamiento distintas, formadas por dos elementos de la
poblacién.

Para cada una de estas muestras es posible una media muestral, que denotaremos
con el simbolo X. Un ejemplo de la tabla de muestras de tamafio 2, tomada de la
poblacién {1, 3, 5}, con sus medias aritméticas reflejadas, seria:

3 1A 31| 33| 356
2 3 4 3 !
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Muestra 1.1

b =
*

&

Media x l

A partir de la variable estadistica original x de la poblacién se puede construir una
nueva variable estadistica X, que tendria como valores las medias de las muestras
tomadas de la poblacién. La media aritmética de esta distribucion muestral de las
medias se denota por px y su desviacion tipica por o X .

Parametros de la distribuciéon muestral de las medias de tamafio 2

Establecida una distribucion muestral de las medias de tamafio 2, su esperanza
matematica EX]=p=pz;=E [X] adopta el valor siguiente:

Siendo mla media aritmética de la poblacién ix; la media aritmética de cada
muestra, UX; la media aritmética de todas las medias, E [x] la esperanza matematica
de la variable aleatoria x (para la poblacién) y E [ X] la esperanza matematica de la
variable aleatoria X (para la distribucién muestral de las medias).

Por su parte, los valores de la varianza y la desviacién tipica de esta distribucion
muestral de tarpafio| Zsoh: © V(X = : G =s/\V2 donde @ es la
desviacidn tipica de la poblacion, X la desviacion tipica de la distribucion muestral, V
[x] la varianza de la variable x (poblacién) y V [X] la varianza de |la
variable X (distribucién muestral de las medias).

Distribucion muestral de las medias de tamano n.

En una distribucidn muestral de las medias, la variable aleatoria media muestral sigue
una ley normal descrita como N (m,s/On).
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Extraccion
Con reemplazo Sin reemplazo
Poblacidn Infinita = U H-= |
g =0'%n g =0Yn
z z

Finita = L= U
i e = —

o.=o/yn o= el ([N - n)/N - 1)

Parametros estadisticos de una distribucion muestral de las medias de tamario n:

Distribucion muestral de las proporciones.

Sea una poblacidon formada por n elementos, de los cuales algunos poseen una
determinada caracteristica y otros no (llamaremos p a la proporcidn de los elementos
que poseen la caracteristica, y g =1 - p a la de los restantes elementos). Entonces, es
posible extraer muestras de la poblacién de manera que a cada una se asocie como
valor la proporcion de la caracteristica analizada.

Por ejemplo, en la poblaciéon {1, 2, 3}, la caracteristica par tiene un valor p =1/ 3,
mientras que la impar es g = 2 / 3. Mediante la tabla siguiente de muestras se
construye una nueva distribucién muestral de las proporciones.

Muestra 1,111,211,3/2,1:2,2 2,3 3,1/3,2 3,3
Proporcionf/n |0 0,50 05/0 05 0 050

Parametros estadisticos de una distribucion muestral de las proporciones de tamafio n:

Extraccion
Con reemplazo Sin reemplazo
Poblacitin ~ |Infinita Hp = H H,=H
T, = Vpg/n o, =Y paq/n
Finita TRET o=y
M) t— — ! — 3
g, = Vpa/n o= Vipg /o) VN —o)/(N - 1)

Una distribucion muestral de las proporciones se comporta como una distribucion
normal descrita por los pardmp. V' pq/n).

Ejemplo 1

Se toman muestras de tamafio 2 de una poblacién consistente en tres valores, 2,4 y 6,
para simular una poblacidn "grande" de manera que el muestreo pueda realizarse un
gran numero de veces, supondremos que éste se hace con reemplazo, es decir, el
numero elegido se reemplaza antes de seleccionar el siguiente, ademas, se seleccionan
muestras ordenadas. En una muestra ordenada, el orden en que se seleccionan las



observaciones es importante, por tanto, la muestra ordenada (2,4) es distinta de la
muestra ordenada (4,2). En la muestra (4,2), se selecciond primero 4 y después 2. La
siguiente tabla contiene una lista de todas las muestras ordenadas de tamafio 2 que es

posible seleccionar con reemplazo y también contiene las medidas muéstrales y los
correspondientes errores muéstrales. La media poblacional es igual a

#*= (2+4+6)/3 = 4. Ver la tabla en la siguiente pagina.
Noétese las interesantes relaciones siguientes contenidas en la tabla:

La media de la coleccidon de medias muéstrales es 4, la media de la poblacion de la que

. "I‘. . . s
se extraen las muestras. Si ““x denota la media de todas las medias muéstrales
entonces tenemos:

Eoy = (3+443+4+5+5+2+4+6)/9 = 4
La suma de los errores muéstrales es cero.

e;+ey+ez+...+eg=(-2)+(-1)+0+(-1)+0+1+0+1+2=0

Muestras ordenadas X Error muestral e = x -
(2,2) 2 2-4=-2
(2,4) 3 3-4=-1
(2,6) 4 4-4=0
(4,2) 3 3-4=-1
(4,4) 4 4-4=0
(4,6) 5 5-4=1
(6,2) 4 4-4=0
(6,4) 5 5-4=1
(6,6) 6 6-4=2

En consecuencia, si x se usa para medir, estimar, la media poblacional "“, el promedio
de todos los errores muéstrales es cero.
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Teorema del limite central.

El teorema del limite central o teorema central del limite indica que, en condiciones
muy generales, la distribucion de la suma de variables aleatorias tiende a una
distribucién normal (también llamada distribucion gaussiana o curva de Gauss o
campana de Gauss) cuando la cantidad de variables es muy grande.

Teorema: Sea X, Xy, ..., X, una muestra aleatoria de una distribuciéon con media p vy
varianza 6. Entonces, si n es suficientemente grande, la variable aleatoria

1 n

X=-Y X

”,‘ )

2 3
. . . ., - - =/
Tiene aproximadamente una distribucién normal con X — Hy Tx = T /11,

También se cumple que si

n
1 E X
i—1
. . I .z H, = Njt O, = 1T
Tiene aproximadamente una distribucién normal con ! y ‘b ,
cuanto mas grande sea el valor de n, mejor sera la aproximacion.

El teorema del limite central garantiza una distribucién normal cuando n es
suficientemente grande.

Existen diferentes versiones del teorema, en funcidn de las condiciones utilizadas para
asegurar la convergencia. Una de las mas simples establece que es suficiente que las
variables que se suman sean independientes, idénticamente distribuidas, con valor
esperado y varianza finitas.

La aproximacién entre las dos distribuciones es, en general, mayor en el centro de las
mismas que en sus extremos o colas, motivo por el cual se prefiere el nombre
"teorema del limite central" ("central" califica al limite, mas que al teorema).

Este teorema, perteneciente a la teoria de la probabilidad, encuentra aplicaciéon en
muchos campos relacionados, tales como la inferencia estadistica o la teoria de
renovacion.

El Teorema Central del Limite también nos dice que si tenemos un grupo numeroso de
variables independientes y todas ellas siguen el mismo modelo de distribucion
(cualquiera que éste sea), la suma de ellas se distribuye segin una distribucién
normal.


http://es.wikipedia.org/wiki/Distribuci%C3%B3n_de_probabilidad
http://es.wikipedia.org/wiki/Variable_aleatoria
http://es.wikipedia.org/wiki/Convergencia
http://es.wikipedia.org/wiki/Distribuci%C3%B3n_normal
http://es.wikipedia.org/wiki/Independencia_estad%C3%ADstica
http://es.wikipedia.org/wiki/Distribuci%C3%B3n_de_probabilidad
http://es.wikipedia.org/wiki/Promedio
http://es.wikipedia.org/wiki/Promedio
http://es.wikipedia.org/wiki/Varianza
http://es.wikipedia.org/wiki/Teor%C3%ADa_de_probabilidad
http://es.wikipedia.org/wiki/Inferencia_estad%C3%ADstica
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Media: n * m (media de la variable individual multiplicada por el nimero de variables

independientes)

Varianza: n * s> (varianza de la variable individual multiplicada por el nimero de
variables individuales)

Ejercicio 1.
La renta media de los habitantes de un pais se distribuye uniformemente entre 4,0
millones ptas. y 10,0 millones ptas. Calcular la probabilidad de que al seleccionar al
azar a 100 personas la suma de sus rentas supere los 725 millones ptas.
Cada renta personal es una variable independiente que se ditribuye segin una funcién
uniforme. Por ello, a la suma de las rentas de 100 personas se le puede aplicar el
Teorema Central del Limite.
La media y varianza de cada variable individual es:
m=(4+10)/2=7
s?=(10-4)22/12=3

Por tanto, la suma de las 100 variables se distribuye segin una normal cuya media y
varianza son:

Media: n * m =100 * 7 = 700
Varianza : n * s> =100 * 3 = 300

Para calcular la probabilidad de que la suma de las rentas sea superior a 725 millones
ptas, comenzamos por calcular el valor equivalente de la variable normal tipificada:

725 - 700
y= LT =g
17 .3 '

Luego:

P(X>725)=P(Y>1,44)=1-P(Y<1,44)=1-0,9251=0,0749
Es decir, la probabilidad de que la suma de las rentas de 100 personas seleccionadas al
azar supere los 725 millones de pesetas es tan sélo del 7,49%
Ejercicio 2.
En una asignatura del colegio la probabilidad de que te saquen a la pizarra en cada

clase es del 10%. A lo largo del afio tienes 100 clases de esa asignatura. ¢Cual es la
probabilidad de tener que salir a la pizarra mas de 15 veces?
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Salir a la pizarra es una variable independiente que sigue el modelo de distribucién de
Bernouilli:

Se vuelve a aplicar el Teorema Central del Limite.

"Salir a la pizarra", le damos el valor 1y tiene una probabilidad del 0,10
"No salir a la pizarra", le damos el valor 0 y tiene una probabilidad del 0,9
La media y la varianza de cada variable independientes es:
m=0,10
s*=0,10 * 0,90 = 0,09

Por tanto, la suma de las 100 variables se distribuye segln una normal cuya media y
varianza son:

Media:n * m =100 * 0,10 = 10
Varianza: n * s>=100 * 0,09 =9

Para calcular la probabilidad de salir a la pizarra mas de 15 veces, calculamos el valor
equivalente de la variable normal tipificada:

Luego:
P(X>15)=P(Y>1,67)=1-P(Y<1,67)=1-0,9525=0,0475

Es decir, la probabilidad de tener que salir mds de 15 veces a la pizarra a lo largo del
curso es tan solo del 4,75%.

Medias muestrales.

La distribucidon de muestreo de medias muéstrales es la distribucién de probabilidad de
todas la medias muéstrales posibles de un tamafio de muestra dado, seleccionadas de
una poblacion, y la probabilidad de ocurrencia asociada con cada media muestral.

Ejemplo:

El despacho de abogados Hoya & Asociados tiene cinco socios.

En su junta de socios semanal cada uno informa el nimero de horas que cobraron a los
clientes por sus servicios la semana anterior.

10
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Socio Horas
Giordanino 22
Barnaba 26
Torres 30
Carrizo 26
Salgado 22

Si se seleccionan al azar dos socios, écuantas muestras diferentes son posibles?.

Organice las medias muéstrales en una distribucion de muestreo.

Media Muestral Frecuencia Frecuencia relativa
22 1 1/10
24 4 4/10
26 3 3/10
28 2 2/10

Calcule la media de las medias muéstrales y comparela con la media poblacional:

Media de las medias muéstrales.

=[(22)(1) + (24)(4) + (26)(3) +(28)(2)]/10=25.2

Media poblacional = (22+26+30+26+22)/5 = 25.2

Observe que la media de las medias muéstrales es igual a la media poblacional.

» Sea una poblacidon compuesta por cinco nimeros: 2, 3, 6, 8, 11. En este caso, es
facil, calcular la media y la varianza de la poblacién:

{u} ‘u:glblilulllzﬁﬂﬂ

(5) o - (2-6) +i3-6) + (6—56]“' +(8-€) +{11-6) _ 108

Muestras ; n=2 Media muestra Varianza muestra |Cuasi varianza muestra
(2,2) 2.00 0.00 0.00
(3,2) 2.50 0.25 0.50

11
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(6,2) 4.00 4.00 8.00
(8,2) 5.00 9.00 18.00
(11,2) 6.50 20.25 40.50
(2,3) 2.50 0.25 0.50
(3,3) 3.00 0.00 0.00
(6,3) 4.50 2.50 5.00
(8,3) 5.50 6.25 12.50
(11,3) 7.00 16.00 32.00
(2,6) 4.00 4.00 8.00
(3,6) 4.50 2.25 4.50
(6,6) 6.00 0.00 0.00
(8,6) 7.00 1.00 2.00
(11,6) 8.50 6.25 12.50
(2,8) 5.00 9.00 18.00
(3,8) 5.50 6.25 12.50
(6,8) 7.00 1.00 2.00
(8,8) 8.00 0.00 0.00
(11,8) 9.50 2.25 4.50
(2,11) 6.50 20.25 40.50
(3,11) 7.00 16.00 32.00
(6,11) 8.50 6.25 12.50
(8,11) 9.50 2.25 4.50
(11,11) 11.00 0.00 0.00

La media de las medias muéstrales es:

_ suma de todas las mediasmuestrales {(columna2) 150 60
#r~ 25 Tas

Que coincide con la media de la poblacién, es decir:
e = U

La varianza de la distribucion muestral de las medias, sera la varianza de los elementos
de la columna 2 (medias muéstrales), que es:

12
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- 2 2 -
d (2-6) +---+(11-6) _135_ o0
: 25 25

o

Por tanto, la relacidn entre la varianza de la distribucién de las medias muéstralesy la
varianza de la poblacién es:

2

o

o =— ; N eseltamafio de lasmuestras, en estecaso, N = 2

b b2

El valor mas esperado, media o esperanza, de las varianzas de las muestras, valores de
la columna 3, es:

E(s : :|= I:I.I:IEI+I:I.;.S+-2-:-+2.25 +0.00

=541 Valcr sesgaddrespectoac’ =108

Distribucion muestral de la proporcion.
S1 tenemos #» observaciones (X, X, ..., X)) dicotomicas y definimos:
X;: “Numero de aciertos con probabilidad 7~

Entonces: X — B (x, n, m) E(X)=n-n

o(X)=nz-(1-m)

EJEMPLO:

Distribucion del numero de aciertos en un test de 5 items con 7= 0,50

X 0 | 2 3 4 5

Ax:) 0,031 0,156 0312 | 0312] 0,156 0,031

Donde: E(X)=(5)(0,50)=2,5

o (X) = 4/[2,5-(0,350) =1,12

13
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S1 ahora definimos la variable

P, = —|... “Proporcion de aciertos con probabilidad 7

El estadistico proporcion () se distribuye mediante el modelo Binomial: B (x, i, 7).

Donde: E(P)=n
c(P) =7 (1 =x)n ... Errortipico dela proporcion

Las probabilidades asociadas al estadistico P pueden obtenerse mediante la tabla de la
Binomial con parametros ny .

En el ejemplo:

Distribucion de la propocion de aciertos en un test de 5 items con 7= 0,50

X, 0 1 2 3 4 5
P, 0 0,20 0,40 0,60 0,80 1,00
x:) 0,031 0,156 0312 0312 0,156 0,031

Donde: E(P)=0,50
il Py=./0.50-(0,5005=0,2236

Por tanto:

1} Probabilidad de que se acierten el 40% de los items:
PiF=040)=P(X,=2)=0312

2) Probabilidad de gue se acierten como maximo el 60% de los items;

PiF=060)=PX =3)=05811

El error estandar de las medias muéstrales

El error estandar de las medias muéstrales es la desviacion estandar de la distribucion
de muestreo de las medias muéstrales.
Se calcula mediante

ox es el simbolo del error estandar de las medias muéstrales.
o es la desviacion estandar de la poblacion.
n es el tamafio de la muestra.

14
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Si o no se conoce y n o 30, la desviacién estandar de la muestra, denotada por s, se usa

para aproximar la desviacion estandar poblacional. La férmula para el error estandar
se convierte en:

La varianzay el error estandar de las medias muestrales.

Si se extrae una muestra al azar de tamano n, de una poblacién infinita con media py
una varianza s>, entonces las observaciones de la muestra son variables aleatorias
independientes e idénticamente distribuidas. La media de la muestra, calculada como

_ 1
T=—(ntx,teee+ )
7

Que es una combinacidn lineal de variables aleatorias dividida por una constante, que

También es una variable aleatoria normal, y el valor esperado y la varianza de la

distribucién por muestreo de * puede derivarse sencillamente. Primero, observamos
que

X =Bl—(xtx,teee 1
1., .

—[B(x) + Bz, +eee+ A(x)]
X

! (70 = &
»

Es decir, esperanza de la media de la muestra es la media de la poblacién.

Luego, puesto que se considera que las observaciones de la muestra son variables
aleatorias independientes, la propiedad de aditividad se verifica para la varianza. Es
decir, la varianza de la suma es la suma de las varianzas. Ademads, puesto

que Vix)= o tenemos

& V=S8

b

15
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S+ ) + oo 7))

%(ng)

e

= &

En esta derivacion hemos empleado el teorema de que la varianza de una constante
multiplicado por una variable es igual al cuadrado de la constante multiplicado por la
varianza de la variable.

El error estandar de la media, mide la variabilidad entre medias muéstrales.

I;—._. 7
F'?' = ') r ll."\-;l = i
BT

7 T n—=w, 7 0
lo que revela que “ es menor que ¢ . Ademas, indica que cuando - .

Asi, cuanto mayor es la muestra, tanto menor es la fluctuacién entre medias
muéstrales extraidas de la misma poblacion.

Si se toman muestras de una poblacién finita, sin reposicion, como en los casos
anteriores, debe de introducirse un factor de correccidon para poblaciones finitas para
calcular el error estandar de la media. A saber:

Cuando la poblacién progenitora es normal, la distribucion de % por muestreo es
también normal, por pequefia que sea la muestra. ¢Qué ocurre cuando no puede
especificarse la distribucion de probabilidad de la poblacidon a partir de la cual se
obtiene la muestra? Para obtener una idea con respecto a la distribucién de muestreo

de X cuando el modelo de probabilidad de la poblacién de interés no se especifica.

Por lo tanto podemos decir que la

A

®X~N o?
(r, 82)
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De esta manera la ecuacion para la transformacién de cualquier media muestral en
una variable normal estandar sera:

Propiedades de la Media aritmética

Entre varias propiedades matematicas importantes de la media aritmética para una
distribucidn normal estdn:

Insesgamiento

Implica el hecho de que el promedio de todas las medias muéstrales posibles (de un
tamafio de muestra dado n) serd igual a la media de poblacién A

Eficiente

Se refiere a la precision de la muestra de estadistica como un estimador del parametro
de poblacidn.

Para distribuciones como la normal, la media aritmética se considera mas estable de
muestra a muestra que otras mediciones de tendencia central. Para una muestra de
tamafo n, la media de muestra se acercard mds, en promedio, a la media de poblacion
gue cualquier otro estimador.

Consistencia

Se refiere al efecto del tamafo de muestra sobre la utilidad de un estimador. Al
incrementarse el tamafio de muestra, la variacion de la media de muestra de la media
de poblacién se hace mas pequefia, de manera que la media aritmética de muestra se
vuelve una mejor estimacion de la media de poblacion.

Teorema del limite central.

El teorema del limite central o teorema central del limite indica que, en condiciones
muy generales, ladistribucionde la suma devariables aleatorias tiende a
una distribucién  normal (también  llamada distribucion  gaussiana o curva  de

. . 1
Gauss o campana de Gauss) cuando la cantidad de variables es muy grande.

Teorema: Sea Xy, X3, ..., X, una muestra aleatoria de una distribucién con media py
varianza o>. Entonces, si n es suficientemente grande, la variable aleatoria

R
X--Y X
T
=1
o 2 EJ.r
tiene aproximadamente una distribucién normal con X = [ty Tx = 0 [T,
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También se cumple que si

n

Thy=3 X

=1

2 2
Tiene aproximadamente una distribucién normal con HTy = THH I = 10

cuanto mas grande sea el valor de n, mejor sera la aproximacion.

El teorema del limite central garantiza una distribucién normal cuando n es

suficientemente grande.

Existen diferentes versiones del teorema, en funcién de las condiciones utilizadas para
asegurar la convergencia. Una de las mas simples establece que es suficiente que las
variables que se suman sean independientes, idénticamente distribuidas, con valor

esperado y varianza finitas.

La aproximacion entre las dos distribuciones es, en general, mayor en el centro de las
mismas que en sus extremos o colas, motivo por el cual se prefiere el nombre

"teorema del limite central" ("central" califica al limite, mas que al teorema).

Este teorema, perteneciente a la teoria de la probabilidad, encuentra aplicaciéon en
muchos campos relacionados, tales como la inferencia estadisticao la teoria de
renovacion.

Teorema del limite central.

Teorema:

Sea X1, Xy, ..., X» una muestra aleatoria de una distribucion con media py varianza o 2.
Entonces, si n es suficientemente grande, X tiene aproximadamente una distribucion
normal con py, = Ly 65 2 =0 2/n, y Tq tiene también aproximadamente una distribucion
normal con Mo = .}, 6 279 = .0 2. Cuanto mas grande sea el valor de n, mejor serd la
aproximacion.

El Teorema del Limite Central garantiza una distribucién normal cuando n es
suficientemente grande

Sin > 30, se puede usar el TLC.

Si la distribucién madre es normal, la distribucién de la media muestral también es
normal, independientemente del tamafio.

X = N(Uy; 0x) P x = N(Hy; 0y)
Ejemplo 1:

Si se sabe que la dureza Rockwell de pernos de cierto tipo tiene un valor medio de 50 y
desviacion estandar de 1,5.
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a) Si la distribucidn es normal, écual es la probabilidad de que la dureza muestral
media para una muestra aleatoria de 9 pernos sea por lo menos 527

b) ¢ Cual es la probabilidad (aproximada) de que la dureza muestral media para una
muestra aleatoria de 40 pernos sea al menos 527?

x=50
o=1,5
x = N(50; 1,5)

a)
n=9
x=52

x = N(50; 1,5.V9)
2= (x-u)/(a/vn)

La probabilidad de que la media muestral sea superior a 52 es:

p x—|.l.:_=_52—5lil
o 1.5

P(x>52) = E 3 PP(z24)=0
Con el valor de z obtenido de tablas:

-
Plz, £ Z oz,

P(x; <£x<x;) = 0 PP(z:<2<2,)=d(2)

Tener en cuenta que los valores para:
¢(z) =P(z<z1)

b)

n=40

Con el valor de z obtenido de tablas:

%-p, 52-50
LSRR
NN ]

P(x>52) = P P(z>8,4327)=0

EJERCICIOS:

1. .Enuna localidad de 6000 habitantes, la proporcién de menores de 16 afos es

p=1/4.
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a) éCual es la distribucion de la proporcidon de menores de 16 afios en muestras de 50

habitantes de dicha poblacidon?.

b) Halla la probabilidad de que, en una muestra de 50 habitantes, haya entre 14 y 20

habitantes menores de 16 anos?

2. Larenta media de los habitantes de un pais se distribuye uniformemente entre 4,0
millones ptas. y 10,0 millones ptas. Calcular la probabilidad de que al seleccionar al
azar a 100 personas la suma de sus rentas supere los 725 millones ptas. Cada renta
personal es una variable independiente que se distribuye segin una funcion
uniforme. Por ello, a la suma de las rentas de 100 personas se le puede aplicar

el Teorema Central del Limite.

Un psicdlogo clinico afirma que con su terapia para tratar “el miedo a volar en avidon™ se recupera
el 80% de los pacientes. Si seleccionamos al azar 16 pacientes que han acudido a su consulta
durante los altimos 3 meses por este tema, jcudl es la probabilidad de que al menos el 75% se

hayan recuperado vy puedan tomar aviones?

4. El peso de los libros de texto de un instituto se distribuyen de forma normal, con
un peso media de p = 400g y una desviacion tipica de o = 50g. Si tomamos una
muestra aleatoria de tamafio n = 16, hallar la probabilidad de que el peso medio
esté entre 375y 425¢g

5. Explica si en los casos siguientes manejamos una poblaciéon o una muestra:
a) Un campesino tiene 87 gallinas. Para determinar si un nuevo pienso es eficaz, las
pesa a todas antes y después de los 55 dias durante los cuales las alimenta con él.
b) Un granjero prueba con 100 de sus gallinas si un nuevo tipo de alimentacién
mejora el rendimiento.

6. En una asignatura del colegio la probabilidad de que te saquen a la pizarra en cada
clase es del 10%. A lo largo del afio tienes 100 clases de esa asignatura. ¢Cual es la

probabilidad de tener que salir a la pizarra mds de 15 veces? Se vuelve a aplicar

el Teorema Central del Limite
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CAPITULO 7: ESTIMACION CON INTERVALOS
DE CONFIANZA

INTERVALO DE CONFIANZA

Intervalo de valores que tiene designada una probabilidad que incluya el valor real del
pardmetro de poblacién.’

Se llama intervalo de confianza en estadistica a un par de niUmeros entre los cuales se
estima que estard cierto valor desconocido con una determinada probabilidad de
acierto. Formalmente, estos nimeros determinan un intervalo, que se calcula a partir
de datos de una muestra, y el valor desconocido es un pardmetro poblacional. La
probabilidad de éxito en la estimacion se representa por 1 - a y se denomina nivel de
confianza. En estas circunstancias, a es el llamado error aleatorio o nivel de
significacion, esto es, una medida de las posibilidades de fallar en la estimacién mediante
tal intervalo.

Calculo de intervalos de confianza.

En una estimacién paramétrica, el intervalo de confianza [a, b] debe contener en su
interior a la media de la poblacién m con una probabilidad igual a 1 - a, expresion que
se conoce como nivel de confianza. Es decir:

Pla=u=hb)=1-u

En una distribucion muestral de las medias con media poblacional m, desviacidn tipica
poblacional s, tamafio de la muestra n, media muestral Hze intervalo de confianza
predeterminado 1 - a (expresado en porcentaje; por ejemplo, 95%), es posible calcular

el intervalo de confianza a partir de la expresién:

Plo: -z a0/Vn=pl =04+ 2,-0/Vn)=1—-u

! Richard I. Levin & David S. Rubin
2N , .
Rius Diaz, Francisca

21


http://es.wikipedia.org/wiki/Estad%C3%ADstica
http://es.wikipedia.org/wiki/Intervalo_%28matem%C3%A1tica%29
http://es.wikipedia.org/wiki/Muestra_aleatoria
http://es.wikipedia.org/wiki/Par%C3%A1metro_poblacional
http://es.wikipedia.org/wiki/Error_aleatorio

UNIVERSIDAD POLITECNICA
@SA[ESIAM&
En una distribucion muestral de las proporciones de tipo N (p, YP%1), puede
determinarse el intervalo de confianza, para el cual existe una proporcién p de

elementos que poseen una cierta caracteristica, a partir de una muestra
representativa, donde la proporcién es p’, por medio de la siguiente expresion:

P(p' —2gz" Vpgn=p=p + 2z, -Vpgn =1-u

Intervalo de confianza para la media de una poblacion.

De una poblacién de media p y desviacion tipica o se pueden tomar muestras de n
elementos. Cada una de estas muestras tiene a su vez una media (¥). Se puede
demostrar que la media de todas las medias muestrales coincide con la media
poblacional: Mz = H

Pero ademds, si el tamafo de las muestras es lo suficientemente grande, la
distribucion de medias muestrales es, practicamente, una distribucién normal (o
gaussiana) con media P y una desviacion tipica dada por la siguiente expresion:

__ 9 Estoserepresenta como sigue: + a
Ox — ﬁ X o~ _E“"rrl::;l._, ﬁ}
X —p
Si estandarizamos, se sigue que: = Z o~ P"F(D: 1)
n

En una distribucion Z~ N(0, 1) puede calcularse facilmente un intervalo dentro del cual
"caigan" un determinado porcentaje de las observaciones, esto es, es sencillo hallar z;
y z, tales que P[z; £2<27,] =1 - a, donde (1 - a)-100 es el porcentaje deseado (véase el
uso de las tablas en una distribucion normal).

Se desea obtener una expresion tal que P D—Ll <p< P’*E] =1-a

En esta distribucion normal de medias se puede calcular el intervalo de confianza

donde se encontrard la media poblacional si sélo se conoce una media muestral (

), con una confianza determinada. Habitualmente se manejan valores de confianza del
95% y 99%. A este valor se le llamara 1 - a (debido a que a es el error que se
cometera, un término opuesto).

Para ello se necesita calcular el punto X, ;2 —o mejor dicho su versién estandarizada Z,

/ 2— junto con su "opuesto en la distribucion" X _ 4 ; 2. Estos puntos delimitan la
probabilidad para el intervalo, como se muestra en la siguiente imagen:
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flg = 4

Dicho punto es el nimero tal que:

Pz > Xapn] = PBlz 2 24p2] = af2

Y en la versién estandarizada se cumple que: z_ /2=~ 242
Asi:

P _zaﬁig{_“:zaﬁ =1-a
vn

Haciendo operaciones es posible despejar i para obtener el intervalo:

P i—zﬂ;gi{pgf—l—z&;gi =1—«

n- vn

Resultando el intervalo de confianza:
(r

o)
T — Zajo——,& + Zop——
( o2 \/?—1 o /2 \/?—1)
Si o no es conocida y n es grande (habitualmente se toma n > 30):

5

Nk donde s es la desviacidn tipica de una muestra.
n

)? iZaXZ

Aproximaciones para el valor z,,, para los niveles de confianza estandar son 1,96 para
1-a=95%y2,576 paral-a=99%.

Estimacion por intervalos de confianza para la media.

Sea desconocida la media poblacional de una cierta variable que deseamos estudiar,
sacamos una muestra y se trata de obtener un intervalo (L1,L2) de forma que
tengamos una probabilidad alta (1-alfa)% de que la media poblacional esté en ese
intervalo. El nivel de confianza del intervalo (1-alfa)% lo fijamos nosotros., se suele
trabajar con 95% y a veces con 99% o el 90%; es decir, con probabilidad 0.05, 0.01 o
0.1.
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e Eltamafio de la muestra es mayor de 30 y la variable sigue un modelo normal.
e Eltamafio de la muestra es mayor de 100.

Si se cumple una de las siguientes hipotesis:

El intervalo de confianza para la media poblacional es:

~ S
X+ z—

Vn

Donde z es el valor que en la distribucion N(0,1) deja a su derecha un éarea de alfa/2,
es la media en la muestra, s la cuasidesviacion tipica (raiz cuadrada de la cuasivarianza)
o la desviacion tipica y n el tamafio de la muestra.

Intervalo de confianza para una proporcion.

El intervalo de confianza para estimar una proporcidon p, conocida una proporciéon
muestral p, de una muestra de tamafo n, a un nivel de confianza del (1-a)-100% es:

Pn(1 — Pn)

Pnizafz >

En la demostracion de estas férmulas estan involucrados el Teorema Central del Limite
y la aproximacién de una binomial por una normal.

Estimacion por intervalos de confianza para Ila
proporcion.

Sea p desconocida la proporcién de elementos en la poblacién pertenecientes a una
categoria C, sacamos una muestra y se trata de obtener un intervalo (L1,L2) de forma
gue tengamos una probabilidad alta (1-alfa)% de que la proporcion esté en ese

intervalo.

Si se cumple una de las siguientes hipoétesis, y que habra de comprobarlas en todos los
problemas son:

. n.ﬁ<5
e n(1-p)<5

En estas condiciones se obtienen los siguientes intervalos segin el tamafio de la
muestra:

e Eltamafio de la muestra es mayor de 30 y menor o igual de 100.
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1

5+
ptz 4n

At

e Eltamafio de la muestra es mayor de 100.

n elementos de la muestras que pertenecena C
- , z es el valor que en |Ia
tamafio de la muestra

distribucién N(0,1) deja a su derecha un area de alfa/2, n el tamafio de la muestra.

Donde p =

Intervalo de confianza para la media poblacional
- Muestras grandes

Uno de los usos mas comunes de los intervalos de confianza es estimar la media
poblacional. Un fabricante puede querer estimar la produccién mensual promedio de
su planta: un representante de mercadeo puede interesarse en a reduccidn en las
ventas semanales promedio: el jefe financiero de una firma, que aparece entre las 500
mejores firmas en la revista Fortune. Puede querer estimar los rendimientos
trimestrales promedio que se tuvieron en operaciones corporativas. El nimero de
circunstancias que se encuentran comunmente en el mundo de los ne®ocios y que
requiere de una estimacion de la media poblacional es casi ilimitado.

Se debe recordar que el intervalo se forma utilizando la media muestraj como una
estimacion puntual para el cual se adiciona y se resta un cierto valor para obtener los
limites superior e inferior del finten alo de confianza, respectivamente. Por tanto el
intervalo es

Intervalo de confianza para estimar y cuando u es conocido

I-C. para estimar = u =X + Zo,

Cuanto debe sumarse y restarse, depende en parte del nivel de confianza deseado,
estipulado por el valor de Z en la férmula (7.1). “" nivel de confianza del 95% requiere un
valor de Z de 1.96 (0.9512 = 0.4750). El 4rea de 0.4750 corresponde a un valor de Z de
1.96.

Ejemplo:

Consideremos el caso de un promotor inmobiliario quien intenta construir un gran
centro comercial. Puede estimaren el area el ingreso promedio por familia como
indicador de las ventas esperadas. Una muestra de n = 100 familias da una media de -
Y= US$35.500. Se asume que la desviacion estandar poblacional es a= US$7.200. Dado

a . :
que gy = 7=se estima un intervalo del 95% como

25




SALESIANA
7.200

I.C para estimar pu = 35.500 + (1,96) ——
v100

= 34.088,80 < u < 36.911,20

A. Interpretacion de un intervalo de confianza.

El promotor puede interpretar los resultados de su intervalo de confianza de dos
formas. La primera, y la mas comun, establece que el promotor tiene un -95% de
confianza en que la media poblacional real desconocida esté entre US$34,088,80 y
US$36,911.20". Aunque el valor real para la media poblacional sigue siendo
desconocido, el promotor tiene un 95% de confianza en que esté entre estos dos
valores.

La segunda interpretacidon reconoce que se pueden desarrollar muchos intervalos de
confianza diferentes. Otra muestra probablemente produciria una inedia muestraj
diferente debido al error de muestreo. Con una X diferente, el intervalo tendria limite
superior e inferior distintos. Por tanto, la segunda interpretacidon establece que si se
construyen todos los C jintervalos de confianza, el 95% de ellos contendra la inedia
poblacional desconocida.

Si una segunda muestra da una inedia de USS$35,600 en lugar de USS35,500, el
intervalo es

7.200
1.C para estimar p = 35.600 £ (1,96)ﬁ

= 34.188,80 < u < 37.011,20

El promotor puede estar un 95% seguro de que la media poblacional esta comprendida
entre US$34,188.80 y USS37,011.20. Si todos los intervalos posibles se construyeran
con base en todas las medias muestrales diferentes, el 95% de ellas contendria la
media poblacional desconocida.

Esto por supuesto significa que el 5% de todos los intervalos estaria errado - no
contendrian la media poblacional-. Este 5%, hallado como (1 - coeficiente de
confianza). es denominado el valor alfa y representa la probabilidad de error. El valor
alfa es la probabilidad de que cualquier intervalo dado no contenga la media
poblacional.

Valor alfa: Es la probabilidad de error o la probabilidad de que un intervalo dado no
contenga la media poblacional desconocida.

B. Intervalo de confianza cuando a es desconocida.

La formula (7.1) requiere la suposicion improbable que la desviacidon estandar
poblacional aes conocida. En el evento probable que a sea desconocida, la desviacion
estdndar de la muestra debe substituirse:

Intervalo de confianza para estimar cuando a es desconocida

I-C. para estimar = u =Xt Zs,

26




SALESIANA
en donde s, = s/ﬁ

Ejemplos:

Gerry Gerber, CPA, acaba de registrar las declaraciones de impuestos de sus clientes.
Desea estimar la cantidad promedio que deben al Servicio de Renta Interna. De los 50
clientes que selecciond en su muestra, la cantidad promedio que se adeudaba era de
USS$652.68. Ya que la desviacién estandar de todos sus clientes ctes desconocida,
Gerber debe estimar <Ycon la desviacion estandar de la muestra de s = US$217.43. Si se
desea un nivel del 99% de confianza, el valor de Z apropiado es 2.58 (0.99/2 = 0.4950).
De la tabla Z, “"drea de 0.4950 revela que Z= 2.58. Utilizando la férmula (7.2)

I.C paraestimary =X + Zs,
217,43

V50
= 573,35 < u < 732,01

= 652,68 + 2,58

El sefior Gerber puede tener un 99% de confianza en que la cantidad promedio que
deben todos sus clientes al Servicio de Renta Interna (SRI) esta entre US$573.35 y
USS$732.01.

¢Qué pasaria a este intervalo si el sefior Gerber estuviera dispuesto a aceptar un nivel
de confianza del 95%7 Con un valor de Z de 1.96, el intervalo seria

217,43

V50
=59241 <u<71296
Los resultados son tanto buenos como malos. Las buenas noticias son que el
intervalo del 95% es mas estrecho y ofrece mayor precision. Un intervalo amplio no es
especialmente atil. Revelaria muy poco si el profesor le pidiera que la media del
siguiente examen estuviera entre el 0 y el 100%. Entre mas estrecho sea el intervalo,
mas significativo es.

= 652,68 + 1,96

Las malas noticias son que el sefior Gerber ahora esta el 95% seguro de que el
intervalo contiene en realidad ,u. Aunque el intervalo es mas preciso (nias estrecho), la
probabilidad de que contenga M se ha reducido del 99 al 95%. El sefior Gerber tuvo que
abandonar algo de confianza y ganar mds precisién.

Intervalo de confianza para la media en el caso de
muestras pequeiias - la distribucion t.

En todos’ los ejemplos anteriores, el tamafio de la muestra era mayor (ti? 30). Sin
embargo, no siempre puede ser posible obtener por lo menos 30 observaciones.
Para una compaiia de seguros que prueba la resistencia al impacto de lo., autos,
destruir a propodsito 30 vehiculos de lujo puede volverse un poco costoso. Un
investigador médico que prueba una nueva medicina puede no encontrar 30 personas
dispuestas a actuar como conejillo de indias. En muchos casos una muestra grande no
es posible.

Cuando debe tomarse una muestra pequefia, la distribuciéon normal puede no
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aplicarse. El teorema del limite central asegura normalidad en el proceso de muestreo
solo si la muestra es grande. Cuando se utiliza una muestra pequefa, puede ser
necesaria una distribucion alternativa, la distribucion t Student (o simplemente la
distribucidn t). Especificamente, la distribucidn t se utiliza cuando se cumplen las tres
condiciones: (1) la muestra es pequefia, (2) aes desconocida. y (3) la poblacién es
normal o casi normal. Si aes conocida, la distribucidon Z se usa inclusive si la muestra
es pequena. Ademas, si no puede asumirse tina poblacién normal, se aumenta el
tamafo de la muestra para utilizar la distribucidon Z y de no ser posible se debe confiar
en las pruebas no paraniétricas.

La distribucion t Student fue desarrollada en 1908 por William S. Gosset (1876 - 1937),
quien trabajé como experto cervecero para Guinnes Breweries en Dublin, Irlanda.
Guiness no permitia que sus empleados publicaran su investigacién, de manera que
Gosset (a quien le gustaba 'Jugar con los numeros para relajarse") informé por primera
vez sobre su distribucion j, aunque publicé bajo el seuddnimo de “Student” para
proteger su trabajo.

Al igual que la distribucion Z, la distribucion t tiene una media de cero, es simétrica con
especto a la media y oscila entre - ooy + oo, Sin embargo, mientras que la distribucién Z
tiene una varianza de o = 1, la varianza de la distribucién t es mayor que 1. Por tanto,
es mas plana y mas dispersa que la distribucidn Z. La varianza para la distribucién t es

. . . . n-1
Varianza de la distribucién t 6% = p—
n—

En realidad la distribucidén t es una familia de distribuciones cada una con su propia
varianza. La varianza depende de los grados de libertad (g.l.). Definidos como el
nimero de observaciones que se pueden escoger libremente. Es el nimero de
observaciones menos el nimero de restricciones impuestas sobre tales observaciones,
en donde una restriccion es algln valor que tales observaciones deben poseer. Se
asume que se tienen ti = 4 observaciones que deben producir una media de 10. La
media de 10 sirve como una restriccion y hay i - 1 = 3 grados de libertad. Por tanto, se
pueden escoger tres observaciones cualesquiera: por ejemplo se puede escoger 8,9y
11. Después de que se seleccionan estos tres valores, ya no hay libertad para escoger
la dltima observacién. El cuarto valor debe ser 12 si se quiere tener un promedio de 10.
Vale ° pena destacaren la figura 7.3 que a medida que ti aumenta, la distribucion t se
aproxima a la distribucién Z. Es por esto que se puede utilizar la distribucidon Z cuando n
> 30.

—— Zoiconn230

tconn =13

. teonn=I10
\_.___

Grados de libertad: El nUmero de observaciones menos el nimero de restricciones
impuestas sobre tales observaciones.

Como se vera en breve, para todo conjunto de condiciones dadas la distribucion t
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producird un intervalo mds amplio que la distribucidn Z, si ésta se utilizara. Este ancho

adicional es necesario debido a que se pierde algo de precision porque a es
desconocida y debe estimarse.

El estadistico t se calcula en gran parte como el estadistico Z.

T
=2 _#

Sy

Reescribiendo algebraicamente para expresarlo como un intervalo de confianza para
estimar p, se tiene que

Intervalo de confianza para estimar la media poblacional - muestras pequefias

I.C. para estimar p = X + (t)(sg) = X + t\},iﬁ

El valor apropiado de t puede hallarse de la tabla F en el apéndice Ill. Para ilustrar, se
asume que se desea un intervalo de confianza del 95% y se tiene una muestra de 20
observaciones. Debido a que n = 20, los grados de libertad son g.l. = n -1=19. Bajando
por la primera columna en la tabla F bajo g.l. hasta 19. Se mueve a través de dicha fila
hacia la columna encabezada por un nivel de confianza de 0.95 para las pruebas de dos
colas. (Se ignoran las dos filas referentes a las pruebas de una cola. Estas se trataran en
el capitulo 8). La entrada resultante de 2.093 es el valor t apropiado para un intervalo
de confianza del 95% con un tamafio maestral de 20 (g.l. = 19).

Ejemplo:

Consideremos el sifuiente problema tomado de The IWill Sitect Une empresa de
consruccion fue culpada de inflar los comprobantes que registra para los contratos
de construccion con el sobiemo federal. El contrato establecié que un cieno tipo de
trabajo deberia promediar USS 1,150. Por motivos de tiempo, los directivos de sélo 12
agencias del gobienio fueron llamados a dar testimonio ante la corte respecto a los
comprobantes de la empresa. Si se descubrid a partir del testimonio una media de
USS1,275 y tina desviacion estandar de USS235, éun iiite~,alo de confianza del 95¢
apoyaria el caso legal de la empresa? Se asume que los montos de los
comprobantes son normales.

Un nivel de confianza del 95% con g.l. = 12 -1 = 11 resulta de la tabla F un valor t de
2.201. Entonces

l.Cparacalcularp _ 7 4 ti
~n

= 1.275 4 (2,201) 235

. + (2, 7

= 1.275 4+ 149,31

1.125,69 < u < 1.424,31
La corte puede tener un 95% de confianza en que el promedio de todos los
comprobantes estd entre USS 1.1255 y US$1.424. Este intervalo contiene los US$1,150
acordados, fortaleciendo la defensa de la empresa.

Vale la pena destacar que el valor t para un intervalo del 95% es 2.201 (dado g.l. = 11),
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mientras que un intervalo del 95% de una muestra grande utiliza un valor Z de 1.96. El
intervalo con base en un valor t es, por tanto, mas amplio.

Intervalo de confianza para la proporcion poblacional.

Las decisiones dependen con frecuencia de parametros que son binarios, pardmetros
con sélo dos posibles categorias dentro de las cuales pueden clasificarse las
respuestas. En este evento, el pardmetro de interés es la proporcion poblacional. Una
empresa puede desear saber qué proporcién de sus clientes paga a crédito en
oposicion a quienes utilizan efectivo. Las corporaciones con frecuencia estdn
interesadas en qué porcentaje de sus productos son defectuosos en oposicién al
porcentaje que no es defectuoso, o qué proporcidon de sus empleados renuncian
después de un afio en contraste con la proporcion que no renuncia después de un afio.
En cada uno de estos casos, existen sélo dos posibles resultados. Por tanto. la
preocupacion se concentra en la proporcidn de respuestas que queda dentro de uno
de estos dos resultados.

En el capitulo anterior se encontré que sinnyn(1-7r) son ambos mayores que 5, la
distribucidn de las proporciones muestrales sera normal y la distribucién muestra) de
la proporcion muestra] tendrd una media igual i la proporcién poblacional z y un error
estandar de

El error estdandar de la distribucion muestral de las proporciones muestrales

(1 —m)
% = J——

Sin embargo, la férmula contiene m, el pardmetro que se desea estimar. Por tanto, la
proporcidn maestral p se utiliza como estimador de .

La féormula puede replantearse como

Estimacion del error estdndar de la distribucion de las proporciones muestrales

_ \/P(l ~p)
= e

Intervalo de confianza para estimar la proporcién poblacional

I.C paraestimarm = p t Zs,

Ejemplo:

El gerente de tina estacion de television debe determinar en la ciudad qué porcentaje
de casas tiene mas de un televisor. Una muestra aleatoria de 500 casas revela que 275
tienen dos o mas televisores. ¢Cual es el intervalo de confianza del 90% para estimar la
proporcion de todas las casas que tienen toso mas televisores'? Dados estos datos. p =
275/1500 = 0.55, y

~ ’(0,55)(0,45)
5p = 500

La tabla E da un valor de Z de 1.65 para un intervalo de confianza del 90%
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.C. para estimart = 0,55 + (1,65)(0,022)
= 0,55+ 0,036

0,514 <7 < 0,586

El gerente puede tener “"90% de confianza que entre el 51.4% y el 58.6% de las casas
de la ciudad tienen mas de un televisor.

Control del ancho de un intervalo.

Como se expresd anteriormente, es preferible un intervalo mds estrecho debido a la
precision adicional que proporciona. Hay dos métodos principales para lograr un
intervalo mas preciso: (1) reducir el nivel de confianza y (2) incrementar el tamario de
la muestra.

A. Reduccion del nivel de confianza.

Ya se ha visto, " el intento del sefior Gerber por estimarla declaracién de impuestos
promedio de sus clientes, que un incremento " la precisiéon puede obtenerse aceptando
un nivel inferior de confianza. Su intervalo de confianza del 99°1 oscilaba entre US$573
y US$732, mientras que el intervalo del 95% era mas estrecho de US$594 a USS$712.
Esto resultd del hecho que el intervalo de confianza del 99% requirié un valor de Z de
2.58 en lugar de 1.96 que utilizo el intervalo del 95%.

Sin embargo, habia un costo involucrado en lograr esta precision mayor: el nivel de
confianza bajé a 95%, produciendo un 5% de probabilidad de error en lugar del 1%
relacionado con el intervalo de confianza del 99%. ¢Existe alguna manea " la que se
pueda reducir el intervalo sin sufrir una pérdida de confianza? Si, incrementando el
tamaio maestral.

B. Incremento del tamaio muestral.

Incrementando el tamafo muestral se puede reducir el error estandar cr/\/ﬁ. Si el
tamaio muestral del sefior Gerber se incrementa a 80. El intervalo del 99% presenta un
grado de precision similar al intervalo mas estrecho del 95%. Sin ninguna pérdida de
confianza. Con n = 80. El intervalo del 99% es

217,43
v80

I.C.para estimar u = 652,68 + 2,58

589,96 < u < 715,39
Esto estd muy cercano al intercalo mas preciso del 95% de USS592.41 a USS712,96,
pero mantiene un nivel de confianza del 99%.

Infortunadamente, esta ventaja no se gana sin un precio. El tamafio avis grande de la
inuestra significa mas tiempo y mas; dinero que deben gastarse al recolectar y manejar
los datos. De nuevo, debe tomare una decisidon. Se vuele una decisidon gerencia)
respecto a qué método tomar.
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Determinacion del tamafio apropiado de la muestra.

El tamano de la muestra juega un papel importante al determinarla probabilidad de
error asi como en la precisidn de la estimacién. Una vez que se ha seleccionado el nivel
de confianza, dos factores importantes influyen en el tamafio muestral: ( 1) la varianza
de la poblacién o2y (2) el tamafio del error tolerable que el investigador esta dispuesto
a aceptar. Mientras que el primer factor estd mas alld del control del investigador (no
hay nada que se pueda hacer sobre la varianza de la poblacidn). Si es posible limitar el
tamario del error.

El tamafo del error que uninvestigador puede tolerar depende de qué tan critico es el
trabajo. Alfunas tareas extremadamente delicadas requieren de resultados exactos:
los procedimientos médicos vitales de los cuales dependen vidas humanas, o la
producciéon de piezas de tina mdaquina que deba cumplir medidas precisas, pueden
tolerar sélo un pequefio error. En otros casos, los errores mds grandes pueden
tener consecuencias menos graves.

Se supone que en la fabricacién (le una pieza para los reproductores de discos
compactos (CD), un error de 2 milimetros (mm) en el didmetro no causaria problema
alguno: sin embar®o. todo error superior a 2 mm resultard en un reproductor
defectuoso. Si una pieza puede variar por encima y por debajo de algun didmetro
deseado en 2 mm, se permite un intervalo de 4 mm. Todo intervalo dado es dos veces
el error tolerable. Ver la figura para observar una ilustracién

1 i et T 1) ]
1 [}
' | -
4 LSC
4 mm l
I.r— Ancho del inle \.'u!u—a-i

A. Tamano de la muestra para estimar pu.

Vale la pena recordar que la desviacion normal Z puede expresarse como
X=i X—1
O% O’\/E

Esto puede reescribirse algebraicamente como

Tamafdo muestral para intervalos de la media poblacional
@i
n=-=—-
X —n)

en donde la diferencia entre la media maestral y la media poblacional (A* p) es el error.
En el ejemplo anterior de los reproductores de CD's, con “"error tolerable de 2 aun, la
formula (7.9) se escribiria como
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Z2%g2
T )2

El valor de Z depende del nivel de confianza requerido. Esto deja por determinar sélo 6'
para calcular el tamafio muestra) apropiado. En el evento probable que 6% sea
desconocido, puede estimarse mediante la desviacién estandar maestral s, utilizando
una muestra piloto de cualquier tamafio razonable ( n = 30). La varianza calculada de
esta muestra preliminar puede entonces utilizarse en la férmula (7.9).

n

Ejemplo:

Por ejemplo, se asume que el fabricante de los reproductores de discos compactos
desea construir un intervalo del 95% para el tamafio promedio de la pieza. Una
muestra piloto ha revelado una desviaciéon estandar de 6 mm. ¢{Qué tan grande
deberia ser la muestra? Un intervalo del 95% da un valor de Z de 1.96. Por tanto

_ (1,96)%(6)”
()2
El fabricante deberia seleccionar una muestra de 35 piezas. De esta muestra, un

intervalo de 95% podria construirse para el tamafio promedio. El intervalo tendria un
error no superiora 2 mm.

=34,5035

B. Tamaio de la muestra para estimar

en donde

\/n(l - )
&=l

Se puede reescribir esto para producir una expresién para el tamafio maestral

Tamafio muestral para intervalos para la proporcion poblacional
Z*m(1 —m)
(p —m)?

en donde (p - m) es la diferencia entre la proporcion muestral y la proporcion
poblacional, y por tanto es el error.

La formula requiere el valor de m. Sin embargo, m: es el pardmetro que se desea
estimar y es desconocido. Este problema puede tratarse en una de las dos maneras- Se
podria tornar una muestra piloto para obtener un valor preliminar para m, tal y como
se hizo al determinar el tamafio maestral apropiado para la media. O se puede
determinar que w = 0.5, para efectos de determinar el tamafio maestral.
Frecuentemente se prefiere este método porque es muy "seguro" o conservador —
garantizara el tamafo muestral mas grande posible, dado cualquier nivel de confianza 'y
error deseados— Esta muestra mds grande resulta del hecho que el numerador de la
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féormula, el cual contiene m(1 -) es maximo (por tanto, n se maximizard) cuando =1 -

m=0.5. No existe valor distinto a 0.5 que pueda asignarse a raque haga mas grande m(1

-1). Si ™= 0.5, entonces (1 - ) = 0.25. Todo valor distinto a 0.5 resultariaen n (1 - )
< 0.25. Por tanto, n seria mas pequefia.

Ejemplo:
Wally Simpleton esta postulado para gobernador. El desea estimar dentro de 1 punto
porcentual la proporcion de personas que votaran por él. También desea tener el 95%
de confianza en sus hallazgos. éQué tan grande deberia ser el tamafio maestral?
(1,96)2(0,5)(0,5)
T (0,01)?
= 9.604 votantes

Una muestra de 9,604 votantes permitira a Wally estimar 7 con un error de un1% y un
nivel de confianza del 95%.
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CAPITULO 8: PRUEBA DE HIPOTESIS

Hipoatesis.

Es el enunciado acerca de una poblacion elaborada con el propdsito de ponerse a
pruebay para verificar si la afirmacion es razonable de los datos utilizados.

Ejemplo:

& EI45.5 % de los estudiantes de comunicacion y medios, fuma.

& Un dentista reclama que el 5% de sus pacientes sufren enfermedades en las encias.
& Prueba de hipdtesis: procedimiento basado en la evidencia muestral y en la teoria

de probabilidad que se emplea para determinar si la hipdtesis es un enunciado
razonable y no debe rechazarse o si no es razonable y debe ser rechazado.

Prueba de hipoétesis:

Es un procedimiento basado en la evidencia muestral (una o mas poblaciones) y la
teoria de probabilidad; se emplea para determinar si la hipdtesis es una afirmacion
razonable. Nunca se sabe con absoluta certeza la verdad o falsedad de una hipdtesis
estadistica, a no ser que se examine la poblaciéon entera.

Se debe tomar una muestra aleatoria de la poblacién de interés y se utilizan los datos
que contiene tal muestra para proporcionar evidencia que confirme o no la hipdtesis.
La evidencia de la muestra que es un constante con la hipétesis planteada conduce a
un rechazo de la misma mientras que la evidencia que apoya la hipdtesis conduce a su
aceptacion.

La prueba de hipdtesis cuantifica el proceso de toma de decisiones.

Objetivo de la prueba de hipoétesis.

El propdsito de la prueba de hipdtesis no es cuestionar el valor calculado del
estadistico (muestral), sino hacer un juicio con respecto a la diferencia entre
estadistico de muestra y un valor planteado del pardmetro.

Pasos de la prueba de hipoétesis.
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Faso 1: plantear las hipatesis nula y altema

Faso 2 seleccionar un nivel de significancia

Paso 3 identificar el walor estadistico de rueba

Faso 4: formular una regla de decision

Faso & tomar una muestra, legar a una decision

I
| I
Mo rechiazar la Rechazar la hipotesis nula
hipotesis nula vy aceptar la alterna

CONCEPTOS BASICOS PARA EL PROCEDIMIENTO DE
PRUEBAS DE HIPOTESIS

Tipos de hipotesis.

+ Hipotesis Estadistica:

Al intentar alcanzar una decision, es util hacer hipdtesis (o conjeturas) sobre la
poblacién aplicada.

Tales hipodtesis, que pueden ser o no ciertas, se llaman hipdtesis estadisticas.
Son, en general, enunciados acerca de las distribuciones de probabilidad de las

poblaciones. Por cada tipo de prueba de hipdtesis se puede calcular una prueba
estadistica apropiada.

# La hipodtesis nula (Ho).

Se refiere siempre a un valor especificado del parametro de poblacién, no a una
estadistica de muestra. La letra H significa hipétesis y el subindice cero no hay
diferencia. Por lo general hay un "no" en la hipétesis nula que indica que "no hay
cambio" Podemos rechazar o aceptar Ho.
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Esta es una afirmacién que no se rechaza a menos que los datos maestrales
proporcionen evidencia convincente de que es falsa. El planteamiento de la
hipotesis nula siempre contiene un signo de igualdad con respecto al valor

especificado del pardmetro. Suele llevar los signos igual, mayor o igual y menor o
igual.

Ejemplo 1: si una moneda estd trucada, formulamos la hipdtesis de que la
moneda es buena (o sea p = 0,5, donde p es la probabilidad de cara).
Analégicamente, si deseamos decidir si un procedimiento es mejor que otro,
formulamos la hipétesis de que no hay diferencia entre ellos (o sea. Que cualquier
diferencia observada se debe simplemente a fluctuaciones en el muestreo de la
misma poblacién).

Ejemplo 2: supongamos que un investigador cree que si un grupo de jovenes se
somete a un entrenamiento intensivo de natacién, éstos seran mejores nadadores
que aquellos que no recibieron entrenamiento. Para demostrar su hipdtesis toma
al azar una muestra de jovenes, y también al azar los distribuye en dos grupos: uno
qgue llamaremos experimental, el cual recibirda entrenamiento, y otro que no
recibird entrenamiento alguno, al que llamaremos control. La hipdtesis nula
sefialard que no hay diferencia en el desempefio de la natacién entre el grupo de
jévenes que recibid el entrenamiento y el que no lo recibié.

La hipotesis alternativa (H1).

Es cualquier hipdtesis que difiera de la hipdtesis nula. Es una afirmacién que se
acepta si los datos maestrales proporcionan evidencia suficiente de que la
hipdtesis nula es falsa. Se le conoce también como la hipdtesis de investigacién. El
planteamiento de la hipdtesis alternativa nunca contiene un signo de igualdad con
respecto al valor especificado del pardmetro. Suele llevar los signos distintos,
mayor y menor.Toda hipétesis que difiere de una dada se llamara una hipétesis
alternativa.

Ejemplo 1: Si una hipédtesis es p = 0,5, hipdtesis alternativa podrian ser p=0,7, p "
0,56 p>0,5.

Nivel de significancia.

Probabilidad de rechazar la hipotesis nula cuando es verdadera. Se le denota
mediante la letra griega «, también es denominada como nivel de riesgo, este
término es mas adecuado ya que se corre el riesgo de rechazar la hipétesis nula,
cuando en realidad es verdadera. Este nivel esta bajo el control de la persona que
realiza la prueba.

Si suponemos que la hipdtesis planteada es verdadera, entonces, el nivel de
significacion indicara la probabilidad de no aceptarla, es decir, estén fuera de area
de aceptacién. El nivel de confianza (1-a), indica la probabilidad de aceptar la
hipétesis planteada, cuando es verdadera en la poblacién.
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La distribucion de muestreo de la estadistica de prueba se divide en dos regiones, una
region de rechazo (conocida como regidn critica) y una regién de no rechazo
(aceptacion). Si la estadistica de prueba cae dentro de la regién de aceptacion, no se
puede rechazar la hipétesis nula.

La region de rechazo puede considerarse como el conjunto de valores de la estadistica
de prueba que no tienen posibilidad de presentarse si la hipdtesis nula es verdadera.
Por otro lado, estos valores no son tan improbables de presentarse si la hipdtesis nula
es falsa. El valor critico separa la regién de no rechazo de la de rechazo.

Ejemplo se escoge el nivel de significacion 0,05 (6 5%) al disefiar una regla de decision,
entonces hay unas cinco (05) oportunidades entre 100 de rechazar la hipdtesis cuando
debiera haberse aceptado; Es decir, tenemos un 95% de confianza de que hemos
adoptado la decisién correcta. En tal caso decimos que la hipétesis ha sido rechazada
al nivel de significacién 0,05, lo cual quiere decir que tal hipdtesis tiene una
probabilidad 0,05 de ser falsa.

Tipos de errores.
Error tipo | se presenta si la hipdtesis nula Ho es rechazada cuando es verdadera y
debia ser aceptada. La probabilidad de cometer un error tipo | se denomina con la

letra alfa a

Error tipo Il se denota con la letra griega B se presenta si la hipdtesis nula es aceptada
cuando de hecho es falsa y debia ser rechazada.

En la siguiente tabla se muestran las decisiones que pueden tomar el investigador y las
consecuencias posibles.
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Inwestigador
Hipotesis Se acepta Ze rechaza
tala Ho Ha
Ho es verdadrea Decision Errortipo
cotrecta
; Decision
Error tipo I1
Hoes falza e ofrecta

Un error de tipo Il denotada con la letra griega beta B, depende de la diferencia entre
los valores supuesto y real del parametro de la poblacién. Como es mas facil encontrar
diferencias grandes, si la diferencia entre la estadistica de muestra y el
correspondiente pardmetro de poblaciéon es grande, la probabilidad de cometer un
error de tipo Il, probablemente sea pequefia.

El estudio y las conclusiones que obtengamos para una poblacién cualquiera, se
habran apoyado exclusivamente en el andlisis de una parte de ésta. De la probabilidad
con la que estemos dispuestos a asumir estos errores, dependera, por ejemplo, el
tamaio de la muestra requerida. Las contrastaciones se apoyan en que los datos de
partida siguen una distribucién normal

Existe una relacion inversa entre la magnitud de los errores a y B: conforme a
aumenta, B disminuye. Esto obliga a establecer con cuidado el valor de a para las
pruebas estadisticas. Lo ideal seria establecer a y B. En la practica se establece el nivel
o y para disminuir el Error B se incrementa el nimero de observaciones en la muestra,
pues asi se acortan los limites de confianza respecto a la hipétesis planteada.La meta
de las pruebas estadisticas es rechazar la hipdtesis planteada. En otras palabras, es
deseable aumentar cuando ésta es verdadera, o sea, incrementar lo que se llama
poder de la prueba (1- B) La aceptacidn de la hipétesis planteada debe interpretarse
como que la informacién aleatoria de la muestra disponible no permite detectar la
falsedad de esta hipodtesis.

Tipos de prueba.

Cuando estudiamos ambos valores estadisticos es decir, ambos lados de la media lo
llamamos prueba de uno y dos extremos o contraste de una y dos colas.

Con frecuencia no obstante, estaremos interesados tan solo en valores extremos a un
lado de la media (o sea, en uno de los extremos de la distribucién), tal como sucede
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cuando se contrasta la hipdtesis de que un proceso es mejor que otro (lo cual no es lo
mismo que contrastar si un proceso es mejor o peor que el otro) tales contrastes se

llaman unilaterales, o de un extremo. En tales situaciones, la region critica es una
regién situada a un lado de la distribucion, con area igual al nivel de significacién.

a) Prueba bilateral o de dos extremos.
La hipétesis planteada se formula con la igualdad

Ejemplo

HO : p=200

H1:p#200

(1-a)

Zona de
Aceptacion

2
b) Pruebas unilateral o de un extremo:
La hipdtesis planteada se formula con 20 <

HO: W >200HO: p < 200

H1:u<200H1:pu>200

En las pruebas de hipdtesis para la media (p), cuando se conoce la desviacién estandar
(o) poblacional, o cuando el valor de la muestra es grande (30 o mas), el valor
estadistico de prueba es z y se determina a partir de:

X- U

c/
i

Z:
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El valor estadistico z, para muestra grande y desviacion estandar poblacional
desconocida se determina por la ecuacién:

En la prueba para una media poblacional con muestra pequeiia y desviacion estandar
poblacional desconocida se utiliza el valor estadistico t.

X -u
I——S |

Vn
Formular la regla de decision.

Se establece las condiciones especificas en la que se rechaza la hipdtesis nula y las
condiciones en que no se rechaza la hipotesis nula. La regidon de rechazo define la
ubicacion de todos los valores que son tan grandes o tan pequefos, que la
probabilidad de que se presenten bajo la suposicion de que la hipdtesis nula es
verdadera, es muy remota

Eegion de
rechazo

/

Mo ze
rechara Ho

Ezcala de 2
=

Walor critico
Distribucion muestral del valor estadistico z, con prueba de una cola a la derecha

Valor critico: Es el punto de divisién entre la regién en la que se rechaza la
hipdtesis nula y la region en la que no se rechaza la hipdtesis nula.

Tomar una decision.

En este ultimo paso de la prueba de hipdtesis, se calcula el estadistico de prueba, se
compara con el valor critico y se toma la decisién de rechazar o no la hipdtesis nula.
Tenga presente que en una prueba de hipdtesis solo se puede tomar una de dos
decisiones: aceptar o rechazar la hipdtesis nula. Debe subrayarse que siempre existe la
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posibilidad de rechazar la hipétesis nula cuando no deberia haberse rechazado (error
tipo 1). También existe la posibilidad de que la hipdtesis nula se acepte cuando deberia
haberse rechazado (error de tipo Il).

Ejemplo:

El consumo de un automovil en km/Its tiene distribucion normal con un desvio 0.8
km/Its Con el objeto de estimar el consumo medio de nafta se realizaron 40 pruebas,
obteniéndose un rendimiento medio de 12.8 km/litro

Si el fabricante afirmo que su rendimiento medio es de 12.4 km/litro, ¢puede
rechazarse esta hipdtesis a un nivel de significancia del 5%? Exprese la regla de
decisidon en términos de la media muestral.

PASO 1: Definir juego de Hipotesis

Ho: M =124

Ha:M=#12.4

PASO 2: Nivel de Significancia

5% = 0.05

(Debido a que es una prueba de dos colas se divide entre dos)

0.05/2 =0.025

0.05-0.025 = 0.475 Este es el numero que buscamos en la tabla de Z.

0.475=1.96

PASO 3: Calcular estadistico de prueba:

Debido a que si conocemos la desviacidn estandar utilizaremos la siguiente formula:
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Z=128-12. 4
.8
V40

Z=-1.74

PASO 4: Formular Regla de decision:

Rechazaremos Ho si Zc es # al valor critico.

PASO 5: Tomar la decision.

iSI SE RECHAZA i Debido a que -1.74 es diferente a 1.96

Ejemplo:

La fabrica de llantas tiene dos turnos de operarios, turno de dia y turno mixto. Se
selecciona una muestra aleatoria de 100 llantas producidas por cada turno para ayudar

al gerente a sacar conclusiones de cada una de las siguientes preguntas:

1.- Es la duracién promedio de las llantas producidas en el turno de dia igual a 25000
millas?

2.- ¢Es la duracion promedio de las llantas producidas en el turno mixto menor de 25
000 millas?

3.- Se revienta mas de un 8% de las llantas producidas por el turno de dia antes de
las 10 000 millas

Prueba de hipotesis para la media.

En la fabrica de Ilantas la hipdtesis nula y alternativa para el problema se plantearon
como sigue:

Ho: p = 25 000
H1:u # 25000

Si se considera la desviacién estdndar o las llantas producidas en el turno de dia,
entonces, con base en el teorema de limite central, la distribucion en el muestreo de la
media seguiria la distribucién normal, y la prueba estadistica que esta basada en la
diferencia entre la media de la muestra y la media p hipotética se encontrara como
sigue:
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Si el tamafio de la regién a de rechazo se estableciera en 5% entonces se podrian
determinar los valores criticos de la distribucion. Dado que la regidn de rechazo estd
dividida en las dos colas de la distribuciéon, el 5% se divide en dos partes iguales de
2.5%.

Dado que ya se tiene la distribucién normal, los valores criticos se pueden expresar en
unidades de desviacién. Una regién de rechazo de 0.25 en cada cola de la distribucion
normal, da por resultado un area de .475 entre la media hipotética y el valor critico. Si
se busca esta area en la distribucién normal, se encuentra que los valores criticos que
dividen las regiones de rechazo y no rechazo son + 1.96 y - 1.96

ral lr"ﬂj.

Por tanto, la regla para decision seria:
Rechazar HosiZ>+ 1.96

Osi Z<-1.96
De lo contrario, no rechazar Ho

Problemas resueltos.
Un criador de pollos sabe por experiencia que el peso de los pollos de cinco meses es
4,35 libras. Los pesos siguen una distribucion normal. Para tratar de aumentar el

peso de dichas aves se le agrega un aditivo al alimento. En una muestra de pollos de
cinco meses se obtuvieron los siguientes pesos (en libras).

441 4,37 433 435 430 439 436 438 440 4,39
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En el nivel 0,01, el aditivoa ha aumentado el peso medio de los pollos? Estime el valor
de p.

n=10 Peso librasX [B-¥med M¥med)2 [
u=4735 4 41 0,042 0001764 19,4481
¥med = 43 5B/M0 = 4 365 437 0,002 4E-06 19 0965
4,33 0,038 0001444 18,7489
JE(X X) (001036 4,35 -0,018 0,000324 18 9225
m—1 10 -1 43 -0, 0RE 0,004624 18 49
439 0022 0,000434 19 2721
O oo11s = 00332 | 4 3R -0,008 b 4E-05 19 0096
438 002 0,000144 19,1844
Flanteamiento de hipdtesis 4.4 0,032 0,001024 19,36
439 0,022 0,000434 19 2721
H, cu =435 43 68 0,01036 1908046

Mo o= 435
#med = 4 368

a) Prueba de una cola
b) nivel de significancia 0,01
) Estadistico de prusha

X¥-u 4368-435 0018 _ Area = 04535
T sidn 00339/10 001072

d) Plantear la regla de desicidn:
afa=001ygl=n-1=10-1=9

Sit = 2,821 Zerechaza Ho y se acepta HI
Tomar la decisidn:

Comoat (168) <2 8215e acepta |a hipotesis nula y se rechaza H1 y se coneluye que &l
aditiva no aumenta el peso medio de los pallos en un 4,35

“alorp=1/58 es 04535
p=050-04535=0046

EJERCICIOS

Una empresa que se dedica a hacer en cuestas se queja de que un agente realiza en
promedio 53 encuestas por semana. Se ha introducido una forma mas moderna de
realizar las encuetas y la empresa quiere evaluar su efectividad. Los nimeros de
encuestas realizadas en una semana por una muestra aleatoria de agentes son:

53 57 50 55 58 54 60 52 59 62 60 60 51
59 56

En el nivel de significancia 0,05, puede concluirse que la cantidad media de
entrevistas realizadas por los agentes es superior a 53 por semana? Evalte el valor p.
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u=4a3 #encuestas | *¥-¥med [F-Xmed)2 x
n=15 53 -3.4 11 56 2809
Xmed = 56 4 a7 0g 036 3249
a0 6.4 40 95 2600

a2 55 -4 1 96 3025
s=1}w= [ =J13971=373 53 16 2 56 3364
n-l 15-1 54 24 576 2916

&0 36 12 96 3600

Planteamiento de hipdtesis 52 -4 4 19,36 2704
= 59 26 676 3481

kg e SuSl B2 EE 5 % Tad
Hy tw o> 53 ED 36 1296 3600
B0 ] 12 96 3600

a) Prueba de una cola 51 54 2916 2601
b nivel de significancia 0,05 29 25 676 3481
) Estadistico de prueba j=la] 0.4 016 3136
g6 195 6 47910

FioF cunl TR o Xmed =|846/15 56 4
0.9a3 !
siofn_ 333145 Area = 0 4989

d) Plantear la regla de desicidn:
afa=005ygl=n-1=15-1=14

Sit <1761 Serechaza Ho v se acepta H1
Tomar la decisidn:

Comot {353) = 1761 se rechaza la hipdtesis nula v se acepta H1 v se concluye que la
cantidad media de entrevistas realizadas por los agentes es mayor a 53 por semana.

“alor p= 1761 es 04989
p=050-04939 =0,0011

Lisa Monnin es directora de presupuesto en la empresa New Process Company,

desea comparar los gastos diarios de transporte del equipo de ventas y del personal
de cobranza. Recopild la siguiente informacion muestral (importe en délares).

Ventas ($) 131 135 146 165 136 142

Cobranza($) 130 102 129 143 149 120 139

Al nivel de significancia de 0,10, puede concluirse que los gastos medios diarios del
equipo de ventas son mayores? cual es el valor p?
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wentas cobranzas FPrueba de hipatesis
131 130
5 TR H , nl = 2
146 129 H, rul >
165 143
136 149 a) Es esta una prueba de una o de dos colas
142 120 Esta es una prueba a una sola cola
139

1425 130 285714 promedia
12 2433656 157872764 desviacidn st
n =6 n =7
alfa=0,10
b) Establezea la regla de desicidn

Si 2 = que el valor critico, se rechaza la hipdtesis nula y se acepta H1

c) Calcule el walor del estadistico de prueba

Datos:

nl =6 nZ =7

Prom 1=1425 Prom 2 =13073

51 =122 s2 =158

Alfa=0.10

Grados de libertad = B+7 - 2 =11 =1,363 de la tabla con 0,10

paas (n —Usi + sy — s
A —2

e (6—1)14884+(7—1)249.64 _ 7442+149784 _3hEks
2 6+7-2 11
T e, — g S 142 .5 — 130 = L2 E g o

V'{‘”':[.:. e \/203_32[‘15_... ;_j ZaRRE

d) Cudl es la desicidn respecto a la hipdtesis nula

t calculado 1,56 es mayor gue 1,363 rechazo |a hipdteis nula
Par lo tanto rechazo la hipdtesis nula y concluyo gque los gastos medios diarios de las

ventas realizadas son mayores. 166
e)] Cual es suvalor p _’—1// 1,363
El valor se encuentra entre 0,10 y 0.5 |

De una poblacidon se toma una muestra de 40 observaciones. La media muestral es
de 102 y la desviacidon estandar 5. De otra poblacion se toma una muestra de 50
observaciones. La media muestral es ahora 99 y la desviacion estandar es 6. Realice
la siguiente prueba de hipdtesis usando como nivel de significancia 0,04.

Ho:ul =u2
Ho: ul # u2

a) Es esta una prueba de una o de dos colas?
Esta es una prueba de hipétesis de dos colas
b ) Establezca la regla de decisién
Si Z > que le valor critico, se rechaza la hipdtesis nula y se acepta la hipdtesis

alternativa
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c) Calcule el valor del estadistico de prueba

Si Z > que el valor critico, se rechaza la hipdtesis nula y se acepta H1

Diatos:

nl =40 n2 =450

Fram 1= 102 Fram 2 =53

sl =45 52 =B
= = 102— 9w = 3

G _3;5"=— = _J(E)z (T ~ Joezsrosz Jisas T °
72 e 40 50

d) Cual es su decision respecto a la hipoétesis nula?

Como su valor calculado Z (2,59) > 2,05; se rechaza la hipdtesis nula y se acepta la
hipétesis alternativa

Si Z tabulada es 0,5 - 0,02 = 0,48 este valor en la tabla es 2,05

2 E9 2 58
205 ¥ 205
__i |

e) Cual es el valor p?

Z=2,59 Area 0,4952
0,5-0,4952 =0,0048 * 2 =0,0096

Problemas resueltos.

1- las puntuaciones en un test que mide la variable creatividad siguen, en la poblacion
general de adolescentes, una distribucién Normal de media 11,5. En un centro escolar
que ha implantado un programa de estimulacién de la creatividad una muestra de 30
alumnos ha

Proporcionado las siguientes puntuaciones:

11,9, 12,17,8,11,9,4,5,9, 14,9, 17, 24, 19, 10, 17, 17, 8,23, 8, 6, 14, 16, 6, 7, 15,
20,14,15.

A un nivel de confianza del 95% ¢ Puede afirmarse que el programa es efectivo?

Solucion:

Hom=11,5

Hlm>11,5

El estadistico de contraste en este caso es:

48




SALESIANA

La media muestral es 12,47 y la desviacion tipica de la muestra es 5,22, sustituyendo
En el estadistico estos valores se obtiene:

_1247-115
T 5.22/V29
t=1.00

Como el contraste es unilateral, buscamos en las tablas de la t de Student, con 29
grados de libertad, el valor que deja por debajo de si una probabilidad de 0,95, que
resulta ser 1,699

El valor del estadistico es menor que el valor critico, por consiguiente se acepta la
hipdtesis nula.

La interpretacién seria que no hay evidencia de que el programa sea efectivo.

En una muestra de 1000 nacimientos el nimero de varones ha sido 542 ¢Puede
considerarse, con un nivel de significacion del 10%, que en general nacen mas niiios
que niinas?

Solucion:

La hipétesis nula seria que nacen igual numero de nifios que de nifias, o lo que es lo
mismo que la proporcion de nifios nacidos es igual 1/2.

Por consiguiente: Ho P =0,5
H1P>0,5
El estadistico de contraste es:

p— Po
\/Po*Qo
n

Como la proporcién muestral es 542/1000 = 0,542, sustituyendo se obtiene el valor del

estadistico:
0.542 - 0.5

IO.S * 0.5
~11000

Como el contraste es unilateral, buscamos en las tablas de la Normal el valor de la
variable que deja por debajo de si una probabilidad de 0,9, este valor es 1,282.
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El valor del estadistico 2,66 es mayor que el valor critico 1,282 por consiguiente, se
rechaza la hipétesis nula.

Efectivamente, nacen en mayor proporcion nifios que ninas.

En una muestra de 66 alumnos se ha calculado el coeficiente de correlacion de
Pearson entre sus puntuaciones en el primer parcial de Analisis de Datos y el tiempo
que se emplea en desplazarse desde su domicilio hasta la Facultad, obteniéndose
que r vale 0,24. Podemos mantener, con un nivel de confianza del 95%, la idea de
que estas variables son incorreladas, o por el contrario debemos rechazarla.

Solucion:

Hor=0

Hir'0

El estadistico de contraste es:

rvn-—2

V1-12

Sustituyendo tenemos:

=

0.24V64
v1-0.0576

t=1.98

El contraste es bilateral, por ello buscamos en las tablas de la t de Student, con 60
grados de libertad (el valor mds proximo a 64 que figura en nuestras tablas), el valor
gue deja por debajo una probabilidad de 0,975 que es 2. Por tanto la regién de
aceptacion sera el intervalo (-2 ,, 2).

El valor del estadistico pertenece a la region de aceptacidn, por consiguiente se acepta
la hipdtesis nula.

No existe correlacion entre ambas variables, de donde se deduce que el tiempo
empleado no influye en la calificacion.

Suponga una variable aleatoria X para designar el peso de un pasajero de avidn, que
se interesa en conocer el peso promedio de todos los pasajeros. Como hay
limitaciones de tiempo y dinero para pesarlos a todos, se toma una muestra de 36
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pasajeros de la cual se obtiene una media muestral x= 160 Ibs. Suponga ademas que
la distribucion de los pasajeros tenga una distribucion normal con desviacion

estandar de 30, con un nivel de significancia de 0,05. Se puede concluir que el peso
promedio de todos los pasajeros es menor que 170 lbs?

Datos
n=36
x=160

o =30

a = 0,05
H,: =170
H, - u<l170
Mo =170

S x—pu, 160—170 —10

Co/dn 30/036 5

=2

H, u=pu, H, <y,

RechazoHosiZ<-2Z,.,
No rechazoHosiZ =2 -7,

Ly o0s = 095 — 1,65
-2<-1,65

Problemas propuestos.

1. En un cultivo se viene trabajando a nivel comercial con una variedad cuyo
rendimiento promedio es de 4 ton/ha y el desvio estandar es de 0.5 ton/ha.
Mediante un proceso de seleccion, o sea de mejoramiento genético, los
fitotecnistas “mejoran” la variedad buscando aumentar el rendimiento de la
misma. Para decidir si la variedad mejoré el rendimiento se plantaron 25 parcelas,
a la cosecha el rendimiento promedio que se obtuvo fue de 4.3 ton/ha.
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2. Una compaiiia productora de cigarrillos sostiene que una marca que ellos producen
tiene un contenido promedio de nicotina menor a 0.7 miligramos por cigarrillo.

Para realizar la prueba se determiné el contenido de nicotina de 30 cigarrillos. Con
esta muestra se obtuvo una media de 0.6920 y un desvio estandar de 0.0653.

3. En el primer ejemplo planteado, se trabajé con una variedad a la que se habia
hecho un proceso de mejoramiento. La varianza poblacional de la variedad antes
de ser mejorada es de 0.25 kg2 y se estd interesado en que se mantenga en ese
valor durante el proceso de mejoramiento. En la muestra de 25 parcelas la varianza
que se obtuvo fue de 0.29.

4. Un genetista que estudia el mecanismo hereditario del color de la flor en una
especie sostiene la teoria que al cruzar dos tipos de dicha especie se obtendran
tres plantas con flores rojas por cada dos plantas con flores blancas. Si la evidencia
experimental no apoya su afirmacién, su teoria sobre el mecanismo hereditario no
se sostendrd. Para poner a prueba su hipodtesis el genetista observa el color de la
flor en 10 plantas de cada una de 50 macetas que tiene sembradas con semillas
provenientes de dicho cruzamiento y observa que en total 356 plantas tienen
flores rojas.

5. Se ha tomado una muestra aleatoria de 100 individuos a los que se ha medido el
nivel de glucosa en sangre, obteniédose una media muestral de 110 mg/cc. Se sabe
que la desviacion tipica de la poblacion es de 20 mg/cc.
a) Obtén un intervalo de confianza, al 90%, para el nivel de glucosa en sangre en la
poblacién
b) ¢ Qué error maximo se comete con la estimacidn anterior?

6. La media de edad de los alumnos que se presentan a pruebas de acceso a la
Universidad es de 18,1 afios, y la desviacion tipica 0,6 afios.
a) De los alumnos anteriores se elige, al azar, una muestra de 100. ¢ Cual es la
probabilidad de que la media de la edad de la muestra esté comprendida entre
17,9 y 18,2 anos?.
b) ¢Qué tamafio debe tener una muestra de dicha poblacién para que su media
esté comprendida entre 17,9 y 18,3 afios, con una confianza del 99,5%?

7. Las medidas de los didametros de una muestra tomada al azar, de 200 cojinetes de
bolas, hechos por una determinada maquina, dieron una media de 2 cm y una
desviacion tipica de 0,1 cm. Hallar los intervalos de confianza del :

e 68,26%
e 95,44%
e 99,73%

Para el diametro de todos los cojinetes.
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Se sabe que el contenido de fructosa de cierto alimento sigue una distribucidn
normal, cuya varianza es conocida, teniendo un valor de 0,25. Se desea estimar el
valor de la media poblacional mediante el valor de la media de una muestra,

admitiendose un error maximo de 0,2 con una confianza del 95%. éCudl ha de ser
el tamafio de la muestra?

En una determinada poblacién juvenil, el peso, en Kgs sigue una distribucion
normal N(50,10).
Si se extrae una muestra aleatoria de 25 jovenes y para un nivel de significacidn del
5%,¢é en qué condiciones se rechazaria la hipdtesis de que la media de la poblacién
es de 50 kgs ?

De 120 alumnos, la proporcion de que tengan dos o mas hermanos es de 48/120.
Indica los parametros de la distribucidon a la que se ajustarian las muestras de
tamaiio 30.

En un isntituto de Ensefanza Secundaria hay matriculados 800 alumnos. A una
muestra seleccionada aleatoriamente de un 15% de ellos, se les preguntd si
utilizaban la cafeteria del instituto. Contestaron negativamente un total de 24
alumnos.

a. Estima el porcentaje de alumnos que utilizan la cafeteria del instituto
b. Determina, con una confianza del 99%, el error maximo cometido con dicha
estimacion

Para estimar la proporciéon de familias de una determinada ciudad que poseen
microondas, se quiere realizar una muestra aleatoria de medida n.

12. Calcula el valor minimo de n para garantizar que, a un nivel de confianza del
95%, el error en la estimacion sea menor que 0,05. (Como se desconoce la
proporcién, se ha de tomar el caso mds desfavorable, que serd 0,5)

El peso medio de una muestra aleatoria de 81 personas de una determinada
poblacién es de 63,6 kg. Se sabe que la desviacién tipica poblacional es de 6 kg.
Con un nivel de significacion del 0,05, éhay suficientes evidencias para rechazar la
afirmacion de que el peso medio poblacional es de 65 kg?.

Una encuesta realizada a 64 empleados de una fabrica, concluyd que el tiempo
medio de duracidon de un empleo en la misma es de 6,5 afios, con una desviacidn
tipica de 4. ¢Sirve esta informacidn para aceptar, con un nivel de significacién del
5%, que el tiempo medio de empleo en esa fabrica es menor o igual que 6?.
Justifica adecuadamente la respuesta.

En un determinado barrio se selacciond al azar una muestra de 100 personas cuya

media de ingresos mensuales resultaba igual a 106.000 pta. con una desviacion
tipica de 20.000 PTAS.
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I. Sisetoma un nivel de confianza del 95%, écudl es el intervalo de confianza
para la media de los ingresos mensuales de toda la poblacion?

II.  Sisetoma un nivel de significacién igual a 0,01, ¢cual es el tamafo muestral

necesario para estimar la media de ingresos mensuales con un error menor
de 3.000 PTAS.?

15. Se desea estimar la proporcion p de individuos dalténicos de una poblacion a
través del porcentaje observado en una muestra aleatoria de individuos de tamafio
n.

a. Si el porcentaje de individuos dalténicos en la muestra es igual al 30%,
calcula el valor de n para que, con un nivel de confianza dde 0,95, el error
cometido en la estimacidn sea inferior al 3,1%.

b. Si el tamafio de la muestra es de 64 individuos y el porcentaje de individuos
daltonicos en la muestra es del 35%, determina, usando un nivel de
significacién del 1%, el correspondiente intervalo de confianza para la
proporcion de dalténicos de la poblacién.

16. Supongamos que, a partir de una muestra aleatoria de tamafo n=25, se ha
calculado el intervalo de confianza para la media de una poblacién normal,
obteniéndose una amplitud de 14,
Si el tamafio de la muestra hubiera sido n=100, permaneciendo invariable todos los
demds valores que intervienen en el cdlculo, écudl habria sido la amplitud del
intervalo?

17. Se desea estudiar el gasto semanal de fotocopias, en pesetas, de los estudiantes de
bachillerato de Madrid. Para ello, se ha elegido una mustra aleatoria de 9 de estos
estudiantes, resultando los valores siguientes para estos gastos:

100 15090 70 75 105 200 120 80

Se supone que la variable aleatoria objeto de estudio sigue una distribuciéon normal
de media desconocida y de desviacion tipica igual a 12.

18. Determina un intervalo de confianza del 95% para la media del gasto semanal en
fotocopias por estudiante.

19. Se sabe que la renta anual de los individuos de una localidad sigue una distribucién
normal de media desconocida y de desviacion tipica 0,24 millones. Se ha observado
la renta anual de 16 individuos de esa localidad escogidos al azar, y se ha obtenido
un valor medio de 1,6 millones de pesetas.
Contrasta, a un nivel de significacién del 5%, si la media de la distribucion es de
1,45 millones de pesetas.

a. ¢Cuales son las hipdtesis nula y alternativa del contraste?

b. Determina la forma de la regidn critica.
c. ¢Se acepta la hipdtesis nula con el nivel de significacidn indicado?
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20. La media de las medidas de los didametros de una muestra aleatoria de 200 bolas

21.

22.

23.

24.

de rodamiento fabricadas por cierta maquina fue de 0,824 cm vy la desviacién tipica
fue de 0,042 cm. Halla los limites de confianza al 95% para el diametro medio de
las bolas fabricadas por esa maquina.

La Concejalia de la Juventud de un Ayuntamiento maneja el dato de que la edad a
la que los hijos se independizan de sus padres es una variable normal con media 29
anos y desviacidn tipica 3 afios. Aunque la desviacidn tipica no plantea dudas, si se
sospecha que la media ha descendido, sobre todo por la politica de ayuda al
empleo que ha llevado a cabo el Ayuntamiento. Asi de un estudio reciente sobre
100 jovenes que se acaban de independizar, se ha obtenido una media de 28,1
anos de edad.

e Con un nivel de significacion del 1%, ¢ puede defenderse que la edad media
no ha disminuido, frente a que si lo ha hecho como parecen indicar los
datos? Plantea el contraste o test de hipdtesis y resuélvelo.

e Explica en el contexto del problema, en qué consisten cada uno de los
errores de tipo | y Il

(Algunos valores de la funcidn de distribucién de la Normal de media 0 y desviacién
tipica 1 : F(100)=1 ; F(3)=0,999 ; F(2,33)=0,99 ; F(0,01)=0,504).

Tras realizar un test de cultura general entre los habitantes de cierta poblacidn, se
observa que las puntuaciones siguen una distribucién normal, de media 68 vy
desviacidn tipica 18. Se desea clasificar a los habitantes en tres grupos ( de baja
cultura general, de cultura general aceptable, de cultura general excelente), de
manera que el primer grupo abarque un 20% de la poblacion, el segundo un 65% y
el tercero el 15% restante. ¢ Cudles son las puntuaciones que marcan el paso de un
grupo a otro?

En los folletos de propaganda, una empresa asegura que las bombillas que fabrica
tienen una duracién media de 1600 horas. A fin de contrastar este dato, se tomé
una muestra aleatoria de 100 bombillas, obteniendose una duracion media de
1.570 horas, con una desviacién tipica de 120 horas. ¢{Puede aceptarse la
informacién de los folletos con un nivel de confianza del 95%?

En una gran ciudad espafiola, la altura media de sus habitantes tiene una
desviacién tipica de 8 cm. Se pide :

e Si la altura media de dichos habitantes fuera de 175 cm. ¢écual seria la
probabilidad de que la altura media de una muestra de 100 individuos
tomada al azar fuera superior a 176 cm? Explica los pasos seguidos para
obtener la respuesta.

e Si se considera una muestra aleatoria de 100 individuos de esta ciudad, se
obtiene una altura media de 178 cm. Determina un intervalo de confianza
del 95% para la altura media de los habitantes de esta ciudad. Explica los
pasos seguidos para obtener la respuesta.
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CAPITULO 9: PRUEBAS CUANDO SE TIENEN
DOS COLAS

Diferencia entre muestras independientes y
dependientes.

“Dos muestras son independientes o dependientes entre si, en funcién de si las

observaciones de las muestras se han obtenido de los mismos individuos u objetos o
3

no.”

Si ambas muestras se obtienen de distintos individuos, maquinas, empresas, objetos,
etc...no hay nada en comun en dichas muestras lo que hace que ambas sean
“independientes”.

Sin embargo, si las observaciones o valores de ambas muestras se obtienen de los
mismos individuos, empresas, agentes, etc., diremos que hay algo en comun en dichas
muestras por lo que serdan muestras “dependientes” o “no independientes”.

Intervalo de confianza para la diferencia de medias de
dos distribuciones normales, varianzas desconocidas.

En esta seccidn se vera el caso en donde se tienen dos poblaciones con medias vy
varianzas desconocidas, y se desea encontrar un intervalo de confianza para la
diferencia de dos medias “*5 - ““;Si los tamafios de muestras n; y N, son mayores que
30, entonces, puede emplearse el intervalo de confianza de la distribucidon normal. Sin
embargo, cuando se toman muestras pequenas se supone que las poblaciones de
interés estan distribuidas de manera normal, y los intervalos de confianza se basan en

la distribucion t.

Intervalo de confianza para la diferencia de medias de
dos distribuciones normales, varianzas desconocidas
pero iguales.

Sis;?y s,° son las medias y las varianzas de dos muestras aleatorias de tamafio nyy n,,
respectivamente, tomadas de dos poblaciones normales e independientes con
varianzas desconocidas pero iguales, entonces un intervalo de confianza del

100(1 — @) por ciento para la diferencia entre medias es:

1 1
— =G -X) s, |—+—
M1 — Uz xX;— X3) Sz\)n1+n2

3 Alexis Acevedo Rubilar
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En donde: es el estimador combinado de la desviacion estdndar comun de la poblacidn
connq + n, — 2 grados de libertad.

§2 = Slz(n‘l - 1) + 522_(?’12 - 1)
P n,+n, —2
Ejemplos:

1. Un articulo publicado dio a conocer los resultados de un andlisis del peso de calcio
en cemento estandar y en cemento contaminado con plomo. Los niveles bajos de
calcio indican que el mecanismo de hidratacién del cemento queda bloqueado y
esto permite que el agua ataque varias partes de una estructura de cemento. Al
tomar diez muestras de cemento estandar, se encontrdé que el peso promedio de
calcio es de 90 con una desviacion estandar de 5; los resultados obtenidos con 15
muestras de cemento contaminado con plomo fueron de 87 en promedio con una
desviacién estdndar de 4. Supdngase que el porcentaje de peso de calcio esta
distribuido de manera normal. Encuéntrese un intervalo de confianza del 95% para
la diferencia entre medias de los dos tipos de cementos. Por otra parte, supdongase
que las dos poblaciones normales tienen la misma desviacion estandar.

Solucion:
El estimador combinado de la desviacion estandar es:

L sin,—1) 453, —1)  52(10 — 1) + 42(15 — 1)
e N+ — 2 = 10+15-2

= 19,52

Al calcularle raiz cuadrada a este valor nos queda que s, = 4,41 expresion que se
reducea —0,72 < u, — gy £ 6,72

—_ 1 1 1 1
= =00 - X) & tsp\]n—+n— = (90 — 87) + (2,069)(4,41) ’1_0+E
1 2

Noétese que el intervalo de confianza del 95% incluye al cero; por consiguiente, para
este nivel confianza, no puede concluirse la existencia de una diferencia entre las
medias.
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Mivel de conflanza =095

By — iy, =—0.72 B— =672

2. Se realiz6 un experimento para comparar el tiempo promedio requerido por el
cuerpo humano para absorber dos medicamentos, A y B. Suponga que el tiempo
necesario para que cada medicamento alcance un nivel especifico en el torrente
sanguineo se distribuye normalmente. Se eligieron al azar a doce personas para
ensayar cada fdrmaco registrandose el tiempo en minutos que tardé en alcanzar un
nivel especifico en la sangre. Calcule un intervalo de confianza del 95% para la
diferencia del tiempo promedio. Suponga varianzas iguales.

Medicamento A Medicamento B
ny = 12 ng = 12
X =268 x =326
si = 15.57 sg= 17.54

Solucion:

5, = \/S’Z‘(RA_DJFS%(HB_D _ ‘115,57(12—1)+17,54(12—1) — 4,07

na+ng—2 A P

- 1 1 1 1
e — o= (Xg— Xz £ tsp\]a+ = (32,6 — 26,8) + (2,074)(4,07) IE +3

2,35 < Up — Ua < 9,25

Con un nivel confianza del 95% se sabe que el tiempo promedio para alcanzar un nivel
especifico es mayor para el medicamento B.
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Prueba sobre dos medias, poblaciones normales,
varianzas desconocidas pero iguales.

Las situaciones que mas prevalecen e implican pruebas sobre dos medias son las que
tienen varianzas desconocidas. Si el cientifico prueba mediante una prueba F, que las
varianzas de las dos poblaciones son iguales, se utiliza la siguiente formula:

_(X_1—X_2)_(4“1—ﬂ2)

S??.Jl/nl i 1/?'12

Donde:

o SHou=1) + i~ D
P n,+n, —2

Los grados de libertad estan dados por:
a=n,+n,—2
Ejemplos:
1. Para encontrar si un nuevo suero detiene la leucemia, se seleccionan nueve
ratones, todos con una etapa avanzada de la enfermedad. Cinco ratones reciben el

tratamiento y cuatro no. Los tiempos de sobrevivencia en afos, a partir del
momento en que comienza el experimento son los siguientes:

Con Tratamiento 2.1 5.3 1.4 4.6 0.9

Sin Tratamiento 1.9 0.5 2.8 3.1

¢Se puede decir en el nivel de significancia del 0.05 que el suero es efectivo? Suponga
que las dos poblaciones se distribuyen normalmente con varianzas iguales.

Solucion:

Primero se probara el supuesto de varianzas iguales con un ensayo de hipdtesis
bilateral utilizando la distribucién Fisher.

Datos:

Con tratamiento

e X=286
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e §=1,97
e n=25

Sin tratamiento

2,75
1,1672
4

SR
[T

1-
2-
3-
Ensayo de hipétesis:

2
Ocr
%7/ =1
Ogt

2
Ho; JCT/ # 1
o g

Estadistico de prueba:
2
S
— 2CT
F = 2
ST
La sugerencia que se hace es que el numerador sea el de valor mayor.

Entonces los grados de libertad uno serd el tamafio de la muestra de la poblacién uno

menos uno. L 1=5-1=4y L 2 =4-1=3.

——»Hy—] H,

o2 = 0.025 /2 = 0.025
Regidn de
aceptacion
Fiomes 4,3=0.10 Fiogrs a3+~ 151

Regla de decision:

e Si0.10= F. = 15.1 No se rechaza H,,

® SilaF.<0.1065siF.>15.1 se rechaza H,.

Calculo:
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2 2

S 1,97
F=%= - =2,85

s&. 1,167

Decision y Justificacion:

Como 2.85 estd entre los dos valores de H, no se rechaza, y se concluye con un £ =
0.05 que existe suficiente evidencia para decir que las varianza de las poblaciones son
iguales.

Con la decisién anterior se procede a comparar las medias:

Ensayo de Hipdtesis

Ho; ey — st = 0

Hy; uer — st >0

> H,

Regiom de
rechazo

Hﬂ*

o= 005

Regiin 1¢ sceptadin

Het; - =0 bons,7 = 1832

Los grados de libertad son (5+4-2) =7
Regla de decision:

e Sity = 1.895 No se Rechaza H,
e Sitzg>1.895 serechaza H,

Calculos:

, Sty =D +simy,—1)  1,97(5-1) + 1,672*(4 — 1)
i = n +n, — 2 - 5+4—2

= 3,415

Por lo tanto s,= 1.848
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( 1 2) (“1 :u2) ( ) 0,6332

SpY/ny + Y, 1,848 |1/c + 1/,

Justificacion y decision:

Como 0.6332 es menor que 1.895, no se rechaza H,, y se concluye con un nivel de
significancia del 0.05 que no existe suficiente evidencia para decir que el suero detiene
la leucemia.

2. Se realizé un experimento para comparar el tiempo promedio requerido por el
cuerpo humano para absorber dos medicamentos, A y B. Suponga que el
tiempo necesario para que cada medicamento alcance un nivel especifico en el
torrente sanguineo se distribuye normalmente. Se eligieron al azar a doce
personas para ensayar cada farmaco registrandose el tiempo en minutos que
tardé en alcanzar un nivel especifico en la sangre. Calcule con a

= 0.05 si existe diferencia entre los tiempos promedio y obtenga el valor de P. Suponga
varianzas iguales.

Medicamento A Medicamento B
n, = 12 ng = 12
Xy =268 %z =326
$% = 15.57 S% = 17.54

Solucion:

Primero se pondrd a prueba el supuesto de varianzas iguales mediante una prueba de
hipdtesis con = =0.10.

Ensayo de hipétesis:
Hy 02 —0f =1

Hy0f —af # 1

Estadistico de prueba:

2
_Scr
F = 7R
ST

La sugerencia que se hace es que el numerador sea el de valor mayor.
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Entonces los grados de libertad uno serd el tamafio de la muestra de la poblacién uno
menos uno. L 1=12-1=11y ki »=12-1=11.

H
Hl‘. p-Hy 4 L, H;
s ai2 =005
Region de
o aceptacion A
Fiops 11,117 0355 Finss; 11,117 2.82

Regla de decision:

Si0.355 = F. £ 2.82 No se rechaza Ho,
Sila F¢ <0.355 6 si Fc > 2.82 se rechaza H,.
Calculo:

S2 17,54
— ZT — =1,13
S2.~ 15,57

Decision y Justificacion:
Como 1.13 esté entre los dos valores de Hy no se rechaza, y se concluye con

un a = 0.10 que existe suficiente evidencia para decir que las varianza de las
poblaciones son iguales.

Con la decision anterior se procede a comparar las medias:
Ensayo de Hipotesis
Ho; pler — thst = 0

Ho; per — st # 0
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H; :V[-VIQ

4 P I'[1
Regin de Region da
1echazo Bechazo
a2 = 0.025 a2 =005
Reciin de acetadii %

t5-2.074 |.IB-J|¢,J,&=|:| tg=2.074

Los grados de libertad son (12+12-2) =22
Regla de decision:

Si—2.074 = t. £ 2.074 No se rechaza H,,
Silat.<-2.074 6sit.>2.074 se rechaza H,.

Calculos:

2 _
Sp—

sty — 1) +si(ny,— 1) B 115,57(12 -1)+1754(12-1)

4,07
n,+n, —2 12+12-2

(Xi—X2) — (i —pz) _ (326 -268) —0

SPJl/n1 E l/nz 1'8484“/12 + 1/12

t =

= 3,49

Justificacion y decision:

Como 3.49 es mayor que 2.074, no se rechaza H,, y se concluye con un nivel de
significancia del 0.05 que la media del tiempo para que el medicamento A llegue a un
nivel especifico en el torrente sanguineo es distinta de la que toma al farmaco B
alcanzar ese mismo nivel.

Para calcular el valor de P se ubicara la t calculada en la gréfica para proceder a buscar
el drea y multiplicarla por dos ya que es bilateral.
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P2 =100137 P2 =0.001z9

nnehiin [
peh07 a0 o207

t, =349

P =(2) (0.00139) = 0.00278

Intervalo de confianza para la diferencia de medias de
dos distribuciones normales, varianzas desconocidas
pero diferentes.

Consideremos ahora el problema de encontrar una estimacion por intervalos de )

# Pcuando no es probable que las varianzas poblacionales desconocidas sean iguales.
La estadistica que se usa con mads frecuencia en este caso es:

_(X_1—X_2)_(4“1—#2)

Sp\ll/nl i 1/?12

Que tiene aproximadamente una distribucién t con a grados de libertad, donde:

S1 5
( 1/?’11 il 2/?12)2

(m) ) |[Cm)/

(nl_l)J l (n, — 1)

Como « rara vez es numero entero, lo redondeamos al nimero entero mas cercano
menor. Esto es si el valor de nu es de 15.9 se redondeara a 15.

Al despejar la diferencia de medias poblacionales de la formula de t nos queda:
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— S , s2
pp— pa= (0 — X)) £t =+
A TNp
Ejemplos:

1. El departamento de zoologia de la Universidad de Virginia llevéd a cabo un
estudio para estimar la diferencia en la cantidad de orto fésforo quimico
medido en dos estaciones diferentes del rio James. El orto fésforo se mide en
miligramos por litro. Se reunieron 15 muestras de la estacién 1 y se obtuvo una
media de 3.84 con una desviacién estandar de 3.07 miligramos por litro,
mientras que 12 muestras de la estacidén 2 tuvieron un contenido promedio de
1.49 con una desviacidon estandar 0.80 miligramos por litro. Encuentre un
intervalo de confianza de 95% para la diferencia del contenido promedio real
de orto fésforo en estas dos estaciones, suponga que las observaciones vienen
de poblaciones normales con varianzas diferentes.

Solucion:
Estacion 1 Estacion 2
ny = 16 ny, = 12
x = 3,84 x = 1,49
Sl = 3,07 Sz = 0,8

Primero se procederd a calcular los grados de libertad:

(Sll/nl *Szz/nz i
T = 2 2 =
() |Jf)/
(n1-1) (nz-1)

2 2
(3,07 /15*0,8 /1 2)2

{(13’072/15)/(14)}{(’0’82/12) /(11)}

Al usar @=0.05, encontramos en la tabla con 16 grados de libertad que el valor de t es
2.120, por lo tanto:

=16
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b — pa= (X — @"'t\/_ £ =(3,84— 1,49)

2 120\/—307 +2

Que se simplifica a:
0,6 <ug—us<41
Por ello se tiene una confianza del 95% de que el intervalo de 0.60 a 4.10 miligramos

por litro contiene la diferencia de los contenidos promedios reales de orto fésforo para
estos dos lugares.

Prueba sobre dos medias, poblaciones normales,
varianzas desconocidas pero diferentes.

=(X_1—X_2)_(H1—ﬂ2)

SPJl/nl o 1/?'12

%) 52
( 1/?11 i Z/nz)z

(.Y 7 V(%) )
() | [Cm)/ |

a =

Ejemplo:
1. Un fabricante de monitores prueba dos disefios de microcircuitos para

determinar si producen un flujo de corriente equivalente. El departamento de
ingenieria ha obtenido los datos siguientes:

Disefio 1 n; =16 % =242 s12=10

Disefo 2 n,=10 X, =239 s,2 =40

Con a = 0.05, se desea determinar si existe alguna diferencia significativa en el flujo de
corriente promedio entre los dos disefios, donde se supone que las dos poblaciones
son normales, pero no es posible suponer que las varianzas desconocidas sean iguales.
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Solucién:
Primero se probaran varianzas desiguales.
Ensayo de hipdtesis:
Hy;0f —of =1
Hy;07 —of # 1
Estadistico de prueba:
5-2
2
F==
SZ
1

La sugerencia que se hace es que el numerador sea el de valor mayor.

Entonces los grados de libertad uno sera el tamafio de la muestra de la poblacién uno
menos uno. v 1=10-1=9y 4 2 =16-1=15.

/2= 002 02 =0.025

Regionde
aceptacion

Fomse1570265 Eomso 152312

Regla de decision:
Si0.265 = F. = 3.12 No se rechaza H,,

Sila F.<0.265 6 si F. > 3.12 se rechaza H,.
Célculo:

_S% 40
T s2 7 10

F 4
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Como 4 es mayor que 3.12 se rechaza H,, y se concluye con un a = 0.05 que existe
suficiente evidencia para decir que las varianza de las poblaciones son diferentes.

Decision y Justificacion:

Con la decisidn anterior se procede a comparar las medias:
Ensayo de Hipotesis
Ho; pier — phsy = 0

Ho; per — sy # 0

Para poder buscar el valor de t en la tabla, se necesita saber el valor de los grados de
libertad:

Este valor se redondea al préoximo menor que seria 11.
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- OMEAIEE A
Regiin A Regiin Ao
mchazo Rechazo
af2 =0.025 a2 =0.025
R %

L I :
- g4 L) R TV D | A ol 2 0

Regla de decision:

Si—2.201 = tz = 2.201 No se rechaza H,

Sitgr<-2.201 6 si tg > 2.201 se rechaza H,

Calculos:
(X —X3) = (u — ) _ (242-239) -0

2 2 10 40
51/].11+521/n2 J 16+ /10

t=

= 0,1395

Justificacion y decision:

Como 0.1395 estd entre —2.201 y 2.201, no se rechaza H, y se concluye con un a =
0.05, que no existe diferencia significativa en el flujo de corriente promedio entre los
dos disefos.

2. Dos proveedores fabrican un engrane de plastico utilizado en una impresora
l[dser. Una caracteristica importante de estos engranes es la resistencia al
impacto la cual se mide en pies-libras. Una muestra aleatoria de 10 engranes
suministrados por el primer proveedor arroja los siguientes resultados: X_l =290
y s1= 12. Del segundo proveedor se toma una muestra aleatoria de 16
engranes, donde los resultados son X, =321 y s, = 45. ¢Existe evidencia que
apoye la afirmacién de que los engranes del proveedor 2 tienen una mayor
resistencia promedio al impacto? Use un nivel de significancia de 0.05. Calcule
el valor de P.

Solucidn:

Estacion 1 Estacion 2
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n, = 10 n, = 16
x = 290 x =321
S, = 12 S, = 45

Primero se probaran varianzas desiguales.
Ensayo de hipodtesis:

Hy; 02 — o =1

Hy0f —of # 1
Estadistico de prueba:

_5

F =
St

La sugerencia que se hace es que el numerador sea el de valor mayor.

Entonces los grados de libertad uno serd el tamafio de la muestra de la poblacién uno
menos uno. 4 1=16-1=15y |4 » =10-1=9.

———pHy+—| H,

a2 = 0.025

Region de
aceptacion

Fiomzs; 15,97 0320 Figrs, 15,97~ 3.01

Regla de decision:
Si0.320 = F. = 3.01 No se rechaza H,,
SilaF.<0.320 6 si F. > 3.01 se rechaza Ho.

Calculo:
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Decision y Justificacion:

Como 14.06 es mayor que 3.01 se rechaza H,, y se concluye con un a = 0.05 que existe
suficiente evidencia para decir que las varianza de las poblaciones son diferentes.

Con la decision anterior se procede a comparar las medias:
Ensayo de Hipodtesis
Ho; pier — phst = 0

Ho; pier — pst # 0

Para poder buscar el valor de t en la tabla, se necesita saber el valor de los grados de
libertad:

1 2
Ct/ny * %2 /n,)?

gy ) ]
(ny — 1) (nz - 1)

2 2
(12 /16 « 45 /10)
= = 18,21

(SRRSO
J

l J\

Este valor se redondea al préximo menor que seria 18.
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H)

‘.""r"'rq

_

Regién de
Rachazo

c.=005

Regla de decision:
Si tg £ 1.734 No se rechaza Ho
Sitg > 1.734 se rechaza H,
Calculos:
_ (X))~ —pp) _ (321-290) — 0

2 2 122 452

=261

Justificacion y decision:

Como 2.61 es mayor que 1.734, se rechaza H,y se concluye con un = =0.05, que
existe evidencia suficiente para decir que el promedio de resistencia de los engranes
del proveedor 2 es mayor a el promedio de resistencia de los engranes del proveedor
1.

Para calcular el valor de P se busca adentro de la tabla de t el valor de 2.61 con 18
grados de libertad y se observa que se encuentra entre dos areas que son 0.01 y
0.0075, al interpolar nos da un valor de P = 0.00894.
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F=0.0J8%94

Reglinde aceqtacin >§-

He-pan = 0t L73R

t, =2 61

Ejercicios Del Capitulo.*

1-
2-

las pruebas con dos muestras

En un negocio de ropa se desea comparar la eficiencia (medida en el monto medio
de sus ventas) de sus dos vendedores, Hernan y Maria Julia. Se sabe que el monto
de las ventas para ambos vendedores tiene distribucién normal. El desvio estandar
de la distribucion de Hernan es igual a $75 y el desvio estandar de la distribucién
de Maria Julia es $50. Una muestra de 36 ventas de Hernan proporcioné un monto
promedio diario de $300, mientras que una muestra de 40 ventas de Maria Julia,
proporcioné un monto promedio de $350. Con un nivel de significaciéon del 5%,
verificar si Maria Julia es mas eficiente que Hernan.

RESPUESTA: Rc =z > 1,645 e.p. = 3,38 Se rechaza H0

Dos maquinas producen clavos cuyas longitudes siguen una ley normal. Con una
muestra de 15 clavos de la maquina Amarilla se calculé una longitud media de 85
mm y un desvio estan-dar de 7 mm. Con una muestra de 20 clavos de la maquina
Verde, se calculd una media de 90 mm y un desvio de 4 mm.

Probar, con un nivel de significacidn del 5%, si existen diferencias significativas en
la longitud media de los clavos producidos por ambas maquinas.

RESPUESTA: Varianzas desconocidas y diferentes Rc =t 2 2,08 y t <-2,08 e.p.=
12,479 Se rechaza H

Se desea comparar la eficiencia de una nueva droga para tratar una determinada
enferme-dad. Se tomaron dos grupos de pacientes, que padecen dicha
enfermedad. Al grupo A, constituido por 200 pacientes se les suministré una
nueva medicacién, y al grupo B formado por 100 pacientes se les mantiene la
medicacidn habitual. Luego de un mes, 25 personas del grupo A y 9 personas del

4 o . ..
Mirta Misevicius
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grupo B muestran una marcada mejoria. Con un nivel de significacion del 5%,

épuede afirmarse que la nueva medicacién es mejor que la medicacién habitual?
RESPUESTA: Rc =z 2 1,645 e.p. =0,9015 No se rechaza H0

Se toma una muestra de 50 deudores por ventas de la SUCURSAL NORTE,
obteniéndose un monto medio de la deuda de $40; y otra muestra de 40 deudores
por ventas de la SUCURSAL SUR obteniéndose monto medio de la deuda de $33.
Se sabe que en la SUCURSAL NORTE la varianza es de $4, y para la SUCURSAL SUR
la varianza es $9. Con una probabilidad de cometer Error de Tipo |, igual a 0,05,
épuede afirmarse que el monto medio de las deudas de la SUCURSAL NORTE es
superior en $5 al promedio de la deuda de la SUCURSAL SUR?

RESPUESTA: Rc=2<-1,96yz2 1,96 e.p. = 3,62 Se rechaza H0

Se desea comparar los pesos medios de dos grupos vacas alimentadas con
distintos tipos de suplementos nutricionales. Una muestra de 25 vacas
alimentadas con el Suplemento A proporcioné un peso medio de 1000 Kg y un
desvio estandar de 200 Kg; mientras que una muestra de 25 vacas alimentadas
con Suplemento B proporciond un peso medio de 920 Kg y un desvio estandar de
250 Kg. Sabiendo que los pesos de los animales se distribuyen normalmente,
verificar, con un nivel de significacién del 5%, si se puede afirmar que los pesos
medios de ambos grupos son iguales.

RESPUESTA: Varianzas desconocidas e iguales Rc =t > 2,011 y t <-2,011 e.p. = -
1,25 No se rechaza H

Se desea comprobar si hay diferencia significativa entre las proporciones de
personas que consumen carne de pescado por lo menos una vez por semana,
correspondiente a dos ciudades. En una muestra de 180 personas de la ciudad A,
se encontrd que el 23% consumen carne de pescado, mientras que 56 personas de
una muestra de 200 de la ciudad B, comen carne de pescado. Realizar la prueba
correspondiente con una probabilidad de rechazar la hipdtesis nula cuando esta es
verdadera, igual a 0,05.

RESPUESTA: Rc=2<-1,96yz2>1,96 e.p. =-1,116 No se rechaza

Lisa Monin es directora de presupuesto en la empresa New Process Company,
desea comparar los gastos diarios de transporte del equipo de ventas y del
personal de cobranza. Recopild la siguiente informacién muestral (importe en

ddlares).

Ventas($) 131 135 146 165 136 142
Cobranza($) 130 102 129 143 149 120 139

De una poblacién se toma una muestra de 40 observaciones. La media muestral es
de 102 y la desviacion estandar 5. De otra poblacién se toma una muestra de 50
observaciones. La media mustral es ahora 99 y la desviacidn estandar es 6. Realice
la siguiente prueba de hipdtesis usando como nivel de significancia 0,04.

a) ¢Es esta una prueba de una o de dos colas?

b) Establezca la regla de decision

c) Calcule el valor del estadistico de prueba

75



d) ¢Cual es su decision respecto a la hipdtesis nula?

e) ¢Cual es el valor p?

SALESIANA
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CAPITULO 11: REGRESION SIMPLE Y
CORRELACION

Regresion simple y correlacion.

>

>

La Regresién y la correlacion son dos técnicas estadisticas que se pueden utilizar
para solucionar problemas comunes en los negocios.

Muchos estudios se basan en la creencia de que es posible identificar y cuantificar
alguna Relacidn Funcional entre dos o mas variables, donde una variable depende
de la otra variable.

Regresion lineal.

v

La regresion lineal técnica que usa variables aleatorias, continuas se diferencia del
otro método analitica que es la correlacién, porque esta ultima no distingue entre
las variables respuesta y la variable explicativa por que las trata en forma simétrica.
La regresion en forma grafica, trata de lograr que una dispersion de las frecuencias
sea ajustada a una linea recta o curva.

En el Modelo de Regresién es muy importante identificar cudl es la variable
dependiente y cual es la variable independiente.

En el Modelo de Regresidn Simple se establece que Y es una funcién de sélo una
variable independiente, razén por la cual se le denomina también Regresidn
Divariada porque sélo hay dos variables, una dependiente y otra independiente y
se representa asi:

Y =f(X)

"Y estd regresando por X"

En aquellos casos en que el coeficiente de regresion lineal sea “cercano” a +1 o0 a —1,
tiene sentido considerar la ecuacion de la recta que “mejor se ajuste” a la nube de
puntos (recta de minimos cuadrados). Uno de los principales usos de dicha recta sera
el de predecir o estimar los valores de Y que obtendriamos para distintos valores de X.
Estos conceptos quedaran representados en lo que llamamos diagrama de dispersién:
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Mube de puntos y recta de minimos cuadrados

Se puede decir que Y depende de X, en donde Y y X son dos variables cualquiera en un
modelo de Regresidon Simple.

"Y es una funcién de X"

Y = f(X)

Como Y depende de X,

Y es la variable dependiente, y

X es la variable independiente.

Clases de regresion.

La regresion puede ser Lineal y Curvilinea o no lineal, ambos tipos de regresiéon pueden
serasuvez:

a. Esta regresion se utiliza con mayor frecuencia en las ciencias econdmicas, y sus
disciplinas tecnoldgicas. Cualquier funcidon no lineal, es linealizada para su
estudio y efectos practicos en las ciencias econémicas, modelos no lineales y
lineales multiecuacionales.

Objetivo:
Se utiliza la regresidn lineal simple para:

1.- Determinar la relacion de dependencia que tiene una variable respecto a otra.

2.- Ajustar la distribucion de frecuencias de una linea, es decir, determinar la forma de
la linea de regresion.

3.- Predecir un dato desconocido de una variable partiendo de los datos conocidos de
otra variable.
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Indica el nimero de unidades en que se modifica la variable dependiente "Y" por
efecto del cambio de la variable independiente "X" o viceversa en una unidad de
medida.

Coeficiente de regresion.

Clases de coeficiente de regresion:
El coeficiente de regresidon puede ser: Positivo, Negativo y Nulo.

Es positivo cuando las variaciones de la variable independiente X son directamente
proporcionales a las variaciones de la variable dependiente "Y"

Es negativo, cuando las variaciones de la variable independiente "X" son inversamente
proporcionales a las variaciones de las variables dependientes "Y"

Es nulo o cero, cuando entre las variables dependientes "Y" e independientes "X" no
existen relacién alguna.

30
*
20 .o+ *
* -
10 . F 4
I] T ’ T T T 1
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El coeficiente de correlacidn se puede clasificar de la siguiente manera:

Graficas de recta de regresion.

G
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0 2 4 =3 g 10 12

Por dltimo se pueden graficar las lineas de tendencia, herramienta muy util para el
mercadeo porque es utilizada para evaluar la resistencia que proyectan los precios.
Cuando una linea de tendencia central se rompe ya sea con tendencia al alza o en la
baja es porque ocurre un cambio en los precios, por lo tanto las lineas de tendencia
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pueden ser alcista cuando se unen los puntos sucesivos y bajista cuando se unen los
puntos maximos.

Procedimiento para hallar el coeficiente de regresion.

Para determinar el valor del coeficiente de regresidn de una manera fécil y exacta es
utilizando el método de los Minimos Cuadrados de dos maneras:

1.- Forma Directa

De la ecuacion de la recta:

Y=a +ax

. . . .
Si “%y #1 se obtienen a partir de las ecuaciones normales:

2Ly=aN+a}x
L= @Y X Ha Y

Aplicando normales Y sobre X tenemos:

QIZHZ@'—ZXZJ?
Nz.xz—(z.x)z

El Coeficiente de Regresion es
=&

De la misma manera la recta de regresion de "X" sobre "Y" sera dada de la siguiente
manera:

X=b+by

b . . .
Donde: "My 1 5e obtienen a partir de las ecuaciones normales:

Dx=bN+b Dy
ny = bnzy+b12}’2
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Aplicando normales X sobre Y tenemos:
DI S WP
Ny - (5 0)

b VL2 X2y
NY - (3 )

El Coeficiente de Regresidn es = bl

2.- Forma Indirecta del Método de los Minimos Cuadrados.

El fundamento de este método es de las desviaciones de X respecto a su media
aritmética. X

[z, [z
2x2 2.}”2

Ecuacidn de ysobre x Ecuacidn de y sobre x

X

¥

Ecuacién de y sobre x Ecuacidén de y sobre x

Donde:

o= A - K

Voo

=
1l

X, y = desviaciones
X = media aritmética
Y = media aritmética

b. Regresién Simple: Este tipo se presenta cuando una variable independiente ejerce
influencia sobre otra variable dependiente. Ejemplo: Y = f(x)

c. Regresiéon Multiple: Este tipo se presenta cuando dos o mas variables
independientes influyen sobre una variable dependiente. Ejemplo: Y = f(x, w, z).

Ejemplo regresion:

La matematizacién nos da ecuaciones para manipular los datos, como por ejemplo
medir la circunferencia de los nifos y nifias y que parece incrementarse entre las
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edades de 2 meses y 18 afios, aqui podemos inferir o predecir que las circunferencias

del crdneo cambiara con la edad, en este ejercicio la circunferencia de la cabeza es la
respuesta y la edad la variable explicativa.

En la regresién tenemos ecuaciones que nos representan las diferentes clases de
regresion:

Regresion Lineal: y = A + Bx
Regresidn Logaritmica: y = A + BLn(x)
Regresion Exponencial: y = Ac (bx)

Regresion Cuadratica: y = A + Bx +Cx2
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Meses Afios -

Para obtener un modelo de regresion es suficiente establecer la regresién para eso se
hace uso del coeficiente de correlacién: R.

R = Coeficiente de correlaciéon, este método mide el grado de relacidn existente entre
dos variables, el valor de R varia de -1 a 1, pero en la practica se traba con un valor
absoluto de R.

El valor del coeficiente de relacién se interpreta de modo que a media que R se
aproxima a 1, es mas grande la relacién entre los datos, por lo tanto R (coeficiente de
correlacién) mide la aproximacidn entre las variables.
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También existen gréficos que representan la dispersion de datos dentro de las
coordenadas cartesianas, dsea las nubes de puntos y que pueden darse segun la
relacion que representa, que puede ser lineal, exponencial y sin relacién, esta ultima

cuando los puntos estan dispersos en todo el cuadro sin agruparse lo cual sugiere que
no hay relacion.

Los graficos siguientes nos muestran esta relacién:

Matematicamente las ecuaciones serian:
Ajuste Lineal: Y =Bx + A

Ajuste Logaritmico: Y =BLnX + A

Ajuste Exponencial: Y = AC BX

En el modelo de regresion lineal simple se utiliza la técnica de estimacién de los
minimos cuadrados, este modelo tiene solo una variable de prediccidn y se supone una
ecuacién de regresion lineal.

Analisis de regresion multiple.

Dispone de una ecuacién con dos variables independientes adicionales:

Y'=a'+bx + b,x,

Se puede ampliar para cualquier nimero "m" de variables independientes:

Y'=a+bx +bx, +bx, +..... +b x

Para poder resolver y obtener a’bly ®1en una ecuacion de regresion multiple el

calculo se presenta muy tediosa porque se tiene atender 3 ecuaciones que se generan
por el método de minimo de cuadrados:
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Zyznaerlel +bzz,x2

leyz a2x1+512x12 +b22x1x2
Dny=ay x +b > xx +5,> x)’

Para poder resolver se puede utilizar programas informaticos como AD+, SPSS y
Minitab y Excel.

(5

Es una medida de dispersidn la estimacién se hace mds precisa conforme el grado de
dispersion alrededor del plano de regresién se hace mas pequeiio.

El error estandar de la regresion multiple

Para medirla se utiliza la formula:

> (Y-1Y

n—m—1

Xy

Y: Valores observados en la muestra

fat
F: Valores estimados a partir a partir de la ecuacion de regresion
n : Numero de datos

m : NUmero de variables independientes

2)
El coeficiente de determinacién multiple (

Mide la tasa porcentual de los cambios de Y que pueden ser explicados por xl, 3 y

X
3 simultdaneamente.

;  SCregresion
SCTotal

Lo que buscamos es construir un modelo para determinar la dependencia que exista
de aprendizaje reflejada en las notas de la asignatura de PHP, conociendo las notas de
las asignaturas Algoritmos, Base de Datos y Programacion.
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Se presentara la siguiente ecuacion a resolver:
V=a+bx +b.x,+b,x,

Utilizando las formulas de las ecuaciones normales a los datos obtendremos los
coeficientes de regresion o utilizando Regresidon de Andlisis de datos, en la Hoja de
Calculo de Excel podemos calcular también los coeficientes de regresion:

.

-

|ig 4, Estadistico Infarior Supe Hor
/| Coeficientes | "Erar tipico ¢ p-valar 95% 95%
Intern:epu:iujnl."' 2551 "'.I 2,360 1.077 0.305 -2.6E63 7.7EE
Algoritmos | 04533 | 0267 2.186 0.051 -0.004 1.162
Base de ||
Datos | 0373 | D144 2.5089 0.025 0.056 0.691
Programacian, 0242 / 0.270 -0.5893 0.391 -0.5837 0.354
i S

Por lo tanto podemos construir la ecuacion de regresidon que buscamos:

Y =2.551+0.583x, + 0.373x, —0.242x,

R

n—nr—1

S

VX

a _ 187737874
26923335373

= 069704656
El error estandar de estimacion.

Un error estandar de estimacién se da cuando en el diagrama de dispersién no todos
los puntos se encuentran en la recta de regresidn

El error estandar de la estimacion mide la dispersién de los valores observados
alrededor de la recta de regresion.

Férmulas usadas para calcular el error estandar:
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(Y - Y"?*
Srx = n-2
_ ZY?-a(ZY)- b(ZXY)
a n-— 2

Suposiciones de la regresion lineal.

» Para dar cada valor x, existen valores, y correspondientes, los cuales siguen una
distribucién normal.

» En la recta de regresidn se encuentran ubicadas las medias de las distribuciones
normales.

» Todas las desviaciones estandar de estas distribuciones normales son iguales.

» Lao valores de Y son estadisticamente independientes.

En el caso en que nuestras observaciones sean una muestra aleatoria proveniente de
una poblacién, estaremos interesados en realizar inferencias sobre la misma. A fin de
que estas inferencias sean “estadisticamente razonables”, se han de cumplir las
siguientes condiciones:

1. En la poblacién, la relacién entre las variables X e Y debe ser aproximadamente
lineal, i.e.:y =B + B x +e 1 2, siendo € la v.a. que representa los residuos (diferencias
entre el valor estimado por el modelo y el verdadero valor de Y).

2. Los residuos se distribuyen segiin una Normal de media 0, i.e., e = N (0, 0 2).
3. Los residuos son independientes unos de otros.
4. Los residuos tienen varianza o 2 constante.

Afortunadamente, el modelo de regresién lineal es bastante “robusto”, lo que significa
gue no es necesario que las condiciones anteriores se cumplan con exactitud (en
particular las tres ultimas).

Correlacion y regresion lineal simple.

La correlacion es utilizada para determinar la confiabilidad y validez de pruebas o
instrumentos de medicién. Tema que se considera el material preparado por este
servidor sobre estadistica multivalente.

La correlacion, la regresion y la prediccidon una vez que se conoce la correlacién entre
dos variables es posible predecir el valor que le corresponderia a un caso en una de las
variables, si conoce su calificacion o valor en la otra variable. (Recuérdese que se
supone que las variables tienen una correlacién lineal).

Su pude decir que cuando dos variables estan relacionadas entre si, dichas variables se
encuentran una en funcidn de la otra. El término funcion, se utilizé por primera vez en
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1692 en un articulo sobre matematica publicado en el Acta Eruditorem y se atribuyd a
Gottfried von Leibniz, en 1749 Leonard Euler lo defini6 como la cantidad de una
variable que es dependiente de otra cantidad y mas tarde Lejeune Dirichlet (1837)
propuso que desde el punto de vista matematico la funcién es la correspondencia que

asigna un valor Unico a la variable dependiente para cada valor permitido en una
variable independiente.

Ejemplo:

Cuando compramos harina la pagamos por su peso (masa), podemos decir que el
precio de la harina estd en funcidn de su peso (masa). Por ejemplo, si su precio es de
.50 centavos de dodlar por kilo, dos kilos costardan un ddlar, medio kilo veinticinco
centavos, diez kilos cinco délares, etc. Esto se representa asi:

f(x)=.50x

En este caso f(x) estd definido sélo para que x 2 0.

De manera que una funcidn es una asociacién entre dos o mas variables, en la cual a
cada valor de cada una de las variables independientes o argumentos, corresponde
exactamente un valor de la variable de dependiente en un conjunto denominado
especificamente, dominio de la funcidn.

La funcion de una variable puede ser escrita f (x) lo cual se lee " f de x" o de manera
mas completa "el valor de la funcidn f en x". De manera que si y es una variable que
esta en funcidn de x, se acostumbra escribir la variable dependiente en el lado
izquierdo del signo de igualdad en la ecuacidn, asi:

y=X+ 2 que es lo mismo que decir f{X)=x + 2

Segln la expresidon anterior, tanto y como f(x) es la variable dependiente, siendo x la
variable independiente.
También podria ser la expresidon que aparece a continuacion:

X =Y+ 2 que es lo mismo que decir f{y) =y + 2

Notese que en este caso, tanto x como y pueden intercambiar su papel como variable
dependiente e independiente. Esto sucede asi porque cuando se trata de la relacién
entre dos variables, los términos dependiente o independiente no trascienden el
simple significado de determinar cual variable es la que se pretende predecir en
contraste con la variable que se utiliza para hacer la prediccidon. En otras palabras, la
existencia de la relaciéon, no permite por si misma determinar que una variable se
dependiente (efecto) de la independiente (causa). No hay lugar para la determinacién
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de causalidad. Esa es la razén por la cual autores como Kachigan (1991) prefieren
utilizar los términos, variable criterio y variable (s) predictiva (s)

Antes de cerrar este tema de las correlaciones, vamos a sefalar tres asuntos muy
importantes y utiles.

1. Un coeficiente de correlacién no muestra el porcentaje de relacién entre dos
variables como algunas veces se piensa. Sin embargo, el valor que se obtiene al elevar
al cuadrado el coeficiente de correlacion entre dos variables, muestra el porcentaje de
la variabilidad (varianza) de una de las variables, que puede ser atribuido a la
variabilidad (varianza) de la otra. De manera que ese cuadrado ofrece una
aproximacién del porcentaje de relacidon que existe entre las dos variables.

(Para el ejemplo que hemos tenido en esta seccidén, corresponderia decir que la
correlacion de .82 puede estar mostrando aproximadamente un 67% de relacién entre
las dos variables observadas).

2. Los coeficientes de correlacion no son directamente proporcionales. Como por
ejemplo, en el caso de nuestra correlacion .82 muestra mas que el doble de relacién
que una correlacion de .41. Se puede obtener una aproximacion del valor relativo de
estas dos correlaciones si elevamos al cuadrado ambos coeficientes y luego dividimos
el mas grande entre el mas pequeio. Por ejemplo (.82)2 = .67, (.41)2 = .1681. De
manera que al dividir .67 entre .1681 tenemos 3.98 lo que significa que la correlacidén
.82 manifiesta cuatro veces mds relacién que la correlacion.

3. Cuando dos variables muestran una correlacidén positiva no necesariamente significa
gue tienen una relacion tan alta como lo muestra el coeficiente de correlacién. Siendo
que ellas pueden estar relacionadas con otra (s) variable (s) o factor (es) comunes.
Puede que se usted observe una relacién significativa entre la satisfaccién en el trabajo
y el grado de motivacién del maestro, pero también hay que recordar que estas dos
variables estan relacionadas también con ciertas caracteristicas del individuo como
puede ser su nivel de inteligencia emocional. De manera que si podemos aislar el
aporte que hace la inteligencia emocional en la variabilidad de la satisfaccién y de la
motivacion, notaremos que la correlacion entre estas ultimas serd menor. Esta técnica
es conocida como correlacion parcial y permite estimar la correlacion residual entre
dos variables habiendo retirado el efecto de una o mas variables que intervienen.

Casos practicos con software.

En la siguiente tabla, se muestran los datos registrados de las ventas en millones de
euros y de los gastos incurridos en publicidad, también en millones de euros, por una
empresa industrial que fabrica sillas abatibles para oficina:
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Gtos de publicidad {(millones euros) (X)

14,2226
13,9336
15,5040
16,3108
17,4036
19,8008
21,4803
20,4045
21,4778
22,6821
20,5722
23,3538
26,1040
29,1101
27,2418
23,0095
27 6118
32,1111
36,1738
37,5671
33,5069
36,6038
31,1554
32,7752
41,1838
39,9715
39,5666
40,2951
40,3538
41,3323
39,8393

SALESIANA

Volumen de ventas (millones euros) (Y)

95,065
97.281
103,155
107,607
113,860
121,153
129,102
132,240
138,863
142,856
143,120
147,528
155,955
164,548
163,521
163,426
172,485
180,519
150,505
186,497
186,024
200,832
186,765
205,341
220,230
228,703
236,300
244 560
254,771
263,683
268,304

a) Calcular el coeficiente de correlacién lineal entre las variables ventas y gastos de

publicidad.

» Seleccionamos Stat > Basic Statistics > Correlation :

Comelation

C1l Publicidad
e Ventas=

select |
Help |

Variahles:

Fublic

¥ Display p-values

[T Store matrix [display nothing]

0K I Cancel |
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Correlations (Pearson)
Correlation of Publicity y vents = 0.973, P-Value = 0.000

El valor obtenido para el coeficiente de correlacién es de 0,973, lo cual hace suponer
que, en principio, la correlacidon entre ambas variables es muy alta por lo que se puede
prever que en la regresidon obtendremos un buen ajuste.

b) Representar la nube de puntos (gréfico x-y) ventas vs. Publicidad, junto con la
recta de regresién asociada. ¢Piensas que el modelo obtenido sirve para explicar
las ventas obtenidas por esta empresa en los Ultimos treinta afios en funciéon de lo
gue se ha gastado en publicidad?

Seleccionamos Stat > Regression > Fitted Line Plot

Fitted Line Plot

C1  Publicidsd ~ Response [Y):
C2 Ventas ) —
Predictor [X:  [Publicidad

Type of Regression Model
G Linear € Quadratic  Cubic

e | Options... Storage...
Help | 0K Cancel
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Regression Plot

Y = 21,1887 + §,236582%
R-S5q =83.7 %
*
280 —
@ 20 —
]
©
=
15 —
1m —
I I
0 o 40
Publicidad
Regression
The regression eguation is
y=21,2 + 5,34 x
Predictor Coef StDev T P
Constant 21,187 7,667 2,75 0,010
X 5,3358 J,2368 20,78 0,000
5 = 12,494 R-3q = 83,7% R-3gi{adj) = 83,5%

Como se aprecia en el grafico, el modelo lineal simple ajusta con minimos errores la
evolucion de las ventas en funciéon de los gastos en publicidad. De hecho, si nos fijamos
en el valor del coeficiente de determinacion R-sq, veremos que este modelo explica
casi el 94% del comportamiento de las ventas a través de la evolucidn, por lo que es un
buen ajuste y por tanto, los residuos son minimos.

c¢) éPresenta la muestra suficiente evidencia, a un nivel de significaciéon de 0,05, como
para rechazar la hipétesis nula sobre la pendiente (HO: pendiente de la recta es cero)?

En el output anterior podemos ver que el p-valor asociado al contraste de hipdtesis
anterior es casi cero. Como este valor es menor que a = 0,05, debemos rechazar la
hipdtesis nula, i.e., concluiremos que la pendiente de la recta es distinta de cero o, lo
gue es lo mismo, que el coeficiente de correlacion poblacional es no nulo (es decir, que
ambas variables estan correlacionadas y que, por tanto, el modelo tiene sentido).
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1. Lainformacidn estadistica obtenida de una muestra de tamafio 12 sobre la relaciéon
existente entre la inversién hecha y el rendimiento obtenido en miles de euros
para explotaciones agropecuarias se muestra la tabla siguiente:

EJERCICIOS PROPUESTOS

Inv 1 14 16 15 16 18 20 31 14 20 19 11
Rend. 2 3 5 6 5 3 7 10 6 10 5 6

a) Calcula el coeficiente de correlacidn lineal, asi como la recta de regresién. Calcula
ademas, la previsiéon de inversién que se obtendrd con un rendimiento de 8000 €
Seleccionamos Stat > Basic Statistics > Correlation y obtenemos:

Correlations (Pearson)

Correlation of Rend. and Inv. = (.6l8, E-Value = 0.032

Como el coeficiente de correlacién lineal es 0.618 no podemos deducir que exista una
relacion fuerte ni débil, tendriamos que realizar un contraste de hipdtesis para saberlo
con claridad.

Calculemos ahora la recta de regresién. Para ello, seleccionaremos Stat > Regression >
Fitted Line Plot:

Fitted Line Plot ]|

| Fend . Response [Y]: |['Inv.'

Predictor [X]: |['Rend.'

Type of Regression Model
v i (" Quadratic 7 Cubic

Sclcot | Options... Storage... I
Help I OK Cancel I
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Regression Plot

W - G 4 04T
LR LT

I,

| I
1n 15 o

Rend.
A partir de este grafico, observamos que no existe ninguna correlacion entre las dos
variables.
Para conocer mas detalles, seleccionamos Stat > Regression > Regression

Regression Analysis

Tre rzgression equation is
Irv. = - 1.68 + (0.432 Rerd.

Jourcs DF 335 M5 F P
Regress_on 1 26.230 26.230 6.18 0.032
Residual Error 10 42.437 4,244

Total 11 68.367

Asi pues, la recta de regresién sera:

Inv.=-1.68 + 0.452*Rend

Por tanto, para obtener un rendimiento de 8000 €, tendriamos que hacer una
inversiéon de... Inv. =-1.68 + 0.452*8000 = 3614.32 €

b) ¢Presenta la muestra suficiente evidencia, a un nivel de significacién de 0,05, como
para rechazar la hipétesis nula sobre la pendiente (HO: pendiente de la recta es cero)?
En el output anterior podemos ver que el p-valor asociado al contraste de hipdtesis
anterior es 0,032. Como este valor es menor que a = 0,05, debemos rechazar la
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hipdtesis nula, i.e., concluiremos que la pendiente de la recta es distinta de cero o, lo

gue es lo mismo, que el coeficiente de correlacidn poblacional es no nulo (es decir, que
ambas variables estan correlacionadas y que, por tanto, el modelo tiene sentido).

RELACION DE EJERCICIOS Y PROBLEMAS SOBRE
REGRESION LINEAL SIMPLE Y MULTIPLE

1. Sobre un conjunto de conductores se ha realizado una encuesta para analizar su
edad (Y) y el numero de accidentes que han sufrido (X). A partir de la misma, se
obtuvieron los siguientes resultados:

X/Y | (20,30] | (30,40] [ (40,50] [ (50,60] [ (60,70]
0 74 82 78 72 7
1 7 6 5 6 5
2 3 2 2 1 1

A partir de estos datos, se le pide que determine para esta distribucidn las curvas de
regresion de Y sobre Xy de X sobre Y.

2. Para la economia espafola, disponemos de los datos anuales redondeados sobre
consumo final de los hogares a precios corrientes (Y) y renta nacional disponible
neta (X), tomados de la Contabilidad Nacional de Espafia base 1995 del INE, para el
periodo 1995-2002, ambos expresados en miles de millones de euros:

Ano | 1995 | 1996 | 1997 [ 1998 | 1999 | 2000 | 2001 | 2002
Y, | 258°6 | 27376 | 289’7 | 308’9 | 331°0 | 355°0 | 3771 | 400°4
X; | 381°7 [ 402°2 | 426’5 | 454’3 | 486’5 | 520°2 | 55373 | 590°0

Considerando que el consumo se
(Yt=a+b-Xt), determine:

a) Los parametros a y b de la recta de regresion.

b) La varianza de la variable consumo y su descomposicion en varianza explicada y no
explicada por el modelo.

c) El coeficiente de determinacion de dicha regresion.

d) La prediccidn del valor que tomara el consumo para una renta de 650.000 millones
de euros.

puede expresar como funcién lineal de la renta

3. Se supone que se puede establecer cierta relacidn lineal entre las exportaciones
de un pais y la produccidn interna de dicho pais. En el caso de Espafia, tenemos los
datos anuales (expresados en miles de millones de pesetas) para tales variables
correspondientes al quinquenio 1992-96 en la siguiente tabla:
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Afios | Produccion | Exportaciones
1992 52.654 10.420
1993 53.972 11.841
1994 57.383 14.443
1995 61.829 16.732
1996 65.381 18.760

A partir de tal informacién, y considerando como valida dicha relacion lineal, se pide:

a) Si la produccién para el aiio 1997 fue de 2.210.6100 millones de pesetas, écudl seria
la prediccién de las exportaciones para este afio? ¢Qué grado de precision tendria
dicha prediccion? Regresion Lineal Simple y Mdltiple

b) Si sabemos que las exportaciones para 1997 fueron de 69.045.704 millones de
pesetas, ¢cudl seria la produccidn interna aproximada para ese afio? ¢Qué grado de
confianza daria usted a esta prediccion?

¢) éQué tanto por ciento de la varianza de las exportaciones no vienen explicadas por
la produccidn interna, y se debe a otro tipo de variables?

4. De una distribucién de dos variables se conocen los siguientes datos:
Iy = 0791 5,= 1721 5,=2"1; X=5; =10

A partir de los mismos, obténganse las rectas de regresion minimo cuadraticas de X
sobre Yy de
Y sobre X.

5. Para un mismo grupo de observaciones de las variables X e Y, hemos obtenido las
dos rectas de regresion siguientes:

3x+2y=126
6x +2y =32

En funcidn de las mismas, responda a las siguientes cuestiones:

a) ¢Qué valores tomarian las medias de X e Y?

b) Represente graficamente ambas rectas de regresion.

¢) Determine el valor del coeficiente de correlacion lineal rxy.

d) éPorqué la regresidon de Y sobre X y la de X sobre Y no coinciden?

6. A partir de un conjunto de valores de las variables X e Y, se ha determinado la
regresion de Y sobre X, obteniéndose la siguiente recta:

Y*=10+0"45X; R*=09: x=20
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Se pide que, a partir de la definicién de la anterior recta, determine los pardmetros de
la recta de regresidn de X sobre Y.

7. Se han observado, en varios modelos de automdviles, los datos de potencia del
motor (X), en caballos, y la aceleracién (Y), medida en el nimero de segundos
necesarios para acelerar de 0 a 100 Km./h. La tabla adjunta refleja los valores
obtenidos.

X 50 75 90 100 120 150]
Y 15 12 10°5 10 9 8

A partir de tales datos, se ha decidido expresar la aceleracion en funcién de la potencia
mediante el ajuste de una funcién potencial (mediante el correspondiente cambio
logaritmico).

Bajo esta hipdtesis:

a) Determine la funcion de ajuste y el ECM conseguido.

b) Si aumenta la potencia de un motor en un 10%, éien qué porcentaje repercutird
dicho aumento en la aceleracién prevista? ¢Depende ello de la potencia que tenga el
motor en cuestion?

8. En un nuevo proceso artesanal de fabricacién de cierto articulo que esta
implantado, se ha considerado que era interesante ir anotando periédicamente el
tiempo medio (medido en minutos) que se utiliza para realizar una pieza (variable Y) y
el nimero de dias desde que empezd dicho proceso de fabricacidon (variable X). Con
ello, se pretende analizar cdmo los operarios van adaptandose al nuevo proceso,
mejorando paulatinamente su ritmo de produccion conforme van adquiriendo mas
experiencia en él. A partir de las cifras recogidas, que aparecen en la tabla adjunta, se
decide ajustar una funcién exponencial que explique el tiempo de fabricacién en
funcidn del nimero de dias que se lleva trabajando con ese método.

X |1
Y |3

=

20130 |40 | 50| 60 | 70
28 {23 |20 | 18| 1513

h

Desde el correspondiente ajuste propuesto, se pide que determine:

a) ¢Qué tiempo se predeciria para la fabricacion del articulo cuando se lleven 100 dias?
b) ¢Qué tiempo transcurriria hasta que el tiempo de fabricacion que se prediga sea de
10 minutos?

¢) ¢Qué porcentaje de tiempo se reduce por cada dia que pasa?

9. La empresa COLOBONA S. A .L. ha trabajado hasta ahora con la hipdtesis de que las
ventas de un periodo dependen linealmente de los gastos de publicidad efectuados en
el periodo anterior. En este momento, le solicitan a usted la realizaciéon de un analisis
gue ponga de manifiesto si la hipdtesis, hasta ahora mantenida, se puede seguir
sosteniendo en funcién de los datos que le suministran.
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ANOS | GASTOS | VENTAS

1987 21

1988 22 19
1989 25 20
1990 26 22
1991 27 23
1992 29 24
1993 30 26

En el informe final de su analisis, debera responder a las siguientes preguntas:

a) éSe incrementaran las ventas del periodo siguiente al aumentar los gastos en
publicidad del periodo actual?

b) ¢Es adecuado suponer que el ajuste entre estas variables es efectivamente lineal
teniendo en cuenta los valores de las variables? Ajuste el modelo lineal e intérprete los
coeficientes del mismo. ¢ Qué porcentaje de la varianza de las ventas no son explicadas
por las variaciones de los gastos en publicidad?

¢) éCual serd la prediccion de las ventas para 1994? iQué precisién tendrd ese
prondstico?

d) Si para el afio 1994 se piensa incrementar los gastos de publicidad en un 10%, ¢qué
incremento relativo cabria esperar para las ventas de 1995 con respecto a las de 1994,
segun el modelo ajustado?

98



SALESIANA

Bibliografia.

Probabilidad y estadisticas para ingenieria y ciencias". Jay L. Devore. 1998.

Grinstead, Charles M.; Snell, J. Laurie (1997). «9. Central Limit Theorem», Introduction
to Probability

http://es.wikipedia.org/wiki/Teorema del limite central
http://es.wikipedia.org/wiki/Intervalo_de confianza
http://maralboran.org/wikipedia/index.php/Estimaci%C3%B3n _por intervalos de co
nfianza de medias y proporciones

http://descartes.cnice.mec.es/materiales didacticos/Muestreo Inferencia Estadistica
/estimacion _intervalos.html
http://www.ite.educacion.es/w3/eos/MaterialesEducativos/mem?2001/estadistica/esti
macion.htm
http://www.virtual.unal.edu.co/cursos/odontologia/2002890/lecciones/estimacion/es
timacion.htm
http://www.gestiopolis.com/finanzas-contaduria/estadistica-intervalos-de-
confianza.htm

http://www.iesxungueiral.com/Download/pdf/teocintervalos.pdf
http://thales.cica.es/rd/Recursos/rd97/UnidadesDidacticas/28-1-u-i.html
http://www.hiru.com/es/matematika/matematika_06600.html
www.estadistica-aplic.com.ar
http://www.google.com.ec/search?hl=es&source=hp&qg=pruebas+cuando+se+tienen+
dos+poblaciones&aq=f&aqgi=gl1&aql=&oq=&gs rfai=
http://www.google.com.ec/search?hl=es&q=ejercicios+propuestos+de+pruebas+cuan
do+se+tienen+dos+poblaciones&agq=0&aqi=&aql=&oq=&gs rfai=

http://www.itch.edu.mx/academic/industrial/estadistical/cap03d.html
http://fltbw2.rug.ac.beliloapp/Applets/Ap6b.html

99


http://www.dartmouth.edu/~chance/teaching_aids/books_articles/probability_book/Chapter9.pdf
http://books.google.es/books?id=14oq4uWGCkwC
http://books.google.es/books?id=14oq4uWGCkwC
http://es.wikipedia.org/wiki/Teorema_del_l%C3%ADmite_central
http://es.wikipedia.org/wiki/Intervalo_de_confianza
http://maralboran.org/wikipedia/index.php/Estimaci%C3%B3n_por_intervalos_de_confianza_de_medias_y_proporciones
http://maralboran.org/wikipedia/index.php/Estimaci%C3%B3n_por_intervalos_de_confianza_de_medias_y_proporciones
http://descartes.cnice.mec.es/materiales_didacticos/Muestreo_Inferencia_Estadistica/estimacion_intervalos.html
http://descartes.cnice.mec.es/materiales_didacticos/Muestreo_Inferencia_Estadistica/estimacion_intervalos.html
http://www.ite.educacion.es/w3/eos/MaterialesEducativos/mem2001/estadistica/estimacion.htm
http://www.ite.educacion.es/w3/eos/MaterialesEducativos/mem2001/estadistica/estimacion.htm
http://www.virtual.unal.edu.co/cursos/odontologia/2002890/lecciones/estimacion/estimacion.htm
http://www.virtual.unal.edu.co/cursos/odontologia/2002890/lecciones/estimacion/estimacion.htm
http://www.gestiopolis.com/finanzas-contaduria/estadistica-intervalos-de-confianza.htm
http://www.gestiopolis.com/finanzas-contaduria/estadistica-intervalos-de-confianza.htm
http://www.iesxunqueira1.com/Download/pdf/teointervalos.pdf
http://thales.cica.es/rd/Recursos/rd97/UnidadesDidacticas/28-1-u-i.html
http://www.hiru.com/es/matematika/matematika_06600.html
http://www.estadistica-aplic.com.ar/
http://www.google.com.ec/search?hl=es&source=hp&q=pruebas+cuando+se+tienen+dos+poblaciones&aq=f&aqi=g1&aql=&oq=&gs_rfai=
http://www.google.com.ec/search?hl=es&source=hp&q=pruebas+cuando+se+tienen+dos+poblaciones&aq=f&aqi=g1&aql=&oq=&gs_rfai=
http://www.google.com.ec/search?hl=es&q=ejercicios+propuestos+de+pruebas+cuando+se+tienen+dos+poblaciones&aq=o&aqi=&aql=&oq=&gs_rfai=
http://www.google.com.ec/search?hl=es&q=ejercicios+propuestos+de+pruebas+cuando+se+tienen+dos+poblaciones&aq=o&aqi=&aql=&oq=&gs_rfai=
http://www.itch.edu.mx/academic/industrial/estadistica1/cap03d.html
http://fltbw2.rug.ac.be/iloapp/Applets/Ap6b.html

	CAPÍTULO 6: DISTRIBUCIONES MUESTRALES
	Teorema del límite central.
	CAPÍTULO 7: ESTIMACIÓN CON INTERVALOS
	DE CONFIANZA
	Cálculo de intervalos de confianza. 

	CAPÍTULO 8: PRUEBA DE HIPÓTESIS
	CAPÍTULO 9: PRUEBAS CUANDO SE TIENEN
	DOS COLAS
	CAPÍTULO 11: REGRESIÓN SIMPLE Y
	CORRELACIÓN

