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Introduccion.

Se demostrara en la presente obra...:

Iro) La conjetura de Albert Girard /

Si p=3 (mod 4) A p primo, p > 2
Entonces: p=x>+2y* con: x,yLl N\{0}

2do) El teorema de Fermat (sobre suma de cuadrados) 6 Lema de Thue, mediante
procedimiento analogo al utilizado para la conjetura anterior. /

Si p=1 (mod 4) A p primo, p > 2
Entonces: p=x+y* con: x,ylJ N\{0}

3ro) Finalmente, podra demostrarse* si: para todo entero, impar y mayor que 2, dicho elemento
es un numero primo 6 no. * Precisaremos que: podré diferenciarse entre primo y no primo debido a
que los primos cumplen ciertas caracteristicas que los nimeros compuestos no cumplen, es decir,
conoceremos las diferencias clave entre nimeros primos y niimeros compuestos. (ver pagina 4 y
siguientes para mayor comprension)

Se utilizara para tales demostraciones el algebra modular (anillos Z/p), dando por
demostrados los siguientes teoremas o proposiciones:

i) Teorema de Wilson / (p-1)! = -1 (mod p) si y sélo si p es primo

ii) Pequefio teorema de Fermat./ (2)*'= 1 (mod p) Vp primo

. . 1 .
iii) Si p es primo entonces [] pT cuadrados perfectos comprendidos
entre: [1,p-1] en (Z/p) anillo.

Si p no es primo entonces no existen pT_l cuadrados perfectos comprendidos
entre [1,p-1] en el anillo (Z/p) (existen en menor cantidad).
iv)  Sipes primo (cuadrado perfecto = residuo cuadratico), entonces:
Sip =1 (mod 4) ¥y m es un residuo cuadratico en (Z/p), entonces:
(-m) es también un residuo cuadratico en (Z/p).
Si p =3 (mod 4) ¥ m es un residuo cuadratico en (Z/p), entonces:

(-m) no es un residuo cuadratico en (Z/p).



Durante la presente obra apareceran simbolos como a, f3, 6, A, ¢, V¥, O,..., que
nada tendran que ver con otras matematicas, y que aqui, simplemente, quedaran
denotadas como elementos de Z, N.,.., y que apareceran como tales para
diferenciarlos de otros mas ordinarios. Y para destacarlos de los mismos de una

forma mas directa y visual, finalmente también, por resaltar de ellos diversas
particularidades (las que correspondan), que otros elementos no posean.

La hipotesis central y las demostraciones oportunas de la misma se encuentran
en la parte IIda. de este temario. La parte Ira. serd necesaria para la hipotesis que se
expondra brevemente a continuacion a modo de resumen. Se incluira también un
anexo, (pags. 88-99), que puede ser omitible, pues de ¢l solo se extraen ciertas
particularidades no transcendentales.

Al inicio de cada parte se incluird una breve introduccion para mejor
comprension de la misma.

Expondremos a continuacion algunos de los puntos mds relevantes de la
hipotesis propuesta en la proposicion 21ra. pags. 39-43 (se omitirdn ciertas
particularidades aqui, por ser dificil definirlas brevemente).

Inciso Importante: De la parte Ira del temario se obtendrd un elemento denotado

por el simbolo O cuyo valor numérico dependera de las siguientes condicionales tal
que:
sip =1 (mod 4) entonces G = -1
si p =3 (mod 8) entonces G = -2
sip =7 (mod 8) entonces G = +2
ademas si p es primo entonces: J ool Z, ol (1,p-1)/ (importante ver: pag 39)
(za)’=06 (modp) A G U residuo cuadrético
Tal que: V kU Z, kU (p,p-1) A kZ+0 (mod p)
entonces: {+k}’# G (mod p)
y en cambio si: p no es primo, entonces puede existir (6 no) un elemento Bl Z,
con: BU (1,p-1)/ (xB)*= © (mod p)
* si I B entonces existen** otros elementos:

By By B geees " pertenecientes al intervalo (1,p-1), distintos entre si,
(no congruentes entre si) y que en cambio:
2_ N2 — N2 W2 _
Py’ ==P ) ==p") =.=(p")"= 0 (mod p)
** salvo ciertos nimeros compuestos que seran tratados y claramente diferenciados de los nimeros
primos.



Nota 1ra: El valor a expresado en la pagina anterior, se obtiene mediante una ecuacion,
(omitimos expresarla aqui, por ser laboriosa la definicion de la misma ver: pagina 10), y que solo
se cumple, si: p es primo, es decir, que para todo p no primo, dicho valor no existe, pero en

cambio, pueden (6 no) existir otros valores enteros BU Z, BU (1, p-1) / (#B")*= 6 (mod p)

Todo ello analizado y demostrado pertinentemente.

Hipotesis (ver proposicion 21ra) pags. 39-43 V pl N, pll impar entonces:
Iro) Sipesprimo U [ x,yl Z\{0}
tal que: p=x> - G* y*, siendo xU impar
con: 0 =-1si: p=4k+1, 0=-2si:p=8k+3 A O =+2si: p=8k+7 **
A yl par si:p=1(mod4) ¢ yl imparsi:p=3 (mod4)
ademas:
' si: p =4k+1 6 p = 8k+3
Entonces: sean: X 5 y U Z\{0}/ V x"#F+x Ay F=y
= pF x*-6'y? A ol residuo cuadratico en Z/p (20 raices de G ¥)
' si: p = 8k+7
entonces U x7, y'U Z\{0} [/ X" Fxx Ay Fxy
[p=x*-0°'y?=x"?-0'y = =x™?*-0* (y")}
+ /Dol Z,al (1,p-1)/ (x0)*= G (mod p) Vp primo.
= ol residuo cuadratico en Z/p (x0 raices de © *)
(*) Tal que: V kU Z, kU (p,p-1) A k Z+a (mod p)
entonces: {+k}*# G (mod p)

(conjetura de Albert Girard y lema de Thue)

** (Nota 2da, muy importante:) estamos afirmando claramente que: -1 es residuo cuadrético en
Zlp para los nimeros primos de la forma p = 4k+1, que -2 es residuo cuadratico en Z/p para los

nameros primos de la forma p=8k+3, y que 2 es residuo cuadratico en Z/p para los nimeros
primos de la forma p=8k+7.

Debe quedar claro, que para los nimeros primos de la forma p = 8k+1 los valores -2 y 2
también son residuo cuadratico en Z/p (esto no se demostrara). Pero que el valor ¢ para tales
primos (p=8k+1 6 p=8k+5 es decir para: p = 4k+1) serd 6 =-1. (ver: punto VI pag 9 otros residuos
cuadraticos en Z/p.)




[Ido) Algo mas compleja y extensa: caso en que p no es primo.

Dsiip#Fx*-0*y V xyU Z, xU impar =
V b (1,p-1) = (2p)’= o (mod p)

iiysiip=x’-0*y'=x?-0'y?=x"?-0y == -0 (y")
Vx'1#ax i#j( =y F 2y ) con: x ™y U Z\{0}
Siendo: fy(p) =x*-G* y3, filp)=x2 -0y, H(p)=x"*-0'y ..,

s B(P) = (X ™7 - 6* (y™)? [ p=1fu(p) = fi(p) = fa(p) =...= fu(p)
Y tal que: U al menos fy(p) ¥ fi(p) que cumplen dicha igualdad con p

Entonces en Z/p ocurre que si: G U residuo cuadratico en Z/ p=

0 fip)=x") -0 vV A fi(p) =) -6* (v’
ecuaciones cuadraticas distintas

[p=(") -0 ()= -0 (v
A med(xy =1 A med(xy)=+1
es decir, existen (al menos**): BAB L (1,p-1) / B=2+B" (mod p)
y en cambio: {+ B}*={+B}*= G (mod p)
** (a diferencia de los nimeros primos que sélo tienen dos raices a y (p-a) en el
intervalo (1,p-1) ¥ de ciertos cuadrados perfectos, como se vera en el siguiente
apartado iii.)
iii) si p no es primo ¥ pll cuadrado perfecto impar*, entonces:
6: p=x>-0*y*=1fy(p), x#0 (xU impar) Ay=0/ ﬂ foo(p) =p
o: pZX2 -0 yzzx'z- o y'z,xrﬁO,yZO
[ x'U Z\(£x,0) A y'U Z\(£y,0)  es decir p = fo(p) = fi(p)
Ademas: [0 BU Z,BU (1,p-1)/ (£B)*= 0 (mod p)
= oU residuo cuadratico en Z/p
Tal que: V kU Z, kU (p,p-1) A kZ+B (mod p)
entonces: {+k}*Z G (mod p)



0. p= x> -0* y2 =x?-0" y'2 =x"*-0° y"2 =..= (X'W)2 -0* (y'W)2

es decir: p = fi(p) = fi(p) = fr(p) =...= fu(p) / Card[f(p)] 2 3 tal que:
Card[f(p)]2 3 ¥ 4< Card[p ] 2w **

* se cumple que: VpD cuadrado perfecto impar = p =1 (mod 8) siempre.
yademas: 0 BU Z / {+B}*=0 (mod p) syss: 0 fi(p)=p
** dada la ecuacion cuadratica: p=(x")? - 6* (y)* = ) =0" (y")* (mod p)
Tal que: existe B si y solo si: med(x, y ) =+1/x"=+f" * y' (mod p)
pues si med(x ', y™) =k , k¥ %1 entonces k|p = Aien Zlp
= A iy, ()" en Z/p, pues: k|x" A K|y
Importante: si B es raiz de G en Z/p también lo es (p-B) y por tanto, se expone

que 4< Card[B ]<€ 2w, como mimimo existen cuatro raices de G en Z/p, en el

intervalo (1,p-1). es decir, existen también (y al menos): B~ A (p-B") raices de
G enZlp

iv)Seap=q * q , pno primo impar, p>1
siendo: q,q'D impares, 1<q<p
/ qU cuadrado perfecto A q"U cuadrado perfecto
siendo: p=x> - G* y*=fy(p), x,yJ Z\{0}
A pF fio(p) es decir, siendo: X,y U Z / V xX"#Fxx A V y Fzxy
= pFx -0y esdecir: Card[f(p)] =1
Tal que en Z/p=>x*= oy* (mod p).
pero ocurre que: VMD (1,p-1)= {iu}zié G (mod p)
(a diferencia de si p es primo (punto Iro)
donde: 0 al (1,p-1)/ {z0}* =0 (mod p) (pag 5))
v)Seap=q* q (pno primo impar p>1), siendo: q,q U impares, 1<q<p

/ gAq°U cuadrado perfecto A q#q” A al menos q es primo

siendo: p =x* - 6* y*=fi(p), x,yl Z\{0}
si: 0 BU Z, U (1p-1)/ {£B1*=0 (modp) (.



entonces: U fi(p)=x"*-0°y? con:x,y U Z
, , , 1
[V x'#F+x AV y Fzxy U|xx | <5 (pt+1)
talque: p=x>-0* y*=x2-0*y 2 < p="fip)="filp)

entonces, por ser p no primo:
=0 p°U Z,B"U (1,p-1)\{£B}, es decir: B"Z+P (mod p) , equivalentemente:

x*-0*y" =0(modp) & x*=0" y*(mod p)< x=+B* y (mod p)
x?-0°*y?=0(modp) & x?=06" y*(mod p)& x = +B"* y'(mod p)
tal que: B Z+B" (mod p) A {xB}* = {xB"}* =G (mod p)

IIIro) por todo lo expresado en los puntos anteriores
(incluido el inciso previo de la pag 4) tendremos que:

p es primo impar, si y sélo si:
p=x’-0°v,xyl Z\{0}, con: fi(p)=x*-0* y*
y ademas, si y solosi: 0 all (1,p-1)/ {xa}* = & (mod p)
siendo: C=-1sip=1(mod4)
0 =-2sip=3(mod8)
6 =+2sip=7(mod 8)
Tal que: V kU Z, kU (p,p-1) A k+a (mod p) entonces: {+k}2% G (mod p)

Ademés si: p # 7 (mod 8) entonces: pF oo y'2 VX' F+xAVyFzy

IVto) Vpll impar, p>1, primo 6 no primo.

si: U al menos fiy(p) / p=fu(p) =x> - G* y*

entonces: xL| impar siempre,
lo tomamos como referencia impuesta, obteniendo entonces que

la variable (y) es...: yD par si:p =1 (mod4)
yD impar si: p =3 (mod 4)

Vto)seap=x-06* y*/ p Ul impar, p>1, primo 6 no primo. ¥ ademas:
puede (0 no) darse la existencia de fi(p), f2(p), f3(p),..., fu(p), tales que;
p=Tfoo(p) = (X -0 (v, i=1,2,0,W entonces en Z/p:
= x*= 0y?* (mod p) se podra obtener el valor B (de existir*) / BD (1,p-1)

A {=B}? =0 (mod p) es decir: x =+B* y(mod p) syss*: med(x,y)==1



VIto) Sea q primo, ¢>2 Y sea: gD (-[p-11,p-1) / gD residuo cuadratico en Z/q, para todos
los primos de la forma: q=8k+1 y/6 q=8k+3 y/6 q=8k+5 y/6 q=8k+7
De manera que se cumpla ademas que: q= a’ - c* b?, a,bD Z\{0}

Entonces, tomado un nimero p impar positivo particular / p = q (mod 8)
se cumple que, dicho p es primo (impar), si y solo si:
1) p=x2-g° yz,x,yD Z\{0}, con: fo(p)=x2 -G y2
i1) y ademas, si y sélo si: [ ol (Lp-1)/ {xx}* = G (mod p) , med(x,y)==1
IV kU Z, kU0 (p.p-1) A k£ (mod p) ** entonces: {+k}?2 ¢ (mod p)

* Ademas si: (-G)>0 entonces: pF x2- G y'2 VX' F+x A Vy Fry

6 bien si (-G)<0 entonces pueden existir (al menos): X’ F+x Ay F+y,
tales que: p=x"-G* y'=x"-G* y
/ x =+aty (mod p) A X" =+ay” (mod p) **
* Pudiendo diferenciar dicho valor p primo de cualquier valor p~ no primo tal que: p=p (mod 8)
pues dicho valor compuesto p’, 6 no tiene raices en Z/p” para el valor G (G no es residuo
cuadratico en Z/ p' ) o bien existen al menos 4 raices del mismo, en el intervalo ( l,p'-l), 0

bien p~ es un cuadrado perfecto, 6 med (x,y)# 1.

* el punto IV, aqui es irrelevante p es impar x puede ser impar 6 par dependiendo de los valores

del residuo cuadratico (d) y de si la variable (y) tal que: -G* y % sea un valor impar 6 par.

* Finalmente podremos tomar un valor impar p=8k+r, tal que p=x’-G* v, xyd Z\{0} y se
conozca del mismo que: G residuo cuadratico en Zlp y: C_,D (-[p-11,p-1) e indiferentemente de si lo
es para cualquier otro primo p =8k +r. pudiéndose obtener ademas, si dicho p es primo 6 no.
Dependiendo de si existen mas raices de G en Z/p, mas ecuaciones cuadraticas para dicho valor p
(dependiendo de si (-G)>0 6 si (-G)<0) , si es un cuadrado perfecto, 6 med (x,y)#*1. .. etc.

/]

Nota lra. dichas premisas estan expuestas en la parte Il en la (proposicion 21ra. pags 39-43)
Nota 2da. se expondra a continuacion en la parte I del temario la “resolucion” del valor @, es decir:
las demostraciones oportunas para denotar que:

G es residuo cuadrético en Z/ p para todo p primo impar /
c=-lsip=1(mod4),c=-2sip=3(mod8),c=+2sip=7(mod 8)
ytal que: J all Z, all (1,p-1)/ (*a)*= 6 (mod p) Vp primo impar
asi como la ecuacion/es para hallar dicho valor a.
(En la siguiente pagina se incluye a modo de introduccion dichos resultados
que se demostraran obviamente a lo largo de la parte 1 del temario. )



Parte Ira. Introduccion

De la cual se obtendran, entre otros, los siguientes resultados.
Siendo pU Z, p>0 A pll impar entonces.

p:2(p+1/ (|)=2p si: p=1 (mod 4)
(p=2p + 1 si: p=3 (mod 4)

tal que: [[i_o(2t + 1) = {1+ 3+ 5" 7+ 9+ ..o (2i-1)* 2i+ 1)}, tU N
ysiendo: 1= - 1si:p=1 (mod4)
i= %((p—l) si: p =3 (mod 4)
entonces se cumple que:
si: p# 5 (mod 8) = (HizD(Zt +1) P !)25 O (mod p) **
si 'y solo si p es primo impar
si: p=5 (mod 8) = [(2){;]25 G (mod p) Vp primo impar

siendo: 6=-1 si:p=1(mod4)
6 =-2 si:p=3(mod 8)
G =+2 si:p=7(mod 8)

Por lo cual, se denotara por all (1,p-1) / Vp primo impar

Siendo: o= (]_[i:'}(Zt +1) P !) (mod p) ** si: p# 5 (mod 8)

a=[(2)] (mod p) si: p=5 (mod 8)
/ a’= 6 (mod p), siendo: 6U residuo cuadratico en Z/p

[1] ol residuo cuadrético en Z/p siempre que p sea primo, y & puede ser (6 no) residuo cuadratico

en Z/p si p es compuesto.

[2] recuérdese que: G puede ser (6 no) residuo cuadratico en Z/p si p es compuesto.

En tales casos denotaremos como: By (p- B)s B’y (D= P )seees P (p- B") a las raices de © en

ZIp (en caso de existir). y como: B* a una de ellas cualquiera sin especificar. Y no por el valor Ol

para diferenciar ambos casos (primo/compuesto)

[3] si p es compuesto impar tenemos que O no existe**. Pues no se cumplen las congruencias

expuestas en las ecuaciones anteriores.

/1



Proposicién 1ra) Seapl Z, p>0 A pl impar / denotaremos por (pD N/

p=2@Q+1 de forma que, por el teorema de Wilson:

(p-1)! = -1 (mod p) si y sdlo si p es primo.
* ...tenemos equivalentemente que:

[p-1]1(p-2)! = -1 (mod p) syss: p es primo.
* suponiendo que tomado p primo particular, entonces es trivial que:
0 (a)" Vall [1,p-1] / a* (a)'=1 (mod p) de forma que:
aplicamos (p-1)™, a nuestra ecuacion modular, obteniendo que:

(p-2)! =+1 (mod p) syss: p es primo.

es trivial que: p-2 =2(-1 = equivalentemente tenemos que:

(2@-1)! =1 (mod p) syss: p es primo.

Proposicion 2da) equivalentemente resultard que:
[2¢-1]2¢-2)! =1 (mod p) syss: p es primo.
es trivial que: 2™ =-@ (mod p) , p =2¢ +1

¢ = -2 (mod p)
aplicaremos un proceso de iteracion semejante a la operacion realizada tal que:

1ro° aplic. (2)" = [Q+Q](2(P-2)! =(2)" (mod p) syss: p es primo.
(es trivial que: (2)" [20-1] = [@+@] (mod p) )
< [20]20-2)! = (2)"= - (mod p) syss: p es primo.

p=20+1 = 20 = p-1 [ en Zlp = 2@ = -1 (mod p)

aplic. (@) =[2](2¢-2)! = -2(2)" (mod p) syss: p es primo.

& [2]] 29-21(29-3)! = -1 (mod p)* syss: p es primo.
2do° aplic. 2"/ (2)" = - (mod p) =

< [2][ Q+20](2¢-3)! = (mod p)* syss: p es primo.

aplic. (@)"/ (¢)"=-2 (mod p) =

& [2* 3](2¢-3)! = 1 (mod p) syss: p es primo.

< [2° 3][2¢-3]2¢Q-4)! =1 (mod p)** syss: p es primo.



3r0° aplic. (2)"/ (2" =-¢ (mod py** =
S [2° 3][ Q+3Q](2¢-4)! = -@ (mod p) syss: p es primo.
aplic. (¢)"/ (@)= -2 (mod p) =
&S 20 3* 4]20-4)! =2 = -1 (mod p) syss: p es primo.
(..)

de forma que realizadas i-€simas iteraciones obtendriamos equivalentemente:

D)12@-i)! = {-1}%D (mod p) syss: p es primo. Vil N

demostracion: tenemos que la expresion anterior es equivalente a:
D)!I20-i]* 2Q-[i+1])! = {-1}¥ (mod p) syss: p es primo.

aplic. )"/ (2)" = - (mod p) =
<= )!IO+Pi]* E-[i+1]! = {-1}¥V* (@) (mod p) syss: p es primo.

aplic. (9)"/ (¢)"= -2 (mod p) =

< ()![i+1]* QO-[i+1]! = {-1}¥V* (-1) (mod p) syss: p es primo.
< (i+D!* QE-[i+1]! = {-1}%? (mod p) syss: p es primo.
denotamos por j=i+1/
< ()!* 2Q-)! = {-1}9 (mod p) syss: p es primo. Vil N
formula equivalente.

Proposicion 3ra) Sea i = () entonces por lo obtenido anteriormente resulta que:
< @)ep-g) = -1
< @l = -1

(mod p) syss: p es primo.

1 .
(mod p) syss: p es primo.

+
(q} D (mod p) syss: p es primo.

S @Y = -1




Proposicion 4ta) Sea nl N, entonces es trivial que:

(N2 = -1l0*D
= @) = (-1} D4 e )12

+p° n, (para algan valor n)

pudiendo expresar en Z/p que: (¢)! = a(mod p), all [1,p-1]

({PH) (mod p) syss: p es primo.

tal que: a’={-1}
es decir: ({_1}(ql+1)) es un residuo cuadratico en Z/p porque:
(((|))!)2 es un residuo cuadratico en Z/p , pues es un cuadrado perfecto
denotaremos por elz/+g- ({-1}({P+1)+ p’ n)l/2

para comodidad y abreviaturas graficas, de modo que podemos expresar que:

{()!} = £€(mod p) syss: p es primo.

Proposicién Sta) Teniamos de la proposicion anterior que:
O} ={(@)}* (-1} =+&(mod p) syss: p es primo.

siendo: +& = ({_1}({11"'1)_,_ p’ n)l/ZD Z A {(([))!}2 = {—1}({P+l)
como sabemos que: p =20 +1 /27" = -(p (mod p)

¢'=-2 (mod p)
aplicando (™' a ambas partes de la congruencia, obtendremos:

{(P-1)!} = £&(-2) (mod p) syss: p es primo. (**!)
Sea la aplicacion [ A2] (elevando al cuadrado) obteniendo que:
{(@-1)1}* = {+€}*(-2)? (mod p) syss: p es primo.
+1
< {@-ny=(-n'

S {(-D) = 4({-1}({P+1)) (mod p) syss: p es primo.

+p°n,nt N.

+p°* n) (-2)2 (mod p) syss: p es primo.

Proposicion 6ta) De la proposicion anterior y mediante un proceso iterativo
equivalentemente, tendremos que:

{(@-1)!} = +&(-2) (mod p) syss: p es primo.
S [Q-11(P-2)! = (-2){xE&} (mod p) syss: p es primo.

siendo: +& = ({-1}({P+1)+p° n)mD Z



aplic. )"/ (2)" =-¢ (mod p) =

<= (2)'[P-11(P-2)! = (-1){x&€} (mod p) syss: p es primo. (ver: **! pag anterior.)

Inciso importante:
(2)"'[@-k] = (2)"{-2""-k} (mod p), kI N
sabemos que (2)" =-(@ (mod p) (ver: proposicion 2da)
< (2)'[@-k] = ()" {-27"-k} = -2 {27+k} = P {27+k} (mod p), kU N

< (2)'[@-k] = {k+27"}@ (mod p), kU N

ademas es trivial que: {k+2"} = {2k+1}(2)" (mod p)

° Sea k=1, tendremos que:
= @'Q-11=-0[@-1]1=[1-@]¢ = {1+27}@ (mod p)
< 2)'E-11= {1270 = {2+1;2)7¢0 = {3}(2)" @ (mod p)

de forma que **": (2)'[@-1]((-2)! = (-1){+E&} (mod p) syss: p es primo.
resulta equivalente a: {3}(2)"Q((-2)! = (-1){=E} (mod p) syss: p es primo.
como: (2)" = - (mod p) = (2) =-@™ (mod p) = -2 =" (mod p)
aplicando por [@™]:
< 3} (P-2)! = (2){x€} (mod p) syss: p es primo.
S (3}2)"[9-21(9-3)! = (2){£E€} (mod p)**¥! syss: p es primo.
siendo: +& = ({-1397V 1 pe )12

° Sea ahora k=2, tendremos que:

como: (2)"[@-k] = {k+2"}@ (mod p), kU N

= (2)"'[Q-2] = {2+27}¢ (mod p)

< 2)'[@-2]= 2+271}0 = {4+1}270 = {5}(2)" ¢ (mod p)



de forma que: {3}(2)'[@-2](P-3)! =(2){xE€} (mod p)**™ syss: p es primo.
es equivalente a:

< 31H{5}@)'Q (P-3)! =(2){£€} (mod p) syss: p es primo.
como: @' = -2 (mod p) y aplicando por [@™'], tenemos que:

<= {3' 5}(2)"(p-3)! = [-2*]{=€} (mod p) syss: p es primo.

< {3' 5}2)"'[0-3](p-H)! = [-2%]{+€} (mod p) syss: p es primo.

© Sea ahora k=3, tendremos que:
como: (2)"[@-k] = {k+2"}@ (mod p), kU N
= (2)"[@-3]= {3+2"} ¢ (mod p)
< (2)'[@-3]= {3+27}0 = {6+1}2°¢0 = {7}(2)" @ (mod p)

de forma que: {3* 5}(2)'[Q-3](P-4)! = [-2*]{=€} (mod p) syss: p es primo.
es equivalente a:

S (3} {5} {7} ()" @ (@-4)! = [-2*] {&} (mod p) syss: p es primo.
como: @' = -2 (mod p) y aplicando por [@™'], tenemos que:

<= {35 7T12)(p-4)! = (-2)[-2}]{+€} (mod p) syss: p es primo.

S {35 TQR)Y(Q-4)! = [2°] {=€} (mod p) syss: p es primo.

< {3' 5" TH2) ' [Q-4)(p-5)! = [2°] {+€} (mod p) syss: p es primo.
(oer)

© Realizando las iteraciones precisas, obtenemos para el i-ésimo término que:

((2i-1)(2i-3)(2i=5)..(5)3)} @) [Q-i]" (Q-[i+1])! =...
= (=127 {=€} (mod p) syss: p es primo. (** 1)
equivalentemente:

{(2i-1)(2i-3)(2i-5)...(5)(3)(D)} * (P-i)! = (-1)'[2']{+&} (mod p)

SySs: p €s primo.

siendo: +& =({-1}(‘P+1)+ p* n)"2U 7z, Vil N\{o}

(omitimos la demostracion por resultar trivial por induccion.)



Proposicion 7ma) Tomando de la ecuacidon modular anterior el caso concreto tal

que 1 = (, tendremos equivalentemente que:

{2O-D2P-3)2P-5).(5)B)WY} * (@-P)! = (-D)P[2P]{=&} (mod p)
Syss: p €s primo.
claramente: (0)! =1

S {2O-1)(2Q-3)2¢-5)...(5)3)W)} = (-1)P[2P]{=E&} (mod p)
syss: p es primo. Siendo: +& = ({-1}({P+1)+p’ n)l/ZD Z, Vil N\{o

Inciso importante:

Es claro que: (p-1)! = (-1) (mod p) syss: p es primo. (t™ Wilson)
Y habiamos denotado que: p = 2(+1= podemos expresar que:
(p-D)! = 29)! = (1) (mod p)
<= [20]2Q-1)! =(-1) (mod p) syss: p es primo.
Ahora bien: 2(0 = (-1) (mod p), p = 2(Q+1* trivial.
COmMoO suponemos que p es primo. = Val N, all 0,p)=
0 a™anico/ a* a™’=1 (mod p) = U 2¢) ™

con: (20) "'=2"@™ (mod p) ¥ es trivial (*) que: (2¢0) " = (1) (mod p)
como teniamos que: [2Q](2Q-1)! = (-1) (mod p) syss: p es primo.
Aplicando (2¢0) " obtendremos que:

(2@-1)! =1 (mod p) syss: p es primo.

Corolario) podemos argumentar equivalentemente que:

QE-D!* {Q2O-1)(20-3)(20-5)...(5° 3* 1)} '=(20-2)2(Q-4)( 2(-6)...(4° 2) =..
= {(-1)¢'[2¢'] {£&} }-1 (mod p) syss: p es primo.

pues de la proposicion 6ta pag anterior (** Pl) teniamos que:
((2i-1)(2i-3)(2i-5).(S)B)DL * (P-i)! = (-1)'[27]{=&} (mod p) trivial
= 20-2)2Q-4)(20-6)...( 6* 4* 2) = (-1)?[27?1{+€} " (mod p)

SysS: p €s primo.



° Teniamos que: (2)" = -@ (mod p) (prop. 2da pag 11) A (-1)"=(-1) (mod p)
de forma que resulta equivalente que:

RQ-2)2P-4)(20-6)...(6* 4* 2) = (-D¥[ -@]¥{+&€}" (mod p)
syss: p es primo. A siendo: +& = ({-1}({P+1)+ p° n)l/ZD Z

Proposicion 8va) Sea {An} = {20-2, 2(0-4, 2(-6...., 6, 4, 2},
sucesion de elementos pares.

entonces: #{An} = Card(An) = (p-1) = %(2([)-2) trivial.

: -] ., :
de forma que, aplicando {2(':P 1)} a la ecuacion modular resultante del corolario
anterior, obteniéndose que:

20-2)29-4)(20-6)..( 6" 4" 2)" {20V} = 2@V} 1) 1?28}
(mod p)

S (@O P-3).(3" 2* 1)={2P} 7 =1)?[ -] (&} (mod p)
syss: p es primo. A siendo: =& = ({—1}(¢'+1)+ p* n)mD Z

obteniendo equivalentemente que:

& (@0 ={29} 7 1)%1 -1 (&) (mod p)

syss: p es primo. A siendo: +& = ({-1}({P+1)+p' n)mD Z

de la proposicion 2da pag 11, tenemos que: 2™ = - (mod p), p = 2Q+1
de forma que: < {2({1}'1)} 1 [-([)](q}'l) (mod p)

A = (O-1)! = (-D-0]1P -0]? (=&} (mod p)

S (@-1)! = (-DV[-@1*"V (£} (mod p)

syss: p es primo. A siendo: +& = ({—1}({P+1)+p° n)mD Z



Inciso previo: por la proposicion 2da. pag 11. resulta que:
2'=-@ (mod p) =
&[] = 2] *¥= 2] (mod p), por ser: p = 2¢+1
sabemos que por el pequeiio t™ de Fermat: 2P = (mod p) V p primo.
&) = (mod p) V p primo. A aplicando [* 2] tenemos:

=YALEY (mod p) V p primo.

(..)
= (@-D!'= (D010 V(g1 = ()P P iy =

.= (-1)':]}[2]{1%(}}'1 (mod p) siy soélo sip es primo.

S (-1 =(-1)?[2]{£&}™ (mod p)

syss: p es primo. A siendo: +& = ({—1}({P+1)+ p’ n)l/ZD Z

Corolario) Aplicando [%] (elevando al cuadrado) ambas partes de la
ecuacion modular resultante, tendremos que:

{(@-D1 = (-1)"P[4]{z&} 7 = (-1)*P[4] (€%} (mod p)
como: =& = ({—1}({P+1)+ p* n)”2 = {182} = ({—1}({P+1)+ p* n)
= {(@-D12= D211V pe ) (mod p)
& (@D = 1210130V )T = (L1291 (mod p)

= { (([)—1)!}2 = {—1}({1}_1)[4] (mod p), syss: p es primo.
(ver proposicion Sta. Pag. 13)

Ojo: {-139"V= (-1 (mod p)

(en la prop. 5ta resultaba exponente ((p+1), ambos resultados son equivalentes)



Proposicion 9na) Por el Corolario anterior, podemos argumentar que:
{ ((|)—1)!}2 = (-1 ?"V[4] (mod p), syss: p es primo.

S {(@-D!} =+ {—1}{({P'1)/2}[4](1’2) (mod p), syss: p es primo.

Corolario 1ro)

Del coeficiente +{-1} P2} tenemos dos posibilidades: 2l(@-1) 6 2No-1)
i) 2|(@-1) = U impar = p =3 (mod 4), trivial: ¢ = 2n+1 A p=20Q+1
= p=2Q2n+1)+1 = 4n+3
i 2N@-1) = ol par = p =1 (mod 4), trivial: @ = 2n A p = 20+
= p=2(2n)+1 =4n+l
ademés: = 2| de forma que:
(@11} =x{-13 @D (4107 (mod p)
S @D =219 1352 12] (mod p)

Syss: p €s primo.
entonces ha de existir un elemento aJ (1,p-1) / xa= {-1}('1/2) (mod p)

demostracion:

& (xay=(-1} V= (-1} (mod p)

Pero sabemos por el apartado 1v) (pag. 3) [siendo p primo]

que: si p =1 (mod 4) ¥ m es un residuo cuadratico en (Z/p),
entonces (-m) es también un residuo cuadritico en (Z/p), ¥ como es
trivial que 1 es un residuo cuadratico (1 es cuadrado perfecto) en (Z/p)

= -1 también lo es.

Por tanto U aD (1,p-1)/ xa= {-1}{-1/2}(m0d p) QED.



Corolario 2do)

De la proposicion 8va. (pag 18) teniamos que:
(@-D! = (-)?[2]{=&}™" (mod p)
syss: p es primo. A siendo: +€ = ({-1}(‘P+1)+ p* n)"2l 7
casoi) QU impar (= p=3(mod4))
= (@-1)! =-2{+&}™" (mod p)
& (o-! = 2{(-1,9"

= (0-)! = -2{({-1}({Pﬂ))llz}'1 (mod p), como ((|)+1)D par

+ p. Il)1/2}-] (mod p)

S (@-1! =-2{(1)"*}"=-2{(1) "}""* (mod p), y como 1" =1(mod p)
S (@-1)! =-2(1)"* (mod p)
= { (@-1)!}* =4 (mod p), syss: p es primo.
casoii) U par (= p=1(mod 4))
= (@-1)! =2{x&}™" (mod p)
(-1 =24(-19" 4 pr )" (mod p)
& (@-1)! =24(1-1;9)2 (mod p), como (@+1)0 impar
S (@-D!=2{(-1)"1"=2{(-1)"}"" (mod p). § como -1 =-1(mod p)
S (@-1)! =-2(-1)"* (mod p)

= { (([)-1)!}2 = -4 (mod p), syss: p es primo.
Inciso: Si p es primo. por lo general: ((-1)! =0 (mod p)

excepto casos, como p =9 que no es primo / (([):4)

= (P-1)! =3! =6 (mod p).

Proposicion 10ma)

i) Denotaremos por @ =y +1 , Q,y,rl N
/ de forma trivial resulta que: p = 20+1 = 2y+{2r+1}



ii) Busquemos el valor y ™'/ 2y = -{2r+1} (mod p)
=y =-2""* {2r+1} (mod p), trivialmente se resuelve que:
<y '=-2" {2r+1}" (mod p)

Nota: el valor: {2r+1}" (mod p) puede no resultar factible en su obtencion,

pero serd innecesaria la resolucion del mismo para nuestros procedimientos. //
111) de la proposicidn 4ta. (pag 13) resultaba que:
(P)! =+& (mod p) syss: p es primo.

+
siendo =& = ({-1}({1} 1)+ p° n)mD Z
del aptdo 1i. anterior resultard equivalente que:

(O)! = (y+1)! = [y+r](y+r-1)! =xE€ (mod p), syss: p es primo.

iv) Sea [y+r-A] , ALl N, aplicando y '/ (\y T=-2* {2r+1}" (mod p) aptdo ii.)
obtendremos equivalentemente que:

V' [y+r-A] = 14y (r-A) (mod p)
< Y [ytr-A] = 1+(-2){2r+1} ' (r-A) (mod p)

< Y [ytr-A] = 1+{2r+1}(-2r+2A) (mod p)
S YyH-A] = 1420+ (-2r=1+2A+1) (mod p), ({2r+13(-2r=1) = =1* mod p)

S Y ytr-A] = 1=1%+2r+13(+2A+1) (mod p)

=y [ytr-A] = {2r+13(+2A+1) (mod p), VpU N

Proposicion 11ra) teniamos del aptdo iii) de la proposicion anterior que:
(P)! = (y+)! = [y+r](y+r-1)! = x& (mod p), syss: p es primo.
como: P =y +r A @'=-2 (mod p) = (y+r)"'= Q"= -2 (mod p)

= [y+r-1]! =-2{xE&} (mod p), syss: p es primo.

° De forma equivalente tenemos que:
[Wy+r-1*](y+r-2)! =-2{£&} (mod p), syss: p es primo. A,=1%*
(A definida en aptdo iv) proposicion anterior)



Por lo obtenido en aptdo iv) proposicion anterior /
W y+r-A] = 2r+1}'(+2X+1) (mod p), VpU N, entonces:

* aplicando ™', A=1* =
=y [y+r-1¥](y+r-2)! =-2y {xE€} (mod p), syss: p es primo.

< 2r+1V (#2+D)[y+r-2]! = -2y 1{£E€} (mod p)
SySS: p €s primo.
(pues: y "[y+r-1]= {2r+1}"(+2+1) (mod p))
* aplicando (-2): (=2){2r+1}'(+3)[y+r-2]! =4y " {£E€} (mod p)
(pues: v = (-2){2r+1}" (mod p) ver aptdo ii) prop. anterior)
* aplicando y: (3)[y+r-2]! =4{x&} (mod p)
< (3)[W+r-2*] (y+r-3)! =4{£&} (mod p), syss: p es primo. A,=2*

o 2da iteracién:

* aplicando y ', A=2* =

= ()Y [yH-2¥](y+1-3)! = 4y (=&} (mod p), syss: p es primo.

< Q) 2r+1} ' (+H2Q2)+D[y+r-3]! = 4y {£€} (mod p)

S (3)(2r+1}(S)[yHr-3](y+r-4)! = 4y {£E} (mod p) , syss: p es primo.
S (3 5){2r+1} " [y+r-3](Yr-4)! = 4y {+E€} (mod p) , syss: p es primo.
 aplicando (-2):

S (3 5)[pHr-3*](yr-4)! = -2P1 €} (mod p) , syss p es primo. A;=3*

° 3ra iteracion:

* aplicando y ', A=3* =

= (3* 5)y "[yr-3*](yr-4)! = 2Py (£ €} (mod p) , syss: p es primo.
S (3' 52+ @203+ D[yHr-4]! = 2PNy (£ €} (mod p)

S (3 5) {20+ () [yHr-4](yr-5)! = -2Phy £ €} (mod p)

Syss: p €s primo.



S (3' 50 D 2r+1} [yr-4)(p+r-5)! = -2[3]\|l 1+€) (mod p) syss: p es primo.
' aplicando (-2y):
S (3 5 D[y+r-4*](y+r-5)! = 24 (mod p), Syss: p es primo. As/=4*

()

° Obteniendo equivalentemente para la i-ésima iteracion / Vill N

{35 70wt QD@D [yr-(i+ D] = (D 281+ €} (mod p), ¢ =y

S {305 70 .0 Qi-DQRIFHDIE-G+D]! = (-DEV 21 €1 (mod p)**

+
syss: p es primo. A siendo =& = ({-1}(‘1} 1)+ p* n)l/ZD Z

(trivial por induccion, omitimos la demostraci()n)

Proposicion 12da) es trivial que:
{2° 4 6' 8" .0 (2i-2)* (21)} =271 2* 3* 4* 5' ...' (i-D)(H)] =2'(G)! trivial
omitimos demostracion
aplicando [ 2'(i)! ] a la férmula de la proposicion anterior**, se resuelve que:

Qi+DI[Q-(i+D]! = (-1)¥V 211 (1€} (mod p), Vill N

syss: p es primo. A siendo +& = ({-1}({P+1)+ p’ n)llZD Z

Proposicion 13ra) (Omitible) a modo de corolario.

Supongamos 1 = (-1, entonces la ecuacion modular anterior...
S QIO-THDIP-[P-1]+D)]! = (1) #1r0r 2P 1l()-1)1 4.8} (mod p)
S 20-DI0]! = (-1)P* 229 D(@-1)! {+€} (mod p), syss: p es primo.
como: (0)! =1

S e-1)! = (-1 2@ D(@-1)! {x&} (mod p), syss: p es primo.



Ahora bien: p =2(Q+1 = 2@ =p-1 = (20)! =(p-1)!

= 2Q-D!=(P-2)! = E-)!P-D(p-D"= (p-Di(p-1)"

Tal que en Z/p resulta que:

2@-D! = (E-Dip-D7=(p-DI-1)"= (p-1)!(-1) (mod p)
Por el t™ de Wilson: (p-1)! =-1 (mod p) syss: p es primo.

= (20-1)! =1 (mod p) syss: p es primo.

Por tanto resulta que:

2E-1)! = (-1)?* 2@PD(-1)! {+€} (mod p), p es primo.
es equivalente a:

S (1P 209 (-1)! {£€} = 1 (mod p)¥, p es primo.

o Ademés teniamos, (proposicion Sta. (**") pag. 13) que:

(P-1)! = -2{+&} (mod p), syss: p es primo.

De forma que equivalentemente tenemos que (*):
< (-D? 1 20PD-2){+€}2 =1 (mod p), Vp primo.
(...) por el t™ de Fermat: 2°"'= 1 (mod p), V p primo.

como: p =2@+1 = 2*?=1 (mod p), Vp primo. =
= (-1)P 22 271 22)1£€12 =1 (mod p), Vp primo.
< (-1)® 27(-2){£€}* = 1 (mod p)

como: £& = ({-1}({P+1)+p° n)l/ZD 7 =

S 0?22 (54 pr ) =1 (mod p)
S0P 21219 =1 (modp)
2{P+1

S (- 2=2) = 1 (mod p)

2{P+2

&2 = )2 =1 (mod p)

trivial pues 2((|)+1)D par=> todas las congruencias son correctas



Proposicion 14ta) (Omitible) a modo de corolario.
Respecto a la proposicion 11ra. tal que se resolvia que:

(3*5' 7' .0 Q2i-DQi+HD)HE-G+D]! = (-1 26l g1 (mod p)

syss: p es primo. A siendo +& = ({-1}(q}+1)+ p’ n)mD Z
Supongamos 1= (P-1 (como en la proposicion anterior) obteniendo que:
< {3507 LS RIO-1-DR[e-11+DHe-([e-1T+D]! =...

W= (D)@ olPl e e (564 )

S {3057 L 20-3)O-1)0]! = (-1)P* 2P {+€} (mod p)
<= {3'5' 7L 20-3)(20-1)) = (-1)?* 2P {+€} (mod p) syss: p es primo.
(...) de la proposicion 12da. resultaba que:
{2' 4' 6' 8' ... (2i-2)' (2)} =2'(i)!, ycomoi= Q-1
= aplicandola a la férmula obtenemos la ecuaciéon modular de la proposicion 13ra.
2E-1)! = (-1)? * 26PD(@-1)! {+€} (mod p), syss: p es primo.

(omitimos mas estudios a este respecto)

Proposicion 15ta)

Inciso _previo: De los resultados de las proposiciones anteriores, cabe destacar
fundamentalmente, para las propiedades que derivan de las mismas, que:

Proposicion 5ta.) {((p-1)!} = £&(-2) (mod p) syss: p es primo.
Proposicién 11ra.)
(3' 5 7' .t Qi-D)QRi+D)HE-(+D)]! = (-DE 2l gy (mod p)

+
syss: p es primo. A siendo =& = ({-1}({Ij 1)+p' n)l/2

con: (@) = (139" V4 pe )2 (@)1} = € (mod p)

Syss: p €s primo.
(ver proposicion 4ta.)

' Expresaremos ahora por: P UN/ (recordando que: p =2(0+1)
(P=2p si:(pD par = p=1 (mod4) p:4p +1

([)=2p +1 si:(pD impar = p =3 (mod 4) p:4,0 +3

(ver: corolario 1ro. proposicion 9na. pag 19)



y finalmente expresaremos por:
[+ 1)={135 79 . Qi) Qi+D)}, tI N (¥

° Por todo ello, queremos ver los resultados que se observan para un caso particular tal que:
Qi+1)*=@Q-1=> i= %(p -1 factible si: U par <> si: p=1 (mod 4)
Qitl)* =@ = i= %((p—l) factible si: L impar <> si: p =3 (mod 4)

caso i) QU par = i= %(p -1=%(2P )-1 <> i=P -1 (porser =2P)
de la proposicion 11ra.) resultara equivalente que:

(3*5' 7* . Qi-DQRIHDHE-G+D]! = (D) 251 €1 (mod p)

ST (2t + 1) -G+ = (-1 2111} (mod p)

ST, (2t + 1) [Q-([P -11+1)]! = (-1) €100 2l li g1 (mod p)

SIlio2t + 1)1 (2P )-[P 11t =(-1)f* 2€{+&} (mod p)

ST, 2t + 1) (P ) =(-1)€* 2€ (€} (mod p) (**), syss: p es primo.
y como: P =2 P =>ig-= ({-1}({P+1)+ p* n)m: ({-1}(2€+1)+ p* n)l/2

=>+g=({-11+p*n)"?0 Z
aplicando [%?] (elevando al cuadrado), se resuelve que:
{2t + 1) (P NF = (-1)%* 22€{££)2 (mod p), syss: p es primo.

{2t + 1) (P NF=1)? 2%4-1)+ p* n} (mod p)
Syss: p €s primo.
como: (pD par

S{ITi_o2t + 1) (P )1 =291 (mod p), syss: p es primo. (*1u1)

° Ahora bien, Hipdtesis caso i. ((|)D par):
2% =-1 (mod p), syss: Vp primo. P U impar

2% =+1 (mod p), syss: Vp primo. P U par
demostracion:

Seak=2'4'6'... 2P -2 2P )= k=2€" P ! trivial
como: [Ti_,(2t + 1) = {1+ 3* 5+ 7* 9+ ...* (2i-1)* 2i+1)}




vii=P -1=> [ (2t + 1) =135 79" .. [P -1]-1) Q[P -1]+1)}
SIE_,t+1)=¢1'3579 .. 2P -3 2P -1)

aplicando 2€ a la ecuacion (**) de la pag. anterior resultara que:
to2t+ 1) 20 P =T (2t + 1) k=...
=P =201 2€{+&} (mod p), p=27F
= ! =(-1)¢* 220 {+&} (modp) © @!=(-1)?" 2P{+€} (modp)
Syss: p €s primo.
como: p =2(+1=2(Q+1 =0 (mod p) <= 2( = -1 (mod p)
= 2"=-( (mod p) A ¢'=-2 (mod p) trivial.
Aplicando (' tenemos que:
< oM e =(-1)¢ 2% @' {£&} (mod p)
< (p-D!'= D 2" gy (mod p), pues (¢'= -2 (mod p)

Syss: p €s primo.
y ademas, por la proposicion 5Sta.)

{(P-D!} =(-2) {x&} (mod p) syss: p es primo.
tenemos entonces que:

{(O-D!} =(-2) {z&} = (-1)‘?+1' 2q}+1{i8} (mod p), syss: p es primo.
< (-1 2%=1 (mod p) siendo: (-1) €=(-1)¢ (mod p)
= 2%=(-1)f (mod p)* , Vp primo. QED.
Partiamos de la Hipotesis tal que ((pD par):
2% = -1 (mod p), Vp primo. syss: P L impar ***
2% =+1 (mod p), Vp primo. syss: P U par

Por tanto la hipodtesis se cumple y queda demostrada.

corolario al caso i): como teniamos (¥ rer: 1] pagina anterior) que:
{Hi:n(Zt +1) (P )!}2 =2%(-1) (mod p), syss: p es primo.
A 2% = (-1)€ (mod p)*

entonces: = { Hi:g(Zt + 1) (p )!}2 = (_1)(;+1 (mod p), syss: p es primo.



caso ii) U impar = i= %((p -1)=%(zp +1-1) < i=F (porser =20 +1)

de la proposicion 11ra.) resultara equivalente que:
(todo el procedimiento es analogo al caso 1.)

(3*5' 7' . Qi-DQiHDHE-G+D]! = (D 251 €1 (mod p)
& [Ii-o(2t + 1) [-(i+ D]t = (-1 25 {+8} (mod p)
& [z (2t + 1) [@-(1P +D)! = (1€ 2! {28} (mod p)
S T2t + 1) (2P +1)-[P +17]! = (-DE* + 2€D(+ €} (mod p)
& [Iio(2t + 1) (P )= (-1) € 2€ {2&} (mod p) (**),
SySs: p €s primo.
y como: (p =2 P +1=>+g= ({-1}({P+1)+ p* n)m: ({-1}(2€+2)+ p* n)ll2
=& =({+1}+p*n)"l 7

aplicando [%?] (elevando al cuadrado), se resuelve que:

{2t + 1) (P NF = (1) 20022812 (mod p),

Syss: p €s primo.
como: p =2 P+

=>{ITi_ (2t + 1) (P )!}2 = (-1) @D 2@ D11y 4 pe 1) (mod p)

Syss: p €s primo.
como: (pD impar

<:>{Hi=o(2t +1) (,0 )!}2 = 2({]'}+1)(m0d P) (¥[rer:21), SYSS: p €8s primo.

° Ahora bien, Hipétesis caso ii. ((pD impar):
2% =+1 (mod p), Vp primo. syss: 7 L impar
2% =-1 (mod p), Vp primo. syss: P U par

demostracion:
k=2'4"6"... 2P -2 2P )= k=2€ P ! trivial
como: [[E_,(2t + 1) = {1+ 3* 5+ 7* 9+ ...* (2i-1)* 2i+1)}
yii=P =T 2t+1) =135 79 ... Q[P I-1)' Q[P J+1)}

SIE_Rt+1)=(1'35 79 . 2P -1) 2P +1)}



aplicando 2 a la ecuacién (**) de la pag. anterior resultara que:
[T (2t + 1) 20 P 1=TE_ (2t + 1) k=..
=20 1) =2€(-1) € 2@ (18 (mod p)
con: p =2 P +1
= @!= (-1 260D (18} (modp) & @!=(-D)E 2P{x€} (mod p)
Syss: p €s primo.
como: p =2Q+1=2Q+1 =0 (mod p) <= 2( = -1 (mod p)
= 27'=-@ (mod p) A ¢"'=-2 (mod p) trivial.
Aplicando @™ tenemos que:
< @ @l =(-Df* 2% @7 {£&} (mod p)
<= (p-1)! = (-1)€+2‘ 2{P+1{i8} (mod p), pues @'=-2 (mod p)

Syss: p €s primo.
y ademas, por la proposicion 5ta.)

{(P-D!} =(-2) {=&} (mod p) syss: p es primo.
tenemos entonces que:

{(O-D!} =(-2) (=&} = (-1 29" 1€y (mod p), syss: p es primo.
<:>(—1)€+1' 2%=1 (mod p) siendo: (—1)_(‘?“)5(—1)((3”) (mod p)
= 2%= (—l)f3+1 (mod p)* , Vp primo. QED.
Partiamos de la Hipotesis tal que ((pD impar)::
2% =+1 (mod p), Vp primo. syss: 7 [ impar
2% =-1 (mod p), Vp primo. syss: P U par

Por tanto la hipdtesis se cumple y queda demostrada.

corolario al caso ii):  como teniamos (*|rt: 2] pag anterior) que:
{Hi:o(Zt +1) (,0 )!}2 = 2({p+l)(mod p), Syss: p es primo.
A 2% = (-1)®* (mod p)*

entonces:

= {Hi:o(Zt + 1) (P )!}2 = (-1)€+1‘ (2) (mod p), syss: p es primo.




Proposicion 16ta)
Por todo lo obtenido en la proposicion anterior, resulta trivial que:

Vnl N, siendo p impar primo 6 no.

si: P U par =P =2n / 1) ol par = @=2P = @=4n
como: p=2(+1= p=87n+1=4p +1*
6 2.) U impar= @=20 +1=> @=4n+1
como: p=2(+1= Mzﬂ) +3%*
si: P Uimpar = P =2n+1 /1) @U par = ¢=20 = @=4n+2
como: p=2(+1= m=4p +1*
6 2) U impar=> @=2P +1=> @=4n+3

como: p=2(0+1= p=8n+7z4p P
Entonces:
@U par syss:p=1(mod4)* p=4P +
(|)D impar syss: p =3 (mod 4)** p=4P +3

Proposicion 17ma)
Por lo obtenido en las dos proposiciones anteriores
(obsérvese en especial los dos corolarios de la proposicion 15ta pags. 27 y 29)
Resulta expresable entonces que:

i)si:p=1(mod 8) = ([)D par A p U par entonces:

{Hi:n(Zt + 1) (10 )!}2 = -1 (mod p), syss: p es primo.
i) si: p=5 (mod 8) = ([)D par A p U impar entonces:

2% = 22{} = (2"?)2 = -1 (mod p), Vp primo. (ver pag 27***)

(ver: corolario pag. siguiente)

iii) si: p=3 (mod 8) = (pD impar A p L par entonces:

{Ti_o(2t + 1) (P )!}2 = -2 (mod p), syss: p s primo.
iv) si: p =7 (mod 8) = ([)D impar A p O impar entonces:

{Hi:o(Zt +1) (,0 )!}2 = +2 (mod p), syss: p es primo.



Corolario) (al apartado ii. pag anterior)

si: p =5 (mod 8) tambien se deduce que:

{ITi (2t + 1) (P )!}2 = +1 (mod p), syss: p es primo.

pues teniamos del corolario caso 1. (pag 27) que:
{ [Ti,(2t + 1) (P )!}2 = (-1)®*" (mod p), syss: p es primo.
y sabemos que si: p =5 (mod 8) = (pD par A p U impar (pag. anterior)
Pero observese que en Z: {Hi:g(Zt + 1) (p )!}2 = (+1)+p° m, ml N/
SIE_,2t+ 1) (P ) ={1+p* m}*?U 7
Tal que, de nuevo, en Z/p: <[ (2t + 1) (P )!'=+1 (mod p)

(6 es congruente con +1 6 -1, pero no podemos asegurar cual de ellos es el correcto
para los valores p=8n+5, pues dichos valores parecen variar “aleatoriamente).

Mientras que para: (23)2 = -1 (mod p), Vp primo.

= (26) ={ -1+ p* m}920 Z, m’0 N

= exige la existencia de un valor kU z, kU (1,p-1)/
(2€) =k (mod p) / {+k}>=-1 (mod p)

' ademds los apartados 1) y 1ii) anteriores se pueden fusionar en argumentos
realizando p (mod 4) /
Sip=1(mod4) A p es primo entonces: J all Z / {xa}*=-1 (mod p)

Nota: Si p no es primo. puede (6 no) darse la congruencia {+a}* = -1 (mod p) 6

{xa}? = -1 (mod p) (se estudiaran mas adelante estas posibilidades).

Proposicion 18va) De lo obtenido en la proposicion anterior (observese ademas el
corolario correspondiente).

Sea: 6 Z / si:p=1(mod 4) = & =-1

si:p=3(mod8) = G =-2

si: p=7(mod 8) = G =+2



Sea: all Z, all (1,p-1) entonces:
Si:p# 5 (mod 8) = [Ii_o(2t + 1)* (P )! =0 (mod p) **
/ {xa}?= G (mod p), syss: p es primo.
Si:p=5(mod 8) = (2‘?) = oL (mod p) **
/ {xo}*= 6 (mod p), V p primo.
20 =% = (2"?)2 =-1=0*** (mod p), Vp primo.

Recordando que: sip =1 (mod 4) entonces G = -1 ***
st p =3 (mod 8) entonces G = -2
si p =7 (mod 8) entonces G = +2

Corolario)
La congruencia con o se da siempre que p es primo. Esto es trivial puesto que su
existencia se deriva de las hipotesis demostradas en la proposicion 15ta). y de los
corolarios planteados en la misma.
Ahora bien, se cumplen las congruencias expuestas (**) y la existencia del elemento

o definido, de forma que:
si: p es primo entonces VkU Z, kU (1,p-1)/ kZ+a (mod p)

entonces: k*# 6 (mod p) / {=0}?= 0 (mod p)

demostracion: por la teoria general (ver: punto iii) pag 3.) que afirma que si:

: -1 .
p es primo, entonces: [| pT cuadrados perfectos comprendidos entre [1,p-1]

en (Z/p) anillo. Por lo que, como ya existen 0., raices de G en (Z/p), entonces no

existen mas valores posibles que tambien sean raices de G en (Z/p).

[ @y -l (1p-1)
Proposicion 19na)

Si p no es primo, tenemos para los casos en que ademas p # 5 (mod 8)... que:
{Tli—o(2t + 1) (P )1} = 6 (mod p)
y para el caso: p=5 (mod 8) (seguimos suponiendo que p no es primo)
(2‘?)2 =0 (modp) 6 (2(;)2 # 0 (mod p), 0=-1
recordando que... si: p=4k+1= G=-1, si: p=8k+3 = 0=-2, si: p=8k+7= G=+2,



de manera que V p no primo impar positivo tal que: O sea residuo cuadratico en Z/p
denotaremos por: B, (p-B), B*, (p-B), B, (p-B) ... B, (p-B™).
B*U N\{0} con B*U (1,p-1) y ademés: {+p*}*= G (mod p)
es decir: {#P1*={+p 1 ={+p"}*=..={+p™* = G (mod p)
(denotado por B* para los compuestos en los que G sea residuo cuadratico en Z/p
para diferenciarlo de las raices X y (p-&) (para todos los primos), tal que:

{+x}* = G (mod p) Vp primo.
en la parte 1l de este temario (pags. 36-87) podrd demostrarse claramente las
diferencias entre los nimeros primos y los nimeros compuestos en los que O sea

residuo cuadratico en Z/p.

(ya sabemos que para todo primo G siempre es residuo cuadratico en Z/p ver proposicion 18va)

Corolario)

Si p no es primo, entonces G puede (6 no) ser residuo cuadrético en Z/p

importante.
es decir, puede existir (al menos) un elemento BU Z, BU (1,p-1)/

{£B}?= 0 (mod p).
6 puede ocurrir que VkU (1,p-1) ocurra en cambio que: {+k}? G (mod p)

(demostrado y diferenciados todos los casos posibles en la parte II del temario)

Véanse como ejemplos:
' Sea p=25, p no es primo / p =1 (mod 4) = 0=-1 ﬂa ) (p=12,p =6/
[Tt + 1) (P ) =135 79 ..o 2P -3 20 -1)}(P ) =..
W= {1030 90 111(6)! = (10395)(720) = 20* 20 = 0 (mod p)
claramente: {+0}’# G (mod p) = Ao
pero en cambio [ B=+7/ {+B}*= {+7}*= 0 =-1 (mod p).
' Sea p=65, p no es primo, siendo 0=-1/ ﬂa ,pero P=+x8 A B'==18
en cambio cumplen que: {+B}?= {+B }*= G (mod p).

' Sea p=9, p no es primo, siendo 6=-1/ ﬂa v ademas V kU (1,p-1)
= {+k}’Z G (modp) (= AP)



' Sea p=27, p no es primo, siendo 0=-2 / ﬂa , pero p==5
en cambio cumple que: {#B}*= G (mod p).

' Sea p=35, p no es primo, siendo 6=-2 / Ao ¥ ademas VkU (1,p-1)
= {k}’# 0 (mod p) (= AB)

‘ Sea p=119, p no es primo, siendo G=+2 /ﬂa ,pero B=+11A B =+45
en cambio cumplen que: {+B}’= {+B }*=G (mod p).

' Sea p=15, p no es primo, siendo 0=+2 / ﬂa y ademas VU (1,p-1)
= {£k}*2 G (modp) (= AB)

recordando que:
Si:p# 5 (mod 8) = [Ii_ (2t + 1) (P )! = a (mod p)**

/ {xa}*= 0 (mod p), syss: p es primo.

e (E 0 (mod p) syss: p no es primo)
Si:p=5(mod 8) = (2(}) = o (mod p)
/ {ia}zE G (mod p), Vp primo.

+ Si: @U par [ @=2P ,p=20+1 A  p=1(mod 4)**
L ot+1)={1"35 79 .0 2P -3y 2P -1)}

» Si: U impar / @=2P +1 ,p=20+1 A  p=3(mod 4)**
L ot+1)={1"3'579 .0 2P -1) 2P +1)}

(** ver corolario 1ro proposicion 9na pagina 19)
tal que: [[E_o(2t + 1) ={1'3* 5 7* 9+ ..o 2i-1)* Qi+1)}, tU N
ysiendo: 1= %(p -1 st:p=1(mod4)

b l — 1. fry
1= 2((p 1) si: p=3 (mod 4)
(ver pagina 26 *)



Corolario 2do)

0 o' Z/ o' 6'=1 (mod p) trivial:
si: 6 =-1= ¢'=-1 (mod p)

+1
si: 0 =-2= 6'=-2"(modp) 6'= _(pT)

- - - +1
si: 0 =+2=> G‘E+2‘(m0dp),61=p7

Anélogamente: [ o'l Z , o'l (0,p) / a* a'=1 (mod p)
si: 6 =-1= o(-0)=-6 =1 (mod p)= a'=-a (mod p)
si: 6 =-2= a(-0) =-0 =2 (mod p) = o'ou-a) =20 (mod p)
= o'=-2"a (mod p)
si: 6 =4+2= o(-0)) = -0 =-2 (mod p)= a'o(-0) = -2a" (mod p)

= o'=2"a (mod p)

Es trivial que: o' = 6'at (mod p)

Inciso: En la parte final del presente temario se incluye un temario (pags. 88-99).
Donde se demostraran las siguientes puntualizaciones omitidas aqui por ser
irrelevantes para la hipdtesis expuesta en la proposicion 21ra.

*si:p=1(mod8), 6 =-1 = (Q-1)! ==x2a (mod p), syss: p es primo.
*si:tp=3(mod8),c=-2 = (Q)!= 2€0, (mod p), syss: p es primo.
*siip=5(mod8), 6 =-1 = (@-1)!==(2){"P " (mod p), syss: p es primo.

*si:tp=7(mod8),c=+2 = (P)!= 200 (mod p), syss: p es primo.

/ (fin de 1a Parte Ira)



Parte Ilda. Introduccion

Donde se plantea la Hipotesis principal (ver: proposicion 21ra), expuesta (en
parte) en la introduccion general (pags 5-9) de la presente obra. Y la demostracion

de todas sus premisas.  (En la pdgina 44 hay un indice para indicar la pdgina donde se
demuestran cada una de las premisas expuestas en dicha Hipotesis principal.)

Previo Introductorio. (De la Parte I teniamos que....)
i) de la proposicion 15ta.

P=2(P+1/(P=2p si:(pD par = p=1 (mod 4)

@=2P +1 si: @l impar = p=3 (mod4)  (pag25)

A TE_,(2E+1)={1'35 7 9 ..o 2i-1) Qi+1)},t0 N (pag 26)

Siendo: i=P -1si: ([)D par  (pag 26)

i=P i (pD impar (pag 28)

ii) de la proposicion 17ma. (pag 30)
*si:p=1(mod8) = (pD par A P 1 par entonces:

{Hi:n(Zt + 1) (P )!}2 = -1 (mod p), syss: p s primo.
*si: p=5(mod 8) = (pD par A p LU impar entonces:

20 =% = (2(3)2 = -1 (mod p), Vp primo. (ver pag 30)

{ Hi:g(Zt + 1) (p )!}2 =+1= (- (mod p), Syss: p es primo.

(Ver: corolario pag 27)

* si: p=3(mod 8) = (pD impar A P U par entonces:

{Hi=ﬂ(2t + 1) (P )!}‘2 = -2 (mod p), syss: p s primo.
*si:p=7(mod 8) = (pD impar A P [ impar entonces:

{ni:g@t + 1) (,0 )!}‘2 = +2 (mod p), syss: p es primo.

iii) de la proposicion 18va. (pag. 32)
Si:p=5 (mod8) = [[L_,(2t + 1) (P )!' =0 (mod p)
/ {x0.}*= G (mod p), syss: p es primo.
Si: p=5 (mod 8) = (2€) =0 (mod p) / {*0}>*= G (mod p), Vp primo.



Nota Importante: ol residuo cuadratico en Z/p siempre que p sea primo, se

denotan por o A (p-), a sus dos unicas raices, en el intervalo (1,p-1).
Y o puede ser (6 no) residuo cuadrético en Z/p si p es compuesto;
de ser G residuo cuadratico en Z/p, p compuesto se denotaran por:

B, 0-B), B, 0-B).,.... B™, (p-B™), a sus raices, en el intervalo (1,p-1).
recordando que si: p=4k+1=0=-1, si: p=8k+3=0=-2, si: p=8k+7=>0=+2.




Proposicion 20ma) Sea p primo 6 no primo y Sean x,yll Z\{0} tal que ademas se

cumple la igualdad: p =x*- Gy?, entonces en Z/p resulta que:
x*- 0y*=0 (mod p) < x* = 0Gy? (mod p)
recordando que, si: p=4k+1=0=-1, si: p=8k+3=>0=-2, si: p=8k+7=>0=+2.
' sabemos ademas que si p es primo entonces:
(ver: proposiciones 18-19 pags. 31-34)
Dol Z, ol (1,p-1)/ {za}?= 6 (mod p) = x = +ay (mod p)

puesto que med(x,y) =+1, (trivial si: med(x,y) =k, k1= k|p )

' ¥ si p no es primo puede (6 no) darse la existencia de un elemento 3 tal que:
{£p}*=0 (mod p)
Es decir G puede (6 no) ser un residuo cuadratico en Z/p

Si: G es un residuo cuadrético en Z/p entonces:

existen al menos B,(p-B)U (1,p-1)/ {£P}?*= G (mod p)

ademads, puede darse la existencia de otros elementos (6 no) denotados por:
BB, B .., BV, distintos entre si (no congruentes entre si, ni salvo signo).

¥ en cambio: {+B}*={+p 12 ={xBf "}’ =..={=f"}*= G (mod p)

* Sirva como ejemplo numérico:

sea p=1105 p no es primo, siendo: 6=-1 pues 1105 =1 (mod 8) /ﬂa, debido a que:

Si: p=5(mod 8) = [li_,(2t + 1) (P )!' =0 (mod p) (ver: ** pag 34)

/ {xa}?= G (mod p), syss: p es primo.
de forma que en nuestro caso tendremos que:
i o2t + 1) (P )=k (modp), kU Z / {+k}*== G (mod p)

= ﬂa, pero en cambio existen unos valores B*D Z, B*D (1,p-1), tales que:
B==+47 B = +463, B = +837,

(no congruentes entre si, ni salvo signo): B'i?—-‘ iB'j (mod p), 12 j (mod p)

y en cambio: {=B}?={+B 12 ={xB "}’ =G (modp) [/ (fin del ejemplo)




Proposicion 21ra) Hipotesis principal: Premisas

V pU N, pU impar entonces:

* Punto Iro) Sipesprimo U [ x,ylU Z\{0}
tal que: p=x> - G* y*, siendo xU impar
con: O =-1si: p=4k+1, 0 =-2si:p=8k+3 A G =+2si: p=8k+7 **
A ylU par siip=1(mod4) ¢é yl impar si: p =3 (mod 4)
(ver: proposicion 22da pag 45)

ademas:
' si: p=4k+1 6 p = 8k+3

Entonces, sean: X 4y U Z\{0} /V x"#Fxx AVy #F2y = pF x*-0°y’?

' si: p = 8k+7 **
entonces U x'y y'U Z\{0} / x"Fix Ay Fxy

[p=x?-0'y?*=x"-0'y = =x™-0* y")}

' ademas Vp primo = G U residuo cuadratico en 2l
[ Oal Z, al (1p-1)/(x0)’=0 (mod p) (+a raices unicas de G * en Z/p)
* Tal que: V kU Z, kU (p,p-1) A k=2+0 (mod p) entonces: {+k}?% G (mod p)

*ademas en: Z/p = x*-G* y¥*=0 (mod p) < x*=G"* y*(mod p)

con 61 residuo cuadratico en Z[p tal que: med(x,y) =1 < x=+0a" y (mod p)

* Inciso**: sip = 8k+7 entonces: p=x>-0* y =x -0*y *=.=x")?-0* (y")
= x =x0° y (mod p),x =xa'y (modp),..,x "=xa* y " (mod p).

(pues: +0. raices tnicas de G * en Z/p)

(Nota:) estamos afirmando claramente que: -1 es residuo cuadratico en Z/p para los numeros
primos de la forma p = 4k+1, que -2 es residuo cuadratico en Z/p para los nimeros primos de la
forma p=8k+3, y que 2 es residuo cuadratico en Z/p para los nimeros primos de la forma p=8k+7.
Debe quedar claro, que para los nimeros primos de la forma p = 8k+1 los valores -2 y 2 también
son residuo cuadratico en Z/p (esto no se demostrard). Pero que el valor ¢ para tales primos
(p=8k+1 6 p=8k+5 es decir para: p = 4k+1) serd o =-1.




' Punto [Ido) Algo mas compleja y extensa: caso en que p impar, p=>2
Tal que: p no es primo.

recordando nuevamente que: p=4k+1=0=-1, si: p=8k+3=0=-2, si: p=8k+7=0=+2
ILa) siip #x*-6*y" V xylU Z, xU impar =

V ul (1p-1) = (xp)*# 6 (mod p)

ILb) siip=x*-0°*y*=x*-0'y?=x"*-0'y ?=.=x™"-0°* (y")
Vx#+x7i#j (= y'Fxy7)con: x ™y ™l Z\{0}
Siendo: fy(p) =x* -G ¥4, fi(p) =x* -0 y 4L H(p)=x"*-0'y ..,
ees fu(D) = (X™) - 0 (™) / p = fulp) = fi(p) = f(p) =-..= fulp)
Y tal que: U al menos fy(p) ¥ fi(p) que cumplen dicha igualdad con p
Entonces en Z/p ocurre que si: 6U residuo cuadrético en Z/p =
0 i) =) -0 (V) A fip) = ') - 0* (v’
ecuaciones cuadraticas distintas
[p=x") -0 (y)=x-0* (v’
A med(x Ly =1 A mecd(x\y )==+1
es decir, existen (al menos***): BAB L (1,p-1) / B =Z=P” (mod p)
y en cambio: {+B}={+B }*= G (mod p)

**% (Obviamente también sus opuestos (p-) A (p-B')D (1,p-1) son raices de O en Z/p,
es decir, existen al menos cuatro raices en el intervalo (1,p-1). A diferencia de los nimeros

primos que solo tienen dos raices: a0 y (p-o) en el intervalo (1,p-1) v de ciertos cuadrados
perfectos como se vera en el siguiente apartado Il.c.)

ILc) sipno es primo ¥ pU cuadrado perfecto impar*, entonces:
Yo p=x2-0° yi=1y(p), xF0 (xU impar) Ay=0/ ﬂ fio(p) =p
'O p=x-0 y=x-0' vy 5L xF0,y=0
[ x'U Z\(£x,0) A y'U Z\(£y,0)  es decir p = fo(p) = fi(p)
Ademas: [0 BU Z,BU (1,p-1)/ (£B)*= 0 (mod p)
= oU residuo cuadratico en Z/p
Tal que: V kU Z, kU (p,p-1) A kZ+B (mod p)
entonces: {+k}*Z G (mod p)



"o p= x> -0* y2 =x?-0° y'2 =x"%-0* y"2 == (x'w)2 -0°* (y'w)2

es decir: p = fi(p) = fi(p) = fr(p) =...= fu(p) / Card[f(p)] 2 3 tal que:
Card[f(p)]2 3 y 45 Card[B*]s Iy **

* se cumple que: VpD cuadrado perfecto impar = p =1 (mod 8) siempre.
yademas: 0 BU Z / {+B}*=0 (mod p) syss: 0 fi(p)=p
** dada la ecuacion cuadratica: p=(x")* - 6* (y)* = ) =0" (y")* (mod p)
Tal que: existe B siy solo si: med(x., y ) =+1/x""=+B" * y"' (mod p)
pues si med(x ', y™) =k , k¥ %1 entonces k|p = Aien Zlp
= A iy, ()" en Z/p, pues: k|x" A K|y
Importante: si B es raiz de © en Z/p también lo es (p-B) y por tanto, se

%
expone que 4< Card[ 1€ 2w , como mimimo existen cuatro raices de G en

Z/p, en el intervalo (1,p-1). Es decir, existen también (al menos): B~ A (p-B")
raices de G en Z/p

I.d) Seap=q* q , pno primo impar, p>1
siendo: q,q U impares, 1<q <p
/ qD cuadrado perfecto A q'D cuadrado perfecto
siendo: p=x> - G* y*=fy(p), x,yJ Z\{0}
A pF fio(p) es decir, siendo: x,y'U Z / V xX"#2x A V y Fxy
= pF x -0y esdecir: Card[f(p)] =1

[ en Z/p=>x*= Gy* (mod p), pero que: V U (1,p-1) = {xp}* 2 6 (mod p)
(a diferencia de si p es primo (punto Iro), donde:
0 al (1,p-1) / {xa}* =0 (mod p) (ver: Punto I pag 39))

ILe) Seap=q* q (p no primo impar p>1), siendo: q,q Ll impares, 1<q <p
/ gAq°U cuadrado perfecto A q#q” A al menos q es primo

siendo: p=x? - 0* y*=fu(p), x,yl Z\{0}
si: 0 BU Z,BU (1,p-1)/ {#B}*=0 (modp) (..




entonces: U fi(p)=x2-6*y % con:x,y U Z/V x"F+x AV y F=xy

talque: p=x>-0*y*=x2-0*y? < p="fi(p)="fi(p) entonces:

=0p°U7Z, PBUuap-D\(xB}, es decir P=Zxp (@mod p)
equivalentemente:

x’-0*y* =0(modp) & x*=06" y*(mod p)& x=+B* y (mod p)
x?-0°y?=0(modp) & x?=0" y*(mod p)< x"=+B"* y (mod p)

tal que: B Z+B" (mod p) A {=B}*={xB"}* =0 (mod p)

(Nota:) Obviamente también sus opuestos (p-f) A (p-B')D (1,p-1) son raices de O en Z/p,
es decir, existen al menos cuatro raices en el intervalo (1,p-1). A diferencia de los nimeros
primos que solo tienen dos raices: o y (p-0) en el intervalo (1,p-1) ¥ de ciertos cuadrados
perfectos como se expuso en el apartado Il.c.

* Punto IIIro)

por todo lo expresado en los puntos Iro. y IIdo. anteriores
(incluido el inciso previo de la pag 4) tendremos que:
p es primo impar, si y sélo si:
p=x’-0°v, xyl Z\{0}, con: fi(p)=x*-0* y*
v ademas, si y solo si: 0 all (1,p-1)/ {#a}* = & (mod p)
siendo:c=-1si:p=1(mod4),c=-2si:p=3 (mod8),y 6 =+2 si: p=7 (mod 8)
Tal que: V kU Z, kU (p,p-1) A k20 (mod p) entonces: {+k}?% G (mod p)

Ademas si: p # 7 (mod 8) entonces: pF x2- o y'2 VxXF+xAVyFxy

* Punto IVto) Vpl impar, p>1, primo 6 no primo.

si: 0 al menos fy(p) / p=fo(p) =x* - 0* y* ecuacion cuadratica
entonces: xL| impar siempre,
lo tomamos como referencia impuesta, obteniendo entonces que

la variable (y) es...: yD par si:p =1 (mod4)
yD impar si: p =3 (mod 4)
* Punto Vto) seap=x’>-0* y*/ p U impar, p>1, primo 6 no primo. ¥ ademas:
puede (0 no) darse la existencia de fi(p), f2(p), f3(p),..., fu(p), tales que;
p=foo(p) = (x)? - 0° ()%, i=1,2....w  entonces en Z/p:

= x*= oy* (mod p) se podra obtener el valor B (de existir*) / BD (1,p-1)
A {=B}? =0 (mod p) es decir: x =+B* y(mod p) syss*: med(x,y)==1




Por lo obtenido en los tres primeros puntos podremos puntualizar de forma general que:

' Punto VIto) Sea q primo, =2
Y sea: gD (-[p-11,p-1) / QD residuo cuadratico en Z/q, para todos los
primos de la forma: q=8k+1 y/6 q=8k+3 y/6 q=8k+5 y/6 q=8k+7
De manera que se cumpla ademés que: q=a’ - G b?, a,bl Z\{0}

Entonces, tomado un niimero p impar positivo particular / p = q (mod 8)
se cumple que, dicho p es primo (impar), si y solo si:

o p=x"-¢* vy, xyl Z\{0}, con:fy(p)=x>-C*y’

iy v ademas, si y solo si: 0ol (1,p-1) / {zex}? = G (mod p) ,
med(x,y)==1

Tal que: V kU Z, kU (p,p-1) A k 2+ (mod p) **
entonces: {+k}*# G (mod p)
* Ademas si: (-G)>0 entonces: pF x2- c* y'2 VX F+x A Vy Fry

6 bien si (-G)<0 entonces pueden existir (al menos): X’ Fxx Ay Fzy,
tales que: p=x"-¢* y'=x2-G*y"’
/ x=+oty (mod p) A x" ==ty (mod p) **

* Pudiendo diferenciar dicho valor p primo de cualquier valor p~ no primo tal que:
p=p (mod 8)
pues dicho valor compuesto p’, 6 no tiene raices en Z/p” para el valor ¢ (Gno

es residuo cuadratico en Z/p” ) o bien existen al menos 4 raices del mismo, en

el intervalo (1,p"-1), 6 bien p~ es un cuadrado perfecto, 6 med (x,y)#+1.

* el punto [Vto, aqui es irrelevante p es impar x puede ser impar 6 par dependiendo de los valores
del residuo cuadratico (S) y de si la variable (y) tal que: -G* y'2 sea un valor impar 6 par.

* Finalmente, podremos tomar un valor impar: p = 8k+T, tal que p = x* - G* v x,yl Z\{0} y se
conozea del mismo que: G residuo cuadrético en Z/p : QD (-[p-11,p-1) e indiferentemente
de si lo es para cualquier otro primo p =8k +r. pudiéndose obtener ademas, si dicho p es
primo 6 no. Dependiendo de si existen mas raices de G en Z/ p, mas ecuaciones cuadraticas

para dicho valor p (dependiendo de si (-G)=0 6 si (-G)<0) , si es un cuadrado perfecto, 0
med (X,y)ii 1,_,_etc_

(fin de las premisas)




Nota: A continuacion expondremos la ubicacion de las demostraciones a cada
uno de los apartados planteados en esta proposicion.

* Conviene, no obstante, seguir paso a paso, el temario establecido para mejor
comprension del mismo y de las premisas establecidas en esta hipotesis.

' Punto Iro) demostrado en proposicion 32da pag 74
' Punto IIdo) Il.a) analizado en proposicion 28va pag 53
* Punto IIdo) II.b) demostrado en proposicion 31ra. pag 64
* Punto IIdo) II.¢) demostrado en proposicion 27ma. pag 49 **
* Punto I1do) II.d) demostrado en proposicion 29na. pag 54
* Punto I1do) II.e) demostrado en proposicion 30ma. pag 59
* Punto Illro) demostrado en proposicion 33ra. pag 82
' Punto IVto) demostrado en proposicion 22da. pag 45
' Punto Vto) demostrado en proposicidén 25ta. pag 48
' Punto VIto) demostrado en proposicion 34ta. pag 86
** ver también: proposicion 26ta pag 48




Proposicion 22da) De la hipotesis establecida en la proposicion anterior se
demostrara a continuacion, (por su simplicidad), el punto IV tal que:

* Punto IVto) VpU impar, p>1, primo 6 no primo.

si: 0 al menos fy(p) / p="fo(p) =x* - 0* y* ecuacion cuadratica
entonces: x| impar siempre,
lo tomamos como referencia impuesta, obteniendo entonces que
la variable (y) es...: yU par si: p =1 (mod 4)
yU impar si: p =3 (mod 4)
demostracion:

si:p=1(mod4) = o=-1/p=x*-0* y'=x>+y*=1fy(p)

como pl impar entonces 6 x 6 y ha de serlo tambien (obviamente no ambos).

Se establecio que xU impar siempre = yD par necesariamente. trivial

si:p=3(mod4) = 0=x2 G=-2 si:p =3 (mod 8)
0=+2 si: p=7 (mod 8)

p=x’-0°* y’=x> £2y*=fy(p) = xU impar necesariamente

falta demostrar que yU impar...:

en Z/4 tendremos que p es equivalente: como xU impar = x =2a+1/

supongamos yD impar, entonces y = 2b+1 /
p=x* £2y*= (2a+1)?+2(2b+1)* = 4a’+4a+1 £2(4b*+4b+1) = 1£2 = 3(mod 4)
ciertamente p = 3 (mod 4)
supongamos yD par, entonces y = 2b /
p=x* £2y*= (2a+1)? £2(2b)*= 4a*+4a+1+2(4b%) = 1 (mod 4)
pero p = 3 (mod 4) contradiccion.

= yU impar si p=3 (mod 4) QED.

Proposicion 23ra) Por la proposicion anterior, denotaremos equivalentemente para
futuras demostraciones que:

xU impar siempre = x =+(28+1), 8l Z
si: p=1 (mod 4)=>yU par =>y=+h) / y?=42,00 7

si: p =3 (mod 4) =yl impar = y=+() / y*=A, A0 Z A AU impar
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de forma que como teniamos que: p=x"- 0"y

recordando que: p=4k+1=0= -1, si: p=8k+3=>0= -2, si: p=8k+7=>0=+2

de forma generalizada podremos expresar equivalentemente que:

p=(28+1)" -407"A* = 45°+45+1-46"")

Puesto que:
' Si p=4k+1=0=-1=p = (25+1)* -46"A7 = (28+1)" + 40> = (25+1)" + 20

Y como: x =+(20+1), y=+(2k) = p=x’+y*=x*- G* y*

+ Si p=8k+3=>0=-2=p = (26+1)* -46"A7 = (25+1)" + 207 = (28+1)" + 2(0)
Y como: x =+(20+1),y=x(h) = p=x>+2y*=x*- 0* y*

* Si p=4k+1=0=+2=>p = (25+1)” -407A = (28+1)" + 207 = (26+1)* -2(0)°

Y como: x =+(28+1), y =x(h) = p=x>-2y*=x"- 0* y* trivial.

Proposicion 24ta) (Omitible)
* si:p=1(mod 8)= yU par/y =21 A AU par

* si: p=5 (mod 8)= yU par/y =21 A Al impar
* si: p=3 (mod 4)= yU impar = AU impar

De forma generalizada: si: p#Z 1 (mod 8) = Al impar

demostracion:

* caso i) p=1(mod 8)=> 0=-1=>p=x}- 0" y’= (25+1)" +41.]
siendo: A = 2m+v con: v="0si: A par
v=1si: ALl impar
tal que: A = 4m*+4vm+v?

= p = [48%+48+1] H4[4m*+4vm+v7]

=en Z/8: p=48"+45+1 + 16m*+16vm+4v* (mod 8)

S p=482+43+1+4v* (mod 8) < p = 48(8+1)+1+4v* (mod 8)

de forma que: 2|8(8+1), pues 6 & es par 6 lo es (8+1) =4d(d+1) =0 (mod 8)

= p=[0] +1+4v2 (mod 8) = como teniamos que: p =1 (mod &)



= p=1= 1+4v* (mod 8) =>4v*=0 (mod 8) syss:v=0

= A par QED.

* caso ii)p =5 (mod 8)= O=-1=p=x"-G" y’'= (28+1)2 +4)2
siendo: A = 2m+v con: v =0 si: Al par
v =1si: Al impar
tal que: M = 4m*+4vm+v?

= p = [48%+48+1] +4[4m +4vm+v’]

=en Z/8: p=48"+48+1 + 16m*+16vm+4v* (mod 8)

S p=482+43+1+4vF (mod 8) < p=43(8+1)+1+4v? (mod 8)

de forma que: 2|8(8+1), pues 6 & es par 6 lo es (6+1) =43(5+1) =0 (mod 8)
= p=[0] +1+4v2 (mod 8) = como teniamos que: p =15 (mod 8)

= p=5= 1+4v* (mod 8) =>4 =4 (mod 8) syss:v=1

= AU impar QED.

* casoiii)p=3 (mod 4)= 6¥*-1 / 6 =-2 si:p=23(mod 8)
6 =+2 si:p=7 (mod 8)
=p=x'-0"°y*=x* +2y*= (28+1)2 +20\2

siendo: A = 2m+v con: v=0si: AUl par
v=1si: AU impar
tal que: A2 = dmi+dvmv?

= p = [407+43+1] £2[4m +4vm+v7]

=en Z/4: p=48"+45+1 +8m?+8vm=2v* (mod 4)

< p= 1+2v? (mod 4) tal que:
si: v=0 = p=1 (mod 4) Absurdo pues partiamos de que: p =3 (mod 4)
si: v=1 = p =3 (mod 4) correcto y como: A = 2m+v

= AU impar QED.



Proposicion 25ta) De la hipotesis establecida en la proposicion 21ra. se demostrara
a continuacion, (por su simplicidad), el punto V tal que:

* Punto Vto) seap=x’-0* y*/ p Ll impar, p>1, primo 6 no primo. ¥ ademas:
puede (0 no) darse la existencia de fi(p), f2(p), f3(p),..., fu(p), tales que;
p=fo(p) = (x)? - 0° ()%, i=1,2....,w entonces en Z/p:
= x*= 0y?* (mod p) se podra obtener el valor I (de existir™®) / },LD (1,p-1)
A {£1}* =G (mod p) es decir: x =x1* y(mod p) syss*: med(x,y)==1
Tal que [L A (p-JL) son raices de G en Z/p (pueden existir mas)

demostracion:

tenemos que: x>= Oy” (mod p), entonces si: med(x,y) =+1=> U x, y'en Z/p=>
=0 es residuo cuadratico en Z/p= [ MD (1,p-1) / x=£U* y(mod p).
= W=+x*y~ (modp). trivial.
< x’=0y’(mod p) <= x=0y** x'=p* p*y** x'=py* (yx™) (mod p)
= Lyx"'=x1 (mod p)

' si: med(x,y)# +1 no implica que O no sea residuo cuadratico en Z/p, puede existir

otra ecuacion cuadratica tal que: p=x"2 - G* y? y cumpla que: med(x”,y )==1

Proposicion 26ta) si: pD cuadrado perfecto impar, entonces: p=1 (mod 8) 0=-1

demostracién: Sea: qU N, qU impar / q2= p
tal que: q =2m+1, mll N\{0} (pues p>1)
= p=q’=(2m+1)*=4m*+4m+1 = 4m(m+1)+1
Entonces: 6 bien (m)D par 6 (m+1)D par =en: Z/8= 4m(m+1)=0 (mod 8)

= p=4m(m+1)+1 =1 (mod 8) QED.



Proposicion 27ma) De la hipotesis establecida en la proposicion 21ra se
demostrara a continuacion, el apartado Il.c) tal que:
IL.c) sip no es primo y pU cuadrado perfecto impar*, entonces:

Yo p=x2-0* v =1y(p), xF0 (xU impar) Ay=0/ ﬂ foo(p) =p
Recordando que: G =1 si: p = 4k+1, G =-2si: p=8k+3 A O =+2 si: p = 8k+7
vo p=x*-0°'y'=x?-0'y 5L xF0,y=0
[ x"U Z\(£x,0) A y'U Z\(£y,0) es decir p = fo(p) = fi(p)
Ademsas: [0 BU Z,BU (1,p-1)/ (xB)*= 0 (mod p)
= ol residuo cuadratico en Z/p
Tal que: V kU Z, kU (p,p-1) A k&Z+B (mod p)
entonces: {+k}*Z G (mod p)
' 0. p= x> -0* y2 =x*-0" y'2 =x"?-0° y"2 e (X'W)2 -0 (y'w)2
es decir: p = fi(p) = fi(p) = fu(p) =...= fu(p) / Card[f(p)] 2 3 tal que:
Card[f(p)]2 3 y 4% Card[P ]< 2w **

* se cumple que: ‘V’pD cuadrado perfecto impar = p = 1 (mod 8) siempre.
yademas: 0 BU Z / {xB}*=0 (mod p) syss: 0 fi(p)=p
** dada la ecuacion cuadratica: p=(x")* - 6* (y)* = x)*=0" (y")* (mod p)
Tal que: existe B si y sélo si: med(x™, y)=+1/x""=+B" * y"* (mod p)
pues si med(x ", y') =k , k¥ +1 entonces k|p = Aken Zlp
= A "Y1, ()" en Z/p, pues: k|xT A K|y
Importante: si B es raiz de © en Z/p también lo es (p-B) y por tanto, se

* . . 4
expone que 4< Card[ ]€ 2w , como mimimo existen cuatro raices de G en

Z[p, en el intervalo (1,p-1). es decir, existen también (al menos): B~ A (p-B")
raices de G en Z/p (ver proposicion 30ma. pag 59)

* demostracion apartado i:

Sea qD N\{0} / p=q® entonces es trivial que: p# x*- G* y?es absurdo
° Teniamos que pU cuadrado perfecto impar, entonces:

= p =1 (mod 8) siempre. Demostrado en la proposicion 26ta. (pag 48)



=0 =-1= p#* x*+ y?es absurdo /
de la proposicion 22da. pag 45. tenemos ademas que: xU impar ¢ ylU par

como: pl impar ¥ p=q?, basta con tomar y =0/ p+ x>+ (0)*es absurdo
= p=q’=x*=(26+1)* / q=+x , x=+(28+1) QED.

= p=x*-0"y*,y=0 / O no es residuo cuadrético en Z/p
Corolario)

* del Punto Iro de la Hipotesis de la proposicion 21ra (pag 39) teniamos ademas que:
Sipesprimo U [ x,yU Z\{0} tal que: p=x*-0* y*, siendo x! impar
con: G =-1 si: p = 4k+1
A ylU par si:p=1(mod4) (ver: proposicion 22da pag 45)

Entonces: V x, y'U Z\{0} /V xX"#F+x AVy F2xy = pFx*-0°y’>
°ademas Vp primo = 6l residuo cuadratico en Z/p
[ Dal Z,0lU (1,p-1)/(+0)*= G (mod p) (0 raices unicas de G * en Z/p)
* Tal que: V kU Z, kU (p,p-1) A k=2+0 (mod p) entonces: {+k!?5 G (mod p)
°ademas en: Z/p = x*-G* y’=0 (mod p) < x*=0G* y*(mod p)

con 6U residuo cuadratico en Z[p tal que: med(x,y) =+1 < x=+0a" y (mod p)

* quedando diferenciados los nimeros primos de los cuadrados perfectos que tan sélo
son expresables con una ecuacion cuadratica, la cual sea suma de dos cuadrados.

Pues tendriamos que q = X’ +y2 = fo(p), xF0 (XD impar) Ay =0
, q cuadrado perfecto / G no es residuo cuadratico en Z/q
Mientras que los primos de la forma (p=4k+1), son: p = x> + y% x,yl Z\{0}

, p primo / © es residuo cuadratico en Z/p

Quedan también diferenciados de los cuadrados perfectos con multiples ecuaciones
cuadraticas tales que:

q=x"+y =xHy =Xy == () ()
(no olvidar de la proposicion 26 pag 48) que V qU cuadrado perfecto impar,

entonces: p=1 (mod 8) U ©=-1)



Nota Importante:

* falta demostrar que: existen cuadrados perfectos impares p tales que ﬂ fio(p) =p

esdecir:p # x2-0° y2 Vy+0

bastara con tomar unos ejemplos: p =9, 49, 81.,...

ademas para este tipo de caso concreto ocurre para dichos elementos que:
Vul (1,p-1)= {+p}*# © (mod p)
trivial, tenemos que: p = ¢*=x*= (26+1)?
en Z/p: = (286+1)*= 0 (mod p) aplicando [O]
< 6(28+1)*=0 (mod p)*,

supongamos lo contrario tal que: [ BU (1,p-1)/ {+B}*= G (mod p)
Aplicando (%'?) “raiz cuadrada” tendremos que*: +[B(20+1)= 0 (mod p),

Para que se cumpla la congruencia con cero= 3 =+(20+1) (mod p)

Pero entonces: B>= (28+1)*= x*= ¢*= 0 (mod p) es decir: {+p}*= G (mod p)

Contradiccion pues suponiamos que: {iB}z = 0 (mod p) (lo que es falso)

= entonces: 6L residuo cuadratico en VAL

= Vul (1,p-1)= {xp}*2 6 (mod p) QED.

* sobre el apartado ii:

p=x'-0°'y'=x*-0'y %L xF0,y=0
[ x'U Z\(£x,0) A y'U Z\(£y,0)  es decir p = fo(p) = fi(p)
Ademsas: [0 BU Z,BU (1,p-1)/ (£B)*= 0 (mod p)
= oU residuo cuadratico en Z/p
Tal que: V kU Z, kU (p,p-1) A kZ+B (mod p)
entonces: {+k}*Z G (mod p)

0 BU Z/ {+B}*=06 (mod p) syss: 0 p=fi(p)=x"*-0* y?/ med(x",y") =+1
Sabemos ya que: V pD cuadrado perfecto impar, = p =1 (mod 8) siempre.

= 0=-1 (ver: demostracion en proposicion 26ta. pag. 48)

/1



No es necesaria dicha demostracion, ya han quedado diferenciados dichos cuadrados
perfectos de los nimeros primos (ver corolario pag 50) , quedaria demostrar el punto
Iro de dicha hipétesis ver: proposicion 32da pag 74,

Sirvan como ejemplos para ver que ciertamente existen cuadrados perfectos
expresables equivalentes a dos ecuaciones cuadraticas, las cuales son suma de dos
cuadrados perfectos, tales que:

q=25=5"4+0"=3%+4>  q=169=13%+0"=5"+12* q:=289=172+0"=15%+8> (..)

* Conjeturamos que:

si q es cuadrado perfecto tal que: \/E =1 (mod 4) con \/E primo, entonces:
q=x"-06'y'=x*-0'y?,0=-1
y si: q es cuadrado perfecto tal que: V/E =3 (mod 4) con \/E primo,
entonces: q=x>-0°'y>,y=0, 0 =-1.
IVNXyUZ, X#FsxAy+0 =>q+Fx* -0y

(Omitimos demostraciones por ser innecesarias, el apartado ii. ya ha quedado
diferenciado de los niumeros primos.)

* sobre el apartado iii:

p= x> -0* y2 =x?-0° y'2 =x"*-0* y"2 =..= (X'W)2 -0°* (ylw)2 , 0 =-1

es decir: p = fi(p) = fi(p) = fa(p) =...= fu(p) / Card[f(p)] 2 3 tal que:
Card[f(p)]2 3

diferenciado también de los niimeros primos, sirva como ejemplo...:
q= 5625 = {25% 3% = 752407 = 2124722 = 45%+60”

Card[f(q)]=4=>q no es primo / ademas: med(x*,y*)#*1 V x*y*J Z\10y = AB...

Nota Importante:

Dado p impar / p=4k+1/ Card[f(p)] 22 =>p no es primo

Dado p impar / p=4k+1/ Card[f(p)] =1 =>p no es primo si...
si G no es residuo cuadratico en Z/p

p es primo, si O es residuo cuadratico en Z/p




Proposicion 28va)

De la hipotesis establecida en la proposicion 21ra se analizara a continuacion,
el apartado Il.a) tal que:

ILa) siip #x*-0°*y* V xyl Z, xUl impar =

V ul (1,p-1) = (2p)2 6 (mod p)

demostracion: omitimos demostracion. Innecesaria.

Importante: Observese que la transcendencia de todas las premisas expuestas en la
proposicion 21ra. dan relevancia a tres demostraciones, estas son:

Iro) demostrar la conjetura de Albert Girard /
Si p=3 (mod 4) A p es primo, p>2

Entonces: p = x> +2y” con: x,yll N\{0}

2do) demostrar el teorema de Fermat (sobre suma de cuadrados) 6 Lema de
Thue, mediante procedimiento andlogo al utilizado para la conjetura anterior. /

Sip=1 (mod 4) A p es primo, p>2
Entonces: p=x*+y con: x,yl N\{0}

y 3ro) demostrarse si: para todo entero, impar y mayor que 2, dicho elemento
es primo 6 compuesto (no primo).

* Por éste Gltimo punto, y debido a la premisa Ira de la hipdtesis de la proposicion
21ra (pag 39), (atin por demostrar), tal que:

Sipprimo=> U x,y Z\{0} tal que: p=x*>- G* y*(...)
tenemos que cualquier p # x> - 6* y* V X,yD Z, xU impar
siendo: pU N, pl impar A p>1. entonces: p no es primo

= es condicion suficiente para omitir la demostracion. Pues en tal caso ya se obtiene

de forma directa que el elemento p no es primo

* bastard, asi mismo, con el ejemplo numérico de algunos casos que cumplan la
situacidén propuesta inicialmente, para saber, que el caso expuesto, es posible que
exista, es decir:

0pU N, pU impar, p>1/p #x* -0 y* V x,yl Z, xUl impar



si: p =1 (mod 8) tenemos p=33 = A fo(p)=p
si: p = 3 (mod 8) tenemos p=35 = A fo(p) =p
si: p =5 (mod 8) tenemos p=21 = ;i fo(p) =p
si: p =7 (mod 8) tenemos p=15 = A fo(p)=p

con: f(p)=x> -G* y* = p F f,(p)

* Importante: el hecho de que en tal situacion, ocurra que...:

A/ V pl (1p-1) = (p)%= 6 (mod p)

si: p#FEX*-0'y V xyl Z, xU impar
esta conjeturado y también omitida la demostracion pertinente.
pues difiere de los elementos primos, en que en estos ultimos, si existe fo(p) =p

Y por tanto es innecesario el conocimiento y/o existencia del valor [3
(El analisis al apartado Il.a. queda finalizado)

Proposicion 29na)
De la hipotesis establecida en la proposicion 21ra se demostrard a
continuacion, el apartado 11.d tal que:

IL.d) Seap=q * q , p no primo impar, p>1
siendo: q,q" U impares, 1<q <p
/ qD cuadrado perfecto A q'D cuadrado perfecto
siendo: p=x? - G* y*=fy(p), x,yJ Z\{0}
recordando que: G ==1 si: p =4k+1, O =-2si: p=8k+3 A O =+2si: p=8k+7

A pF fio(p) es decir, siendo: X,y U Z / V x"Fxx A V y Fxy
= pFx -0y esdecir: Card[f(p)] =1
tal que en Z/p: = x*= 6y* (mod p)
pero ocurre que: V ull (1,p-1) = {xpu}? 2 6 (mod p)

= G no es residuo cuadratico en Z/p

(a diferencia de si p es primo (punto Iro), donde:
0 ol (1,p-1) / {i(l}z = 0 (mod p) (ver: Punto I pag 39) )



* Observese de los nameros primos (punto Iro proposicion 21ra) que:

‘si:p=4k+1 6p=8k+3 /p=x*-G" ¥’

Entonces, sean: X 5y 0 Z\{0} /¥ xX"#Fxx AVy Fxy = p+ x2-
o* y'2
' si: p=8k+7 entonces U x7, y'U Z\{0} / x"F+x Ay F=xy

[p=x*-0'y'=x?-0'y?=x"-0'y *=.=x™"?-0' y")
/ med(xLy =21, Vi=0,1,2,3,...w / x"=xa* y" (mod p)
* ademas Vp primo = o residuo cuadratico en Z/p
[ Oal Z,al (1,p-1)/(x0)*= 06 (mod p) (=0 raices unicas de G * en Z/p)
* Tal que: V kU Z, kU (p,p-1) A k=0 (mod p) entonces: {+k}? G (mod p)

* Para finalizar, es trivial, y por tanto no necesita demostracion alguna que si:
p=q°*q , pno primo impar, p>1
siendo: q,q"Ll impares, 1<q <p
/ qD cuadrado perfecto A q U cuadrado perfecto
Tal que:

i) si Card[f(p)]=1=> 0 no es residuo cuadratico en Z/p
es decir: p=x* - 6* y*=fi(p), x,yJ Z\{0}
A pF fio(p) es decir, siendo: x,y' U Z / V xX"#2x A V y Fxy
>p+x?-0'y?

suponiendo que: U fy(q)/ q=1fu(q) entonces, puede ocurrir que q sea primo 6 sea
no primo.

q =fi(q =a’-G* b= (28+1)*-46"2} , LF0
q =f(q)=c* = 28" +1)* pues: q es cuadrado perfecto impar
=>p=q°*q =(c*a)P-0"(c*b)}?/x=caAy=(cb) /[p=x’-0°Yy>

= med(x,y) # +1=>G no es residuo cuadratico en Z/p



iy  si Card[f(p)]>1 /
p=x'-0'y'=x"-0'y?=x""-0" y= =x")-0" (")
= [J al menos una ecuacion cuadratica / p = (x")*- 6* (y")?
[ med(x"y ) F £1
(trivial la expuesta en el apartado anterior)

O puede ser (6 no) un residuo cuadratico en Z/p (ver: ** pag. siguiente)

bastara con unos ejemplos, queda diferenciado claramente de valores naturales

primos
caso 1) Card[f(p)]=1

*q=3Aq =25=5*+0=3"+4%/ mecd(q,q) ==I
/p=qq =[75]=5*+(@)5* , p=3 (mod 8)=>0C=-2

G no es residuo cuadrético en Z/p

caso ii) Card[f(p)]>1
*q=5Aq =25=5"+0=3*+4%/ mcd(q,q)F =l

[ p=qq =[125]=5*+10*=11*+2% , p=5(mod 8)=>0C = -1
med(11,2) =+1/ 11*= 62% (mod 125) <> 11= B2 (mod 125)
= B=+68 (mod 125) / {+B}*= G (mod p)

= O es residuo cuadratico en Z/p

mas ejemplos numéricos:

1ro) p = 17%49 = 833 = 724282, p=1(mod 8)=>GC =-1/p=x>-G* y*=x* +y

= 7*=-28= (-1)28%= 628> (mod p) <7 =+28* (mod p)

<7 =+(7*4)B (mod p) / 4'= 625 (mod p)

=7%625 =210 =£7*B (mod p) <>30%7 =+7*B (mod p) A7 en Z/p

Supongamos que f=x30 (mod p) pero en cambio: {iB}z = 67 (mod p)
/ {+B}*=06 (mod p) = G no es residuo cuadratico en Z/p



otros ejemplos:

2do) con:p=1 (mod 8) = p=17*9 =153 =3%+122
6 p=41%9 =369 = 15*+122
con: p=5 (mod 8) = p=5%9 =45 = 3%+6*

recordando que: p=qq” , q U cuadrado perfecto impar
yque:i)q'=fi(q)=1fi(q) ,fu(@)=x"-0"y Afi(q)=x"-0"y"
i) = fi(q") /A (@) / fi(@) =x* - 6* ¥* A fi(@) F x7 -0y
(ver: punto Il.c. pags 40-41)

entonces..:
* p=5%49=245="7"+14 * p=3%¥25="75=5+(2)*5
* p=11%49 =539 =21%+(2)*7* * p=3%49 = 147 = 7*+(2)*7*

* p=25*%11=275=15+(2)*5*
en todos ellos: Card[f(p)]=1 A VHD (1,p-1) = {t},l}z # 0 (mod p)

es decir O no es residuo cuadratico en Z/p

pero..:
* p=3%9=27=3%Q2)*3*=5+2)*1* ** [ Card[f(p)] =2>1
B=+5 (mod p) , Card(B*)=2 dos raices 5y (p-5) en Z/p

* p=11%¥9 =99 = 1*+(2)*7*= 7*+(2)*5% ** [ Card[f(p)] =2>1
B=+85 (mod p) A B'=+41 (mod p) , Card(B*)=4, cuatro raices en Z/p

en los cuales: Card[f(p)]>1 (dos ecuaciones cuadraticas)
A O B*/ {£B*}* =0 (mod p) / Card(B*)2 2

si fueran primos = Card[f(p)]=1 V p=7 (mod 8) p primo

con tinicamente dos raices en (1,p-1) para el valor G en Z/p

(ver: proposicion 21 Punto Iro.)




Obsérvese con mas precision, de los ejemplos ** anteriores, tales que:

* p=3%9=27=342)*3*=5+2)*1> /| 27=3 (mod 8)=>0=-2
° 3%42)*3*=0 (mod 27) &> 3%=(-2)*3% (mod 27)
&> 32=3%6 (mod 27) A 37
o 5%42)*1*=0 (mod 27) &> 5= (-2)*1% (mod 27)
< 5%=1*0 (mod 27) <> 5= +1B (mod 27) < P=+5(mod 27)
* p=11%9=99 = 124(2)*7*= 7*+(2)*5%/ 99 =3 (mod 8)=> 0=-2
° 12H(2)*7*=0 (mod 99) <> 12=(-2)*7*(mod 99) / 7= 85 (mod 99)
< 7%= 0 (mod 99)<> 852=G (mod 99)<> B =+85(mod 99)
° 7*(2)*5*=0 (mod 99) <> 7= (-2)*5%(mod 99) / 5= 20 (mod 99)
& 7*52= G (mod 99) <> 7**20*=G (mod 99) <> B '=£7%20 =+41 (mod 99)

=0 B, "/ P+ P'(modp) A/ {£B}*={xB"}’= G (mod p)
(ver definicion punto I1.b) pag 40)

otros ejemplos numéricos:

p = 13%(25%9) = 2925 = 3%+54* = 45+30% = 51°+18?/ mcd(q,q ) == 1
p=5%(25%9) = 1125 = 15*+30%=332+6* / mcd(q,q ") #+1
p = 13*(49*9) = 5733 =632+42*/ med(q,q )=*1
p = 65%(49) = 3185 = 72+56* = 49%+28*/ med(q,q ) =1
p = 17%(49) = 833 = 7%+28? / mcd(q,q ") == 1
/ YVl (1,p-)= {+u}? = 6 (mod p)

6 bien: Vp / Card[f(p)]=0 es decir: p # x*-6* y* Vx,yU Z\{0}

p = 33%25= 825 p=33*%49 = 1617
p = 21%25 = 525 p=21%49 = 1029




Proposicion 30ma) De la hipotesis establecida en la proposicion 21ra se
demostrara a continuacion, el apartado Il.e) tal que:

ILe) Seap=q* q (p no primo impar p>1), siendo: q,q Ll impares, 1<q <p

/ gAq°U cuadrado perfecto A q#q” A al menos q es primo

siendo: p=x? - G* y*=fu(p), x,yl Z\{0}
recordando que: O =-1 si: p =4k+1, O =-2si: p=8k+3 A O =+2si: p=8k+7
si: 0 U Z, BU (1,p-1)/ {£P}* =0 (mod p)
entonces: U fi(p)=x2-0*y L con:x,yUZ/V xX'#F2x AV y Fzy

tal que: p=x>-0*y*=x2-0*y? < p="fi(p)="fi(p) entonces:

=0p°U7Z, BUap-D\(xP}, es decir P=Zxp (@mod p)
equivalentemente:
x!-0'y* =0(modp) & x*=06" y*(mod p)& x==+B* y (mod p)
x?-0*y?=0(modp) < x*=0"* y*(modp)< x"=+B"* y (mod p)
tal que: B Z+B" (mod p) A {=B}*={xB"}* =0 (mod p)

(Nota:) Obviamente también sus opuestos (p-f) A (p-B')D (1,p-1) son raices de O en Z/p,
es decir, existen al menos cuatro raices en el intervalo (1,p-1). A diferencia de los niumeros
primos que solo tienen dos raices: o y (p-) en el intervalo (1,p-1) y de ciertos cuadrados
perfectos como se expuso en el apartado Il.c.

Inciso Previo: (omitimos demostrar los siguientes aptdos. por resultar triviales)

1ro) si: all (1,p-1)/ all residuo cuadratico en Z/p
entonces: a'l residuo cuadraticoen Z/p  syss: 0 a'en Z/p

2do) si tenemos que: a’b = ¢ (mod p) ¥ se asegura que:
* bl residuo cuadratico en Z/p, entonces: cU residuo cuadratico en Z/p

cb'll residuo cuadratico en Z/p

* bl residuo cuadrético en Z/p, entonces: cU residuo cuadrético en Z/p




demostracion:

Seap=qq” / q,q" U cuadrado perfectos, q#q”

de forma que es condicidn necesaria y suficiente, que:
q sea primo, entonces L fy(q) (existe ecuacion cuadratica) /

q=fi(q) = x2-G4* y*= 28+1)2-46,2F *, LF0

recordamos que: Oq=-1 si: p=4k+1, Gq=-2s1: p=8k+3 A G4=+2 si: p = 8k+7

(* (argumentado en punto Iro de la hipdtesis general (pag 39)
¥ demostrado en la proposicion 32da pag 74 )

mientras que: q =fu(q) 6 q F fu(q") es decir puede [ oA foq)=q
si existe, entonces: q =fu(q)=x2-0y " y2= (28 +1)?-406,0% , N F0

* ademas, es trivial que existe q primo siempre / q | p

p=pi*p2"ps*eeeput P Vpi primo / q=p«, kU [1,n]

suponiamos asi mismo que: p = x*-G,°* y*= fu(p), X,y Z\{0}
tal que: p = fo(p) = sz -Gp’ YP2 = (26p+1)2 -4(G,)" ;\'pz

entonces, puede ocurrir que: Oq= G, 60 OqF O,

Tenemos por tanto que: q es primo siendo: q= (28+1)2 —40(,'1%2 , AFO0
aplicando (q'z) tenemos que:
< qqt =26+ q 2 -46,"22q"* =pq” , puesto que: p=qq
/ en Z/p tenemos que: (28+1)°q"% -46,"22q"%= 0 (mod p)
< (25+1)2q = 46,"22q"% (mod p) aplicando G, tenemos:
&> (28+1)°04q % = 417q"* (mod p)
Sea EU Z\{0} , EU (p,p-1)/ £04= G, (mod p) por tanto, aplicando & tenemos:

= (28+1)2(5pq'2 = 4)‘.2q’2§ (mod p)




Inciso: ;0 &, EU (p,p-1)/ £6,= G, (mod p) 222
es decir: ¢ & es 6 no es residuo cuadratico en Z/p??2?

veamos unos ejemplos, para mayor comprension..:
i)q=7 (mod 8)=>0,=2 A p=1(mod 4)=>0C,=-1/
= AZGq =3:3 (mod p) aplicando (-2'1) tendremos que:
< A%(2)(-2™) =B*-2") (mod p) siendo: & = (-2
< A%(-1) = A’6,=B*-2") = B* (mod p)
< Alo,= Bzé (mod p)
entonces: EL residuo cuadratico en Z/p

si y solo si: 0,1 residuo cuadratico en Z/p
ii) =7 (mod 8)=>G,=2 A p=3 (mod 8)=>0C,=-2/
= AZGq =B’ (mod p) aplicando (-1) tendremos que:
< A%2)(-1) = A*(-2) = A%6, =B%(-1) (mod p) siendo: & = (-27)

y sabemos por el punto iv) (padg 3) que si: p = 3 (mod 4) ¥y m es un residuo
cuadratico en (Z/p), entonces (-m) no es un residuo cuadratico en (Z /p).

por tanto, como: 1U residuo cuadratico en Z/p

entonces: (-1) U residuo cuadratico en Z/p

= 6,0 residuo cuadratico en Z/p

de forma que: V U (1,p-1) = {xp}? 2 G, (mod p)

De manera que podemos argumentar que:

* si: EU residuo cuadratico en Z/p
= 0B (1p-1) = {£B}* =0, (mod p)
G, es un residuo cuadratico en Z/p

* si: EU residuo cuadratico en Z/p
=>Ap/ Vul (1,p-1) = {11122 6, (mod p)

G, no es un residuo cuadrético en Z/p



Por tanto, la dificultad radica en saber si: £ es 6 no es residuo cuadratico en Z/p

No trataremos de resolver si & es 6 no residuo cuadritico en Z/p, podria resultar

bastante extensa la resolucion del mismo problema, bastard con la siguiente
argumentacion:

* Supongamos que: EU residuo cuadratico en Z/p, de manera que:
0zl Z ;tU (1,p-1)/ T*=& (mod p)

Teniamos de la pag 60 que:  (28+1)*0,q" %= 4K2q'2§ (mod p)
De forma que equivalentemente:

< (28+1)*0,q % = 40 q"*T* (mod p) (syss: T2 = & (mod p))
Aplicando (%'?) “raiz cuadrada” obtenemos:

< (26+1)Bq” =+2Aq T (mod p)* (syss: T* =& (mod p))

Tal que en Z resultara que:

< 26+1)Bq =+20qT +pz ,zUl Z  (syss: T =& (mod p))

* Bastar4 con demostrar que  B"U (1,p-1)/ P 2+ (mod p)
¥ que, en cambio, se cumple que: {+p}*= {+B"}*= G, (mod p)
* Por tanto si: p=qq_ , q primo y q >1 y ademas:
1) q/\q'D cuadrado perfecto impares A q7Fq’
i)y [ BU Z, U (1,p-1)/ {£P}* =G (mod p)
Entonces: p= x’-G* y2= x?-0* y'2 Vx'#+x AV y'iiy
A X Xy, y U Z\{0}
siendo: fy(p) =x*-G* y* A fi(p)=x*-0G*y"?
* Teniamos que: (20+1)q B =+2Aq T (mod p)*
syss: T2 = & (mod p)

para cumplir con la demostracion, bastara con que: [ B~/

Supongamos que: B'=+f +qd, dJ Z\{0} ** siendo claro que: q'q=0 (mod p)

entonces es trivial que de existir B~ ocurre que: {+B}*= {+B"}*= G, (mod p)



equivalentemente resultard que:
{£B}*={xB"}*=(£B + qd}*= G, (mod p)
< (P +qd}* = p* £2Bqd + ¢*d* = G, (mod p)
& B2 +2Bqd + ¢’d* = 6, (mod p) & ¢*d* +2Bqd + (B*-G,) = 0 (mod p)
< ¢’d* +2Bqd + (6,-0,) =0 (mod p) & q°d* +2Pqd = 0 (mod p)
= 6: d=0(modp) 6 q’d+2Bq=0 (mod p)
teniamos de la pagina anterior ** que: du Z\{0} = d =0 (mod p)
tomemos, por tanto: q°d +2Pq = 0 (mod p) < q(qd +2pB) = 0 (mod p)
/A q' A q# 0 (mod p) = (qd +2B) =0 (mod p)
pero como: dZ 0 (mod p) A (qd £2B) =0 (mod p) (*|rer: 11)
= [ B/ B =xB+qd siysolosiademas: d=q" (mod p) (*|rer:2)

(d#Zq  Se demostrard en el corolario pdg. siguiente)
En tal caso, implica que existen al menos cuatro residuos cuadraticos tales que:

+B A +B” U residuo cuadrético en Z/p B,(p-P).p",(p-pHU (1,p-1)
= U fup) A fi(p)

pues fy(p)* sélo puede resolver el valor de uno de ellos, ()
si ¥ solo si: T2 = & (mod p) tal que:
*fo(p) =x* -0 y* = x =Py (mod p)

fip)=x2-06*y?=> x" =B’y (modp) con: p=fiyp)=fi(p)
QED

es claro que si: T? 2 & (mod p) entonces como (28+1)%0,q72 = 4)\.2q'2§ (mod p)
= 6,U residuo cuadratico en Z/p=> A B= EB'

Inciso: en tal caso no se ha demostrado la existencia 6 no existencia de fo(p)
o de fi(p), f2(p),....fw(p). Es innecesario. pues tendriamos ante tal situacion que:

Ap = vl (1p-1) = {xp}*= o, (mod p)

A diferencia de p primo /[ +0. Gnico /{+a}*= G (mod p)
(fin del inciso)




Nota: sitp=qq” ,q=q / p=q"= B*+2Bqd + ¢*d* = G, (mod p)
< +2Bqd + (B? -6,) = 0 (mod p) < +2Bqd =0 (mod p)
=>d=qk,kl 7= i B” pero puede existir 3 (6 no)
ver: caso punto Il.c de la hipotesis general de la proposicion 21 pags 40-41
ejemplo: p=25=5>+0°=3%+4% | B =+7
Corolario)

partiamos de la condicion de la pagina anterior tal que: d Z q  (mod p) (*|ret.21)

supongamos el caso contrario: d = q” (mod p) entonces tenemos en Z que:
d=q+pm,mU Z< d=q+qq'm=> d=q"e **, el Z
de forma que como suponiamos que: U B°/ B'=+B + qd resultara que:
B=xB+qd=%P+qqe==f+pe ,porserp=qq = B’==P (mod p)
Pero teniamos (¥ rer: 1)) que: (qd iZB) =0 (mod p) como: d = q e **
< (qq’e £2B) =0 (mod p) = *2B =0 (mod p) Absurdo

= d# q (mod p) como preveiamos inicialmente QED.

Proposicion 31ra) De la hipotesis establecida en la proposicion 21ra se
demostrara a continuacidn, el apartado I1.b) tal que: (siendo p no primo)

ILb) siip=x’-0°*y*=x’-0'y =x"*-0'y *=.=x")!-0° (y)
recordando que: G ==1 si: p =4k+1, G =-2si: p=8k+3 A O =+2 si: p = 8k+7
Vx'#+x7i#j (= y'F+y7)con: x™y ™l Z\{0}
Siendo: fi(p)=x*-0* y5, fi(p)=x2-0" y 4 H(p)=x"*-0"y ..,
s (D) = (X ™ = 6* (™) / p = fu(p) = fi(p) = (p) =...= fu(p)
Y tal que: U al menos fy(p) ¥ fi(p) que cumplen dicha igualdad con p
Entonces en Z/p ocurre que si: G U residuo cuadratico en Z/ p=
0 i) =" -0 (y) A fi(p) =)’ -0° (v’
ecuaciones cuadraticas distintas
Ip=x" -0 V=) -0' ) A medx"y =1 A med(x,y )==1
es decir, existen (al menos***): BAB'L (1,p-1) / B=Z+P" (mod p)
y en cambio: {+B}’={+B }*= G (mod p)



**% (Obviamente también sus opuestos (p-f) A (p-B')D (1,p-1) son raices de O en Z/p,
es decir, existen al menos cuatro raices en el intervalo (1,p-1). A diferencia de los nimeros

primos que solo tienen dos raices: o y (p-o) en el intervalo (1,p-1) v de ciertos cuadrados
perfectos como se vera en el siguiente apartado Il.c.)

Argumentacion similar a la planteada en el punto Il.e)
de la proposicion 21ra. (pag 40)

Demostracion: Bastard con demostrar que:

Sea p no primo entonces, suponiendo ademas que:
p:XZ_Go y2:X’2 -G. y’2
(pudiendo existir (6 no) f2(p), f3(p), fa(p)se--s fw(p))

entonces en Z/p:= U BAB" / B =Z+P (modp) A {+B}*={*p }*=G (mod p)

Equivalentemente y siendo p=qq” , con q#q’, tal que:
4= x¢ - Og' yg* = (28+1)*-40,"\?
q=xq7-0q " ygt = 28 +1)* -40,"%  con: A Z\{0}
aplicando q” ¥ q respectivamente obtendremos que:
S qq =p= 28+1)*q -46,"\}q
qq=p=28+1)’q -46,"\"%q
de manera que en Z/p tendremos que:

(25+1)’q" -46,"2*q" =0 (mod p)
(25’+1)2q -4Gq"1)\,'2q =0 (mod p) (sabemos que: ﬂ q'A (q')'l)
= (28+1)2q' = 4Gq'lk2q' (mod p)
S (28" +1)%q =46, 2q (mod p)
C)>(28+1)2q'6q = 4k2q' (mod p)

= (28'+1)2q(5q’ = 4k'2q (mod p)



Sean: E A & 1 EEH 7\10} / £E6,=0 (modp) A &Gy =0 (modp) =

< (28+1)2q"6 = 402 q € (mod p) <= (25+1)2q 20 = 40*q %€ (mod p)

< (28°+1)%q0 = 4X'Zq§' (mod p)<= (28 +1)’q*c = 4k'2q2§' (mod p)

= 6L residuo cuadratico en Zlp siy sélo si: &,Q'D residuo cuadratico en Z/p

Inciso: si: § 6 Q'D residuo cuadratico en Z/p = ol residuo cuadratico en Z/p
= p no es primo pues = ﬂa.

¥ Vp primo = ol residuo cuadratico siempre (U o raiz) (fin del inciso)

* por tanto suponemos &,E"U residuo cuadratico en Z/p
(si: EU res. cuad. en Z/p = o U res. cuad. en Z/p=>E U res. cuad. en Z/p)
Tal que: 0T, U Z ,t,T°0 (1,p-1)/ T*=E&(modp) A T?=E (mod p)
obteniendo equivalentemente que:

(28+1)’q" %0 = 402 q"*E (mod p) = (28+1)%q %0 = 402 q"*T* (mod p)

(28" +1)* %0 = 41" 2%E” (mod p) <= (28 +1)°q%G = 412 q*T"? (mod p)

* denotaremos para abreviatura y comodidad grafica por:

V4

C=MT A G =LqT A (QU+1)=(20+1)q" ** A QU +1) = (20 +1)q **
**estas igualdades son posibles debido a que:
1) si ¢* =1 (mod 4) entonces q* = 4P *+1 =
(2V+1) = (26+1)q” =28q"+q" =28q"+4P “+1=28q"+2P ) +1
/v=38q+2P "~
QU +1) = (28 +1)q =28 q+q =28 q+4 P +1=2(8"q+2P ) +1
/v = 6'q+2p
i1) si ¢* = 3 (mod 4) entonces q* =4 P *43 =(4p *+2)+1 =
(QUu+1) = (28+1)q” =289 +q" =28q +4P “+2+1=2(8q +2P “+1) +1
[v=38q+2P "+1
U +1) = (28 +1)q =28 q+q =28 q+4 P +2+1 =2(8"q+2 P +1) +1
/v =8qr2P +1
(ver: corolario 1ro. proposicion 9na. pag 19 A proposicion 16ta pag 30)



De forma que tendremos equivalentemente que:

28+1)’q*0= 4A*q*T? (mod p)<=> (2V+1)’6 =4c% (mod p)

(28" +1)’q* 0= 41"*¢*E" T (mod p) & (20" +1)’6 = 4¢™ (mod p)
Aplicando (%'?) “raiz cuadrada” obtendremos que:

2C = +(2V+1)B (mod p)<= 2Aq'T =£(25+1)q B (mod p)

2¢7=2(20"+1)B” (mod p) &= 2A°qT" =x(26"+1)qB (mod p)

Obteniendo de las mismas equivalencias, las siguientes posibilidades.

caso i) f=+B" (mod p)= Aq'T =+A'qT (mod p) 6 Aq'T Z+A qT (mod p)
caso ii) fZ+P” (mod p)= Aq T =+A'qT (mod p) 6 Aq T Z+A qT (mod p)

**Inciso Importante: teniamos de la pagina anterior que:

£6,=0 (modp) A £'0y =0 (modp) A T> =& (mod p) A T*=E" (mod p)

/ T'6,= 0 (mod p)* A T204 =0 (mod p) syss: é,ﬁlu residuos cuadraticos en Z/p
(fin del inciso)

demostracién: ¢ =xB” (mod p)? supongamos cierta la congruencia, tal que:

i.a) Aq"T =+A"qT (mod p)* aplicando (q)= Aqq T =0=+A"q*T  (mod p), p=qq’
<> +1"q*T"= 0 (mod p), obteniendo que:
6: A'=qk (mod p) , kU Z\{0} 6 q=q (mod p)
(teniamos que: T 2Gy' = G (mod p)** = es trivial que: T #q m, m- Z\{0})
ia.) A'=qk (mod p) , kUl Z\{0} = * Aq"T =+L"qT” =+qkqT =0 (mod p)
=>L=qk’(modp), k' Z\{0} = A=qk” +pz,zU0 Z A AU (0,9)
/ como: q=(28+1)*-46,"A? , tenemos que: A2< q <p
pues:p=qq ,q>1=> A<q<p.
COmMo suponemos que pD cuadrado perfecto ¥ como: A = gk~ + pz
entonces si: k' =0= A =pz, absurdo pues: 0¢ A< q<p

si: kK2 1=> A=qk” +qq'z=q(k’+qz) absurdo AU (0,q)



ia.2) q=q (mod p) como teniamos* (pag anterior): Aq T =+A"qT (mod p)
/A q " pero es trivial que: < AqT =+xA qT (modp) q=q’

= A =+A"T T" (mod p) para que se cumpla: AqT =+A"qT (mod p)

como ademads teniamos (pag 66) que:

28+1)2q" %0 = 40*q"*T* (mod p) < (28+1)’¢*6 = 41 q*T* (mod p)

28 +1)*q*6 = 402 ¢*T"% (mod p)

entonces equivalentemente resulta que:

* 28+1) 2P0 = 4[N T T PP = 40T 1212 = 402172 q% **(mod p)

* 28"+ q%0 = 40 2P T ** (mod p)

De forma que: = (28+1)*q%6 = (28"+1)’ ¢’ (mod p)= 8 =8 (mod p)
Como teniamos de la pagina 65 que:

q= 28+1)*-46,"* A q'=@28+1)*-46,"1"% ,con: M0 Z\{0}

/80 10,90 AU [0,g)A §=8" (modp) = §=8+pm =8=3" ,m=0
= q=q = pl cuadrado perfecto impar

Pero partiamos de que: p=(x")?-G* (y™)? (ver pagina 64)
siendo: Vx™,y™U Z\{0} (ver pag 64)

= pD cuadrado perfecto impar: contradiccioén

Si: plJ cuadrado perfecto impar, es un caso ya analizado y demostrado en la
proposicion 27ma. (pag 49) por tanto; este apartado tampoco sera factible para el
presente analisis.

ib) Aq'T Z+A qT (mod p) sea el Z / Aq"Te =+A"qT (mod p)*
aplicando (q)= Aqq Te =0=+A"q*T" (mod p),p=qq
<> +1"q*T"= 0 (mod p) , obteniendo que:
6: M'=q'k (mod p), kU Z\{0} 6 q=q  (modp)
(teniamos que: T 204 = O (mod p) ** inciso pag anterior

= es trivial que: T'#q m, mU Z\{0})



i.b.1) A'=q’k (mod p) , kU Z\{0} de la pagina anterior teniamos que:
Aq Te =+L"qT (mod p)*
< Aq'Te =+A'qT" =+q'kqT =0 (mod p)= Aq Te =0 (mod p)
aplicando (2): < 2Aq T€ =0 (mod p)
de la pag 66, teniamos que: 2Aq T =+(26+1)q B (mod p)
=2Aq Te =0 = +(20+1)q Pe (mod p)
< +(26+1)q PBe = 0 (mod p)
en Z tendremos: +(28+1)q"Be =0+pz, zU Z
< +(20+1)q Pe =qq z < £(20+1)PBe =gz
en Z/q tendremos: +(28+1)Be =0 (mod q) aplicando (%°)
<> (28+1)*0e? =0 (mod q) es trivial que €# 0
= (28+1)’0 =0 (mod q) de la pag 65, teniamos que:
q=(28+1)?-46,27 < (26+1)%6, = 427 (mod q)
Sea el Z\{0} / o€ =06,(mod q) = (28+1)*c€ =0 (mod q)
& (26+1)26, = 0 (mod Q)= (28+1)*6,= 422= 0 (mod q)
= en Z tendremos: 41> = 0 + qm ,como: 0< 4)3<q = AL =0
ademas: Aq Te =+A"qT (mod p)* = A=0=L"qT (mod p)
S M Te=0=A"qT (modp)< A T=0=A"qT €"'= L'qT" (mod p)

y partiamos inicialmente de que: i.b) Aq T Z+A qT (mod p) Contradiccion

i.b.2) q=q" (mod p) de la pagina anterior teniamos que:

Aq Te =+A"qT (mod p)* aplicando (q) tendremos:
< hqq'Te =0 =+A"q*T (mod p) / i (@)™ pero es trivial que:
< Aq'Te =0=+L"qT (mod p)**

de la pagina 67 teniamos que:
20q'T =£(26+1)q"B (mod p)*' A 2A°qT" ==(20"+1)qP (mod p)**



Aplicando € a la primera ecuacion modular*', tenemos que:
<2heq’T =+(20+1)q Pe (mod p)
y tenfamos que: Aq Te =0=+A"qT (mod p) **pag anterior
S2heq’ T =0=+21"qT (mod p)

de la segunda ecuacion modular resultaba que:
20°qT" =+(20"+1)qP" (mod p)**

= +(26"+1)gB” =0 (mod p)

de forma que equivalentemente tenemos que:
206q T =£20°qT = 0=+(28 +1)qf” =+(26+1)q Be (mod p)***
En Z tendremos: +(28+1)q Be=0+pz ,zU Z

< +(20+1)q Pe = qq z<> +(26+1)Pe = gz
en Z/q: = +(28+1)Be =0 (mod q) es trivial que £ # 0
aplicando (%?) = (26+1)*0g* =0 (mod q)

de la pag 65 teniamos que:

q=(25+1)* -46,"W <= (25+1)*6, = 4A* (mod q)
Sea ell Z\10} / o€ =G,(mod q) = (28+1)*ce = (28+1)*G, (mod q)
= (26+1)’ce¥(€) = 0 = (28+1)*0,&* (mod q)

< (26+1)26,62= 0 (mod q) = (28+1)*G,= 0 (mod q)
¥ como: (28+1)°G,= 4A* (mod q)

= (28+1)*6,= 0 =41 (mod q) = A =0 (mod q)
= Aq" =0 (modp) = A =0 (modp) ¥ como teniamos que:

2heq’ T =20 qT =0=+(20"+1)qf" =+(26+1)q e (mod p)***
tal que: +2A°qT =0 (mod p)

= +20M"T'=q (mod p)* 6 +2L"T =0 (mod p)
* en Z tendriamos: 20T = +q’+pz  ,z U Z pero: " = (28"+1)* -46,"\.72

siendo: 2A"<p=>z=0=>2A"T = +q absurdo= x'= 0y eso no es posible

pues X = £(28"+1), x"U impar siempre y x”#0



= +2A"T"=0 (mod p) =A"=0 (mod p) pues: T> =& (mod p) A &= 0 (mod p)
= A=0=AL" (mod p)
Como teniamos de la pagina 65 que:
q= 28+1)%-46,"* A q'=@28 +1)*-46,"1"% ,con: M0 Z\{0}
20 10, ANU[0,g)AA=L" (modp) = A=A+pm =>A=1", m=0
=>q=q = pD cuadrado perfecto impar

Pero partiamos de que: p=(x"")? - 6* (y™)? (ver pagina 64)
siendo: Vx™,y™U Z\{0} (ver pag 64)

= pD cuadrado perfecto impar: contradiccién

Si: plJ cuadrado perfecto impar, es un caso ya analizado y demostrado en la
proposicion 27va. (pag 49) por tanto; este apartado tampoco sera factible para el
presente analisis.

Nota final al caso i)

Sip no es primo A plU cuadrado perfecto impar, entonces p no puede hayarse
en ninguna de las situaciones planteadas en este caso supuesto. Por tanto obtenemos

que: B Z+B" (mod p) situacién que no es necesario analizar.
Tenemos por tanto que si existe B / {+B}?= 0 (mod p)
Es decir:  si 6U residuo cuadratico en Z/p entonces:
=> U B /B=+p (modp)/ {xB}’={«Pf"}’= G (modp) QED.

(ver ejemplo numérico pdgina siguiente)

Corolario) (Omitible)

ya hemos demostrado que: § Z+[" (mod p)
realizaremos un breve analisis del mismo:

B = +B” (mod p) tal que, teniamos de la pagina 66 que:
(28+1)’q %0 = 402 q"*T* (mod p) < 2Aq"T =£(28+1)q B (mod p)
28 +1)*q%6 = 402 q*T" (mod p)* <20 qT =+(20"+1)qf” (mod p)

Sea el Z\{0} / Be = +B" (mod p) =21 qT =+(28"+1)qPe (mod p)



aplicando (%) “elevando al cuadrado”, tendremos que:
<S40 q" 1 = (28+1)*q" %0 (mod p)
<402 q" T = (28" +1)’q 0¥ (mod p)* = (28"+1)’q’c = (28"+1)*q*6e? (mod p)
= ¢’=1 (mod p) pero como: B Z+B (mod p) A PBe==B (mod p)
= e¢#Z=+1 (mod p)

De las paginas 66 y 67 teniamos que:
u+1)’c =4c% (mod p) A (2V"+1)°C =4¢"? (mod p)

siendo: C=AqQ'T A G =X°qT° A (2U+1) =(20+1)q" A 2V +1) =(20"+1)q
equivalentemente:

2V+1)? - 467 =0 (mod p) < QV+1)* - 407 =pz=p

20 +1)?-467C"2= 0 (mod p) & 2V +1)?-407'C 2 =pz =p””

(p=p ?

dependera de los valores &,E°,T,T  previamente definidos en la pagina 66.

teniamos de la pagina 65 que:
qq"=p= 28+1)’q" -46,"\’q"

q'q=p=(8"+1)’q -40,"."%q

Ejemplo: Sirva como ejemplo numérico para finalizar la proposicion.
Seap=>5*%13*17=1105/p=1(mod 4) >0 =-1/
p = 924327 = 2324247 = 31%+122 = 332447 [x™<x™ ml o,w)
fi(p) = 924322/ fi(p) = 2324242 | £(p) = 31%+12%/ £i(p) = 33%+4*
p=Ffi(p)=x** - G* y** = (28*+1)* -46"A+E = (28%+1)2 +4A*7 ,i=0,1,2,3
(ver proposiciones: 23ra y 24ta pags 45-46)

1
= tenemos que: p= 1105 /2= 5 (p+1) = 27=553 (mod p) A 37'=737 (mod p)

(Inciso:)  de la proposicion 19na. Corolario 2do. (pag 35) /
si: 0=-1 = B'=-B (mod p) (fin del inciso)




Obteniendo que:

p = fop) = 9327 = (9> +4(16)*> /8=4 A=16
p=fi(p) =23%424% = (23> +4(12)* / § =11 A=12
p="D(p)=3124122=31)2 +4(6)* / 5=15 L=6
p=fi(p) =332+4>= (332 +4(2)* /8=16 L=2

* fi(p) / =4, L =16=>2(16)=+2[4]+1)P (mod p) <> 32=+9B (mod p)
= 1=+242f (mod p) < B=+242 (mod p)

* fi(p) / 8'=11, M"=12=>2(12)=+(2[11]+1)B” (mod p) < 24=+23B" (mod p)
= 1=+47B" (mod p) < B'=+47 (mod p)

* f(p) / 37=15, N "=6=>2(6)=+(2[15]+ )" (mod p) &> 12=+31B"" (mod p)

= 1=+463B"" (mod p) < B~ '=+463 (mod p)

rrs rrs rrs rrs

* f(p) /87 =16, A" =2=>2(2)=(2[16]+ )P (mod p) & 4=+33B"""(mod p)

rrs rrs

= 1=£837B"" (mod p) <= P~ =+837 (mod p)
Tal que: B *Z+B ™ (mod p) con: kFm

Pero en cambio: {+B*}2={+f™}*= G =-1 (mod p)




Proposicion 32da) De la hipotesis establecida en la proposicion 21ra se
demostrara a continuacion, el punto I. tal que:

* Punto Iro) Sipesprimo U [ x,ylU Z\{0}
tal que: p=x> - G* y*, siendo xU impar
con: G =-1si: p=4k+1, 0 =-2si: p=8k+3 A G =+2si: p=8k+7 **
A yl par si:p=1(mod4) ¢ yl imparsi:p=3 (mod 4)

(ver: proposicion 22da pag 45)
ademas:
v si: p=4k+1 6 p=8k+3

Entonces, sean: X 4y U Z\{0} /V x"#Fxx AVy F2xy = pFx*-0°y’*

' si: p = 8k+7 **
entonces U x7y y'U Z\{0} [/ xX'Fxx Ay Fzxy

[p=x7-0'y?=x"?-0y = =x™*-0* y™")

* ademas Vp primo = 6U residuo cuadratico en Z/p
/[ Oal Z,al (1,p-1)/ (x0)*= 6 (mod p) (+a raices tnicas de G * en Z/p)
* Tal que: V kU Z, kU (p.p-1) A kZ+a (mod p) entonces: {+k}*#Z G (mod p)

*ademés en: Z/p = x* - G* y*=0 (mod p) < x*=0G"* y*(mod p)

con 6L residuo cuadratico en Z[p tal que: med(x,y) =+1 < x=+0* y (mod p)

* Inciso**: sip = 8k+7 entonces: p=x >-0°* y =x 2-0*y =.=x")?-0* (y")
= x =+0°'y (mod p),x =+0°'7y (modp),..,x "=+0a*y " (modp).

(pues: +0. raices nicas de G * en Z/p)

(Nota:) estamos afirmando claramente que: -1 es residuo cuadratico en Z/p para los numeros
primos de la forma p = 4k+1, que -2 es residuo cuadratico en Z/p para los niimeros primos de la

forma p=8k+3, y que 2 es residuo cuadratico en Z/p para los nimeros primos de la forma p=8k+7.
Debe quedar claro, que para los nimeros primos de la forma p = 8k+1 los valores -2 y 2 también
son residuo cuadratico en Z/p (esto no se demostrara). Pero que el valor ¢ para tales primos
(p=8k+1 6 p=8k+5 es decir para: p = 4k+1) serd ¢ =-1.




demostracion:

Es trivial queV p primo, p>2 : 0 U (1,p-1)/ {xx}?= G (mod p)

recordando que: G =-1 si: p =4k+1, G =-2si:p=8k+3 A O =+2 si: p = 8k+7
ademas: V kU Z, kU (p,p-1) A kZ=+a (mod p) entonces: {+k}*Z G (mod p)
* Sean x,yU Z\{0} / p={=y0 +pz}?-0y* / {xya +pz}’=x’

Sabiendo ademas que: yD par st:p =1 (mod4)
yU impar si: p =3 (mod 4)
(ver: proposicion 22da. pag 45)

=> con: xU impar siempre
Inciso: Es trivial que:
'si:o<0/ *
caso i) p=4k+1=> o6=-1=> p=x2-0y? [ p=x*+y*/ p={=yo +pz}*+y’
entonces: y'<p A {xyo+pz}’<p
caso i) p=8k+3= 6=-2=> p=x2-0y* / p=x*+2y*/ p={=ya +pz}*+2y’
entonces: 2y’<p A {xyd+pz}*<p
' si: 620 / p=8k+7=> 6=+2=> p=x2-0y* / p=x2-2y*/ p={xy0. +pz}2-2y?
entonces: {xyo +pz}*>p
ejemplos: p=23=[111>-2[7]>=[19]>-2[13]*=...
p=31=[712-2[3]=[9]-2[5]*=[47] *-2[33] *=...
p=7 =[3]7-2[11%=[5]?-2[3] *=[13] -2[9] *=[27] >-2[19] *=...
[ p=x7-0°*y*=x"%-0* y = =x"?-0" vy

& x'=x0° y (mod p), x =xa*y (modp),..,x "=+a°y " (mod p).

fin del inciso:




* denotaremos por: & =z \/ﬁ IU Z\{0}, tomaremos una de las dos signaturas
y sean tomados unos valores particulares: 8L Z\{0} / 8U (0,1 A kU Z
de forma que: 8¢ at+pk=E+c* a+r, 1l Z A rll (-a,0]

es claro ademas que: (&+r) U [-&,E]

puesto que: &S a*S p+o 6 &< ptro<a’
de manera que equivalentemente resulta que:

& (8-0)* o+pk=(E+ 0l [-£&] / (E+1)*<p (ver* pag anterior)
de forma que: {(8-¢)* o + pk}*- 6(8-c)* =0 (mod p) **

recordando que: G =1 si: p = 4k+1, G =-2si:p = 8k+3 A G =+2 si: p = 8k+7
** sabemos que: {+&}*= G (mod p) aplicando por un valor entero: y*Ll Z\{0}
= {+ yo}2= Oy? (mod p) & {+ yo+pz }?= Oy* (mod p) / 07

< {£ yot+pz }* - Gy*= 0 (mod p)

en Z=>{+ yx+pz }*- 0y’ =0+pm / mU N\{0}
si: med({+ yo+pz },y) =+1= O es residuo cuadratico en Z/(pm)
si: med({+ yo+pz },y) #+1= G puede ser (6 no) residuo cuadratico en Z/(pm)

depende de si existen: x,y L Z\{0} / pm = (x")* -0(y")* A med(x”,y )==1

#% de forma que: {(8-c)* o + pk}?- 6(3-c)*=pm , mH N\{0}, donde: y=(d-c)
= {(8-¢c)* o + pk}*- 6(8-c)*= 0 (mod p) como se afirmaba.

< {(8-¢)* a+pk}?- 6(8-¢)*=pm

<> (8-¢)?* a>+2(8-c)pk* o +p’k*-6(d-c)* -pm = 0 = f(a1)

Tenemos que el discriminante de dicha funcién es:

A=[2(8-c)pk]* -4(8-c)* {p*k* -6(d-c)* -pm}
< A=4(5-¢)*{p’k*} -4(8-c)*{p’Kk*} -4(8-¢)*{-0(-¢)* -pm}



& A=-4(8-¢)*{-6(5-¢c)*-pm} & A=4(5-¢)*{0(5-c)* +pm}

Es trivial que: A= +2(8-¢) {6(3-c)? +pm}1/2D Z\{0} (syss: [ ar)
tal que como: f(a) = (d-¢)** o> +2(8-c)pk* a +p’k*-0(8-c)* -pm =0
= o= % {Efc]; {AY2-2(8-c)pk} es decir: (2a)" {A"*-b}

y como sabemos que V p primo impar existe all Z / {+0}*= G (mod p)

si tomamos que m=1 aseguramos que V p primo impar por tanto existe o,

1

= o= % oo (A"22(5-c)pkiU Z\(0}

= A0 7\{0} = £2(5-¢c) {c(5-c)*+pm}"*L Z\{0}
= [I §,c.k definidos en la pagina anterior.

Tal que: f(o)) = (8-¢)** o’ +2(8-c)pk* o +p’k* -G(d-¢)* -pm = 0
son todos coeficientes enteros.
Como ademas ya sabemos que m=1 lo cumple, (marcha atréas, tenemos que)

= {(8-c)* o+ pk}*- 6(8-c)*=pm =p

¥ como p es primo mcd = ({(0-c)* o + pk},(0-c)) =+1 obligatoriamente

para ciertos valores (9,c,k) particulares
QED

Corolario 1ro)

* recordamos que si tomamos m=>1 puede ocurrir que: A0 Z\{0} en cuyo
caso no podemos afirmar en principio que: {+0}*# G (mod p)
6 bien que: VLLD Z, },LD (p,p-1) entonces: {[L}*Z G (mod p)

puesto que hemos tomado un valor O particular en principio.
Tendremos, por tanto que estudiar todos los valores posibles tales que:

0=1,2,3,...§ , siendo: & ==|,/p |U Z\{0} tomado uno de los dos signos

pues teniamos que: dU Z\{0} / 8L (0,&]
de forma que: 8¢ a+pk=&E+c* o+r,rl Z A rl (-0,0]



pudiendo (6 no) obtener finalmente al menos, una ecuacion cuadréatica:
{(8-¢")* a+pk'}r- (8 -c")*=pm
lo cual tampoco implica que O sea residuo cuadratico en Z/p pues para ello es
necesario ademas que mecd({(6"-c’)* o+ pk'}, [0 -c']) ==1
v si: A0 Z\{0} no podemos afirmar en principio que: {+0,}>= G (mod p)
es decir puede que G sea (6 no) residuo cuadratico en Z/p
pues puede ocurrir que: med({(0-c)* o + pk} , [0-c])F +1 (6 no)

en cuyo caso, también habria que tomar otros valores posibles tales que: 6=1,2,3,...,§
hasta obtener, (de existir), una ecuacion cuadratica tal que:
{(8-c) a+pk}r-0(8-¢c")Y=pm ,mecd([(8§"-c")* o+ pk’],[d -c']) =%1

* recordamos asi mismo que dado p compuesto tal que se denotaban por:

B, (0-B), B (0-B"), B, (0-B™) 5oy B™, (p-B™) alas raices (de existir)
de © en Z/p. Para diferenciarlas de la expresion o que era la dada (como raiz de O)

para los valores p primos impares)

Corolario 2do) (importante)
Afirmdbamos que dado p primo impar, entonces:

'siip=4k+1 0p=8k+3 = p=x*-0G"y’
Entonces, sean: X, y'D I\{0} |V xX'Fxx AVy Fxy = pFx*-0'y"
sOlo existe una ecuacion cuadratica para p
' si: p=8k+7 entonces U x*, y'U Z\{0} / x"F+x Ay Fzy
[p=x*-0"y'=x?-0"y?=x"-0' y = =™"?-0" ("
/X =xa* y (mod p), x"=+0* y (mod p)...., x "=xa* y " (mod p).

(pues: +0, raices tnicas de G en Z/p)

existe mas de una ecuacion cuadratica para p
(recordando que: G =-1 si: p=4k+1, G =-2si: p=8k+3 A O =+2si: p = 8k+7)

es decir si: p=4k+1 6 p=8k+3 entonces Card[f(p)]=1
si: p=8k+7 entonces Card[f(p)] >1



demostracion: (caso 0<0) p=4k+l (=>0=-1) 6 p=8k+3 (=>0=-2)

* si 6<0=> Card[f(p)]=]1 esdecir = p=x*-0"y"

talque: V x'Fxx AVy F=xy / x’, y'D Z\{0} = pFx*-0'y?
sOlo existe una ecuacion cuadratica para p

siempre que: p =4k+1 (=0=-1) 6 p=8k+3 (=0=-2)
tenemos que: & at+pk=E+c* a+r, 1l Z A rll (-a,0]
& (8-c)* a+pk = {&+ril [-£E] *
De forma que se demuestra trivialmente que: [ yll (0,€]
/' y*<p (ver: caso i. pag 75) A & ==[,/p |U Z\{0} (pag 76)
Talque: p=x>-0*y* x,yl Z\{0}
y que por tanto: y< |\/p [=& =yl (0.€] trivial
obtuvimos que: {+yx+pz }* - 6y*=0+pm / m N\{0} (pag 76)
que para m=1 = {*yx+pz }* - 6y  =p (pag77)
de forma que tenemos claramente que: {(8-c)* o + pk}*- 6(8-c)*=p
=>y=+(0-c) A x=x{(0-c)* o +pk}=={E+r1}
recordando que: G =-1 si: p = 4k+1, G =-2 si: p = 8k+3
* Seatl N\{0} / t* o=p*s+s ,s<0
es trivial que s” # 0 puesto que: a\i\p Y p primo impar
como imponemos que: s <0 = t* o> p* s
de manera que como tenfamos que: (8-¢)* o +pk = {& + 1l [-EE] *
equivalente tendremos que: (3+t-c)* o + p(k-s)-s~ = {& +r}
S (3+t-c)* a+pk-s)={E+r+5}
“obteniendo” unos supuestos valores: x,y U Z\{0}
[ X" =x{E+1r+5} A y=%(0+t-c)

tales que: p=x’-0°* y> =x - 0*y’ ; x,X impares y XxF +x_



* lleguemos a contradiccion, de forma que:
tenemos que (8+t-c)* o + p(k-s)= {E +r+s"}
es claro que debe ocurrir que: {& + 1+ s }U [-£,&] necesariamente.

pues si no, tendriamos que: {& +r + s }2>p absurdo
= (§+t-c)* o+ p(k-s)= {& +r+s U [-E,E] siendo r< 0, 57U [-28,0)
trivial si: r=0=> s"U [-2£,0)
como: t* &=p*s+s ,s<0 / a*-oc=pb , bl N\{0}

pues tenemos que: 0*°= G (mod p)

¥ a su vez, es trivial que: &< o, puesto que: & =%| \/p |0 Z\{0} A a’-G=pb
como: sFO=> t2 o = y =+(5+t-c) =+(5+[ a+v]-c) , vl N
= (y)'=(+ otv]-c)’>0’2 ptc2 & =(y)*>p Absurdo
pues teniamos que: p=x 2-G* y > ¥ como 0<0
p=4k+l (=0=-1) 6 p=_8k+3 (=0=-2)

= si: p=4k+l (20=-1) > p=x"2+y 2 A (y')2>p absurdo

ysi: p=8k+3 (20=-2) = p=x"2+2y > A (y)>p absurdo
= si 0<0=> Card[f(p)]=]1 esdecir = p=x>-0"y’

tal que: V x #F2x AVy F=xy / x', y'U Z\{0} = pFx*-0'y?
sOlo existe una ecuacion cuadratica para p

siempre que: p=4k+1 (=0=-1) 6 p=8k+3 (=0=-2) QED

demostracion: (caso G=>0) p=4k+7 (=>0=+2)

* si 0>0= Card[f(p)]>1 es decir =
p=x'-0'y'=x*-0'y?=x"-0' y = =x™?-0* (y")}

[ X F+xTAYT FxyT [ 1§=0,1,2,3,..,W



* ademas Vp primo = 6U residuo cuadratico en Z/p
/[ ODal Z,0 U (1,p-1)/ (x0)*= 6 (mod p) (+a raices tnicas de G * en Z/p)

* Tal que: V kU Z, kU (p.p-1) A kZ+0a (mod p) entonces: {+k}*#Z G (mod p)
' entonces si p = 8k+7 primo

=>p=x'-0'y =x-0"y=x"*c"* y = =x"™"-c°* y")
= x=+0" y (mod p), x =+0.° y (mod p), X =+a°'y (modp),..,

u X "=xa* vy " (mod p).

(pues: +0. raices Unicas de G * en Z/p)

bastara con tomar como ejemplo...: p=7 primo / p es de la forma p=8k+7= 0=+2
tal que: p=7=x> - 0* y*=x* - 2y’
[ 7=3%2-2*12=52-2* 32=132-2* 9*=27%-2* 19’=... | Card[f(p)]>1]
Otros ejemplos serian tales que p=8k+7 primo = G=+2 ...
23=5%-2" 1’=11%-2* 7°=19*-2* 13%=...
31=7-2*3"=9%-2° 5*=33%-2° 23’=.
47="72-2* 1’ =17*-2* 11’=25"-2* 17°=...
71=112-2* 52=13%-2* 7*=532-2* 37%=... Card[f(p)]>1
Pero obviamente se obtiene en todos ellos que:
xy'l=xy =x"y T =x"y = =xMy "V =
puesto que: [ all Z, a U (1,p-1)/(xa)*= 6 (mod p)

+0 (mod p)

(x raices Gnicas de G * en Z/p)
* Tal que: V kU Z, kU (p,p-1) A k=2+0 (mod p) entonces: {+k}?% G (mod p)

omitimos analizar mas dichos resultados.

El punto I de la proposicion 21ra queda demostrado en su totalidad.




Proposicion 33ra) De la hipotesis establecida en la proposicion 21ra se
demostrara a continuacion, el punto III. tal que:

* Punto Illro) p es primo impar, si 'y solo si:
p=x>-0°vy", x,yl Z\{0}, con: fi(p)=x*-0* y* / mcd(x,y)=+1
v ademas, si y solo si: [ al (1,p-1)/ {za}? = G (mod p)
siendo:6=-1si:p=1(mod4),6=-2si:p=3(mod 8),y 6 =+2si: p=7 (mod 8)
Tal que: V kU Z, kU (p,p-1) A kZxa (mod p) entonces: {+k}*= G (mod p)
Ademas:
si: p # 7 (mod 8) entonces: pF x2- o y'2 Vx'F+xAVyFxy
y si: p = 7 (mod 8) entonces:
p=x’-0°y'=x%-0*y’=x"%0" y = =x")}!-0* (y")
= x =+0* y (mod p),x =+a'y (modp),.. x "=+0°*y " (mod p).
[ med(xy ==1
demostracion:
Basta diferenciar todas las posibilidades demostradas con anterioridad tales que p sea

compuesto y expuestas en los puntos Il.a.-IL.b.-Il.c.-11.d. y Il.e. pags. 40-42
ILa) siip #x*-0*y* V xyU Z, xU impar =
V ul (1,p-1) = (£p)’2 o (mod p)

[ analizado en proposicidon 28va pag 53]
(Queda diferenciado de los numeros primos, puesto que...)

V p primo entonces: p=x* - 6* y?, x,y.l Z\{0}

recordando que: G ==1 si: p=4k+1, G =-2si: p=8k+3 A O =+2si: p=8k+7

ILb) si:p=x*-0*y*'=x?-0y?=x"?-0 y 2 =.=x™* -0 (y")
Vx#+x1i#j (= y'Fxy)con: x ™y ™l Z\{0}
Siendo: fy(p) =x* - 6* y;, filp)=x"?-0* y? fp)=x"? -0 y ...,
s £0(0) = (X = 6* (™) [ p = £i(p) = i(P) = f(p) == £ulp)
Y tal que: U al menos fy(p) ¥ fi(p) que cumplen dicha igualdad con p
Entonces en Z/p ocurre que si: 6U residuo cuadratico en Z/p =
U fi(p)= ") -0 ¢ A fi(p) =) -0 ()
ecuaciones cuadraticas distintas



Ip=") -0 (y)=x")-0* (yi)
A med(xy)=+x1 A med(xy)=+1
es decir, existen (al menos***): BAB L (1,p-1) / B =Z=P” (mod p)
y en cambio: {+B}’={=B }’= G (mod p)

**% (Obviamente también sus opuestos (p-f) A (p-B')D (1,p-1) son raices de O en Z/p,
es decir, existen al menos cuatro raices en el intervalo (1,p-1). A diferencia de los niumeros

primos que solo tienen dos raices: o y (p-a) en el intervalo (1,p-1) y de ciertos cuadrados
perfectos como se vera en el siguiente apartado Il.c.)

[ analizado en proposicion 31ra. pag 64]
pag
(Queda diferenciado de los numeros primos, puesto que...)

V p primo entonces: p=x> - 0* y* / med(x,y)=+1
0ol (1,p-1)/ {za}* = © (mod p)
siendo:c=-1si:p=1(mod4),c=-2si:p=3 (mod8),y 6 =+2 si: p=7 (mod 8)
Tal que: V kU Z, kU (p,p-1) A kZ+a (mod p) entonces: {+k}*2 G (mod p)

existen tan solo dos raices de G en Z/p en el intervalo (1,p-1).

IL.c) sipno es primo ¥ pU cuadrado perfecto impar*, entonces:
v 6 p=xt-0° v =1yp), x+0 (x impar) Ay=0 / ﬂ foo(p) =p
0 pZX2 -0* yzlez_ o* y'z,xiO,yZO
[ x"U Z\(xx,0) A y'U Z\(%y,0) es decir p = fi(p) = fi(p)
Ademss: [0 BU Z,BU (1,p-1)/ (xB)*= © (mod p)
= ol residuo cuadratico en Z/p
Tal que: V kUl Z, kU (p,p-1) A kZ+B (mod p)
entonces: {+k}*# G (mod p)
o p=xt-0tyr=xt-0yi=x"-0" y I =.=(x")-0" (y)
es decir: p = fi(p) = fi(p) = fa(p) =...= fu(p) / Card[f(p)] 2 3 tal que:
Card[f(p)]2 3 ¥ 4< Card[p ]< 2w **

* se cumple que: ‘V’pD cuadrado perfecto impar = p =1 (mod 8) siempre.

yademas: 0 BU Z / {xB}*= 0 (mod p) syss: U fi(p)=p



** dada la ecuacion cuadratica: p=(x")* - 0* () = )’ =0"* (v7)? (mod p)
Tal que: existe B si y solo si: med(x', y ) =+1/x""=+B" * y'' (mod p)
pues si med(x ", y') =k , k¥ *1 entonces k|p = Akten Zlp
=7 &N (v en Z/p, pues: k|x A k|y”
Importante: si B es raiz de G en Z/p también lo es (p-B) y por tanto, se

* . . 4
expone que 4< Card[ ] 2w , como mimimo existen cuatro raices de G en

Z[p, es decir, existen también (al menos): B~ A (p-B’) raices de G en Z/p

[ analizado en proposicion 27ma. pag 49]
(Queda diferenciado de los numeros primos, puesto que...)

Si p es no primo entonces existe al menos una ecuacion cuadraticap = x> - G* y?
tal que: med(x,y) F =1

los nimeros primos no son cuadrados perfectos y ademas:
por la proposicion 26ta pag 48 tenemos que:

si: pD cuadrado perfecto impar, entonces: p=1 (mod 8) 0=-1
tal que si: Card[f(p)]=1 entonces p=x>-GC* [0]2= fo(p), xF0 (XD impar) Ay=0
=P no es primo
y si: Card[f(p)]™1 = p no es primo, puesto que todos los primos de la forma:
p=4k+1=>p =x*+y*, X,yD Z\{0}, tal que ademas

pF - o y'2 V xX"#+x A V y # =+ yes decir: Card[f(p)]=1

II.d) Seap=q* q , pno primo impar, p>1
siendo: q,q"Ll impares, 1<q <p
/ qU cuadrado perfecto A q'D cuadrado perfecto
siendo: p=x> - 6* y*=fy(p), x,y Z\{0}
A pF fio(p) es decir, siendo: X',y'D 21V xF+x AV y F=y

= pF+x?-0"y"? esdecir: Card[f(p)] =1



tal que en Z/p: = x*= 0y* (mod p)

pero ocurre que: V ull (1,p-1) = {+pu}? 2 6 (mod p)

[ analizado en proposicion 29na. pag 54]
(Queda diferenciado de los numeros primos, puesto que...)

sipesprimo:0 all (1,p-1)/ {z0}* =0 (mod p) (ver: Punto I pig 39))
recordando que: G =-1 si: p =4k+1, G =-2si: p=8k+3 A O =+2si: p=8k+7

ILe) Seap=q* q  (p no primo impar p>1), siendo: q,q L impares, 1<q <p

/ qAq"U cuadrado perfecto A q#q” A al menos q es primo

siendo: p=x* - G* y*=fi(p), x,yl Z\{0}
si: 0 U Z,BU (1p-1)/ {#B}* =06 (modp) (...
entonces: U fi(p)=x2-06*y % con:x,y U Z/V x'F+x AV y F=xy

“2

tal que: p=x>-0°y’=x2-0"y 2 < p=fi(p)="fi(p) entonces:

=>0pU 2z, BUap-D\(zB}, es decir: PBZ+p (mod p)
equivalentemente:

xX’-0'y* =0(modp) & x*=0" y*(mod p)& x= £B* y (mod p)
x?-0°y?=0(modp) & x?=0"* y?*(mod p)< x"=+B"* y (mod p)
tal que: B Z+B” (mod p) A {=B}*={+B"}* =0 (mod p)

Obviamente también sus opuestos (p-f) A (p—B')D (1,p-1) son raices de O en
Zlp, es decir, existen al menos cuatro raices en el intervalo (1,p-1). A diferencia de

los niimeros primos que sélo tienen dos raices: o ¥ (p-o.) en el intervalo (1,p-1) y de
ciertos cuadrados perfectos como se expuso en el apartado Il.c.

[ analizado en proposicion 30ma. pag 59]
(Queda,por tanto, diferenciado de los numeros primos.)

el punto I1I. queda por tanto, analizado y concluido.



Proposicion 34ta) De la hipotesis establecida en la proposicion 21ra se
demostrara a continuacion, el punto VI. tal que:

' Punto VIto) Sea q primo, =2

Y sea: gD (-[p-11,p-1) / QD residuo cuadratico en Z/q, para todos los
primos de la forma: q=8k+1 y/6 q=8k+3 y/6 q=8k+5 y/6 q=8k+7

De manera que se cumpla ademés que: q=a’ - G b, a,bl Z\{0}

Entonces, tomado un niimero p impar positivo particular / p = q (mod 8)
se cumple que, dicho p es primo (impar), si y solo si:

Hp=x>-¢*y’, x,yl Z\{0}, con: fy(p)=x>-¢* y*
i) y ademas, siy sélosi: 0 ol (1,p-1)/ {zx}* = G (mod p) , med(x,y)==1
Tal que: V kU Z,kU (p,p-1) A kZ+x (mod p) **

entonces: {+k}*# C (mod p)
* Ademas si: (-G)>0 entonces: pF x2- c* y'2 VX F+xAVyFaxy

6 bien si (-G)<0 entonces pueden existir (al menos): X’ F+x Ay Fzy,
tales que: p =x” - G’ yr=x"2 - G’ y'?
[ x=+aty (mod p) A x" =ty (mod p) **

* Pudiendo diferenciar dicho valor p primo de cualquier valor p~ no primo tal que:
p=p (mod 8)
pues dicho valor compuesto p~, 6 no tiene raices en Z/p” para el valor ¢ (Gno

es residuo cuadratico en Z/p” ) o bien existen al menos 4 raices del mismo, en

el intervalo (1,p"-1), 6 bien p~ es un cuadrado perfecto, 6 med (x,y)#+1.

* el punto [Vto, aqui es irrelevante p es impar x puede ser impar 6 par dependiendo de los valores
del residuo cuadratico (d) y de si la variable (y) tal que: -G* y’2 sea un valor impar 6 par.
* Finalmente, podremos tomar un valor impar: p = 8k+t, tal que p = x> - c* yz, X,yD Z\{O} y se

conozca del mismo que: G residuo cuadratico en 2lp y: QD (-[p-1],p-1) e indiferentemente

de si lo es para cualquier otro primo p =8k +r. pudiéndose obtener ademas, si dicho p es
primo 6 no. Dependiendo de si existen mas raices de G en ZIp, mas ecuaciones cuadraticas

para dicho valor p (dependiendo de si (-G)=>0 6 si (-G)<0) , si es un cuadrado perfecto, 6
mcd (x,y)#=+1,...etc.



demostracion:
La demostracion es trivial y esta ya realizada.
Basta con tomar las demostraciones oportunas realizadas a cada una de las premisas
de la proposicion 21ra. pags. 39-43, tanto el analisis realizado para cuando p es
primo (punto I y punto III), como el realizado para la suposicion de p compuesto
(puntos II-a. II-b. II-c. 1I-d. II-e.), omitiendo en todos ellos la premisa de que:

C =-1si:p=4k+l, 6=-2si:p=8k+3 A G =+2si:p=8k+7

y sustituyendo el valor G por la expresion  expuesta antes tal que:
pP=x-G'y’
donde U residuo cuadratico en Z/p

Todas las demostraciones son, por tanto, analogas excepto si los valores de x,y
son elementos impares 6 pares pues dependera del valor numérico asignado para .

Sean como ejemplos numéricos:

* p =13 primo, tomando C=-4 pues es residuo cuadratico en Zp
como (-§)=4>0 = Card[f(p)]=1 / p=3°-g* 1*=3"+4* |’
* p =41 primo, tomando G=-4 pues es residuo cuadratico en Z/p
como (-G)=4>0 =>Card[f(p)]=1 / p=5-¢* 2*=5"+4* 2*
* p =41 primo, tomando C=-5 pues es residuo cuadratico en Zp
como (-§)=5>0 =>Card[f(p)]=1 / p=6-G* 1*=6>+5* 1*
* p =13 primo, tomando C=3 pues es residuo cuadratico en Zlp
como (-G)= -3<0 = Card[f(p)] >1
| p=5'-C* 22=112-C* 62=592 -C* 342=
que es lo mismo que: p = 5% -3°* 2*=11% -3* ¢*=59% -3* 34%=...
tal que: 5°¢ 27'=11° ¢'=59° 34"'=..=30" = (" =+g=+4 (mod p)

Si existiera al menos: p = a’ -G* b’ tal que mcd(a,b) F 1

entonces p no seria primo
6 bien si: a* b'#+4 (mod p) entonces existen al menos 4 raices en el intervalo

(1,p-1) en Z/p lo que implicaria en ambos casos que p no es primo.

Como no se dan estas situaciones tenemos finalmente que p es primo.

/ (fin de 1a Parte I1da)



Anexo

Esta parte puede ser omitida en su totalidad, debido a que los resultados que
de ella derivan, aunque interesantes, carecen de interés aplicativo para la resolucion
de las hipotesis de la proposicion 21ra. y para la demostracion de la conjetura de
Albert Girard y primalidad de los elementos pertenecientes al conjunto de los
enteros.

Simplemente se trata de una prolongacion complementaria a la Parte Ira del
temario (pags. 10-35).
Entre los resultados que se obtienen, en esta parte, se encuentran por ejemplo:
*si:p=1(mod8), 6 =-1 = (Q-1)! ==+2a (mod p), syss: p es primo.
A (2‘?) = +1 (mod p), Vp primo.**
*si:p=3(mod8),c=-2 = (Q)!= 2€0 (mod p), syss: p es primo.
A (2)€+1 =0 (mod p), Vp primo.**
*si:p=5(@mod8), 6 =-1 = (@-1)!==(2){"P ™ (mod p), syss: p es primo.
A ()7 =+a (mod p), Vp primo.**
*si:p=7(mod8), c=+2 = (P)!= 20 (mod p), syss: p es primo.
A ()T = (modp), Vp primo.**

V pprimo = {+a}?=0 (mod p), 6U residuo cuadratico en Z/p

siendo: Vpl Z , pU impar p>1 /p = 2(+1 entonces:
si:p=1(mod4) = (pD par,(p=2p

si: p=3 (mod 4) = QU impar, p=2P +1

(ver: corolario 1ro. proposicion 9na. pag 19)

(** en estos casos, el reciproco no es cierto, pueden existir (6 no) valores

compuestos que cumplan la congruencia (2){;+1 =3 (mod p)



Recordando que:

Si:p=5(mod8) = [[i_,(2t + 1) (p )! = a (mod p)

/ {xo}?= 6 (mod p), syss: p es primo.
Si: p=5(mod 8) = (2‘?) = o, (mod p)

/ {xa}?= 6 (mod p), V p primo.

20 =770 = (2‘?)2 =-1=06 (mod p), Vp primo.
(ver pag 30)
{ Hi:g(Zt + 1) (,0 )!}2 =+1=(-1)®*" (mod p), syss: p es primo.
(Ver: corolario pag 27)

/]




Previo Introductorio.

i) de la proposicion 15ta.
p=2(p+1/([)=2p si:([)D par = p=1(mod4)
(|)=2p +1 si: (|)D impar = p =3 (mod 4)
ATLE_ (2t + 1)= {1+ 3+ 50 7* 9+ ...+ (2i-1)* (2i+1)} (pag 26)

Siendo: i=P -1si; (pD par  (pag26)
i=P i (|)D impar (pag 28)

ii) de la proposiciéon 17ma. (pag 30)

*si:p=1(mod8) = ([)D par A p L par entonces:

(pag 25)

{Hi:n@t + 1) (P )!}2 = -1 (mod p), syss: p es primo.

si: p=5 (mod 8) = ([)D par A P U impar entonces:

20 =% = (2(})2 = -1 (mod p), Vp primo. (ver pag 27 ***)

si: p=3 (mod 8) = (pD impar A P U par entonces:

{Ii_,(2t + 1) (P )!}2 = -2 (mod p), syss: p es primo.

si: p=7 (mod 8) = (pD impar A P U impar entonces:

{Hi:n(Zt + 1) (p )!}2 =42 (mod p), syss: p es primo.

iii) de la proposicion 18va. (pag. 32)

Si:p# 5 (mod 8) = Hi=g(2t +1) ('0 )! = o (mod p)**

/ {x0.}*= G (mod p), syss: p es primo
Si:p=5(mod 8) = (2(3) = o (mod p)**
/ {+0.}*= G (mod p), syss: Vp primo.

(** ver proposicion 18va pag 32)



Proposicion 35ta)
como: [[i_o (2t + 1) = {1*3*5* 7* 9* ...* (2i-1)* (2i+1)} (ver prop. 15ta. pag. 26)
< [E_,(2t+1)=..

W={10 30507090 L (2i-1) (2iF1)I[20 4 6 .t (2D][2° 4° 6° .t (20)]
= [IL_,(2t + 1) =i+1)!* [2" i!]" puesto que: [ 2* 4* 6' ...* (2i)]"=[2" i!]"

* caso p =1 (mod 8) 3Hi=0(2t + 1)} P !'= o (mod p), syss: p es primo.
siendo: G =-1/ (p,p U par = (p=2p A i=P -1 (pag26)

= [T, Qt+ D) =[P -11+ D' [T (P -1 "=...

=P - [ (P - -

W= QP - @ P - P =P P -y ()f T (P

< [t + 1) =P (@-1)!" [ (P )T

como: [[i_o(2t + 1) (P )!'=0 (mod p) (prop 18va)

enZip:=> [li_o(2t+ 1) (P )1=(P NP @-D! [(F (P )T (mod p)
< a=P (@e-n! [(2)‘?'1]'1 (mod p), syss: p es primo

< (@-1)!=@)"P ™ o (mod p)**, syss: p es primo.

ii) por el t™ de Fermat (2)P'= 1 (mod p), V p primo
como: @=2P = (2)f'= 229=40= (mod p), Vp primo
aplicando 23€+1, tenemos que:
3¢+1 1 — 430+ e1p -1, = p -1, . .
2 (¢-DHl=2 )~ P a=P o (mod p), syss: p es primo
como: 2€=1 (mod p), Vp primo
=2%= 41 (mod p), Vp primo
=20=<4 1,0*> (mod p), Vp primo

6 _ 2 . . o . ’ .
(Nota: =<a,b> " indica que es =a 6 =b, no sabemos con exactitud cudl de esas congruencias,

+1 6 o*, esla correcta, recordando que: (—1)” 2=o'=q (mod p) )

=73= 720 50 = s <+1,05> = <+1,+0> (mod p), Vp primo

=23 = 4o <+1,0> (mod p), Vp primo



Teniamos: (P-1)! = )70 1 o (mod p), syss: p es primo (**pag. anterior)
aplicando (@-1)! = 2* <=1,a>(@-1)! =2’ 2)€1P 1+ ¢ (mod p)

= +2' <1,6>(@-1)! =2* P 1 ¢ (mod p), (siendo 2*C= 1)

S 2 <L, a>(p-1)!= P Toa (mod p) , syss: p es primo

& +20 <L,a>(@-1)! = a (mod p) , syss: p es primo, aplic ol

& +20 <0L_1,1>((p-1)! =1 (mod p), syss: p es primo

Del corolario 2do de la proposicion 19na. (pag 35) tenemos que: 00" = -0l (mod p)
& +20 <-a,1>(P-1)! =1 (mod p) , syss: p es primo

¥ f <a*,1>(@-1)! =1 (mod p) , syss: p es primo

& 12h <a, 1>(@-1)! =1 (mod p) , syss: p es primo

1i1) tenemos asi mismo que:
(P-1)! = 2P 1 o (mod p), syss: p es primo (**pag. anterior)
A por el t™ Wilson / (p-1)! = -1 (mod p) si y s6lo si p es primo /
1'2' 3¢ ! (Q-DIQIQ+HI(@+2)(@+3)' .’ (p-2)(p=1) = (p-1)! =-1 (mod p)

Syss: p €s primo.
donde: 1* 2* 3* ...* (P-1) = (P-1)! (mod p)
(P+2) = p=(¢-1) (mod p)
(¢+3) = p~(¢-1)*+1 (mod p)
= (@+2)(Q+3)" ...’ (p-2)(p-1) = (-D¥(@-1)! (mod p)
como: QU par = (p-1)! = (@-DHQIP+1]* -1)?"(@-1)! (mod p)
SySs: p €s primo.

Inciso: p=2@+1 = @ = -2 (mod p) / (@+1)= -27+1 =2"" (mod p)
demostracion: -2 '+1=2" (mod p) aplicando (2): = -1+2 =1 (mod p) QED

= (@+1)=-2"2"=-27 (mod p). Fin del inciso.
teniamos por tanto que:
(p-D! = (Q-D![Q][p+1]"* (-1){]9_1(([)-1)! (mod p), syss: p es primo.




S (-1 = (-DP{(@-D![@I[Q+1] (mod p), syss: p es primo. , U par
S (1) = (1) H{(@-D1*(-2) (mod p), syss: p es primo.

< (-1)(-2%) = (-D{(@-1)!}? (mod p), syss: p es primo.

< -2 = {(¢-1)!}* (mod p), syss: p es primo. , G =-1

< o2’ = {(@-1)!}* (mod p), syss: p es primo.

y como: {+0}*= G (mod p) tenemos que aplicando (%'?) “raiz cuadrada”

< ((-1)! = £20 (mod p), syss: p es primo.

como: (Q-1)! = )P 1 o (mod p), syss: p es primo. (**pag. 91)
= +20=2)"P ™ o (mod p), Vp primo.

< +1=2)2P ™ (mod p), Vp primo.

como: =20 < P =270 (modp) =P =207 (mod p)
sabemos que: @' = -2 (mod p) = P 7' =-2% (mod p)
=+1=2)72P 1= 2)f?2(-2*)=-2)¢ (mod p), Vp primo.

= (2)¢ = £1 (mod p), Vp primo.

* caso p =5 (mod 8) 3Hi:0(2t +1)* P 1'==1 (mod p), syss: p es primo.
(ver: pag 90, y ver proposiciones 17ma + corolario y 18va. Pags 30-32)

siendo: 6 =-1/ ([)D par A P U impar = ([)=2p A i=P -1 (pag26)

¥ como tenfamos que: [ 11_o(2t + 1) = 2i+1)!* [2™ it (ver: pag 91)
STE_,2t+ 1) =[P -11+ DI [ (P -1 =...

=P D @) (P - =
L= @P D [T P - P =P Pt [ @f T (PO
SIE_,2t+ 1) =P @-D! [ (P !
como: Hi:D(Zt + 1) (p )! =1 (mod p) (corolario de prop. 17ma pag 31)



enZip:=> [lisoRt+ 1) (P ) =(P )P @-1)! [2F" (P ) (mod p)
< x1= P (@-D (2T (mod p), syss: p es primo.

< (p-D!'= +(2)¢™ P mod p)**, syss: p es primo.

ii) por el t™ de Fermat (2)P'= 1 (mod p), V p primo.
como. =2 P = @)p'= 229=40= (mod p), Vp primo.
aplicando 23€+1, tenemos que:
<:>23€+1((p—1)! = 123€+1(2)€_1 P =40 T (mod p), syss: p es primo.
como: 24‘?5 1 (mod p), Vp primo.
=220= 41 (mod p), Vp primo.
=l=<4 1,0*> (mod p), Vp primo.

_ 9 . . _ y .
(Nota: * =<a,b> ” indica que es =a 6 =b, no sabemos con exactitud cual de esas

congruencias, +1 6 o*, es la correcta, recordando que: (-1)"*= 6"2= a (mod p) )
=30=20 o0 = 41 <+1,0> = <+1,+0> (mod p), Vp primo.

=23 = 4o <+1,0> (mod p), Vp primo.

Teniamos: (P-1)! = +(2)C1P ! (mod p), syss: p es primo. (**pag. actual)
aplicando (P-1)! = +2* <+1,0>(Q-1)! = +23¢* 1 210 ! (mod p)

= 2 <1,0>(-1)! = +2* P ! (mod p), (siendo 2*=1)

S 2 <L, a>(Q-1)!=xP I (mod p) , syss: p es primo.

S 2f <L,a>(@-1)! = +1 (mod p), syss: p es primo. , aplic F1

& +2p <OL_1,1>((P-1)! =1 (mod p), syss: p es primo.
Del corolario 2do de la proposicion 19na. (pag 35) tenemos que: 00" = -0l (mod p)
< +20 <-a,1>(-1)! =1 (mod p) , syss: p es primo.

& f <a*,1>(@-1)! =1 (mod p) , syss: p es primo.

& 12h <a, I>(@-1)! =1 (mod p) , syss: p es primo.




iii) tenemos asi mismo que:
(-1 = +(2)C1P ! (mod p), syss: p es primo. (**pag. anterior)
A por el t™ Wilson / (p-1)! =-1 (mod p) si y s6lo si p es primo. /
120 3¢ L (Q-DIQI[Q+I(@+2)(@+3) * ...’ (p-2)(p=1) = (p-1)! =-1 (mod p)

SySS: p €s primo.
doénde: 1* 2* 3* ...* ((0-1) = (P-1)! (mod p)
(Q+2) = p-(P-1) (mod p)
(Q+3) =p-(P-1)+1 (mod p)
= (H2)(P+3) ...’ (p-2)(p-1) = (<D (Q-1)! (mod p)
como: @ par = (p-1)! = (@-DPI[P+1]* (-H¥(@-1)! (mod p)
SySss: p €s primo.

Inciso: p=2¢+1 = @ = -2 (mod p) / (¢+1)= -27+1 =27 (mod p)

demostracion: -27'+1 =27 (mod p) aplicando (2): =-142 =1 (mod p) QED

= QO(P+1) = =271 2™ = 222 (mod p). Fin del inciso.
teniamos por tanto que:
(p-1)! = (@-DUQI@+1]' (-D)P(@-1)! (mod p), syss: p es primo.
< (D =D {(@-D!QI[Q+1] (mod p), syss: p es primo., GL par
S-D=(-1) _1{(([)-1)!}2(-2_2) (mod p), syss: p es primo.
<:>(—1)(—22) = (-1 {(p-1)!}? (mod p), syss: p es primo.
= {(p-1)!}? (mod p), syss: p es primo.. , G = -1
< o2’= {(p-1)!}? (mod p), syss: p es primo.

y como: {+0}>= 0 (mod p) tenemos que aplicando (%"?) “raiz cuadrada”

< ((-1)! = £20 (mod p), syss: p es primo.

como: (P-1)! = (2)€ P ™ (mod p), syss: p es primo. (**pag. anterior)
= +20=+2)°"P ™ (mod p), Vp primo.

< +a=2)%%P ! (mod p), Vp primo.



como: =2P < P =270 (modp) =P =207 (mod p)
sabemos que: @' = -2 (mod p) = P ' =-2% (mod p)

=>+a=2)0%0 1= (2)‘?'2(—22) =-(2)f (mod p), Vp primo.

=(2)f = +0 (mod p), syss: Vp primo.

* caso p=3 (mod 8) =>[[i_,(2t + 1)* P ! = (mod p), syss: p es primo.

(ver: pag 90, y ver proposiciones 17ma + corolario y 18va. Pags 30-32)

siendo: 0 =-2/ ([)D impar, P I par = (p=2,0 +1 A i=P (pag28)

y como tenfamos que: [ [3= (2t + 1) = i+1)!* [2'i!]™ (ver: pag 91)

SIE_,Qt+1D)=02P + D' [P HT =P +D)! [2)°(P )" =...
~= (@ [@FCP O

SIE,Ct+ 1) (P =) [@F"

como: [[i_o(2t + 1) (P )!'=a (mod p) (prop 18va pag 32)

enZip:=> [li_o(2t+ 1) (P ) =(@)!" [(2)FT" (mod p)

<= a=(p)!" ()77 (mod p), Syss: p es primo.

< () =(2)F* a (mod p)**, syss: p es primo.

ii) por el t™ de Fermat (2)P'= 1 (mod p), V p primo.

como: @=2P +1=> (2)’'= 22,4712

=1 (mod p), Vp primo.
= 1= +1(mod p) <= 2072 +2(mod p), Vp primo.

=>en 7: 22012 +2+p* z, zpl N /

:>2€+1= {£2+p* 2}, ¥ p primo.

Tal que: 28 =k (mod p) / {£ki2= =2 (mod p), kU Z A kU (p,p-1)



sabemos que: {+ a}*= 0 =-2 (mod p)
y por la teoria de cuadrados perfectos, punto 1v) pag 3. tal que:

Si p =3 (mod 4) ¥ m es un residuo cuadratico en (Z/p), entonces:
(-m) no es un residuo cuadratico en (Z /p). con: p primo.

como tenjamos: 2°¢ 2= +2(mod p), Vp primo.

=202 -2(mod p), Vp primo. (22€+2 # 2 (mod p))
20+2_

2 =-2=0 (mod p), Vp primo.

<:>2(?+IE o (mod p), Vp primo.
)30 _ 3D _

= o0 = 6o = -2a (mod p), Vp primo.

Teniamos ademas: (()! = (2){* o (mod p), syss: p es primo. (**pag anterior)

. , 35+2 .

Aplicando a la misma: 2 ¢ tenemos equivalentemente:
3 +2 _ 3 +2
=2

3042

2)f* a (mod p), syss: p es primo.
(@) = P 2, o (mod p), syss: p s primo.

30+3

como: P=2P +1 A2 = -20 (mod p), Vp primo.

=22 =g (mod p), Vp primo.
Entonces:

=-o(Q)! = (2)2{P' o (mod p), syss: p es primo.
<= (p)! = —(Z)Zq}(mod p), SysSs: p €s primo.
y como: p = 2(p+1 / )P 1'=(2) 29 = 1 (mod p), Vp primo.

peq. t™ de Fermat./ (2)P" = 1 (mod p), Vp primo.
entonces:

< (Q)! =-1 (mod p), syss: p es primo.

* caso p =7 (mod 8) :>Hi=0(2t + 1) P = (mod p), syss: p es primo.
(ver: pag 90, y ver proposiciones 17ma + corolario y 18va. Pags 30-32)

siendo: 0 =+2/ (p,p U impar = (p=2p +1 A 1=P (pag28)




§ como tenfamos que: [ [5=(2¢ + 1) = 2i+1)!* [2"i!]" (ver: pag 91)

SIE_,Qt+ 1) =2 + DI [P HT T =2P +1)!* [P H] ! =...
~= (@ [@FCP O

S ,2t+ 1) (P =@ [@FT"

como: [[i_o(2t + 1) (P )!'=a (mod p) (prop 18va pag 32)

enZip:=> [li_o(2t+ 1) (P ) =@ [FT" (mod p)

<= a=(p)!" ()77 (mod p), Syss: p es primo.

< () = (2)F* a (mod p)**, syss: p es primo.

ii) por el t™ de Fermat (2)P'= 1 (mod p), V p primo.
como: (=2 P +1= 2)P'= 22{1}524(”_2E 1 (mod p), Vp primo.
= 1= +1(mod p) <= 2072 +2(mod p), Vp primo.

=en 7: 22072 +2+p* z,zpU N/

=>2'?+1= {£2+p* z}"2, Vp primo.

Tal que: 28 '=k (mod p) / {£ki2= =2 (mod p), kU Z A kU (p,p-1)

sabemos que: {+ a}*= 0 =42 (mod p)
y por la teoria de cuadrados perfectos, punto iv) pag 3. tal que:

Si p =3 (mod 4) ¥ m es un residuo cuadratico en (Z/p), entonces:
(-m) no es un residuo cuadratico en (Z /p). con: p primo
como teniamos: 22‘?+25 +2(mod p), Vp primo.

=22 +2(mod p), Vp primo. (22€+2 #= -2 (mod P))

=== (mod p), Vp primo.

=M=y (mod p), Vp primo.

=3 = 30D = 3= 420 = 50 = 20 (mod p), Vp primo.

Teniamos ademas: (()! = (2)‘5?‘ o (mod p), syss: p es primo. (¥*pag actual)

. , 35+2 .
Aplicando a la misma: 2 *2 tenemos equivalentemente:



530+2 53042

(p)! = 2)* a (mod p), syss: p es primo.

3€+2((P)' oy (mod p), syss: p es primo.
como: P =20 +1 A 20— g (mod p), Vp primo.
:>23€+2 = +0a, (mod p), Vp primo.
Entonces:

S +a(Q)! = (2)2'4}‘ o (mod p), syss: p s primo.
<= (p)! = (2)2q}(m0d P), SySS: Syss: p €s primo.
y como: p = 2(p+1 / )P 1'=(2) 29 = 1 (mod p), Vp primo.

peq. t™ de Fermat./ (2)P" = 1 (mod p) Vp primo.
entonces:

< (P)! =1 (mod p), syss: p es primo.

Nota: Apreciese que cada uno de los casos expuestos en esta proposicion, tienen
procedimientos de resolucion similares pero no analogos.

Corolario)

Valor P -numérico equivalente.
siendo trivial que: 2(+1= 0 (mod p) / ¢ =-2"" (mod p) entonces:
si: U par=> @ =2' P = P =-27%(mod p)

si: U impar= @ =2' P +1=> P =-3' 2% (mod p)*

(*): 20 P =@-1=-2"-1=-2"+1)=-2"2(2+1) = -27(1+2) = -3' 27 (mod p)
&2t P =-3'2"(mod p) = P =-3' 2% (mod p)* trivial.

/ (fin del Anexo)

(y fin de la obra) /1]

M.A. Rey Bonet Fecit MMXIV



