LA RECTA DE LOS MINIMOS CUADRADOS
Autor: Mario Suarez

Se llama linea de mejor ajuste y se define como la linea que hace minima la suma de los cuadrados de
las desviaciones respecto a ella de todos los puntos que corresponden a la informacion recogida.

La recta de los minimos cuadrados que aproxima el conjunto de puntos
X, 1), (X5, Y,), (X5,Y3), .. ... (Xy,Yy) tomando en cuenta a Y como variable dependiente tiene por
ecuacion

Y =a¢+a X
A esta ecuacion suele Ilamarse recta de regresion de Y sobre X, y se usa para estimar los valores de Y
para valores dados de X

SialarectaderegresionY = ay + a, X se lesumaenambos lados ). Y = Y.(a, + a;X) se obtiene . Y =
aoN +a; 2 X

Si a la recta de regresion Y = a, + a;X se multiplica por X a ambos lados y luego se suma
XY =YX(a,+ a,;X) seobtieneX XY =ay X X +a, Y X?

Las constantes a, y a; quedan fijadas al resolver simultineamente las ecuaciones anteriormente
encontradas, es decir, al resolver el siguiente sistema de ecuaciones:

{ YY = aoN + QIZX
XY = ayZX + a,ZX?
Que se llaman las ecuaciones normales para la recta de minimos cuadrados.

Las constantes @, y @, de las anteriores ecuaciones también se pueden calcular empleando las siguientes
férmulas:
Y- Y X?2-YX-YXY NYXXY-YX-YY
© T TN X - X M NIXT (T X)?

Otra ecuacion para los minimos cuadrados parax = X —X , y =Y —Y de la recta de regresion de Y

sobre X es:
_(Xxy .
y= ZXZ

La recta de los minimos cuadrados que aproxima el conjunto de puntos
X, 1), (X,,Y,), (X3, Y3), ... ... (Xy,Yy) tomando en cuenta a X como variable dependiente tiene por
ecuacion:

X=b0+b1Y

A esta ecuacion suele llamarse recta de regresion de X sobre Y, y se usa para estimar los valores de X
para valores dados de Y. Las constantes b, y b, quedan fijadas al resolver el siguiente sistema de
ecuaciones:
%X = boN + b, XY
{ZXY = byXY + b ZY?

Las constantes b, y b, del sistema de ecuaciones anterior se pueden calcular empleando las siguientes
férmulas:



, XXX Y2-YY-¥XY _ NYXY-3X-3Y
0T T NYYZ - (TY)2 L7ONYYZ—(ZY)2

Otra ecuacion para los minimos cuadrados para x =X — X,y =Y — Y es:

2y?
El punto de interseccion entre las rectas Y = ay + a; X con X = by + b;Y se simboliza (X,Y) y se
Ilama centroide o centro de gravedad

Ejemplo ilustrativo

Con los datos de la siguiente tabla sobre la altura en centimetros (X) y los pesos en kilogramos (Y) de
una muestra de 8 estudiantes varones tomada al azar del segundo semestre de una universidad.

X [152 157|162 | 167|173 | 178 | 182 | 188
Y |5 | 61 |67 | 72|70 | 72|83 92

1) Ajustar la recta de minimos cuadrados para Y como variable dependiente resolviendo el sistema:

{ YY = aoN + aIZX
SXY = apZX + a,IX?

2) Ajustar la recta de minimos cuadrados para Y como variable dependiente empleando las formulas:

SV XX -YX-XXY _NIXY-FX-XY
TN X - (5X)2 T TNY X (T X)?2

3) Ajustar la recta de minimos cuadrados para Y como variable dependiente empleando la formula:
_(Xxy .
y 3 X2

4) Ajustar la recta de minimos cuadrados para X como variable dependiente resolviendo el sistema:

{ $X = byN + b, IY
SXY = bySY + b,IY?

5) Calcular el punto centroide.

6) Elaborar el diagrama de dispersion. Y en el mismo diagrama graficar las dos rectas de minimos
cuadrados obtenidas en los pasos anteriores.

7) Estimar el valor de Y cuando X = 200 en el diagrama de dispersion de Y como variable dependiente.
8,2



8) Estimar el valor de X cuando Y= 100 en el diagrama de dispersién X como variable dependiente.

Solucion:

Se llena la siguiente tabla:

X Y XY X? Y?
152 56 8512 23104 3136
157 61 9577 24649 3721
162 67 10854 26244 4489
167 72 12024 27889 5184
173 70 12110 29929 4900
178 72 12816 31684 5184
182 83 15106 33124 6889
188 92 17296 35344 8464
X = 1359 | Y = 573 |ZXY = 98295 | £X? = 231967 | XY? = 41967

1) Remplazando valores en el sistema se tiene:

{ X =a)N+a3X 573 =a-8+a; 1359 :>{ 8a, + 1359a, = 573
SXY = ayZX + a,EX? 98295 = a, - 1359 + a, - 231967  11359a, + 231967a, = 98295

Resolviendo el sistema por determinantes (regla de Cramer) se obtiene:

573 1359
_Aay |98295 231967 573231967 —98295-1359 —665814 75 191
=TT B 1359 778231967 13591359 8855
1359 231967
8 573
Aaq |1359 9g295| 8-98295—-1359-573 7653
a, = = = = = 0,864‘
A 8855 8855 8855

Para calcular los valores de a, y a, en Excel se calcula de la siguiente manera:

a) Escribir los datos. Seleccionar las celdas donde aparecera la respuesta

A B C
1 X Y
2 152 56
3 157 61
4 162 67
5 167 72
6 173 70
7 178 72
8 182 &3
9 188 a2
10

11 |




b) Insertar la funcion ESTIMACION.LINEAL

Bl11
A

1 X
2 152
3 157
4 162
5 167
6 173
7 178
8 182
g 188
10

11

12

13

14

15

16

17

x v k&

C

Y
56
61
67
72
70
72
&3
92

Buscar una funcion:

Escriba una breve descripcion de lo que desea hacery, a

continuacian, haga clic en Ir

O seleccionar una categoria: | Estadisticas

Seleccionar una funcion:

ERRORTIPICO. XY

ESTIMACION. LINEAL

ESTIMACION LOGARITMICA
il

FISHER

FRECUENCIA

GAMMA

-

ESTIMACION.LINEAL (conocido_y;conocido_x;constante;estadistica)

Devuelve estadisticas que describen una tendencia lineal que coincide con
puntos de datos conocidos, mediante una linea recta usando el método de los

minimos cuadrados.

Ayuda sobre esta funcion

12
c) En la ventana Argumentos de Funcion, en la casilla Conocido_y seleccione los datos de Y, es decir,
B2:B9 y en la casilla Conocido_x seleccione los datos de X, es decir, A2:A9

A2
A

1 X

2| 152

3| 157

4 i 162

51 167

6! 173

7 i 178

gl 182

9)__188 _

10

11

12

13

14

15

16

=
-l

x v K

=ESTIMACION.LINEAL(B2:B9;A2:A9)

Y
56
61
67
72
70
72
g3
92

ESTIMACION.LINEAL
Coneddo_y BZE2
Conocido_x | A2:ag|

Constante

Estadistica

= I56,61:67;72:70;72;83;92}
= [152157:162167:173;175,182,188}
= wvalor_logico
= valor_légico

= {0,8642574816487364-75,190739695...

Devuelve estadisticas que describen una tendencia lineal que coincide con puntos de datos conocidos,
mediante una linea recta usando el método de los minimos cuadrados.

[39;a2:09) |

| Conocido_y es el conjunto de valores de ¥ conocidos en la relacion y = mx +

b.

Resultado de la formula = 0,864257482

Ayuda sobre esta funcion




d) Presione CTRL+SHIFT+ENTER

Bl1 | e || {=ESTIMACION LINEAL(B2B9:A2:A9)}
A B c D E

1 X Y

2 152 56

3 157 61

4 162 67

5 167 72

6 173 70

7 178 72

8 182 83

9 188 92

10

11 | | 08642575 -75,19074

Los célculos en GeoGebra se muestran en la siguiente figura:

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

L\\\" 'ﬁv /v ":L'F;v bv ®v @v 'in:Lv Xv ABC? _a:i— Q'—

W ad

» Vista Algebraica x| | » Vista Grafica

= Recta °
by ary=0.86x - 75.19

[Recta a: AjusteLineal[(152, 56), (157, 61), (162, 67), (167, 72), (173, 70), (178, 72), (182, 83), (188, 92)}1]
T ol

Remplazando valores en la ecuacion respectiva se obtiene:

Y =ay,+a, X =Y =-75191 + 0,864X

Interpretacion:

- El valor a, = 0,864 indica que la recta tiene una pendiente positiva aumentando a razon de 0,864

- El valor de a; = —75,191 indica el punto en donde la recta interseca al eje Y cuanto X =0

2) Con los datos de la tabla anterior se substituye valores en las siguientes ecuaciones:

XY -IX2-YX-TXY 573231967 — 135998295 —665814
=TT NY X2 - (XX)2  8-231967 — (1359)2 8855

— 75,191

_ NIXY—¥X-TY 8-98295—1359-573 7653
NTTNYXZ—(nX)2  8-231967 — (1359)2 _ 8855

= 0,864

Remplazando valores en la ecuacion respectiva se obtiene:

Y =ay+a,X =Y =—75191 + 0,864X



3) Se calcula las medias aritméticas de X y Y para llenar la siguiente tabla:

_ 1359 _ 573
X=—"-=169875;Y = — = 71,625
8 8
X Y x=X—-X|y=vY-V Xy x? y?
152 56 -17,88 -15,625 279,297 319,516 244,141
157 61 -12,88 -10,625 136,797 165,766 112,891
162 67 -7,875 -4,625 36,422 62,016 21,391
167 12 -2,875 0,375 -1,078 8,266 0,141
173 70 3,125 -1,625 -5,078 9,766 2,641
178 72 8,125 0,375 3,047 66,016 0,141
182 83 12,125 11,375 137,922 147,016 129,391
188 92 18,125 20,375 369,297 328,516 415,141
X =1359 | XY =573 Txy = 956,625 | Zx? = 1106,875 | y? = 925,875
Remplazando valores en la férmula respectiva se obtiene:
3 xy 956,625 _ 956,625 _
Y= (zx2>x =Y = 1106875 = ¥ = Tr06875 ¥ T X
956,625
Y — 71,625 = W(X —169,875) = 1106,875(Y — 71,625) = 956,625(X — 169,875)

1106,875Y — 79280,20838 = 956,625X — 162510,4984
1106,875Y = 956,625X — 162510,4984 + 79280,20838

1106,875Y = 956,625X — 83230,29

_956,625X — 83230,29
B 1106,875

_956,625X  83230,29
"~ 1106,875 1106,875

=Y =0,864X — 75,19

Y =-75,19 + 0,864X

4) Remplazando valores en sistema respectivo se obtiene:

1359 = by - 8 + by - 573

_ _,  8bo+573b; = 1359
98295 = b, - 573 + b, - 41967

SX = byN + b, IY
{ 573b, + 41967b, = 98295

XY = byXY + b, XY?
Resolviendo el sistema se obtiene:

b, = 95,871; b, = 1,033



Los calculos en Excel se muestran en la siguiente figura:

A1l .| £ | {=ESTIMACION.LINEAL(A2:A9;B2:B9)}
A B C D I

1 X Y

2 152 56

3 157 61

4 162 67

5 167 72

6 173 70

7 178 72

8 182 83

9 188 92

10

11| 1,0332118] 95,871203|

Remplazando valores en la ecuacién de la recta de minimos cuadrados se obtiene:
X =by+ b)Y = X =95,871+ 1,033Y

Los célculos en GeoGebra insertando Ajuste Lineal se muestran en la siguiente figura:

Archive Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

NN AN

o o

F Vista Algebraica = | ¥ Vista Grafica

= Recta .
i o a:y=1_{}3x+ 9587

|REI:1E| a: AjusteLineal[{(56, 152), (61, 157), (67, 162), (72, 167), (70, 173), (72, 178), (83, 182), (92, ‘IEE}}]l
I I

Interpretacion:
- El valor b; = 1,033 indica que la recta tiene una pendiente positiva aumentando a razon de 1,033
- El valor de b, = 95,871 indica el punto en donde la recta interseca al eje X cuanto Y =0

5) Para calcular el centroide (X,Y) se resuelve el sistema formado por las dos rectas de los minimos
cuadrados en donde X es Xy Yes Y.
Y = —=75,191 + 0,864X
{ X =95,871 +1,033Y
Al resolver el sistema se obtiene el centroide: X = 169,3y Y = 71,092



6) En Excel, insertando gréafico de dispersion se obtiene la siguiente figura:

IEAIBI-::,D|E|F|G|H,|

| ) K
1 X Y Y=75191+0,864X y=(X-95,871)/1,033 100 -
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7(178 12 78,601 79,503
3182 83 82087 83378 1
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Empleando el programa Graph se obtiene la siguiente figura:
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Y=(X-95,871)/1,033
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7) Remplazando X = 200 en la ecuacion solicitada se obtiene:
Y =-75,191 4+ 0,864X = —75,191 + 0,864 - 200 = —75,191 + 172,8 = 97,609

8) Remplazando Y =100 en la ecuacion solicitada se obtiene:

X =95,871+1,033Y =X =95871+1,033-100 = X =95,871 + 103,3 = 199,171



TAREA DE INTERAPRENDIZAJE

1) Consulte sobre la biografia de Francis Galton y de Cramer, y realice un organizador grafico de cada
una.

2) Dada la siguiente tabla sobre la altura en centimetros (X) y los pesos en kilogramos (Y) de una muestra
de 8 estudiantes varones tomada al azar del segundo semestre de una universidad.

X 150 ] 155|160 | 165|170 | 175|180 | 185
Y |5 |60 |63 |67 |70 |74 |79 |85

2.1) Ajuste la recta de minimos cuadrados para Y como variable dependiente resolviendo el siguiente

sistema y empleando Excel y GeoGebra.
{ YY = aoN + aIZX
XY = ayZX + a,ZX?

Y =-66,869 + 0,812X
2.2) Ajuste la recta de minimos cuadrados para Y como variable dependiente empleando las formulas

_YY-TX2-%X-XXY _NYXY-%X-¥Y
TN X - (3X)2 “ETNY X - (TX)?2

a, = —66,869; a, = 0,812

2.3) Ajuste la recta de minimos cuadrados para Y como variable dependiente empleando la formula
_(Xxy .

2.4) Ajuste la recta de minimos cuadrados para X como variable dependiente resolviendo el siguiente
sistema y empleando Excel y GeoGebra.

Y = —-66,869 + 0,812X

{ SX = byN + by3Y
SXY = byZY + b, IY?
X = 83,18 + 1,227

2.5) Ajuste la recta de minimos cuadrados para X como variable dependiente empleando las formulas
. _XX-XY2-3Y-RXY . _NYXY-3X-XY
T NXYZ-(ZY)? 'TONXIYE-(ZY)?

b, = 83.18; b, = 1,22

2.6) Ajuste la recta de minimos cuadrados para X como variable dependiente empleando la férmula

= (5)
Yy2)”

X = 83,18 +1,22Y
2.7) Calcule el punto centroide.

X=1709;Y =719

2.8) Calcule el coeficiente de determinacion.
0,99



2.9) Elabore el diagrama de dispersion. Y en el mismo diagrama graficar las dos rectas de minimos

cuadrados obtenidas en los pasos anteriores. Elabore de manera manual, empleando Excel y el programa

Graph.

2.10) Estime el valor de Y cuando X =173 en el diagrama de dispersion de Y como variable dependiente.
73,6

2.11) Estime el valor de X cuando Y = 73 en el diagrama de dispersion de Y como variable dependiente.

172,2
3) Cree y resuelva un ejercicio similar al anterior con datos obtenidos de 10 amigas suyas.

4) Consulte en la biblioteca o en el internet sobre un ejercicio de aplicacion de la rectas de los minimos
cuadrados. Presente ejercicio resuelto en forma manual y empleando Excel y Graph.



