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TIPS

-~ Descubren un nuevo tipo de estados cuanticos. El hallazgo podria

simplificar las comunicaciones encriptadas.
http://m.tendencias21.net/Descubren-un-nuevo-tipo-de-estados-cuanticos_a40619.html

.- Las hormonas del estrés boicotean las terapias contra el cdncer de mama.
http://www.abc.es/salud/noticias/20150622/abci-cancer-mama-hormonas-201506221612.html

.- LANZAMIENTO EN INTERNET DE LA WDL, LA BIBLIOTECA
DIGITAL MUNDIAL.

Ya estd disponible en Internet, a través del sitio www.wdl.org Retne mapas,
textos, fotos, grabaciones y peliculas de todos los tiempos y explica en siete
idiomas las joyas y reliquias culturales de todas las bibliotecas del planeta.
Tiene, sobre todo, cardcter patrimonial, es un proyecto impulsado por la Unesco
y otras 32 instituciones. La BDM no ofrecerd documentos corrientes, sino "con
valor de patrimonio, que permitirdn apreciar y conocer mejor las culturas del
mundo en idiomas diferentes: drabe, chino, inglés, francés, ruso, espanol y
portugués.

,- 4 consejos para reducir las marcas de las cicatrices.
http://www.bbc.com/mundo/noticias/2015/06/150617 salud cicatrices trucos_consejos_il

.- (Cudl es el origen de la enorme nube de pTres teorias cientificas que pretenden

explicar el temido invierno de "Game of Thrones" polvo que envuelve la Luna?
http://www.bbc.com/mundo/noticias/2015/06/150619 ciencia_origen _enorme_nube_polvo lu
na_lv

.- Cinco puntos clave de la "historica" enciclica del papa Francisco sobre el

cambio climatico
http://www.bbc.com/mundo/noticias/2015/06/150618 papa_enciclica_cambio climatico _clav
es_wbm

.- Tres teorias cientificas que pretenden explicar el temido invierno de "Game of

Thrones"
http://www.bbc.com/mundo/noticias/2015/06/150619 ciencia_explicacion cientifica game o
f thrones lv
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DESDE LA INTERACCION CORDAL A LA MECANICA QUANTICA
(From String Interaction to Quantum Mechanics)
Adunador: Alberto Mejias'

;Donde estd el origen de esa modalidad de pensamiento filosofico? Puede no haber ningiin ori-
gen y hasta podria ser erroneo buscar un origen en todo.

YOSHIHIRO MARUYAMA

Recepcion: Enero 2015. Revision y aceptacion: Marzo 2015.

Resumen. Teoria de Cuerdas fue desarrollada por la necesidad de dar consistencia
a Mecanica Quadntica. En este articulo se desea revertir el razonamiento. Pretende-
mos que Teoria de Campos de Cuerdas Abiertas da una definicion completamente
consistente de la teoria —es, por lo menos, un sector autoconsistente. Asi, encon-
tramos en su estructura, que las reglas de Mecanica Qudéntica surgen de la naturale-
za no conmutativa de las interacciones cordales bdsicas de empalme/disyuncion.
Asi, en lugar de asumir las reglas de conmutacién quéntica entre las variables ca-
nonicas usuales, las derivamos del proceso fisico de las interacciones cordales.
Consecuentemente podemos aplicar ese argumento a Teoria M, para cubrir la me-
cénica quéantica para toda la fisica. Si Teoria de Cuerdas o Teoria M realmente sub-
yacen toda la fisica, parece que se ha abierto la puerta a una explicacion de los ori-
genes de la mecdnica quéntica desde el punto de vista de los procesos fisicos.

Descriptores: Teoria de Cuerdas, Teoria M, Mecédnica Quantica, Teoria Quéntica
de Campos, estrella MOYAL.

Abstract. String Theory was developed by demanding consistency with Quantum
Mechanics. In this paper it is wished to reverse the reasoning. We pretend that
Open String Field Theory is a fully consistent definition of the theory —it is at least
a self-consistent sector. Then we find in its structure that rules of Quantum Me-
chanics emerges from the non-commutative nature of the basic string joining/split-

" ALBERTO R. MEJIAS E. es Licenciado en Matematicas, egresado de la Facultad de Ciencias de la
Universidad de los Andes (ULA) Mérida-Venezuela. Es profesor de Topologia, jubilado de la
Universidad de los Andes. alrame59 @ gmail.com



Alberto Mejias

ting interactions. Thus, rather than assuming the quantum commutation rules
among the usual canonical variables we derive them from the physical process of
string interactions. Morally we could apply such an argument to M-theory to cover
Quantum Mechanics for all Physics. If String Theory or M-theory really underlies
all physics, it seems that the door has been opened to an explanation of the origins
of quantum mechanics from the physical processes point of view.

Keywords: String Theory, M-theory, Quantum Mechanics, Quantum Field Theory,
MOYAL star.

1. INTRODUCCION

La Mecdnica Qudntica (QM) funciona sorprendentemente bien en todas par-
tes conocidas de la Fisica Microscépica. Se puede deducir la Fisica Clasica como el

limite de QM para grandes niimeros qudnticos (o equivalentemente, el limite para A

pequefio). Por lo tanto, la creencia general es que QM es la tunica regla para todo ti-
po de mecdnica. A pesar del tremendo éxito de QM, sin ninglin razonamiento sub-
yacente, hay que poner, misteriosamente, "a mano", las reglas fundamentales de

conmutacion de las cuales deriva toda la QM, a saber [x, p] = ih para todos los gra-

dos de libertad. También estd bien establecido que, si se acepta la regla de quanti-
zacion, se tienen todas las increibles y correctas consecuencias de la mecdnica
quantica. El éxito de QM es por supuesto una justificacion para aceptar como co-
rrecta, a la misteriosa regla, pero nos deja pidiendo una explicacion subyacente.

En este articulo vamos a presentar argumentos de que puede haber una expli-
cacion fisica del origen de las reglas de QM. Vamos a mostrar que hay un vinculo
claro entre las reglas de conmutacién de los operadores en QM y las interacciones
no conmutativas de empalme/disyuncién [1] que fueron expresadas en el lenguaje
de la formulacién estrella MOYAL de Teoria de Campos Cordales (MSFT) [2] en
una version recientemente mejorada y mas intuitiva [3]. Excepto por la similitud

matemdtica, la x MOYAL (en MSFT no tiene nada que ver con el producto MOYAL

[4] que reproduce? a QM, porque las cantidades basicas no conmutativas en la x de

2 Para la explicaciéon de como el, bien conocido, producto MOYAL [4] para las funciones de espa-
cios de fases, cldsicas, reproduce todos los detalles de QM, leer la seccién III en [3], que resume
los elementos esenciales de esta correspondencia.

2



Desde la interaccion cordal a la mecanica quantica

cuerdas en MSFT, son muy diferentes de las conjugadas candnicas indicadas por
la mecdnica quéntica. Sin embargo, encontramos cdmo vincular a los conmutadores

basicos en QM, a la x de cuerdas y derivar las reglas de QM sélo a partir de las

reglas de empalme/disyuncion de cuerdas. Este vinculo sugiere que existe un fe-
nomeno fisico mas profundo, interacciones cordales, subyacente a las reglas quan-
ticas usuales de QM, proporcionando asi, una posible explicacién de su origen.

Los argumentos esenciales para la tesis en este documento, pueden presen-
tarse adecuadamente en un modelo simplificado que capta los ingredientes necesa-
rios de MSFT. El modelo simplificado, que llamamos mini-MSFT, consiste basi-
camente, en el sistema del espacio de fase de dos particulas, en lugar de todo el es-
pacio de fase de un nimero infinito de particulas que constituyen todos los puntos
de una cuerda. Las dos particulas pueden ser pensadas como los puntos extremos
de una cuerda abierta, pero también es posible no considerar para nada el concepto
de cuerda, para discutir las ideas principales. Esto es asi, porque sélo las propieda-
des del espacio de fase, en lugar de las propiedades de la dindmica de las dos parti-
culas, entran en la parte principal de la discusion. Por lo tanto, para mantener nues-
tra discusion lo mds simple posible, vamos a definir el sistema mini-MSFT en Sec-
cién 3 y discutir como derivar las propiedades de QM a partir de las interacciones
"cordales". El mini-MSFT puede ser un modelo ttil por su propio derecho, para
discutir algunos sistemas fisicamente interesantes, como en los ejemplos que esbo-
zamos al final de Seccion 3.

Aunque no utilizaremos todo el instrumental de MSFT en este trabajo, co-
menzamos nuestra discusion en la seccién 2, con una breve descripcidn de su confi-
guracién para que el lector, incluso sin saber mucho acerca de Teoria de Cuerdas,
pueda ver la conexién entre Teoria de Campos de Cuerdas y el modelo simplifica-
do de 2 particulas en Seccidén 3 y sea capaz de deducir facilmente, que los argu-
mentos de la tesis en este documento, dados en el contexto del modelo simple en
Seccion 3, se aplican igualmente a la Teoria de Cuerdas total, en nuestro preferido
lenguaje MSFT, para toda la cuerda. La Teoria de Cuerdas total (y su extension
Teoria M) es necesaria para poder aplicar la discusion a toda la Fisica, siempre y
cuando uno esté dispuesto a hacer la suposicion de que Teoria de Cuerdas o M-
Teoria en realidad fundamenta a toda la Fisica.

2. GRADOS DE LIBERTAD EN MSFT



Alberto Mejias

: L : M :
Los grados de libertad de posicion de cuerda abierta X (o), para un valor fi-
jo 7 del pardmetro de la ldmina mundi, vienen parametrizados por el pardmetro o de
la ldmina mundi con 0 < ¢ < w. WITTEN [1] sugiri6 considerar al campo cordal

w(X(0)) como una matriz ;j(x) infinito dimensional

w(X(o) = l//xL(a),xR(a)(Y), (2.1)

cuyos indices izquierdo/derecho i ~ x¥(0) y j ~ x¥(o) son las mitades izquier-
da/derecha de la cuerda con respecto al punto medio en ¢ = n/2; es decir, x¥(o) =
{XM(O') para0 ~ o <m/2}y x¥o) = {XM(a) para /2 < ¢ ~ m} mientras que X =
X M(n/Z) es la localizacion del punto medio. En [1] se sugiere que los productos de
campos y,(X) x y,(X) = y,(X), en teoria de campos de cuerdas abiertas, son pro-

ductos matriciales no conmutativos, de matrices de la forma (2.1) y que la accién es
similar a la teoria CHERN-SIMONS

s=[Cur@w+Lysysn), 22)

donde @ es el operador BRST (donde BRST se refiere a BECCHI, ROUET, STORA y
TYUTIN) de una teoria conformal de campos (CFT) sobre la ldmina mundi. Esta
propuesta funciond y produjo correctamente al tipo de modelo VENEZIANO de am-
plitudes de dispersion perturbacional cordales [5].

El producto matricial en y x y fue implantado volviendo a la teoria confor-

mal de campos en la ldmina mundi, para realizar los calculos, que resultaron ser
prohibitivamente complicados y se alejaron de la sencillez y la elegancia de la con-

figuracion matrizoidal del producto x y la accion. Buscando una manera de evitar

las complicadas aplicaciones de CFT, tratando de mantener la elegante estructura
algebraica, se sugirié en [2], la formulacion de producto estrella, de MOYAL, de la
Teoria de Campos Cordales (MSFT) y los cdlculos realizados en [6-8], demostra-
ron que éste era un enfoque mds eficiente para calcular y recuperar correctamente
las amplitudes VENEZIANO perturbacionales, incluyendo un mayor grado de exacti-
tud para las versiones fuera de concha (off-shell) de las amplitudes [8]. El forma-
lismo MSFT ha sido reformulado recientemente en [3] en una nueva base de grados

de libertad de modo que todas las expresiones, especialmente el producto x y los

célculos, se simplifican enormemente. Es la nueva forma del producto estrella que
se muestra a continuacion, que sugiere la conexion entre empalme cordal y mecani-
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Desde la interaccion cordal a la mecanica quantica
ca quéntica.

En la nueva version de MSFT el campo de cuerdas se toma como un funcio-

nal A(x,, p_) de la mitad del espacio de fase de la cuerda, donde xi/l(a) es la parte

1
simétrica de X M(a) bajo reflexiones con respecto al punto medio, xi/l(a) = 5 (X M(a)
1
+ X M(n — 0 ), mientras que p (o) = 5 (P,(0) — P,,(m - 0)) es la parte antisimétrica

de la densidad del impulso. Nétese que p_, (o) es la conjugada canénica de x{l(a) y

conmuta con x_(o) en la primera quantizacion de la cuerda. Las simétrica/antisi-

métrica x«(o) estdn relacionadas con (x;, X, xp), en la version WITTEN, por xi =
1 . . — 4
E(XL + Xp), incluyendo al punto medio X como parte de x_ (o). Asi, el campo

MSFT A(x+, p-) se relaciona con el campo w(X) = y(x;, X, xz) = (x4, x-) median-

te una transformacion FOURIER de x4 a p_. Con esta eleccion de grados de libertad

del semiespacio de fase, para marcar al campo cordal A(x+(0), p- (o)), el producto
matricialoide para el empalme de cuerdas en el espacio de posicion y,(X) = y(X)

*x y,(X), se aplica al producto MOYAL en el semiespacio de fase, A,(x+, p-) =

A, (x4, p-) * Ay(xs, p-) con
1 . ox ~ -
* = exp[z IdG SIgn(E —0)(dp-M () gxy(o,s) - gp—M(G) axym,g)]. (2.3)
0

Una caracteristica muy importante del nuevo producto estrella, es que es in-
dependiente de trasfondo, porque el espacio de fase no considera cudl teoria con-
formal de campos sobre la lamina mundi, subyace a la accion de la cuerda S, .. g 0
a los campos de trasfondo que contiene. La suma sobre los indices M en (2.3), no
implica una métrica, porque X M estd definido con un fndice superior y por tanto,

P,,, que se deriva de la accion segin el procedimiento canénico, P,, = dS Sm.ng/

M .. . , . . .
(d: X ), automdticamente tiene un indice inferior.

Un aspecto elegante de MSFT, que serd centralmente relevante para nuestra
discusion en este trabajo, es que los operadores quanticos candnicos para cualquier

punto de la cuerda X(o), f’(c) estan representados en el campo cordal A(x., p-) so-

5
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lamente por las operaciones cordales de empalme/disyuncion, a saber multiplica-
cién estrella por la izquierda o por la derecha, dependiendo de si el punto estd a la
izquierda o a la derecha del punto medio en ¢ = 7/2

» XM (o, €) xA(x,, p_). si osasg;
X (0, &)A(x4, p-) = (2.4)

A(x, p) +x, (0, €)=

u (e_elaalp_M(G))*A(x+, p_), Si OSO‘S%;
P (0,) (x4, po) = o T (2.5)
A(xy, p_) *(e”® "lp_M(O'))(—l)MA, si ESGSTC.

Noétese que, en el lado derecho, los campos cordales que se empalman son
A(x4, p-) yx+ 6 Ay p—donde x+ y p_, son casos especializados de un campo cordal
mas general A(x4, p-).

Este producto % incluye un pequefio pardmetro € es un regulador para evitar

notorias anomalias de punto medio y el indice M = (u, b, c¢) incluye espacio-tiempo
() y grados de libertad virtuales (b, c), todos los cuales son necesarios y aseguran
una teoria bien definida. Se recomienda [3] al lector interesado en los detalles. Nin-
guna de estas complicaciones se necesitard para discutir los puntos principales de
este documento. A continuacién pasaremos a la mini-MSFT que imita de forma
simplificada solamente, al producto estrella para empalme/disyuncién cordal, utili-
zando solo dos particulas. El resto de este documento debe ser comprensible para el
lector sin tener que saber nada sobre cuerdas o teoria de campos cordales.

3. MODELO DE ENSAYO CON DOS PARTICULAS (MINI-MSFT)

Comenzamos con el espacio de fase de dos particulas denominadas L (iz-
quierda) y R (derecha). Puede ser util imaginar que éstas corresponden a los dos
puntos finales de una cuerda; sin embargo, esta imagen no es necesaria y la confi-
guracién siguiente puede aplicarse a circunstancias fisicas mds generales. Las parti-

culas se encuentran en posiciones arbitrarias (x L x R ), y tienen impetus conjugados



Desde la interaccion cordal a la mecanica quantica

o g g . 1 ]
canonicos ( p P ). Su centro de masa y coordenadas relativas son, R, = E(x ’L +

. 1 . . . . L. .
X ;) yr, = 5(x2 - X ;), mientras que los impetus candnicamente conjugados a

. . . 1
(Ri’ rl.)son el impetu total Pi =(piL+ pl.R)yel impetu relativo p;,= E(piL

- Pig ). La dindmica es controlada por algunos Hamiltonianos H(P, p, R, r) cuyos

detalles no son importantes por ahora.?

Independiente del hamiltoniano, el espacio de fase (P, p, R, r) tiene las pro-
piedades candnicas estandar; es decir, podemos definir los cldsicos corchetes POIS-

SON o conmutadores qudnticos basados en los pares canénicos (R ,P].) y(r',

P ). En particular, el clasico corchete POISSON entre dos funciones de espacio fase,
cualesquiera, U(P, p, R, r), V(P,p, R, r), es
(U, V) = oU dV U 9V 4 oU oV dU av'

i i i i (3.1)
oR aPi 8Pl. oR or apl. apl.ar

Para proceder con la quantizacién usual en Mecdnica Qudntica (QM) pode-
mos definir la base del espacio propio para un conjunto completo de operadores de

conmutacion tales como espacio de posicién, (x,,x I 6 (R, rly expresar la am-
plitud de probabilidad para un estado quantico arbitrario ly) en cualquiera de tales
bases como el producto punto en el espacio HILBERT, e.g. w( x > Xp)= (x 7 Xpl
w) 6 w(R, r) = (R, r | y). Estaremos interesados en la transformada FOURIER de este
ultimo

AR, p) LOURIERP-1) (R, 1), (3.2)

donde (R, pl es la base propia completa para el espacio de los operadores de con-

3 El hamiltoniano H en el modelo de ensayo, es el andlogo del operador VIRASORO Ly para una
cuerda en cualquier trasfondo, que desempeifia un papel de operador de energia cinética en el tér-
mino cuadrético en la teoria de campos cordales en la calibracién SIEGEL. Mds generalmente, el
operador cinético en teoria de campos cordales es el operador BRST como en (2.2).

7
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mutacion (IAQl, p;)- Consideraremos a la amplitud de probabilidad A(R, p) = (R, pl

), tanto un campo de una teoria de campos como una funcién del semi-espacio de

fase cldsico (R, p). Esta configuracién estd motivada por MSFT que fue breve-

mente descrita en Seccion 2. Vamos a llamar el modelo de ensayo en esta seccion
"mini-MSFT". Los paralelismos entre la MSFT total y mini-MSFT son

R! ~ xﬂf (0), rt o~ xA:I (0),

Pi~p+M(O-)a pi~p—M(0)
y no consideramos hacer paralelos entre el i y M, lo cual permite muchas posibili-

dades como bosones y fermiones (ver [3]); pero, para mantener la discusién simple,
es suficiente considerar al espacio euclidiano bosénico, para i.

Para quantizar este sistema de 2 particulas en una nueva forma considerare-
mos el enfoque inspirado por MSFT. No asumiremos a priori, las reglas quénticas
de conmutacion de los operadores (f'i, Dis IAQ,', 7i) que describen la naturaleza tan
bien, pero cuyo origen fundamental sigue siendo misterioso. Por el contrario, como
origen fisico primario de QM partiremos de un producto no conmutativo que tiene
significado fisico como las interacciones de empalme/disyuncion de las cuerdas.
Solo a partir del dlgebra de empalme/disyuncion cordal derivamos el dlgebra quan-
tica de los operadores (f’i, Dis R i» 7i) sin asumirla. Las operaciones de empal-
me/disyuncion cordal fueron formuladas para cuerdas abiertas en [1] como un pro-
ducto matrizoidal para el campo como en (2.1). Para el presente modelo de ensayo
con s6lo dos particulas definimos un producto matrizoidal similar de campos en el
espacio de posicion de la forma

T on
V(s xp)= [dozy (x 9 ¥, xp), (3.3)

donde cada campo w( x X R) es considerado como una matriz infinito-dimensio-

nal cuyas filas y columnas estd marcadas por los indices continuos (x 7> Xp)que

corresponden a las ubicaciones de las dos particulas. La regla matrizoidal (3.3) se

interpreta como una receta para calcular la amplitud de probabilidad Wi (X, xp)

cuando dos nubes de 2 particulas, descritas por WX, xp)y W,o(x,, xp), se
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unen en una sola nube ¥ 12 (X, xp), por la aniquilacién de un par de particulas,

una de cada nube, cuando se juntan localmente en todos los posibles puntos z de
todo el volumen completo. Esto es similar a la imagen de las ldminas mundi de
empalme/disyuncion; pero, en el presente caso hay grados de libertad dindmicos
s0lo en los extremos de la cuerda. Fue demostrado en [2,3] que este empal-
me/disyuncion puede ser formulado equivalentemente, como un producto tipo MoO-

YAL, A}, = A| % Ap, en el semi-espacio de fase (Ri . P ) relacionado con el espacio

de posicion (x YR ) mediante la transformada FOURIER indicada en (3,2).

Ahora damos los detalles del producto x en el semi-espacio de fase para esta

mini-MSFT simplificada. Es fisicamente diferente, pero matemdticamente andlogo
al producto MOYAL usual:

AR, p)= (A} * AR, p)

= AR, p)exp(?(éRi 0y =99, ) Ay(R, p) (3.4)

Es el paralelo del producto estrella de las cuerdas en (2.3). El pardmetro 0 debe te-
ner las dimensiones de la constante PLANCK 7, asi que debe ser un mdltiplo de 7
por una constante adimensional. De hecho, mostraremos que es idénticamente la
constante PLANCK. Las flechas en (3.4) instruyen al lector a aplicar las derivadas de
las funciones a la izquierda (A,) 6 a la derecha (A,). Por ejemplo, expandiendo en

potencias de 0 a este producto x, se tiene

i0 aAl aA2 aAl aA2
A=A+ —(—— - =)+ (3.5)

El término de primer orden en 0 parece un corchete POISSON, pero éste es clara-
mente diferente del corchete POISSON candnico de la mecénica clasica en la ecua-
cién (3.1), ya que no involucra a los conjugados candnicos tradicionales que estin
en (3.1). En cambio, la posiciéon del centro de masa, y el impulso relativo, p;, que
pertenecen a diferentes pares canonicos tradicionales, se configuran para desempe-
flar un papel nuevo, andlogo al de los conjugados candnicos en el semi-espacio de

fase (Ri, pi)-
Usando (3.4) computamos A, * A, para los casos especiales en los que A, O

9
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A, es sllo R'6 pi, obteniendo asi, la multiplicacion izquierda o derecha de la A ge-
neral de los grados de libertad elementales en el semi-espacio de fase
. . 9 3
Rxa=(R+2 2)AR,p),
2 apl_

AxR =AR p)(R - f i)

0
m*A=(p;15§L)MRp)

lea)

Axpi=AR p)(p,+ (3.6)

No hay potencias superiores de 0 porque las derivadas de orden superior en
la expansion de la exponencial en (3.4) se desvanecen para este calculo. Otras for-

mas utiles equivalentes de escribir el producto x general, son

. 0= . 0=
AR+ 25 )0 ’—aR>)A2(R, |
A %A, = (3.7)

AR PIAR=23 0 0+ 20 Doy,

Justo como el bien conocido producto estrella MovYAL [4], que estd relacionado con
el corchete POISSON (3.1) en el espacio de fase pleno (P, p, R, r), reproduce todos
los aspectos de la mecdnica quantica ordinaria (ver Nota 2), el producto estrella
MovYAL de empalme cordal en (3.4), evidentemente, producird un sistema qudnti-
coide en el semi-espacio de fase (R, p), que llamaremos mecdnica qudntica induci-
da (1IQM). Esta iQM inducido tiene las siguientes propiedades:

e El producto es asociativo A, * (A, x A;) = (A, xA,) x A=A, x A, x Aj, al
igual que debe esperarse del producto asociativo de operadores en la 1QM
inducida, donde cualquier producto Al flz A3 - - - no requiere paréntesis para
computarse sin ambigiiedades.

e Utilizando (3.6) calculamos los productos de los grados de libertad elemen-
tales del semi-espacio de fase (R, p)

R*RI RR] P; X Pj=Dp;D,,

10
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Rxp.=Rp+2 s wR=pr-Lsi (3.8)
P;j=1Dp; 5 ) p; =Pj > % :

Esto nos lleva al conmutador estrella
i i S R
[R,pj*—R * p;—p;* R —ij—195j. (3.9)

Por lo tanto, (Rl, pj) se comportan como grados de libertad mecanico-qudnticos.

Pero, esto no es mecdnica qudntica, ya que en QM ordinaria los operadores corres-

pondientes conmutan (R, f)j] = 0. En cambio, esta es la propiedad de conmutacion

basica en 1QM que proviene de las interacciones no conmutativas en teoria de cuer-
das.

Ahora demostraremos que esta iQM es una semilla para la construccién de la

usual QM en el espacio de operadores completo (x x ; D Ri ). Una aplica-

l' ~

L Pri
cion entre operadores en QM y su representante en 1QM es una propiedad elegante
e intuitiva de MSFT segtn lo dado en Ecs. (2,4), (2.5). Traducido a mini-MSFT, su

aplicacion se da s6lo en términos de x entre dos campos en el semi- espacio de fase,

como sigue
iéAzRi*A
. el producto % por la izquierda, para la particula L
pyA=p A
~0op_ [
xRA—A*R
. el producto * por la derecha, para la particula R (3.10)
p ]lg A= A * (_p l)

La raz6n para el signo (—) en la dltima linea se explica naturalmente en la version

cordal de la x en la MSFT : es porque para las cuerdas x J’r (o), es simétrica con res-
pecto a reflexiones desde el punto medio, mientras que p (o) es antisimétrica,

conduciendo a +p_(0) |5~ o = —p_(0) |5 - /p. Usando esta aplicacion, ahora

comprobemos la consistencia de las reglas de conmutacién en QM con respecto a
sus representativas en iQM, dadas arriba. Calculamos los conmutadores utilizando

11
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sOlo las reglas de x en (3.10), la asociatividad de x y el resultado para el con-

mutador de x en (3,9). Encontramos

[x1. ISL.]Az[Ri,p 1, *A:ieé’i.A (3.11)
[x R,pR]A Ax[— P R’] _195 A (3.12)
[xL,pRj]Az—R *A*pj+R *A*pjzo (3.13)
~i o~ _ i i_

[xL,pRj]A—pj*A*R pxAxR'=0 (3.14)

Para para que este resultado en i1QM coincida con los conmutadores de operadores
en QM [x 1D Lj] =ihd ; =[x R D Rj] , debemos identificar al pardmetro 0 con la

constante PLANCK
0 =h. (3.15)

Asi hemos derivado las reglas basicas de QM para cada particula de la 1IQM
inducida por la interaccion cordal, utilizando s6lo productos de campos en el semi-
espacio de fase, que representan a empalme/disyuncion cordal. Por lo tanto, la no-
conmutatividad inherente a las interacciones cordales, esta conectada directamente
a las misteriosas reglas de quantizacion previamente inexplicadas, de QM. Hasta
ahora esto ha sido considerado dentro de un modelo de ensayo, pero puesto que el
mismo fendmeno es también vélido para la Teoria de Cuerdas total (véase [3]), su-
poniendo que la Teoria de Cuerdas es la teoria fundamental para toda la Fisica, en-
tonces se convierte en una declaracion para toda la fisica.

Continuando con mini-MSFT, a continuacién, investigamos algunos opera-
dores construidos a partir de los bésicos. Partiendo de las propiedades basicas en

(3.10), podemos derivar la representacion de cada operador (f’,', Di, IAii, ?i), en tér-
minos de solo el producto x de campos y luego evaluar los productos estrella en ca-
da linea de abajo usando (3.6), después de insertar 6 = 7, como sigue

RIA = 2(xL+x )A - 2(R « A+ AxR ) - RIA,

A= (3i-%p)A=(RIxA-ART) = inD A,
1

12
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PiA= (pl.L+pl.R)A - (pl.*A—A*pl.) = —ihd A,

~ia ~ - _ 1 _
P A__(piL piR)A_E(pi*A-'_A*pi —pl.A. (3.16)

El resultado final en términos de representacion del operador diferencial es
plenamente consistente con la correspondiente, bien conocida, representacion de
operadores diferenciales de operadores en QM. Pero el punto aqui es que este resul-
tado se desprende tan s6lo de las interacciones de acoplamiento/disyuncion de

cuerdas, via el producto x de campos, dadas en (3.4) y (3.10).

Yendo mas alld de (3.10), derivamos los siguientes resultados bien adiciona-
les que fueron significativos en la formulacion de MSFT [3]: si tenemos cualquier

operador cudntico OAL(;C ) (respectivamente OAR()AC )) en QM usual,

L R PR
construido a partir de sélo los grados de libertad de la particula L (respectivamente
R), entonces su representacion en la version iQM, viene dada por la misma funcién

en la que reemplazamos ()Aci — Rix y lA)iL — pi*) y an.c,’llog«,lme:nte:()Ac;e — %R!
y ﬁiR — *(=p i) ), donde * estd, a saber, a la derecha (izquierda) de R 6 p. Es de-
cir,

0,(x;,,p)A=0, R,p)*A (% porlaizquierda),

Op(Xp, Pp)A=A%0 (R, —p) (xporladerecha), (3.17)

donde O Is significa que todos los factores R, p, dentro de €I, estin multiplicados

estrella uno con otro, en el mismo orden en que aparecen los operadores en la ver-

siébn QM; mientras que en el caso de 0* R’ todos los factores R 6 (— p) dentro de él

estdin multiplicados estrella uno con otro, en el orden opuesto que los operadores

correspondientes en O R(x ). Las expresiones para O 1,0 O, p se pueden

R PR
reducir a una funcién cldsica de (R, p;) después de usar repetidamente los produc-

tos elementales dados en (3.8), para reescribir O 1,0 O, p como las expresiones

clasicas O LR (R, p).

En la MSFT total s6lo aparecen operadores cudnticos puramente L o puramente R,
13
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como antes, debido a la localidad del pardmetro ¢ (ver nota al pie 2). Mds general-
mente, en mini-MSFT uno puede estar interesado en escribir el operador QM para

cualquier hamiltoniano H (x P R) en el lenguaje de los productos estre-

LPrrr
lla en iQM. Esto se da representando a cada operador elemental de /R como pro-
ductos estrella por la izquierda/derecha segtin (3.10). Por lo tanto, conseguimos la
representacion 1QM de cualquier hamiltoniano QM como sigue

H(x,,p, Xp. P p)A=H(RY), (px),(xR), (=*p))A(R, p), (3.18)

donde hay que preservar el orden de los factores, con respecto a las «’s.

Ahora damos dos ejemplos. En el primer ejemplo tenemos dos particulas (L
y R) interactuando con una fuerza central del tipo oscilador arménico. Podemos

convertir al operador A | para este problema, a su version iQM utilizando la aplica-
cién (3.18) que involucra solamente productos de campos de cuerdas

N 1 ,~2 ~2 @ [~ 2
H\A= [E(pL +pp)t T(XL_XR) ]A(R,p)
- %(52 +0?R2) % A+ %A*(;Z +@*R2)—®R «A* R

2
[ 1272 .2 @ .252
=[-n%0g +p? + 21202 JAR. p).
En la segunda linea s6lo aparecen productos de campos de cuerdas que usan el em-

palme « de cuerdas. La ultima linea se obtiene evaluando los productos estrella, uti-

lizando (3.7), (3,6). El resultado de la ultima linea claramente coincide con la re-
presentacion familiar del hamiltoniano mediante el operador diferencial como se
expresaria a partir de QM en la base (R, p).

En el segundo ejemplo ilustramos el hamiltoniano A | derivado de la teoria
de cuerdas en 2 dimensiones con quarks (0-branas) fijados en los extremos [10],

donde las posiciones de los quarks xé‘ g (enlabase del cono de luz) son, en reali-

dad, los puntos extremos de la cuerda,

2 2
m m
A L R ~2 , |~—_ -
ma=[—L + L p2 +V‘XL—XR‘]A(R,p)
ZpL 2pR
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2
m

- dk
*A+Ax o4y — T ARD) [(RO=(<R)| AR p)

m

x A(R, p) + AR, p) * —~ +yhj —A(R p+k. (3.19)

o s
“G‘hsw “E‘LN N

En la segunda linea se utiliza la aplicacion (3.18) para conectar a la version % con la

versién de operador QM. En la tercera linea, la prima ' en la integral, |, significa la
integral del valor principal que surge de los productos estrella en la segunda linea
de computacion. La ultima linea reproduce exactamente el espectro QCD para N

grande en dos dimensiones (ecuacion integral T HOOFT de un mesén [9]), como era
de esperarse de [10], pero aqui, se omitirdn los detalles.*

Para cualquier eleccion del hamiltoniano podemos definir el término cuadra-
tico de la teoria de campos para la mini-MSFT y ademds podemos incluir interac-
ciones "cuerda" — "cuerda " que imitan a la MSFT como sigue

S=[d"Rd"p [%AFI(A)+ %A*A*A+---]. (3.20)

Aqui los puntos + - - - implican que se pueden construir varios modelos mini-
MSFT que incluyen potencias superiores de las interacciones de campos, mds alld
del término cubico. Los diagramas tipo FEYNMAN para esta teoria de campos, re-
producen las operaciones de empalme/disyuncion de ldminas mundi, como en los
viejos "diagramas de dualidad" cordaloides. Consideramos que con sélo la interac-
cién cubica en (3.20) y el hamiltoniano cordal 2D, de la ecuacién (3.19), parece
que el enfoque mini-MSFT corresponderia a los calculos para cuerdas 2D, de los
diagramas FEYNMAN en [10], que dieron correctamente las interacciones mesoni-
cas, utilizando solamente cuerdas y branas (quarks al final), con amplitudes acordes
con gréficos planares en QCD 2D para N grande. Tal vez esta exacta y exitosa co-
rrespondencia cuerdas-QCD podria ahora ser generalizada a cuatro dimensiones

mediante mini-MSFT en (3.20) incluyendo los componentes transversales de Rﬂ,
Py mas alla de los componentes del cono luminico.

* En [9,10] la funcion ondal esta en el espacio de impetus (p,, p,), mientras que en (3.19) estd en

el espacio de fase mixto A(R, p). Después de una transformacién FOURIER (R — P) y un apropia-
do cambio de variables de (P, p) a (p;, p,) encontramos la misma ecuacion integral para meso-

nes.

15



Alberto Mejias

Esto completa la construccién del modelo de teoria de campos mini-MSFT.
El tiempo demostrard si esto es un método util para discutir algunos sistemas fisi-
cos, tales como cuerdas de QCD. Es posible generalizar mas al sistema, asigndndo-
le a A, indices que correspondan al espin y otros nimeros cudnticos y, correspon-

dientemente, eligiendo un H apropiado. En este trabajo se ha utilizado el concepto
de mini-MSFT principalmente como una simplificacién de la MSFT total para dis-
cutir la relacién entre el empalme producto estrella de cuerdas y las reglas de quan-
tizacion de QM. Como se muestra en [3], todas las facetas de nuestras discusiones
aqui también son validas en la MSFT total asi como en subsectores derivables de
ella.

4. PERSPECTIVAS

Hemos demostrado que en el semi-espacio de fase de iQM, podemos repro-
ducir todos los aspectos de QM ordinaria, apoyados s6lo en las reglas del producto

* cuyo significado fisico es interacciones creadas por empalme/disyuncion de cuer-
das.

Para finalizar la tesis central en este documento, con respecto a la fuente de
las reglas de la mecanica quantica en toda la fisica, se necesita primero suponer que
Teoria de cuerdas (o la generalizacion a Teoria M) podria ser la descripcion correc-
ta de todos los fendmenos fisicos. Asi, basado en la MSFT total [3] (y su posible
generalizacion a teoria M), uno puede alegar que la fuente de las reglas de conmu-
tacion mecdnico-cudnticas en toda la fisica podria rastrearse hasta el fenémeno fisi-
co de interacciones cordales de empalme/disyuncion, expresadas en el semi-espacio
de fase, en el lenguaje MSFT. Si este punto de vista se mantiene mas alld del apa-
rente limitado alcance de MSFT, en todos los aspectos de Teoria M, incluyendo se-
gunda quantizacion, entonces el concepto que discutimos aqui, de que las interac-
ciones cordales son la fuente de la Mecanica Quantica, aumentaria la credibilidad
de la Teoria de Cuerdas como una teoria fundamental.

Reevaluemos los ingredientes principales que conducen a estos resultados.
En primer lugar estd el i1QM generado por el producto x de empalme cordal de la

ecuacion (3.4), que proviene de la correspondiente ecuacién (2.3) en Teoria de
Campos Cordales total. En segundo lugar estd la conexion de los operadores cuan-
ticos en QM con el producto estrella de empalme cordal como se da en la ecuacion
(3.10), que también proviene de la Teoria de campos cordales total en Ecs. (2,4),
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(2.5). El segundo ingrediente puede ser considerado como una particular represen-
tacion de los operadores cudnticos. Por supuesto, siendo una representacion, estd
obligado a satisfacer las correctas normas quanticas. De hecho, la version cordal en
Ecs. (2,4), (2.5) fue lograda por primera vez a en [3], a partir del estudio de la cuer-
da quantizada; es decir, de los conocimientos adquiridos en QM. Lo nuevo es que a
diferencia de otras representaciones, esta representacion se basa en un proceso fisi-
co de empalme/disyuncion cordal que tiene lugar a la escala PLANCK.

En otras palabras, aunque es una representacion estd también conectada a
procesos fisicos de una manera que otras representaciones de los operadores cuan-
ticos no lo estdn. Esto proporciona la semilla de una explicaciéon de que la mecénica
qudntica existe debido a ciertos fenémenos, mientras que otras representaciones no
tienen esta capacidad. En esta representacion, si no se producen los procesos fisicos
de empalme/disyuncion cordal, no hay mecanica cuantica, porque el pardmetro de
no-conmutatividad en empalme/disyuncion cordal, no es otro que la constante
PLANCK 7 . Por lo tanto, invertimos el camino l6gico que nos trajo desde la meca-
nica cudntica, a través de la teoria de cuerdas, a SFT, en particular a MSFT. Consi-
deramos la premisa de que Teoria de Cuerdas o Teoria M es el principal punto de
partida para la descripcion de todos los fendmenos de la naturaleza. Esto demanda
que no haya objetos puntuales, que todos los objetos son fundamentalmente corda-
loides y que deben interactuar sélo a través de procesos de empalme/disyuncion
cordal. El lenguaje de MSFT deja en claro que en tal caso, se obtiene una mecanica
quantica inducida y que la 7 de la Mecdnica Qudntica, proviene de la no-conmutati-
vidad de empalme/disyuncion. En este enfoque podemos decir que los operadores
QM vy las correspondientes reglas de conmutacion se introducen por conveniencia
mediante las ecs. (2.4), (2.5), (3.10) para hacer conexién con el lenguaje familiar,
pero no como fundamentales ni tampoco porque se necesiten para los calculos —
MSFT ya estd equipada con los instrumentos de cdlculo.

La informacion de que las relaciones de conmutacion quantica fundamenta-
les estdn conectadas a los procesos de empalme/disyuncion se transmite a la fisica
de baja energia muy por debajo de la escala PLANCK. El primer paso en este proce-
s0, es que la teoria de campos cordales es aproximada por la teoria de campos loca-
les, donde s6lo los grados de libertad del centro de masa de la cuerda, indican a los
campos locales (i. e. R en mini-MSFT). La derivada en la teoria de campos locales,
es la representacion del impetu conjugado candénico (P en mini-MSFT), notando
que la derivada surge del producto estrella empalme cordal (ver e. g. ec. (3.16)).
Finalmente, en el sector de una particula de la teoria de campos locales, recupera-
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mos la reglas usuales de la mecdnica quéntica, en la representacion del espacio de
posicion, donde el impetu es representado por la derivada. Este razonamiento se ex-
tiende facilmente, a otros grados de libertad, incluso el espin, incluyendo fermiones
en el formalismo de campos cordales.

Independientemente de la tesis central de este trabajo, a un nivel mas modes-
to, hemos introducido un nuevo espacio de representacion para los operadores me-
canico-qudnticos mediante la aplicacién en ec. (3.10), que puede encontrar variadas
aplicaciones. El modelo mini-MSFT puede ser ttil por derecho propio, para discu-
tir algo de fisica perturbacional y no-perturbacional, en ciertas circunstancias.
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Del Problema de Basilea a la Funcion Zeta de Riemann

00 Introduccion

El problema de determinar la suma exacta de la serie infinita

iL:]+i+i+
n 20 3

n=1

fue afrontado por diversos matematicos en los siglos XVII y XVIII, desde su
enunciado por el matemadtico y sacerdote bolofiés Pietro Mengoli (1626-1686), en su
obra “Novae quadraturae arithmeticae”, en 1650. Sin embargo, la primera solucion
correcta fue obtenida por Leonard Euler en 1735 (“De Summis Serierum
Reciprocarum”), cuando tenia 28 afios, y su descubrimiento le supuso gran
notoriedad entre los matemaéticos de su tiempo. Se denominé Problema de Basilea,
por ser €sta su ciudad de residencia.

Los trabajos de Euler fueron retomados en el siglo XIX por Bernard Riemann
(1826-1866), estudiando ahora la funcién que da la suma infinita de los inversos de
las potencias de n para el caso general de exponente s complejo.

La funcion zeta de Riemann esta definida en el semiplano r(s)>1 por una serie
de Dirichlet simple. En tal semiplano es convergente absolutamente vy
uniformemente. No tiene ceros ni singularidades en dicho dominio de definicion. Es,
en definitiva, una funcion analitica dentro del semiplano r(s)>1.

Si estudiamos una prolongacién analitica de la funcién a todo el plano
complejo, es decir, si encontramos una funcién definida en todo punto de C tal que
coincida con la funcién zeta de Riemann al restringirla al semiplano r(s)>1, podemos
estudiar los posibles ceros y singularidades de dicha prolongacion.

Para la funcion prolongacién analitica encontramos que tiene infinitos ceros
en el eje real negativo (ceros triviales), que resultan ser los infinitos niimeros reales
enteros pares negativos. Y tiene también una singularidad, un polo simple de residuo
unidad, en el punto s=1. Tiene asimismo ceros (no triviales), de parte imaginaria no
nula, dentro de la banda O<real(s)<1, denominada banda critica.
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Jacques Hadamard y De la Vallée Poussin probarian en 1896 que la prolongacion
analitica de la funcidn zeta no se anula en la recta 1+i.t, cualquiera que sea t real,
por lo que todos los ceros existentes para dicha funcién prolongacién son los ya
indicados: triviales (pares negativos de parte imaginaria nula), y los no triviales (de
parte real entre cero y la unidad, y parte imaginaria no nula) comprendidos en la
banda critica.

Se descubriria que los ceros no triviales de la prolongacion analitica de la
funcién zeta (en adelante llamaremos simplemente funcién zeta a dicha
prolongacién) pueden interpretarse como frecuencias armoénicas en la distribucion de
los numeros primos. De ahi la importancia de su estudio.

Para mejor visualizacion de la singularidad en s=/ conviene prolongar
primeramente la funcién zeta al semiplano r(s)>0 mediante alguna funcién sencilla
que permita hacer el estudio. La prolongacién analitica de la funcién zeta al
semiplano r(s)>0 puede hacerse de forma elemental encontrando alguna funcién f(s)
definida en tal semiplano, cuya restriccion al semiplano r(s)>/ coincida con la
funcién zeta originalmente definida (la serie simple de Dirichlet), y que nos permita
estudiar la singularidad dnica en s=1, quedando establecido el cardcter meromorfo
de dicha prolongacién. Mientras que para prolongar analiticamente la funcién zeta a
todo el plano necesitamos obtener una ecuacion funcional general que nos permita
el estudio global para todo s de C. Obtendremos la llamada Ecuacion Funcional de
Riemann.

01 El trabajo de Euler en el Problema de Basilea
01.1 La prueba inicial de Euler

Aunque se habian encontrado ya soluciones numéricas aproximadas, se
pretendia la obtencidn de la suma exacta, que hasta el trabajo de Euler, no habia sido
lograda.

En esencia la forma de resolucion de Euler consistio en identificar los
coeficientes de una factorizacion infinita de la funcién trigonométrica senx con los
de su desarrollo en serie de Taylor-McLaurin.
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El problema, en definitiva, consiste en determinar el valor de la suma infinita
de los cuadrados de los inversos de los ndmeros naturales:

1Y (1) (1Y
1 2 3
o bien, llamandola mediante la funcion

g(x)zzix, Vxe R
n=1 n

1

se trataria de encontrar el valor de {(2)= Z p

=1

Partiendo de la funcién trigonométrica senx, nos encontramos que se anula
para los multiplos de 7z: senx=0, para x=+xnz, n=0,1,2,...

Si consideramos la funcidén

M SER

9

ST

los ceros corresponden a sz =+nr — s=*n, pudiendo factorizarse cada uno de los
valores enteros en la forma:

(n+8)(n-9)=mr -8 = nz[l—(fj ] n=12,..
Se tiene, en definitiva:
Sen(sT) =f’1n2[1—(§} J: K.(l—(fj J(l—(fJ J...(l—[i“’} J
ST n=l n 1 2 n

Como el limite del cociente del seno al arco tiende a la unidad, se tiene que ha de ser
K=1. Por tanto:
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A-THE-THEE o

que puede expresarse, extrayendo factor comin s, s, s'..., en la forma:

S CRORCE (e KA SRR N 8

por otra parte, podemos considerar el desarrollo en serie de Taylor de la funcion

sen(sr) = Sen(o).0+ sen'(0) ST+ sen"(O)(Sﬂ)z +w(8ﬂ')3+... =0+37£—9(s7r)2 —l(sr[)3+... =
! 1! 2! 3! 2 3!
o e L opy—
=S 3!(S7r)+5!(87z)
esto es:
3 5 2 4
M:ﬂ_l(g‘[) +i(3ﬂ-) __._:1_7[_324.7[_34_
ST st 3! s¢ 5! s« 6 120

si hacemos ahora la identificacion de coeficientes entre el desarrollo obtenido me-
diante la factorizacion y el obtenido mediante Taylor, encontramos que

AT o (T o

el resultado obtenido por Euler es correcto, aunque fue criticado en su tiempo por
diversos matemadticos, entre ellos los Bernoulli, ya que Euler no habia probado pre-
viamente ni la convergencia ni que los tinicos ceros de la funcion cociente utilizada
fueran precisamente los indicados en el desarrollo de la factorizacion. En realidad,
Euler no darfa una argumentacién exhaustiva hasta 1741.

01.2 Generalizacion

El resultado anterior {(2)= 7" /6 puede generalizarse para los enteros positivos
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pares, esto es, hallando una férmula que permita calcular ¢ (2n):zl, Vne N. Es

a K"
en 1755 cuando Leonard Euler logra esta generalizacion, que muestra en su trabajo
“Institutiones calculi differentialis”. El proceso, que describimos a continuacion, lo
exponemos aqui mediante dos teoremas y un corolario inmediato para ambos.

Teorema 1
Se verifica la expresion:
r.sclgrs)=1-2) £(2n).8"
n=1

Demostracion:
Partimos de la expresion de factorizacion de Euler:

=i (-1

tomamos logaritmos
logse’;m)—logsen(m) logSﬂ'—logH( ( ]J Zlog[ ( j]

encontramos por tanto que

log sen(sr) =log S7Z'+ilog[1 —(Ej ]

k=1

derivamos la expresion obtenida:

d sV cos(irs) ( 23)
—1 —1 —1 =_ =2
ds 0g SN(ST) = Ogs;Hst Og[ (kJ J% sen(fcs) S kzll {— s\ K
k2
quedando:
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COS(”S)ES:1+2 1 (_ﬁj

sen(zs) p l—i K
[ kZ]

Podemos considerar a [%j como resultado de la suma infinita Z(%] , ya que
1-=
k2

n=0

es una progresion geométrica de razon Ii: ! 3 :Z{i} . Por tanto, al sustituir

1_7 n=0

K
se tiene:

] ) 1 _ﬁ_ wwi”_ﬁ__wwim
et S P B2
k2

que podemos expresar en la forma:

SRTCEERTEE ) LA RS ) O ST 3y PL )

k=1 n=1 k=1 n=1 n=l k=1

o sea, finalmente:
zsctgr9=1-2) £(2n).s"
n=1

Teorema 2

Se verifica la expresion:

T.SClg(79) = 1—22(_1)2((22’; ;2"3252

=l

siendo £, los numeros de Bernoulli, que verifican
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Z[ ”;1 Jﬂq=0—>ﬁ0=1,/51:—1/2, B,=1/6, B, =0, B, =—1/30,
g=0

[.=0, B, =1/42,...
Demostracion:

Partimos de la funcidon cotangente, que trataremos de escribir en funcién de la expo-
nencial:

COS(ﬂ'S) éﬁs 7’”5 2/ _ é”s 7”[3 . ezjﬂs+1
=7Ss s _ —ms 71'3 s _ —ms =7sl irs _
sen(zs) 2 g g € 1

nScty(ws)= s

o bien:

&7 _142 ”SI(H 2 j—r:si+ 27si
eZWS_ eZiﬂs_l eziﬂs_l

Si llamamos £, a los coeficientes del desarrollo de Taylor-McLaurin de la expre-

TSClQmwS) =S ———

., S . = .
sion ———, es decir, S =Z&.s”, se tiene que
e€-1 - n

r=0

“f, < i ,6’ |
—mom.s”.%: Z:! g(nﬂ)'

N l _n=0
I

O Ssca:

=Yy P g-yy P D _g_$i5°

n+1
oo d' (n+1 q) o go (MDD QL(N+1— q) ,th:o(”H)'[ q J

y podemos escribir finalmente:

e I BRI HSHIH
all ool (s el sl a3l 3 el ol 3
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%H 0 Jﬂ °+( | }ﬁﬁ[ : jﬁﬁ[ ‘ ]ﬁ3+[ 0 jm[ ‘ ]ﬁs}h...

Para que se verifique esta igualdad los términos correspondientes a las sucesivas

potencias de s deben ser nulos, exceptuando al término constante, que debe ser la

unidad. Esto permite determinar los coeficientes B, j=0,12,.., llamados numeros

de Bernoulli. En definitiva:

I 1
F( 0 jﬁos‘)zlﬁﬁozl

12 s
44 Jae
(s Jas
s Jas

3
1

B+

B+

B+

l[ 2 ﬁOJ{ f J,@}:O%[)’l:—l/2

o

B, +

B, +

B+

1 7 7 7
THEOTN

;)4:0—%:1/6

ﬁs}:()%ﬂszo

B+ /54J=0—>/34:—1/30

B+ 0 ﬂ4+[ g ]IBSJ:O%IBSZO

]:63"_( 47]- Jﬁ4+( ; Jﬁs"‘( é Jﬁ6:|:0—>,86=1/42

Si aplicamos el desarrollo % = iﬁ’;s“ al caso que nos ocupa:
- n
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TS Cto(S) = 7[SI+622W—SSI E 7£SI+Z’B” Q7s)"

simplificamos:

wSscty(rs)= 7rsi+i£"’.(27[si)” = 7rsi+£(;(27£si)° +£"’(2er/)1 +i£"’.(27[si)” =

= 7:51+—(27z31) + 212 o 7y +Zﬁ" 27s)" _1+Zﬁ" (27s)" _1+2 Bon_ (2 7y =
0! n! n! 2n)!

bon —_ G = D" Q)" By, 2n
2(2) 2 7s) 12% 2.2n)! s

En definitiva:

rscigrgy=1-23 VD By on

_ 2.2n)!
Corolario a los teoremas 1y 2:
Se verifica de forma inmediata que
- 27r) B
2n) = 1 ( 2n
cen ( ) 2.2n)!

basta identificar las expresiones obtenidas en ambos teoremas 1y 2.
Aplicacion al calculo del valor de la funcién para enteros pares:

Paran=1:

(@=an=) C P AT 5 T Y] T

2.2.01 4 6 ‘Sm 6
Paran =2:
27)" . 67, 7 &1
4 — 22 — _1 2+1( 2.2 —_ =2 5 o
@=c22=CD 2.(2.2)! 48 A 90 %n“ 90
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Paran = 3:

27)".B,, 641° N
_ 3)=(-1 3+1 ( 23 _ =

:o| —_
O
=
wn

n=l

02 La funcion zeta de Riemann
02.1. Definicion:

Se define la funcion zeta en el semiplano z={se C/real(s)21+0, >0}

S:r—>C
Vse . ;@):i# [02.1]

Tal funcién converge absoluta y uniformemente en el semiplano de la definicion.

02.2. Converge absolutamente:

1
—| €s convergente.

. - | , -
Por definicidn, la serie Z— convergerd absolutamente si Z

n=1 n n=1 n
. . 1 sl (et i
Llamando s=x+iy, se tiene que | —|=|—; =‘e s =‘e Lot =‘e e =
n e &
— ‘e—an .e—iyLn — ‘e—an .e—iyLn — 1X . 1 = Lxl _ Lx
eLn etL:r n n

. ) 1 1

Si x=real(s)21+5, s€rd n* >n"’ — — < ——, por lo cual:
n n
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=1 1 S 1

zn— S em| .

n=l - n=l — Z —| convergent e — Z —- converg absolutame nte
Z 5 convergent e n=l n=l

n=1 1
02.3. Converge uniformemente:

. . . . | P
Por el criterio de convergencia uniforme de Weierstrass, > — serd uniformemente

n=1

convergente en un conjunto 7 < C, si Vse x,Vne N, es

1 RS
| <@, donde la serie D a,es

n=l1

. 1 .
convergente, lo cual efectivamente ocurre (basta tomar «,=—), por lo visto antes,
n

donde el conjunto 7 es el semiplano 7={se C/real(s)21+6, 5> 0}.

02.4. Ceros:

Veamos que la funcidn zeta no puede anularse en ningin punto de su dominio
de definicion, {se C/real(s)21+4, 6>0}, semiplano en el que el argumento, s, tiene

parte real mayor estrictamente que la unidad.

S1 multiplicamos la funcion por el inverso de 2° y restamos, obtenemos un desarrollo
donde aparecen todos los nimeros naturales exceptuando los maltiplos de 2:

_Zns’n;tZ%{l——J;(s) Z Pl

n=1

n° = 2ny°

§<s>——§<s> Z;—

n=l1

si ahora seguimos haciendo lo mismo con el inverso de 3%

1 1 1 N LT ] ;
R ) s e

n=l

repitiendo consecutivamente el proceso ad infinitum se encuentra que

l—iS l—is 1—i L(9)= Z— n=2,n#3..n%p..=1
2 3 I “ e
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ﬁ(l—%}{(s)zleg“(s):ml - =ﬁ[1—is]

en definitiva:

9= 1(1-p°) [02.2]

Donde P es el conjunto de todos los numeros primos p., i=1,2,...

Siendo {(s) absolutamente convergente en el semiplano 7z y puesto que es igual a

un producto de factores no nulos, es obvio que en este semiplano siempre serd

{(s)#0, es decir, la funcién zeta no tiene ceros en el semiplano 7 de Riemann.

En definitiva, en el dominio de definicion, la funcién es analitica, sin ceros, con con-
vergencia absoluta y uniforme.

t a3

Drorminio de definician e la funcién (s}

03 Extension meromorfa de la funcion zeta al semiplano real(s) > 0:
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03.1 Idea de prolongacion o extension analitica:

Sean dos dominios abiertos del campo complejo, A y B, tales que Bc A. Y sea
¢ : B — ¢ una funcion analitica definida en B. Se dice que f:4A — ¢ es prolongacion
analitica de ¢ al dominio A si f=¢ en el dominio B. Si no existen polos para la
prolongacién s se dice que tal prolongaciénde ¢ al dominio A es una prolongacion

holomorfa, y caso de que tuviera un nimero finito de polos se dird que es una pro-
longacion meromorfa.

- .-H"'\-\. L -
P} “~ “A palad .
L
i ) "\..\I
) P ol I.'J'II T e |
f & B [ paioza 7 BN
ey '|| T2y | 1
ll l i sy |'||
' A I priod A i
\ | ! *, A
1 ""-\.-.__d__.-r‘":lr._n' .1. 4 ) i e .r_.-"
i Y load f
~ - “ ki
e ¥ P g o L
Erolomgeciion holomorda Prolongadiin meromafa

03.2. Prolongacion de la funcién zeta:

Puede obtenerse una prolongacion analitica de la funcidén al semiplano
real (s) > 0 expresando la funcion mediante una integral sobre el eje x. Veremos que

se trata en dicho semiplano de una funcién meromorfa, con un Unico punto singular
en s=1.

En relacién con la funcién parte entera:

Sea la integral
[ X]
L Fd)g [X]: parteenteradex, real(s)>0

Se tiene, usando sumatorios:
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I wﬁ dx= i Inmlil dx=i nInnH x ! dx=i nX_ " =

{1 1 2 2 3 3 4 4 1 I 1 1 1
:SK———J+(———]+(———J+(———]+..}:—S{H +—+— +..}:—§(s)
1° 2°) \2° 3°) \3° 4°) \4° 5° 2° 3 4° S

por tanto:

f(s)=sf" []dx [03.1]

En relacién con la funcién parte decimal:

Consideremos la integral
_|. g }d)g {x}: partedecimal de x, real(s)>0
X

puesto que la parte decimal de un nimero es la diferencia entre el nimero y su
parte entera, se tiene:

e [ % e [P o [ 7 2ot Lacs

1 Xs+1 — Xs+]
y siendo:
Joxrgem L (L) L
! 1—sx*|l I-S\o 1) s-1
se tiene:

[ 2 e [ e Lo =—Lyo
I x 1 S s—1 s

y finalmente:

¢(s)———s.|. }dx [03.2]
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En relacion con la serie alternada:

& (-1 11 1 1
S)= =l-——+———+—+...
4(9 ZE n° 2° 3 4° 5°

pues la podemos expresar asi:

i n+l
s
- n 22 3 45

=1L Sl 21 a1
=2 =22 === Fz(l—zl )ZF
1

n=1 n n=1 (zn)s n=1 n 2 n= n=1
Es decir:
((9=(1-2")69 > {(9=-— = L9
g“(s):l—lzl_sg“a(s), real(s)>0 [03.3]

Si 0<real(s)<1 entonces real(1+8)>1, por lo que

((9=—2"—5 w%dx
s-1 L x

existe en la banda 0<real(s)<1. Tal expresion es, pues, extension meromorfa de la
funcién zeta en real(s)>0, con una Unica singularidad (s=1).
Asimismo ¢ (s):#é’a(s) estd también definida en la misma banda y es tambien

extension de la funcion zeta en real(s)>0, ya que la serie alternada ¢,(S) converge
en ese semiplano.

La singularidad:

El polo de la funcién corresponde al caso de s=1, pues en este caso es
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oo

2

=l

1

— :Z%:Zl :1+%+%+... (serie armoénica)

n=l n=1l

Y, como sabemos, la serie armodnica es divergente, ya que no cumple la condicion de
Cauchy para convergencia de series
|1 1

+...+ |<€
|n+1 n+p|

Ve>0,dn,e N/n,n+p>n, —

puesto que si, por ejemplo, hacemos n=2", p=2"se tendria:

1 1
—+..t+

n+1 n+p

1 1 | 2m
+...+ >
2" +1 2" 42" 2" 42"

£=1/2 para que no se verifique la condicion de convergencia de Cauchy.

1 e pd
=5 con lo que bastaria que tomasemos

Asfi, pues, la funcion {(s) diverge si s=1, esto es, tiene un polo para s=1.

En donde, de la relacion anterior con la serie alternada ¢,(S), siendo ésta convergente,
el Unico polo que aparece para la funcion zeta de Riemann corresponde al caso
1-2"°=0— s=x+iy=1- x=1,y=0.

Residuo:

{
X

Considerando la expresion [03.2], {(9)= s_sl - s_[lw—)j ax, se tiene:

res{(9.1) = lim(s- )¢9 = lim(s-1)—>—lim(s-1)s] E(_ﬁ} d=lims-0=1

Asi pues, la funcion zeta tiene un polo simple, con residuo 1, en s=1.

Los ceros:

En esta extension meromorfa de la funcion, los ceros, caso de existir, estarian
en principio solamente en la banda 0<real(s) <1, llamada banda critica, pues, como
ya hemos visto, no hay ceros en el semiplano real(s)>1 de la definicion. Sin embargo,
tanto Jacques Hadamard (1865-1963) como Charles-Jean De la Vallée Poussin
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(1866-1962) probaron de forma independiente en 1896 que no hay ceros de la fun-
cion zeta en las recta delimitadora de esta banda, es decir, se tiene que
{1+itH)#0,Vte R, por lo que los posibles ceros, habrian de encontrarse en el interior:
0<real(s)<1. Geodfrey Harold Hardy (1877-1947) probaria en 1914 que en la recta
central de la banda critica, 1/2+1.t, existen infinitos ceros de la funcidn zeta. Tal recta
se denomina recta critica.

En particular, si analizamos los dos puntos de corte de las rectas 1+ity 0+i.t
con el eje real (=0), encontramos respectivamente: s=/, polo simple de residuo uni-
dad, y s=0, punto en el que la funcién zeta no se anula, como podemos ver a conti-
nuacion usando la serie alternada:

w1yt )
Si consideramos la funcion alternada ¢ (s) :Z%, se tiene que
n

n=1

é’a(O)zil(—l)"+1 =1-1+1-1+1-1+1-...

e
por tanto:
1-£,0)=1-(1-1+1-1+1-1+..)=1-1+1-1+]1-1+..= {,(0) >
—1-0,(0)={,(0)—> £,(0)=1/2
Y de la relacion [03.3] con la funcidn zeta:

1

;(O):W

——£0)=—1
L(0)=-,(0)=—2

En definitiva

¢0)

N | —
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O +it

Extension mercmorfa de la funcidn §{s) al semiplane real{s)>0

04 Extension de la funcion zeta a todo el plano complejo:
04.1. Buscando una ecuacion funcional:

Podemos encontrar una ecuacién funcional que permite la prolongacion al
plano complejo de la funcién.

Aunque ya en 1749 Euler habia comprobado que una cierta ecuacion funcional

ﬁ.r(g}(p(s) = ﬂ—;.F(l_TSJ.q)(I ~9

se verificaba para valores reales de s, seria en el siglo XIX cuando Bernahrd Riemann
lograria la primera demostracion. Veamos a continuacién un proceso de prueba en el
que usamos la féormula de Poisson para la funcion theta de Jacobi.

04.2. La funcion theta de Jacobi:

Se verifica para la funcion particular de Jacobi en la variable x,
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19()() _ z e—imzx

ne2

B(x)= \ﬁﬁ(lj [04.1]
X X

Si consideramos una transformacién de Fourier de una funcién f

La relacion

En efecto:

ﬂM:TKUéMWﬂ

y si la funcién f es adecuada, entonces tal transformada estd bien definida y puede
aplicarse la formula de sumacién de Poisson

an:ZRm:Zfﬂnémm

ne 2 ke Z ke Z —o

teniéndose para el caso de la funcién ¢ *que

B(X)= Z ST X Z're—mx 2 ikt adt= Zf —7tt2x—27r/kt‘dt

ne Z ke Z —o ke Z -

si modificamos el exponente en la integral:

2 2
—ﬂ'TZX—2ﬂ'ikT=—ﬂ't2X—2ﬂ'ikt+i2Kﬂ'—iz£ﬂ=—ﬂ'x[l‘2+2/l—(l‘+l K - kj

X X ¥ X
=7 (1‘+i5)2—i2K
X '

quedando la expresion en la forma:

B(x) = Zf {HIX I}dt Zfe”kz;e "x Idt Ze_”f e X(ng.dt

ke Z—o0 ke Z—o0 ke Z —oo
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Hacemos un cambio de variables:

el N _ael
t+i5:z%dt:dz—>79(x)zze x.fe—ﬂxz.dZ:Ze X l:ﬂ(lj l
2 \ zx X

X ke Z ke Z X

por tanto: ﬂ(x):\ﬁﬂ(lj
X \X

04.3. La ecuacion funcional de Riemann:

Partimos de la definicién de la funcién gamma de Euler:

I'(9)= T t.e'.aot, real(9>0

0

S 4
Que, para 5 puede expresarse asi:

r@): T £ .elat real(s)>0

0

Hacemos un cambio de variables en la integral (t= 7. x, df= 7.1 dx), quedando

F(ESJ = T (LX) € .17 dx:ﬂE.nsT X2 emm gy
0

0

de lo cual:
S S
S S| 1 o1
7 Z.F(—j.—: T X .e™m dx
nS
0
y si consideramos la serie:

zg.l"(fji# = T Xf-l'ie_,,m. ax

n=1 0 n=1

o bien
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z? F( jg“(s) ]EXE_].Ze‘”'”zX. ax
n=1
Si consideramos la funcidn Theta de Jacobi:

Q(X) — Z e—;r.nzx

xeZ

queda

0=, "’”2*—1+2Ze”"2X—>Z X = H(XZ) 1—>7z21“£ j{(s) T Al

xeZ 2

que por simplificar, hacemos 8(x)=1+2%¥(x) y la escribimos en la forma
' r( j 9= x Wi ox
0

y que podemos expresar, partiendo el intervalo de integracién, como suma de dos
integrales:

! ®

2, ( )g“(s) jx;_l.‘l'(x).dx+]i XES_I.‘P(X).dx [04.2]

1

a fin de expresar de otro modo la primera de estas dos integrales, utilizamos la fér-
mula de Poisson, o sea:

M:%e@%Hg\p(x):%[lw(ixj%w Ly (1j 1( L lj

que, al sustituir en dicha integral se obtiene:

i W(x.0 = f U; (lj 1( \/}—ﬂdX:j S_l‘{w@%(xf“‘i—xzs‘lﬂdx:
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53
= j X2 Z\P(ljdx L1

0 X ss-1)

Hacemos un dltimo cambio de variables (x =1/u, dx =—du/u*):

1 s 3 1 1 s, 3, o s 1 1
[x 2\11(—}1“ =—fu 2 P (u)du + j 22y
0 X s(s—1) sts=1) o s(s—l)

denominamos nuevamente x a la variable y sustituimos en [04.2]:

S

72 ( ]g”(s) Tx2 2 P (x). dx+]i xg_l.‘P(X). ax+

S(s-1)

O sea:

(j{(s) T( 5 x:_lj.‘l’(x).dx+

Si cambiamos s por 1-s se verifica que

(1 Sj {(1-9)= T[x‘lzs‘ﬂxlzs J‘P(x).dx+

ss-1)

1 —
1-9(1-s-1)

Tt o (R
—T[x + X J.‘P(x).dx+s(s_1) V4 .1“(2].;(3)

Con lo que se obtiene la ecuacion
( J{(s) 7 r(l Sj fi-9 [04.3]

04.4. Otra expresion de la ecuacion funcional:

Otra version equivalente de esta ecuacion funcional se obtiene facilmente usando dos
de las propiedades basicas de la funcion Gamma de Euler, las llamadas Propiedad
de Reflexion de Euler y Propiedad de duplicacion de Legendre.
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Propiedad de Reflexion de Euler:

T
sen(zx)

I'x).I'd-x) =

1+s .
que, para x:T sera:

CHs gl g o

2 2

Propiedad de duplicacion de Legendre:
1)_z

I'(x).I' — =TI
(9r{x+ L= L riam

S z
que, para X=> sera:

r(f).r(il) - ﬁr(s) [04.5]

2 2 2%

Asi, si en la ecuacion funcional de Riemann multiplicamos ambos miembros por
r(ﬂl}
2
o r[fjr[ilj (9= i r(iljr[l_—sj {1-9)
"2 \2 ) L2 2 )

se tiene, al sustituir [04.5] en el miembro de la izquierda y [04.4] en el miembro de

la derecha:
V4
cos| ==
2

1-

s
2

z'zs.gr(s)g(s) =

quedando:
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4(1—s)=(27:)—5.2.cos(%sjr(s).§(s)

si, finalmente, cambiamos s por 1-s:

T TS

{(9)= (2z)&1.2.cos(5—7Jr(1— 9.L(1-9)
O sea.
{(9)= 257z“.sen(”7sj.r(1— 9.{(1-9) [04.6]

Si es real(s)<0 entonces real(1-s)>1.

Por tanto, es una prolongacion de la funcién zeta en el semiplano real(s)<0, ya que

permite obtener en dicho semiplano los valores de {(s) desde los valores I'(1-s) y

{d-s).
04.5. Ceros en el semiplano real(s)<0:

Por tanto, al prolongar la funcién, inicialmente definida en el semiplano de
Riemann z={se C/real(s) 21+, 6>0}, a todo el plano complejo, los ceros, de existir,

se encontrarian necesariamente en el semiplano complementario C— 7.

Ya hemos visto que § =0no es un cero de la funcion zeta (pues ¢(0) :—%). Veamos

la situacion para § <0:

Para real(5)<0es real(1-5)>1,porloque I'(1-§)#0y {(1-5)#0 y los tinicos ceros
posibles son los valores reales de s, que anulen al factor sen(zs,/2). Esto es, los ceros
son los valores reales de g tales que real(s) <0y sen(zs,/2)=0, por lo que ha de ser
7.8 /2=-kr, k=1,2,.... Es decir, los valores de § son los nimeros reales negativos
tales §=-2k k=1,2,..., luego ¢(-2k)=0, k=1,2,...
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En definitiva, en este caso, los ceros son los enteros pares negativos:

§=—2k k=1.2,..

Que se denominan ‘“‘ceros triviales” de la funcién zeta. Los restantes ceros, caso de
existir, estarian ya en la banda critica 0< real(s)<1 y se denominarian “ceros no tri-

viales”.
05 Los ceros de la funcion {(s) sobre la recta critica. La hipotesis de Riemann:

Veamos ahora una funcion g(s) que ya fue introducida por el mismo Riemann para
el estudio de la funcién zeta:

a-9 - (sj
-_— . - .
&(S) 5 w2l > $(9
o bien:

e(l-8)= % zzs.r[l%‘j{(l _9

y por la ecuacién funcional [04.3]:

&8)=£(1-9)
Si consideramos los nimeros complejos de parte real V2, (s=1/2+it), se tendra:

e1/2+ity=e(1-(1/2+it)=¢&(l/2—it)
Por lo que definiendo la funcién real &(t)por
D(ty=e(1/2+it), Vte R

Se cumple que

D(t) =P(-1)

Es decir, existe una funcién, ®(t), real de variable real, que es par, entera y tal que

sus ceros se corresponden con los ceros de la funcion zeta sobre la rectal/2+it:
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Vi, R/CI)(t) 0—>€(1/2+Il‘) 0— 5(12 S)7Z 2 F(2J {(1/2+it0):0—>§(1/2+it0)=0

En definitiva, la funcidn zeta es simétrica respecto al eje {=0 sobre la recta critica
1/2+it, teniendo en ella los ceros que se correspondan con los ceros de la funcién
real ®(1).

Aunque Geodfrey H. Hardy prob6 en 1914 que existen infinitos ceros de la
funcion zeta sobre la recta critica, nadie ha probado que no existan ademds otros
ceros fuera de dicha recta.

Riemann formuld la hipétesis de que todos los ceros de la funcién zeta en la
banda critica habrian de estar necesariamente en la recta 1/2+jt. Es decir, que no hay
otros ceros fuera de dicha recta. Esta conjetura no ha sido probada y su demostracion
es quizas el mas importante problema abierto de la actualidad (Hipotesis de Rie-
mann).

Existen diferentes argumentaciones para justificar la hip6tesis, habiéndose en-
contrado ya computacionalmente millones de ceros sobre la recta critica. Se puede
argumentar mediante el estudio de variedades en campos finitos, mediante el andlisis
de la férmula explicita de la ecuacién funcional de Riemann, etc.. Sin embargo, la
manera mas directa de hacer un estudio de la hipétesis es, tal vez, mediante la eva-
luacién del nimero de ceros de la funcién real &(t).

Se ha calculado que el niimero de ceros N(¢) que se encuentran en el interior
del rectangulo R(-1-it,2-it2+it~1+it) de perimetro LR viene dado por la evalua-

cion de la integral de Euler, que se redondea al entero més préximo:

¢'(9) 4
NbH—-1=
® 271'/[[;4/(8)

(donde el 1 que figura en el miembro de la izquierda se debe a la existencia del polo
simple en s=1)

Al tratarse ®(t) de una funcién real y continua para ¢ real (los valores de ¢ se

evaluan sobre la recta critica 1/2+it), habrd un cero sobre la recta critica para cada
cambio de signo de &(t). Si el nimero de cambios de signo se corresponde con la
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evaluacion de N(t) se puede concluir que todos los ceros en el rectingulo antedicho
satisfacen la hipotesis de Riemann, es decir, estdn en la recta critica. De este modo
se han encontrado millones de ceros de la funcién {(s) satisfaciendo la hipétesis de
Riemann.

La hipodtesis de Riemann es en realidad equivalente a la afirmaciéon de que
todos los méximos locales de la funcidon &(t) son positivos y que todos los minimos
locales son negativos.

Eels)

Imagen de la zona del plano complejo comprendida entre los puntos (-5,0) y (2,0)
del eje real, y los puntos (0,-50,) y (0,50) del eje imaginario, donde se muestran dos
de los infinitos ceros triviales (-2,0) y (-4,0), y unos veinte de los infinitos ceros no

triviales situados en la recta critica Y2+it

http://mathworld.wolfram.com/RiemannZetaFunctionZeros.html
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Imagen de un corte transversal sobre la recta ¥2+1.t, que nos muestra

(1/2+it),-50<t<50

http://www.unizar.es/acz/05SPublicaciones/Revistas/RevistaS7/067 .pdf

06 Otras relaciones elementales
06.1 La relacion directa como factorizacion de diferencias inversas:
La primera relacién a considerar es la expresion [02.2]:
o -1
_ S
f(9=TL(1-p")

Donde P es el conjunto de todos los numeros primos p., i=1,2,...

06.2 Expresion como factorizacion de sumas:

Teniendo en cuenta que cada uno de los factores del producto anterior puede
considerarse la suma de los términos de una progresion geométrica de primer término
la unidad y razén p°, se tiene:
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por tanto se tiene la expresion:
{(9= n Z [06.1]

06.3 Relacion con la funcion contadora de ndmeros primos

Sillamamos 7z(x) al total de los nimeros primos inferiores a x, calculemos la integral

siguiente a fin de encontrar una posible relacién con la funcién zeta de Riemann:

Jw 7(X)

L x(x°=1)
Se tiene:
« ”(X) Pis D x5! 1 p,»,,,_
L X(Xs—l) ZIP X(Xs D —;j (— deX—ZI(Slog(xs 1)— long =

5]

c 1 . 1 1 R
Z( log(pi-1)—logp,, - log(P,-—1)+10gmj=1-[—slog(P§—l)—logpz——slog(n —1)+logplj+

i=1

+2.(llog(pf—1)—log P, —llog(p§—1)+log p2j+3.(llog(pf—1)—log o) —llog(p§—1)+log p3j+...
S S S S

ordenando esta ultima suma:

[-_7 dX:_[log(ns—1)+log(p§—1)+log(pf—1)
S

L X(x°=1) S S +---j+(10g.01+10gp2+10gg+...)=

=_[10g(pf—1)+log(p§—1)+log(pf—l)+ J_i_(slogpl N slog p, N slog p, N jz
s s s s s s

-1
i, pg-1.. p-1 . p-1 j e, g1 1< [ ] ( J
=——|log———+log—=—+log e |m=m=2 log=—=-= log| 1-— lo =
S[ P P S%: P S% Z o
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-1

= llogH(l—sz = l1og £(9)
s n p s

En definitiva:

7T(X)
X(xX°=1)

log{(s)=s[" [06.2]

06.4 Relacion con la funcion Gamma de Euler:

La funcion gamma se puede definir por la expresion integral de Euler
I(s)= _[ :t&le‘t at, que converge para real(s)>0

Hagamos el cambio de variables t= nv, ot = ndv, con lo cual sera:

I'(g)= I: (nv)*'e™ndv= nsj: Vle™dv— F(s)# = I: Vle™ dv—

%ZF(S)— ZI vle ”Vdv—>1“(s)z J v“Ze‘”Vdv

n=l mw
como es
Semoetre e b= O
— 1-€
se tiene, finalmente T(s)((s)= f V‘°r1 e _[
0 ev 1
Lo v
oo L dv 06.3
(o=l [06.3]

En realidad, esto nos indica que el producto de la funcién zeta de Riemann por la
funcion gamma de Euler puede obtenerse como la transformada de Mellin de la

funcién f(x)=1/e"~1:

50



Del Problema de Basilea a la Funcion Zeta de Riemann

! 1x“dx

—_— 1 J—
F(S)'g(s)_M{eY—l}‘ -T &

0
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Quantizacion BRST-BFYV de teorias de calibracion

1 INTRODUCCION

Uno de los problemas fundamentales de la fisica tedrica es la quantizacion de
las teorias de calibracion, ya que éstas abarcan todas las interacciones fundamenta-
les desde la gravitacion con la relatividad general, hasta el modelo estandar SU(3)
x SU2) x U(1).

Existen varios métodos que se han propuesto para quantizar dichas teorias de
calibracion. Sin embargo, hasta ahora ninguno ha sido exitoso para obtener una teo-
ria quantica, fisicamente consistente, de la gravitacion. Entre éstos se encuentran,
por ejemplo, el "método DIRAC" [1] y el "método de quantizacién por lazos" [2]. U-
no de los métodos de quantizacion mds exitosos es el llamado "BRST-BFV" (por
los descubridores de la simetria BRST: BECHI, ROUET, STORA y TYUTIN, junto con
los que desarrollaron el método de quantizacién: BATALIN, FRADKIN y VILKOVIS-
KY) [3], ya que es posible aplicarlo desde las teorias mas simples, como la de la
particula relativistica, hasta teorias tan complicadas como la de supergravedad o las
teorias topoldgicas.

Entre las ventajas que posee el método BRST-BFV se encuentran las si-
guientes: (i) su aplicacion es muy sistemadtica, (i1) es independiente de las condicio-
nes de calibracion y (iii) produce una teoria quintica unitaria, a partir de cualquier
teoria de calibracién conocida. Este método requiere de la introduccién de variables
adicionales llamadas "fantasmas". El objetivo es obtener una descripcion mas sim-
ple de la dindmica, al usar la integral de linea que define la evolucion del sistema.
Otra de sus caracteristicas es que rompe la covariancia explicita de los modelos a
los cuales se aplica, dado que es un método hamiltoniano. Esto tiene como conse-
cuencia que en algunos casos la interpretacion fisica de los resultados obtenidos sea
menos transparente, como sucede en el caso de la relatividad general. Para resolver
este problema BATALIN y VILKOVISKY (BV) [4] propusieron una version lagran-
geana del método, la cual resulta ser explicitamente covariante. Sin embargo, esta
version tiene el problema de que no existe una forma precisa de evaluar la medida
de la integral funcional y, de aqui, al operador evolucion del sistema; mientras que
en el método BRST-BFV, éste se encuentra completamente determinado. De este
modo las dos versiones se complementan.

En este articulo analizaremos el método hamiltoniano, dejando para un traba-
jo posterior, al formalismo lagrangeano [5].
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En Seccién 2, revisaremos el método DIRAC, dado que éste es un excelente
punto de partida para comprender lo que es una teoria de calibracion desde el punto
de vista hamiltoniano y posteriormente proceder a su quantizacion.

En Seccién 3 introducimos primero, la simetria BRST vista como un reflejo
quéntico de la simetria de calibracién. En seguida aplicamos esta simetria para
construir el método de BRST-BFV. Dado el gran éxito que ha tenido este método,
tanto recuperando resultados ya conocidos, como proporcionando una manera con-
sistente de quantizar teorias donde los métodos previamente conocidos han fallado
[6], es tentador aceptar la idea de promover la invariancia BRST al nivel de postu-
lado fundamental para la quantizacion. Este postulado permite construir al lagran-
geano quantico completo como la funcién mas general de los campos fisicos y de
los fantasmas, que sea invariante bajo BRST. Este procedimiento naturalmente re-
fleja a nivel quéntico, la estrategia empleada para determinar al lagrangeano clasico
a partir del principio de invariancia de calibracidon. Dentro de este contexto enton-
ces, cobra gran importancia la pregunta de como reformular todos los esquemas
previos de quantizacion en términos de dicha simetria.

Por tltimo, en Seccidn 4 se presenta el ejemplo del rotor rigido bidimensio-
nal. Este ejemplo cumple tres propdsitos que son: (i) ilustrar el método DIRAC, (i1)
ilustrar el método BRST propiamente dicho y (iii) ilustrar la idea de que siempre es
posible reformular una teoria con constricciones de segunda clase como una teoria
de calibracién, es decir inicamente con constricciones de primera clase [7] llevan-
do a cabo su quantizacién segiin el método BRST-BFV. Una motivacién mds deta-
llada de este punto de vista se da al final de Seccién 3, donde ya se han presentado
los antecedentes necesarios para su mejor comprension.

2 QUANTIZACION DIRAC

El método hamiltoniano de quantizacién BRST-BFV puede considerarse como
una extension del método DIRAC, por lo cual revisaremos primero a éste, tanto para
fijar notacién como para fijar ideas.

El primer punto a considerar, es comprender desde el punto de vista hamiltonia-
no, qué es lo que se entiende por una teoria de calibracion.

Toda teoria de calibracién estd caracterizada por un lagrangeano singular, es
decir,

54



Quantizacion BRST-BFYV de teorias de calibracion

o’L

det| ———
04'0g’

=0. (2.1)

Esto significa que no todas las aceleraciones se encuentran determinadas por las e-
cuaciones de movimiento y, en consecuencia, nuestra teoria posee cierta arbitrarie-
dad, la cual se ve reflejada en que las soluciones de las ecuaciones de movimiento
contienen pardmetros arbitrarios. De este modo, los observables de la teoria serdn
solamente aquellas combinaciones de variables dindmicas que son independientes
de dichos pardmetros arbitrarios. Esto precisamente es lo que se entiende por un
objeto invariante por calibracion. Aqui valdria la pena preguntarse si la aseveracion
reciproca es correcta; es decir, si toda teoria cuyo lagrangeano es singular, es una
teoria de calibracion. Como veremos a continuacion la respuesta es negativa.

Ec. (2.1) nos dice, por otra parte, que no todos los momentos p, = estan

-1

determinados por las velocidades, es decir, que existen m; relaciones del tipo
#(p. ) =0 2.2)

donde = significa que estas relaciones son cero una vez que se hayan evaluado to-
dos los corchetes POISSON donde ellas aparezcan. Llamaremos 'constricciones pri-
marias' a estas relaciones. El nimero de constricciones primarias independientes es
igual a la dimension de la matriz en (2.1) menos el rango de la misma. A este nu-
mero lo denotaremos por m;.

A continuacion, por simplicidad, supondremos que todas las constricciones
primarias son independientes y que son bosénicas, aunque el formalismo también
puede desarrollarse en casos mds generales [8]. Las constricciones (2.2) definen u-
na subvariedad del espacio de fase llamada superficie de constriccion, sobre la cual
estd restringido el movimiento.

La siguiente etapa en el andlisis es introducir el hamiltoniano canénico

Ho=¢'p;—L. (2.3)
El hamiltoniano definido en (2.3) no estd univocamente determinado como
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una funcién de momentos y coordenadas, ya que las variaciones en estas variables
no son todas independientes sino que deben estar restringidas para preservar las
constricciones primarias (2.2). En consecuencia el hamiltoniano (2.3) estd bien de-
finido inicamente sobre la superficie de constriccion y, por lo tanto, existe arbitra-
riedad para extenderlo fuera de ésta. Asi podemos definir un nuevo hamiltoniano
dado por

Hi=Ho+ K¢, . (2.4)
1

o S : A :
donde A marca a las constricciones primarias independientes y los 4! son multi-
plicadores LAGRANGE, que son arbitrarios hasta este momento.

El paso siguiente en la determinacion de la consistencia del método, es ase-
gurarse de que la superficie de constriccion se preserve en el tiempo. Esto implica

pedir que ¢, =0; es decir, que
1

B A
{¢A1’ Hi} = VA11¢Bl + VA12¢A2: 0, (2.5)

donde {A, B} es el corchete POISSON de las cantidades A y B. En esta etapa podrian
aparecer nuevas constricciones llamadas secundarias, que son independientes de las
primarias. Si en el proceso se obtienen constricciones secundarias, s necesario pe-
dir que éstas también se conserven en el tiempo, como resultado de lo cual todavia
puede surgir otra generacion de constricciones. El proceso se continda hasta que ya
no se encuentren nuevas constricciones.

Una vez que se tenga la coleccion completa de constricciones, se definen las
variables de primera clase como aquellas que tienen corchetes POISSON = 0 con to-
das las constricciones. Es decir, F es de primera clase si

B
{Fa ¢A} = VA (pa q)¢B’ (26)
con el indice A =1, ..., M, donde M =m; + m, + ... + my, y m, €s el nimero de

constricciones de la n-ésima generacion. Las cantidades de segunda clase son todas
aquellas que no satisfacen esta condicion. En consecuencia, es posible definir como
constricciones de primera clase, G, a todas aquellas que satisfagan la relacion

C
{Ga, 9} = C 5 (P, PP (2.7)
cona =1, ..., p. De este modo, las funciones de estructura C ag(p, q), pueden de-

pender de las coordenadas y los momentos; es decir, no necesariamente se tiene un
algebra LIE.
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En el caso de las constricciones de primera clase no es posible determinar los
multiplicadores LAGRANGE asociados a ellas y éstos son los parametros arbitrarios
que aparecen en la solucion de las ecuaciones de movimiento. Sin embargo, para cl
caso de constricciones de segunda clase, y,,, es posible determinar dichos multipli-

cadores debido a la existencia de la matriz

Cp= Ut 1) (2.8)
cuyo determinante es diferente de cero y por lo tanto invertible. Esto permite mos-
trar que todos los multiplicadores LAGRANGE asociados a estas constricciones pue-
den ser determinados. En consecuencia, cuando se tienen solo constricciones de se-
gunda clase no existe libertad de calibracién aun cuando el lagrangeano sea singu-
lar.

Asi, desde el punto de vista hamiltoniano, una teoria de calibracion es aqué-
lla que tiene al menos una constriccién de primera clase.

En lo que respecta a las constricciones de segunda clase, suponiendo que son
bosonicas, la matriz (2.8) implica que éstas deben de ser de un numero par, dado
que, de lo contrario, esta matriz no seria invertible ya que es antisimétrica.

Las constricciones de segunda clase siempre pueden ser tratadas como de
primera clase, si uno incluye variables adicionales al problema, de tal manera que
la matriz C, 4 ho sea invertible. Posteriormente veremos un ejemplo de cémo se

puede llevar a cabo esta extension. Asi que, de aqui en adelante, consideraremos
que existen solamente constricciones de primera clase.

De todas las constricciones de primera clase, de acuerdo al hamiltoniano H,,

sOlo las primarias son generadoras de transformaciones de calibracién, ya que s6lo
ellas tienen asociado un multiplicador LAGRANGE. Sin embargo, DIRAC postul6 que
todas las constricciones de primera clase, incluyendo las secundarias y las de orden
superior, generan transformaciones de calibracién. Este postulado se conoce como
la conjetura de DIRAC y es valida en todos los sistemas fisicos conocidos. Sin em-
bargo, existen sistemas un poco patologicos que son contraejemplos de esta conje-
tura.

Hasta ahora existen varias demostraciones de la conjetura de DIRAC bajo
ciertas restricciones [8]. Como aqui trataremos sistemas que tienen algtin contenido
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fisico, asumiremos que la conjetura de DIRAC es vélida, es decir, postularemos que
el cambio de una funcién arbitraria de momentos y coordenadas F(p, g) bajo una
transformacion de calibracidn, estd dado por

OF = {F, €“G,}, (2.9)
donde recordamos que el indice a rotula a todas las constricciones de primera clase.

El parametro de la transformacion, €“(q, p, t), puede depender de las coorde-
nadas del espacio de fase y del tiempo, aunque lo mds comun es que se le considere
s6lo como funcion del tiempo. Si tomamos en cuenta que todas las constricciones
de primera clase son generadores de transformaciones de calibracién podemos es-
cribir, en lugar del hamiltoniano H |, otro hamiltoniano que tome en cuenta la arbi-

trariedad inherente al extenderlo fuera de la superficie de constriccion. Este hamil-
toniano se conoce como el hamiltoniano extendido y estd dado por

a
Ho=Hi+ A G, (2.10)

Las ecuaciones de movimiento, sobre la superficie de constriccidn, asociadas a este
hamiltoniano son

oH , 0G
g={qHy}=—"L+1—¢ (2.11a)
dp dp
O0H 3G
p={p Hp}=-—L-1—¢ (2.11b)
dq dq

Las ecuaciones de movimiento anteriores, junto con las constricciones G, = 0 pue-
den obtenerse a partir de la accion

S=ﬁ@¢ﬂfﬂ%) (2.12)

variando con respecto a p, g y A% Esta accidn va a ser importante cuando querra-
mos hacer contacto con el método de quantizacidn usando integrales de linea.

Como los n multiplicadores LAGRANGE A“ son arbitrarios, se puede imponer
n condiciones de calibracion para determinarlos
N (4, p, q) =0.
Ya que deseamos que dichas condiciones fijen completamente la calibracion, éstas
deben satisfacer la relacion
det{G_, N,} =0
de manera tal, que la matriz {G,, N,} sea invertible y de este modo puedan deter-
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minarse todos los multiplicadores LAGRANGE. Debe notarse que el imponer condi-
ciones de calibracion es equivalente a transformar al conjunto (G, N,) en constric-

ciones de segunda clase.

A nivel quéntico, los pasos fundamentales del método DIRAC son los siguien-
tes.

El primer paso es promover las constricciones de primera clase a nivel de o-
peradores en el espacio HILBERT del problema. luego se postula que un estado 1))
es fisico, solo si es aniquilado por éstas:

G ly) =0. (2.13a)

Aqui Ga denota a la versidn qudntica de las constricciones de primera clase intro-

ducidas previamente, donde se han reemplazado las variables clédsicas por sus res-
pectivos operadores lo que, en general, produce problemas de ordenamiento que
deben ser resueltos imponiendo algun criterio adicional.

El segundo paso es establecer que los observables de nuestra teoria son todos
aquellos operadores hermiticos del espacio de fase, invariantes bajo una transfor-
macion de calibracion, es decir, que conmutan con todas las constricciones de pri-
mera clase:

F = I:”T es observable < 6 F = [F,c%G 4] = 0. (2.13b)

Como vemos, una de las grandes ventajas del método DIRAC es que no es ne-
cesario fijar una calibracion para obtener una teoria quéntica. Sin embargo, este
método no provee automdticamente una solucion a algunos problemas que natu-
ralmente aparecen en la formulacion de cualquier teoria quantica, como son los si-
guientes:

(1) la version qudntica de las relaciones (2.7), aplicada a nuestras constricciones
de primera clase, debe ser consistente con las condiciones (2.13a) que definen
un estado fisico. Esto se logra forzando a que en el lado derecho de la Ec. (2.7),
el operador que representa a las funciones de estructura aparezca a la izquierda
del operador que representa a las constricciones. Sin embargo, al implementar
esto podrian aparecer términos adicionales (anomalias) que no fuesen propor-
cionales a las constricciones. Dichos términos son un reflejo del problema de
ordenamiento y esta situacion puede presentarse cuando las funciones de estruc-
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tura dependen de los momentos y las coordenadas.

(i1) El segundo problema importante es que el método DIRAC proporciona los

estados fisicos del sistema, pero no nos da una regla para definir el producto es-

calar que permita llevar a cabo la interpretacion probabilistica de la teoria quan-

tica.

(ii1)

Como veremos mds adelante, el método BRST-BFV mantiene las ventajas

del método DIRAC proporcionando en muchos casos una guia para resolver los pro-
blemas anteriores.

3 EL METODO BRST-BFV

La idea bésica de este método consiste en extender el espacio de fase del pro-
blema promoviendo los multiplicadores LAGRANGE a nivel de coordenadas e intro-
duciendo nuevas variables candnicas, que se denominan fantasmas, con estadistica
opuesta a las ya existentes. Dicha extension se realiza hasta implantar de manera
exacta, una transformacion de supersimetria global que incorpora la simetria de ca-
libracion original. Esta resulta ser la simetria BRST, que explicaremos con mas de-
talle en esta seccion.

Una vez que el sistema original se ha completado con estas propiedades ge-
nerales, se postula que la correspondiente medida de la integral funcional estd dada
por la medida LIOUVILLE correspondiente a todas las variables candnicas involu-
cradas. Asi, una vez integrados los fantasmas, se obtiene la medida correcta en las
variables originales del sistema que define al producto escalar necesario para la in-
terpretacion de la teoria. Este procedimiento tiene la virtud de ser sistematico y, en
mads de un caso, ha producido correcciones no-triviales e inesperadas al método de
FADDEEV-POPOV que, usualmente, es el mas utilizado para quantizar teorias de ca-
libracién [8].

Los fantasmas fueron introducidos por primera vez por FEYNMAN [9], con el
fin de mantener la unitaridad de una teoria YANG-MILLS. Se les dié el nombre de
fantasmas porque, a pesar de ser escalares bajo transformaciones de coordenadas,
no tienen estadistica de boson, es decir, violan el teorema de espin-estadistica, por
lo cual no son observables. Estos campos adquirieron mds sentido cuando FADDEEV
y Popov [10] mostraron que los fantasmas podian obtenerse como resultado de un
célculo correcto de la medida de la integral de linea y por esto se les dié el nombre
de fantasmas FADDEEV-POPOV. Posteriormente, con el trabajo de BECCHI-ROUET-
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STORA [3] y TYUTIN [11], éstos adquirieron un cardcter mds formal, ya que se mos-
tré6 que eran parte esencial de una nueva simetria, que ahora se conoce con el nom-
bre de simetria BRST.

La simetria BRST tiene dos caracteristicas esenciales:

(1) es el residuo de la simetria de calibracion una vez que la calibracion se ha
fijado, es decir, es una simetria que prevalece aun a pesar de que se haya selec-
cionado una calibracion;

(i1) a diferencia de la simetria de calibracidn, esta simetria es de caracter glo-
bal, es decir, el parametro de la transformacion no depende de la posicion. Ade-
mas, este pardmetro es un nimero GRASSMANN, por lo cual la simetria BRST es
un tipo de supersimetria, ya que la transformacion relaciona bosones con fermi-
ones. Las variables GRASSMANN pueden considerarse como el limite cldsico de
campos fermidnicos™, que estdn quantizados con anticonmutadores con el objeto
de satisfacer la estadistica FERMI-DIRAC. En efecto, si consideramos el limite

clasico (7 — 0) del anticonmutador { ¢, ¥»} = hdap, Obtenemos que el dlgebra
satisfecho por las variables 0, = lim,, _ , vu, estd dado por 0405 + 040, = 0. En

particular 6, = 0. Las relaciones anteriores definen la estructura basica de un al-
gebra GRASSMANN. Para una discusion més detallada de las propiedades de este
tipo de algebra se recomienda consultar a [12].

Como un ejemplo de la simetria BRST consideremos el caso de la electrodina-
mica, cuyo lagrangeano es

L= —iF#v F*, (3.1)
donde
E, = BﬂAV - avAﬂ. (3.2)
Este lagrangeano es invariante bajo las transformaciones de calibracion locales
0A, = 0 A (3.3)
El lagrangeano efectivo en la calibracion LORENTZ es
Lyg=L+Ly+ Lppg (3.4)
con
L= —% @A)’ (3.5)
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Lppg= —id" €0 ¢ (3.6)
donde L of impone la condicion de calibracion LORENTZ y Ly es €l lagrangeano

de los fantasmas que en este caso simple se desacoplan. El lagrangeano efectivo ya
no es invariante bajo las transformaciones (3.3), sin embargo, es invariante bajo las
siguientes transformaciones:

[0
5Aﬂ=—— aﬂc, (3.7a)
g
— . Lu
oc=—i— 0 A, 3.7b
c l,gfs " ( )
oc=0 (3.7¢)

De las ecuaciones anteriores vemos que dicha transformacion es del tipo supersi-
métrico, dado que relaciona fantasmas, que son fermiones, con el campo bosonico
Aﬂ. En consecuencia, el pardmetro de la transformacién @ debe ser un nimero

GRASSMANN impar. Estas transformaciones se conocen con el nombre de transfor-
maciones BRST.

Del teorema de NOETHER sabemos que dada una simetria existe una carga
conservada, en este caso la carga BRST. En el formalismo lagrangeano de las ecua-
ciones anteriores dicha carga estd dada por

¢ 3 | N7
=—|d x| cV-E-—¢d A 3.8
Onrst = | { 5 } (338)
Esta expresion es lineal en los fantasmas y, en consecuencia, es una variable
grassmaniana impar. Consideraremos a esta propiedad como de cardcter fundamen-
tal. Para implementar esta idea introducimos el concepto de paridad GRASSMANN,
€(z), de la variable z, que toma los valores 0 6 1 segun z sea par o impar en los ge-
neradores del dlgebra GRASSMANN, respectivamente. De este modo tenemos que

€(Qgrsp) =1

El problema ahora es construir una expresion general para esta carga dentro
del formalismo hamiltoniano de una teoria de calibracion, sin fijar una calibracién
especifica. Para hacer esto agrandamos el espacio de fase (p, ¢) considerando a los

. . a . . . .
multiplicadores LAGRANGE, 4 , asociados a las constricciones de primera clase co-
mo nuevas variables candnicas. Por lo tanto, es necesario también, agregar a sus
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momentos conjugados 7, de tal modo que

Won)=—(n,y=0 (3.9)

Para que la teoria original no se modifique es necesario considerar que estos mo-
mentos van a ser nuevas constricciones de primera clase 7, = 0. Asi, el conjunto to-

tal de constricciones es
Ca={m, Ga} (3.10)

con A =1, ... ,2n, donde n es el nimero de constricciones de primera clase sin to-
mar en cuenta a los momentos conjugados de los multiplicadores LAGRANGE.

Como siguiente paso introducimos los fantasmas 7 y consideramos que
también son variables canodnicas, a las cuales asociamos sus momentos candnicos

conjugados, que llamaremos antifantasmas

(n®. P ={P.nb=-0, (3.11)

donde €(P,) = e(nA) =1, (;1A)>‘< = nA, y (P)* = —P,. Imponemos ademads, que las
nuevas variables canénicas 7 y P, tengan corchetes POISSON cero, con el resto de

las variables Z,, = (p, qi, A T,):
(", Z,) = {P,. Z,} = 0. (3.12)

El espacio de fase extendido, con coordenadas (Z,, ;7A, P,), equipado con esta es-

tructura de corchetes POISSON, se denomina superespacio de fase. Ademas de la pa-
ridad GRASSMAN, es conveniente definir en este superespacio una estructura adicio-

nal G, que denominaremos nimero fantasma. Esto lo hacemos atribuyendo a cada
una de las variables bédsicas un nimero fantasma de la siguiente manera:

G(Z)=0, GnMH=1, (PY=-1. (3.13)

Ademas requerimos que el nimero fantasma de un producto de variables, sea igual
a la suma de los numeros fantasmas de sus componentes.

La carga BRST se construye requiriendo que genere las transformaciones de
calibracion asociadas a las constricciones de primera clase dadas en la Ec. (3.10), al
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orden mds bajo en una expansién en serie de potencias de los fantasmas. Por otra
parte, con base en la expresion (3.8), consideraremos que dicha carga es real, tiene

nimero fantasma G(Q ) = 1 y paridad GRASSMANN ¢(QQ) = 1. Con estas condiciones

la carga BRST queda completamente determinada a orden mds bajo, donde debe
tener la forma

Q =y4C 'y + términos de orden superior. (3.14)

Los términos de mayor orden quedan determinados por la propiedad de nilpotencia

{Q,Q}=0. (3.15)
Para entender mejor esta propiedad, tomemos en cuenta que {2 genera las transfor-
maciones BRST, entonces una segunda variacion de una funcién arbitraria estd da-

da por
sPF=({F,Q},Q). (3.16)
Empleando en (3.16) la superidentidad JACOBI
eF (eF cF,)
{{Fl’Fz}’F} () 1 " 3{{F27F}F}+() {{F3’F1}’F2}=O’ (3'17)
valida para cuando se tienen cantidades con paridad GRASSMANN arbitraria, se ob-
tiene

eF. 3(€F + EF

1
6 PF = S Q.Q)F) (3.18)
Asi, vemos que si Q es nilpotente, una transformacion BRST queda completamente
determinada por la primera variacioén. La propiedad de nilpotencia determina a €2
hasta una transformacién BRST, dado que

Q,Q}=0={Q",Q"} =0, (3.19a)
con
Q' =Q +{K,Q}, (3.19a)
para K arbitraria. Una solucién de la condicién de nilpotencia (3.15), que toma en
cuenta a (3.14) y las condiciones G(Q2) =1y €(Q) = 1, esta dada por
Q = yiC+ anC(Ul) scAPy 1 nDnE(U)CDEABPAPB + o

B (n)

+nPtbeeiUp g A AP Py g (3.20)

+1

con
(1) 1
UpcA =— = Cepa, (3.21)

donde las C, zc son las funciones de estructura dadas en (2.7). Las funciones de es-
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()
tructura de segundo orden, U By By ByA1Ay S€ calculan de la expresion
2) (1) (1) "

Las expresiones para las funciones de estructura de mayor orden pueden en-
contrarse en [131. Para algunas teorias conocidas, como por ejemplo las que des-
criben al modelo estdndar SU(3) x SU(2) x U(1) y la gravitaciéon de EINSTEIN, el
desarrollo de Q llega sélo hasta orden uno.

Una vez calculada la carga BRST, se definen los observables del sistema co-
mo aquellas cantidades con nimero fantasma igual a cero y que son invariantes ba-
jo BRST, es decir que tienen corchetes POISSON cero con 2. La dindmica del sis-
tema queda determinada por el hamiltoniano BRST. Este se encuentra definido por
la condicién de que al orden mds bajo en los fantasmas debe reducirse al hamilto-
niano candnico. Ademds, debe tener paridad GRASSMANN cero, ser real y con nu-
mero fantasma igual a cero. Por tltimo, debe preservar la invariancia BRST del sis-
tema de tal manera que

{Hgpsy> 2} =0. (3.23)

Bajo estas condiciones, a primer orden en los fantasmas, el hamiltoniano
BRST esta dado por
A B n Z N
Hgpor =Hy+ 1"V, P+ "mas (3.24)
donde "mads" significa términos de, al menos, cuatro fantasmas [13].

Para completar la descripcion del método BRST-BFV, nos falta ahora, de-
terminar cudl es el equivalente de las condiciones qudnticas (2.13), sobre los esta-
dos fisicos del sistema y cudl es el equivalente de los observables definidos en el
método DIRAC. Dado que en el método BRST-BFV los generadores de transforma-
ciones de calibracion (originalmente representados por las constricciones de prime-
ra clase), se han extendido al generador Q de las transformaciones BRST, es natu-
ral suponer que el equivalente de las condiciones (2.13) corresponde a

Qly) =0, (3.252)
F= FT es observable < [Q, F]1=0, (3.25b)

con Q = QT. Sin embargo, las Ecs. (3.25) no describen tinicamente a los estados fi-
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sicos y a los observables del sistema. Los estados fisicos se obtienen por una identi-
ficacion adicional de las soluciones de (3.25a) y también estdn sujetos a una condi-
cién sobre el nimero fantasma. Para obtener estas condiciones adicionales primero

) . A A2 L
observamos que, dada la nilpotencia de Q (2~ = 0, quinticamente), un estado de la

forma Q x con y arbitraria, satisface a (3.25a). Entonces, cualquier estado que se
pueda escribir como

U= +Qy, (3.26)
es solucién de (3.25a) si ¢/ es solucién. Por lo tanto un estado fisico serd realmente
la clase de equivalencia definida por (3.26).

En el caso de los observables también existe una clase de equivalencia, ya
que cualquier operador de la forma [Q, K ], con K arbitraria satisface a (3.25b). Asf,
un observable de la forma

F=F +[Q,K), (3.27)

donde £’ es solucién de (3.25b), también es solucién de esta ecuacion.

Ademéds, como los fantasmas no son observables, por violar el teorema de es-

pin-estadistica, se exige que todos los observables /' deben tener nimero fantasma
cero y, ademads, deben satisfacer

[Q, Gl1=0. (3.28)
Esto implica que todos los estados fisicos deben poseer el mismo nimero fantasma,

ya que en caso contrario deberian existir operadores que conectaran estados con nu-
mero de fantasma diferente y por lo tanto éstos no cumplirian la condicién (3.28).

Un postulado adicional de BRST-BFV, es asumir que el nimero fantasma de
los estados fisicos es igual a cero, es decir,

Gly) = 0. (3.29)

El siguiente paso consiste en evaluar el operador evolucion del sistema, utili-
zando el método BRST-BFV. Tomando en cuenta que este operador es unitario,
una vez que hemos introducido los fantasmas, podemos tomar la representacion de
éste, en términos de la integral FEYNMAN de linea. Ademds debernos considerar que
los estados de interés fisico, son aquellos aniquilados por la carga BRST; en conse-
cuencia, sOlo es necesario considerar elementos de matriz del operador evolucién
entre estos estados. Esto implica que debernos imponer condiciones de contorno en
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la integral de linea, que sean BRST-invariantes. Esta condicion no garantiza unici-
dad en las condiciones de contorno, dado que tenemos la libertad de seleccionar
una clase de equivalencia de estados fisicamente permisibles, ademds de que po-
demos elegir la representacion en que deseamos trabajar (momentos o coordena-
das). Existen, al menos, tres tipos de condiciones de frontera adecuadas [13] y, no-
sotros, elegiremos una representacion que hace contacto con el método FADDEEV-
PopPov. En esta representacion las constricciones se clasifican de manera anéloga a
(3.10) y los fantasmas se ordenan de la siguiente manera:

= o PL e, Py=)“T'C, P (3.30)
Las variables C a, C , son reales y, respectivamente, conjugadas de P o Pa, que son

puramente imaginarias, de tal modo que se satisfacen los siguientes corchetes POIS-

SON:

(¢ ¢, =1c", P} ={C, P, ={P, P’} =0 (3.31a)

(P, C"y=-0"=(P"C,) (3.31b)
Estamos denotando por ¢, a la paridad GRASSMANN de la constriccion G, Las con-
diciones de contorno a tiempo final 7, y tiempo inicial z;, que son BRST-invarian-
tes para este conjunto de variables, son

C(z)) =C"(zr) =0, (3.32a)
C (z,)=C (z) =0, (3.32b)
n(ty) = m(7,) =0, (3.32c)

donde recordamos que 7, denota a los momentos candnicos conjugados asociados a

los multiplicadores LAGRANGE A”. Estas condiciones de frontera son BRST-inva-
riantes en general, dado que, en términos de estas variables la carga BRST puede
escribirse como

a wEa+ 1 ~a .
Q=CG,-®“ P n,+"mas",
donde "mas" contiene al menos a un antifantasma y dos fantasmas. Asi, la varia-

cién de C se cancela debido a (3.32a) y la variacion de C se cancela por (3.32c¢).

Por ultimo, la variacion de & es automdticamente igual a cero.

Es claro que aun falta fijar las condiciones de contorno de las restantes varia-
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bles dindmicas, lo que dependera especificamente, del problema en cuestiéon. Una
vez determinadas éstas, el operador evolucién estd dado por la acciéon quantica e-
fectiva

Zy= [ D expliS,y), (3.33a)

donde D, es la medida LIOUVILLE correspondiente a todas las variables candnicas
introducidas y

Sefr = f:d v(g'p;— A7+ )Py — Hypp. (3.33b)

El hamiltoniano efectivo H g no se encuentra univocamente definido, ya que como

mencionamos en (3.27), todo observable en BRST-BFV queda indeterminado hasta
un operador de la forma {€2,K}. Por lo tanto podemos definir al hamiltoniano efec-
tivo como

H = HBRST —{¥,Q}, (3.34)

c
donde ¥ se conoce como la condicion de calibracion fermidnica. Usualmente ésta
se escoge de la forma

~eat+lm a & La
UV=w0“* C,x +P, 1, (3.35)
donde las " son funciones arbitrarias de las variables canénicas, que no involucran

fantasmas ni antifantasmas y son tales que ()(a)>l< = (i)ga)(a.

Una de las propiedades fundamentales de (3.33) es su invariancia ante trans-
formaciones infinitesimales de W, lo que quiere decir que la integral de linea es in-

dependiente de la eleccion de calibracion (teorema de FRADKIN-VILKOVISKY [3]).
Esto permite realizar diversas pruebas de consistencia de las teorias de calibracion
sin imponer alguna condicién de calibracion particular. Sin embargo, no es posible

utilizar el valor W = 0, ya que en este caso la integral no se encuentra bien regulari-
zada [8].

Antes de detallar el ejemplo que hemos escogido para ilustrar de una manera
simple el método BRST, es conveniente hacer algunas consideraciones con el obje-

to de poner dicho ejemplo en la perspectiva adecuada.

En general, los sistemas de interés en fisica poseen constricciones, tanto de
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primera, como de segunda clase y, en particular, las teorias de calibracion, conside-
radas como el paradigma de una teoria fisica, s6lo tienen el primer tipo de constric-
ciones.

Estrictamente hablando, todos los sistemas con constricciones de primera
clase pueden reducirse a sistemas que poseen Unicamente constricciones de segun-
da clase, una vez fijada la calibracién. Mds atin, en principio seria posible resolver
dichas constricciones de forma tal que se identificaran los verdaderos grados de li-
bertad del sistema. Sin embargo, este proceso puede resultar imposible en la practi-
ca. Un camino a seguir en este caso es trabajar con las constricciones introduciendo
los respectivos corchetes DIRAC. No obstante, en muchos casos de interés fisico, la
realizacion qudntica de estos corchetes se vuelve muy complicada. En otras ocasio-
nes, aunque cualquiera de los procedimientos arriba mencionados sea factible, po-
dria no resultar conveniente su implantacion debido al hecho de que algunas sime-
trias importantes de la teoria ya no son manifiestas, como es el caso de la particula
libre relativistica, por ejemplo.

Por otra parte, la construccion de la integral de linea para los verdaderos gra-
dos de libertad de un sistema, es un problema ain no resuelto, en general. Frente a
esta situacion podemos adoptar el punto de vista opuesto, que consiste en pensar
que cualquier sistema fisico con constricciones puede escribirse como un sistema
que contiene solamente constricciones de primera clase, es decir, como una teoria
de calibracion. Una forma de lograr esto es agregando un par de variables candni-
cas por cada par existente, de constricciones de segunda clase y cuidando que el
hamiltoniano total se modifique de tal manera que no se produzcan nuevas cons-
tricciones en el proceso de establecer que €stas sean consistentes con la evolucion
temporal del sistema.

Esta idea de transformar todas las constricciones en constricciones de prime-
ra clase, es también consistente con la idea de promover la invariancia bajo trans-
formaciones BRST, al nivel de postulado fundamental, para proceder a la quantiza-
cion correcta de cualquier sistema fisico.

Si aceptamos este postulado, entonces cobra gran importancia la pregunta de
como describimos teorias con constricciones de segunda clase de acuerdo al méto-
do BRST-BFV. En este caso la integral funcional estd perfectamente definida,
puesto que la medida correspondiente es la LIOUVILLE en el conjunto de variables
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canodnicas que cierra bajo BRST.

Otra ventaja de este modo de proceder es que las simetrias originales del sis-
tema siempre quedan manifiestas. Recientemente, este punto de vista se ha emplea-
do exitosamente en la quantizacion de teorias de calibracion originalmente anéma-
las, y se ha hecho contacto con ideas alternativas previamente propuestas para lo-
grar una quantizacion correcta de ellas [14].

El ejemplo del rotor rigido que discutimos en la siguiente seccion ilustra las
ideas mencionadas anteriormente, de una manera simple y transparente. Como su-
cede con todos los ejemplos sencillos, existen varios métodos alternativos para su
discusion. En este caso, la quantizacion, empleando constricciones de segunda cla-
se y corchetes DIRAC no presenta ningtin problema y la obtencion de los verdaderos
grados de libertad es trivial.

Se trata entonces de enfatizar la ilustracion del método BRST-BFV, en un
contexto simple que, ademads, posee todos los ingredientes basicos del punto de vis-
ta expuesto en los parrafos anteriores y cuyo verdadero potencial se aprecia real-
mente en sistemas mas complicados como los citados en [14].

4 QUANTIZACION BRST-BFV DEL ROTOR RIiGIDO

Como un ejemplo especifico e ilustrativo del método de quantizacion BRST-
BFV consideremos el problema del rotor rigido. Este no es un sistema que inicial-
mente posee invariancia de calibracion, pero lo podemos convertir en uno de este
tipo, adicionando nuevas variables candnicas.

Para comenzar, consideremos la descripcion del rotor rigido bidimensional se-
gtin el método DIRAC.

El lagrangeano es
L=%m(%2+ 6%~ i(r - a); 4.1)

donde hemos usado coordenadas polares r y ¢ y 4 es un multiplicador LAGRANGE.
Los momentos candnicos asociados a este sistema son

p,=mr, pazmrzé; 4.2)
con lo que el hamiltoniano total resulta
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2
p

Ho=Hy+ir—a)= ——(p + —2) + Ar— a) (4.3)
2m r

De acuerdo al método DIRAC tenemos una constriccion primaria dada por
¢ =r—-a=o, 4.4)
cuya conservacion en el tiempo, da lugar a una constriccion secundaria ¢,

. p,
é:l:{r—a,HT}:—m =& =p,~0. 4.5)
La constriccion secundaria ¢, no origina nuevas constricciones y permite evaluar al

multiplicador LAGRANGE, que resulta ser

2
Py
A=

(4.6)
mr

Esto quiere decir que nuestro par de constricciones (4.4) y (4.5) son de segunda cla-

se, como es facil mostrarlo al evaluar la matriz C, 5

Goih=Cu= (" o) (“7)

Con el objeto de emplear el método DIRAC en sistemas que poseen constric-
ciones de segunda clase, es necesario construir nuevos corchetes POISSON que man-
tengan las propiedades algebraicas de éstos, pero que sean consistentes con el he-
cho de imponer las constricciones de manera fuerte, es decir como identidades. Es-
tos son los llamados corchetes DIRAC, que estdn definidos por

(A.B)p=(A.B}- (A.£,) €'~ (&,.B), (4.8)

donde Caﬂ

promovidos a conmutadores o anticonmutadores al momento de quantizar y, dado
que satisfacen la propiedad esencial
{A,¢,}p =0 paratodaA, 4.9)

podemos considerar a las constricciones de segunda clase ¢, y ¢, como identidades

denota a la matriz inversa de C, 5 Estos corchetes son los que van a ser

fuertes. Esto implica que nuestro hamiltoniano total (4.3) se reduce a

P
Hpp= 5 (4.10)
2ma
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que es el hamiltoniano natural que describe al rotor rigido. Ademds obtenemos {0,
Pylp = 1, lo que nos garantiza que 0y p, resultan ser las variables candnicas conju-

gadas adecuadas.

El problema ahora es cémo aplicar el método de quantizacion BRST-BFV a
este sistema, ya que no contamos con constricciones de primera clase. Existen al
menos dos soluciones a este problema: la primera es considerar que de las dos
constricciones ¢, y ¢,, s6lo una de ellas es una constriccion, mientras que a la otra

la podemos considerar como una condicion de calibraciéon. Dado que el método
BRST-BFV es independiente de la elecciéon de calibraciéon, podemos calcular al
propagador del sistema utilizando la accién funcional en esta calibracion. La se-
gunda solucidn, que utilizaremos a continuacion, consiste en transformar las dos
constricciones de segunda clase en constricciones de primera clase, afiadiendo dos
nuevas variables candnicas. Asi, agregamos a nuestro sistema las variables canéni-
camente conjugadas (g, 7), de forma tal que nuestras nuevas constricciones de pri-
mera clase sean

¢,=r—a+q=0, ¢ =p,—-n=0, 4.11)
que se reducen a las constricciones originales (4.4) y (4.5) cuando g =0y 7= =0. El
hamiltoniano (4.3) debe ser modificado de forma tal que las nuevas constricciones
(4.11) se mantengan en el tiempo sin que se generen nuevas constricciones. La
forma de lograr esto, es imponer que el nuevo hamiltoniano total sea una variable
de primera clase, o sea, que satisfaga (2.6). Un hamiltoniano que cumple esta con-
dicién y que ademds, se reduce a (4.3) cuando ¢ =0 =7, es

P> 2
—[(p o —2 —— | +ir+q9-a. (4.12)
(r+q)°

Este hamiltoniano estd indeterminado hasta un multiplo de las constricciones de
primera clase, por lo cual podemos definir un hamiltoniano extendido

Hy=H,+.¢, (4.13)
2

- 1 2 Py
con H,=—/[(p,-m) + - 1.
2m (r+q)

Asociado al hamiltoniano extendido, tenemos el lagrangeano
LE Pi qz H

72



Quantizacion BRST-BFYV de teorias de calibracion

2
Py

=p,.r +p99 +7q - i[(pr—ﬂ)2+ ] —-Mr+g—-a)-o(p,—mn) (4.14)

2
(r+q)
Las ecuaciones de movimiento provenientes de este lagrangeano son invariantes
bajo las siguientes transformaciones de calibracién, generadas por las constriccio-
nes:

op,=— cl(2), opy=0, oOm=- @), ol=-¢l), (4.15a)
Sr=—eX1), d0=0, dq=—€Xr), Jo=- €D, (4.15b)

Asi, hemos construido una teoria de calibracién para el rotor rigido. Como
un paso previo a la aplicacién del método BRST-BFV a este sistema, es necesario
identificar claramente las condiciones de contorno que permiten resolver en forma
Unica el sistema de ecuaciones provenientes del lagrangeano (4.14). Estas condi-
ciones de contorno serdn subsecuentemente utilizadas en el cdlculo del propagador
del sistema, en la formulacion de la integral funcional.

Dado que tenemos una teoria de calibracion, las variables dindmicas estaran
unicamente determinadas por las condiciones iniciales del problema siempre que fi-
jemos la calibracién asociada a las transformaciones (4.15). Con este objeto y para
hacer contacto posterior con la formulacion BRST-BFV, escogemos la calibracion

no-candnica determinada por las condiciones 4 =0y & =0 [15].

La forma del lagrangeano (4.14) sugiere la conveniencia de introducir las si-
guientes variables candnicas

.1
¢c= E(F—q), T:=p,—T (4.16a)

1
Q=r+gq, o= 5P, + ) (4.16b)

que reemplazan a las variables r, p,, g, w. De este modo, el lagrangeano (4.14) se
transforma en

- . . . p
Ly=pyd + n.é + 1,0 - ﬁ[mfu Q—Z] ~AQ-a)-om.  (4.17)

Las ecuaciones de movimiento resultan dadas por
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0 -—~ =0, E-—=-0=0, 0 =0, (4.18a)
mQ m
| . Py
p,=0, 7, =0, zQ-mQ3+z:0 (4.18b)
0=a, 7.=0, A=0 (4.18¢)

donde la ultima ecuacion incluye la variacion con respecto a los multiplicadores
LAGRANGE, junto con la eleccién de la calibracién no-canénica.

De las Ecs. (4.18) concluimos que

6 =0, E=0, #, =0. (4.19)

Para obtener solucién Unica, de estas ecuaciones, debemos fijar las variables res-
pectivas en los extremos 7 = 7; y 7 = 7,. En otras palabras, las condiciones de con-

torno del sistema son
)=z, A)=1 (4.20)
donde z es cualquiera de las variables 0, ¢, 7.

La solucién de cada una de las Ecs. (4.19) y (4.20) estd dada por

(r-7)
WD) =2, + () —2p))———— (4.21)
(7,-7)

y todas las restantes variables candnicas, junto con los multiplicadores LAGRANGE,
quedan determinadas por las constricciones, las condiciones de contorno (4.20) y
las ecuaciones de movimiento (4.18). En efecto, resulta

(92_91) 2
0=a, m.=0, py=———a’, (4.22a)
) (r,-7)
(&,-¢) m9,-6)* (o ~7g)
g=—2 "V g2V . 2 (4.22b)
(r,-7) (r,-7) (7,-7))

De este modo hemos obtenido la solucién explicita de las Ecs (4.18) en la calibra-
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cién no canénica 4 =0, 6 =0, en virtud de fijar correctamente las condiciones de
contorno, de las respectivas variables.
Si queremos que las Ecs. (4.18) sean estrictamente un extremo de la accion S

= ITZZ Ed 7, con las condiciones de contorno (4.20), debemos escribir los términos

cinéticos en ésta, de tal manera que las derivadas con respecto al tiempo, aparezcan
sobre las variables que se estdn fijando en los extremos. Asi entonces, la parte co-
rrespondiente de la accion resulta ser

pyb + 1. - 0%, (4.23)

Observemos que para recuperar exactamente el problema original, descrito
por el hamiltoniano (4.3) mads las constricciones (4.4) y (4. 5) con el valor (4.6) para

el multiplicador LAGRANGE /, debemos escoger ¢ = ¢, = a ym, =m, = 0 en
1 2

las soluciones (4.22).

A continuacién calcularemos el operador evolucion del sistema, empleando
el método BRST-BFV, descrito en la seccién anterior.

Para el caso particular del rotor rigido tenemos
C,=(m,m,Q-a, né), (4.24a)

A=(iP-iP%Cl Y, (iC,, iCy P (4.24b)

con lo que la carga BRST resulta ser
Q = -iPlz,-iPr, +C(Q-a)+ Cx. (4.25)

Tomando la condicion de calibracion fermidnica
V=P + Py, (4.26)
el hamiltoniano efectivo resulta

2
P _ _
H, = ﬁ(ﬂ'é + Q—Z) PP +iPP Q- a) +om..  (427)

€
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donde Hgror = Hy), en este caso. La accion clasica efectiva es,

S = I:lzdr(p99+ né-7,0-%,A-% o -P'C -PC +C'P +C*P,
by
2mQ2 2m
y la integral de linea queda definida por
z, = [pP' DP, DC' DT, DP> DP, DC* DG,

Dz DE Dp,y DO Dr, DA Dr, Do Dy DO expliS,g] (4.29)

Las condiciones de frontera para la integral de trayectoria son
Cl(z) = C*(r)) = Cl(ry) = CX(rp) = C\(r)) = Cy(z)) = (1) = Cy(x,) = 0, (4.30a)
m, (7)) = w(7,) = w (1)) =7 (7,) =0, (4.30b)

Oz)=0,, 0= 0, )=, =al, nQ(rl) = ”Q(Tz) =0.(4.30¢)

—iPP' - iP,P* - (Q-a) - 071'5) (4.28)

Las Ecs. (4.30c) corresponden precisamente a las condiciones de contorno
obtenidas previamente en (4.20) con la eleccion indicada después de (4.23). El he-
cho de que éstas se mantengan se debe a que los fantasmas se acoplan solamente
entre ellos y no con las coordenadas originales del problema. Usando la expresion
(4.25) para el generador (, es posible verificar que todas las condiciones de con-
torno (4.30) son efectivamente invariantes bajo BRST.

Ahora procederemos a calcular la integral de linea (4.29). Las integrales fun-
cionales sobre los fantasmas son idénticas para los subindices uno y dos, por lo que
mostraremos como se calcula esta integral para el caso genérico:

Ip=[pPDPDC DT expli[“ar (-PE +cP-iPP)] @)
71

Integrando por partes con respecto a los dos primeros términos en la expo-
nencial, vemos que el resultado de integrar funcionalmente sobre C 'y C son dos

deltas funcionales de P y P, lo cual permite realizar las integraciones restantes
sobre Py P. Tomando en cuenta que estas variables no estdn fijas en los extremos,
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se obtiene
Iy = [apy d Py exp[ P, P, 71, (4.32)
con T'=1, — 7. Las integrales (4.32) son ahora del tipo BEREZIN [16], definidas por
IdPP= 1, IdP =0. (4.33)

De este modo se obtiene finalmente
I.=T (4.34)
Asi, una vez integrados los fantasmas, la accion efectiva qudntica es

. T A . .
Z,= T2J.D7rél)§ Dp, D0 Dr, D/ D, Do Dy, DO exp[l“‘:d‘[ (p90+ 7r¢,§ ~7, 0

2 2
Py 755
- A—7 O — - - AMQ-a)—om.)|. 4.35

Para la integral funcional sobre 4 y 7, tenemos

1= |pr, Dicexpli [ Par (i ja- a0 -a1) . (4.36)

Con la particion del intervalo T = Ne, podemos escribir /, como
N-1
I, = JAdﬂA«]- > dﬂA«N_] dn;LO- . dﬁ)LN—l exp [—inz(; ([EAM]— n/ln] +e, [0, - a])],
donde se tomo en cuenta que 7, esta fijo en los extremos y por esa razon existe una
integral de mds sobre 4. Dada la condicién de contorno (4.30b), al integrar sobre 7,
se obtiene

—_

L= diy | 60, 4+ 0Gy — iy exp[=iY eij0,—al)]

n=

. T
= J‘dioexp [—1 iojltzdr(Q — a)]. (4.37)
1
Las integrales funcionales sobre sy 7, O'y o ¢y T SON muy similares a la ante-

rior, dando como resultado final una integral, ya no funcional, con respecto a las
variables que no estdn fijas en los extremos. En el caso de la integracién sobre ¢,
cuyos valores fijos en los extremos, son diferentes de cero, se obtiene el término
adicional expin 50[5(2) — ¢()] que es igual a uno, en nuestro caso particular. De es-
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te modo resulta
2

2 . &

2

+I:dfg@é-2m;2)].(43$

Con los cambios de variable 7, = 1,Ty 6, = 0, se obtienen dos funciones delta

P

asociadas a los dos primeros términos en la exponencial:
2 2
4 : p
xexp[—i(ﬂ)T+iJ‘T2dr(p99— i )]
2m T1

2mQ 3

Finalmente, integrando sobre Q, y « £ € obtiene

2

Zw=ﬁy@9&md}£ﬂngwé- o ] (4.39)
1

2mQ?

Esta integral funcional es la que se tiene que realizar normalmente para el cdlculo
del propagador del rotor rigido y puede encontrarse, por ejemplo, en [17], dando
como resultado

2

N-1 1 . . n
Z,=(0,1,00,7,)= > ——explin(0, - 0)) — i (7,—-1)] (4.40)
n=0 27 2ma’?

Asi, hemos ilustrado el método de quantizacion de BRST-BFV en el marco de una

teoria bastante simple como lo es el rotor rigido en dos dimensiones, formulado co-
mo una teoria de calibracién, mostrando de una manera explicita, el cdlculo del o-
perador evolucidn del sistema. Es necesario enfatizar que la efectividad y potencial
del método BRST-BFV se manifiesta realmente en teorias mds complicadas, como,
por ejemplo, en el caso de supergravedad [8] o de teorias topoldgicas [18], como la
gravedad en 2 + 1 dimensiones [19]. Otra de sus grandes ventajas es que puede a-
plicarse a teorias con constricciones reducibles, siendo el primer método de quanti-
zacion que ha permitido tratar consistentemente este tipo de constricciones [20].
Otras aplicaciones del método pueden encontrarse en [8, 21, 22]. Por tltimo, pode-
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mos mencionar que es posible dar una interpretacion geométrica a los fantasmas,

logrando asi un mayor entendimiento de lo que significa quantizar una teoria de ca-
libracién [23].
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Resumen. Este articulo tiene como idea principal mostrar al estudiante de
Matemitica que es posible hacer investigacion con estructuras simples,
motivandolo asi a realizar investigacién desde el inicio de sus estudios. Se estudia
una propiedad multiplicativa de la derivada en ciertas funciones, es decir, dada una
funcién f(x) de clase C' (f(x) € C1), con f(x) # e*, se prueba que existe una

familia de funciones Fr(,) = {g(x) € Cl: (f(x).g(x)), = f’(x)g’(x)} si y solo si

hay solucién para la integral | %dx. Ademads, se muestran algunas
propiedades de dicha familia. Se prueba que Fy() es un R-mddulo ciclico
f fr(x)

generado por la funcién e’ /'®-f®" y que la funcién derivacién es un
automorfismo del R-médulo Fy(, y del grupo G = ({e**), +), donde “+” denota la
suma cldsica de funciones. Se presentan algunas particularidades que cumplen
algunas funciones. Se calcula la familia ¢,y de ciertas funciones cldsicas f(x)

tales como x", ax + b, sen(x) y cos(x).
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Tobias de Jesus Rosas Soto

Abstract. This article has as main idea show to the student of mathematics that is
possible to do research with simple structures, thus motivating them to do research
from the beginning of their studies. We study a multiplicative property of the
derivative in certain functions, i.e., given a function f(x) of class C* (f(x) € C1),

with f(x) # e”, is proof that there is a family of functions Fr(,) = {g(x) €

et (f(x). g(x))’ =f ’(x)g’(x)} if and only if there is solution to the integral
f,(+_xf)(x) dx. In addition, some properties of this family are displayed. It proves
1)
J7707@®  and that the
derivative function is an automorphism both the R-modulo F_ (f (x)) =( {e"2x ) )
and the group G = ((e?*),+), where "+" denotes the classical sum of functions.
Some particularities of some functions are presented. It is calculated the Fp

family of some classical functions f(x) such as x™, ax + b, sen(x) y cos(x).

that ¢, is a cyclic R-modulo generated by the function e

Key words: Derivative, C! class functions, differential equations, modules,
mathematical research.

1. Introduccion.

Gran parte del trabajo de un matematico es realizar nuevas investigaciones
que ayuden al desarrollo tedrico y aplicado de la Matematica, y otras dreas del
saber. Por ende, en la formaciéon de los nuevos profesionales de esta ciencia se
busca incentivar la vocacion por la investigacion. Sin embargo, un buen numero de
matemadticos tienden, quizds sin percatarse, a desmotivar al estudiante a realizar
dicha actividad desde los principios de sus estudios debido al nivel de exigencia en
la complejidad de las estructuras matemadticas que deben estar presentes en la

misma.
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Existen investigaciones que han mostrado resultados interesantes en alguna
rama de la Matemadtica, donde gran nimero de las herramientas usadas en la misma
son de un nivel matematico bastante elemental (ver [x]). Esto da cabida a la idea
principal de este trabajo, el cual busca mostrar a los estudiantes de Matematica que
es posible hacer investigacion utilizando estructuras y nociones bdsicas de la
misma. En nuestro caso particular nos enfocaremos esencialmente en cierta
propiedad multiplicativa de la derivada, que cumplen algunas funciones C1.
Ademds, haremos uso de otras nociones bdsicas tales como grupos,

homomorfismos y endomorfismo de grupos, médulos y otros.

Este trabajo busca dar una respuesta a la siguiente pregunta: ;Existen
funciones f(x),g(x) € € tal que [f(x)g(x)]' = f'(x).g'(x)? Se muestra que
dada una funcién f(x) € C', con f(x) # e*, existe una familia de funciones

definida por

Frn = {90 € €1 (f(0).9(0) = f'()g' ()}

f10x)
P pd . ., d
Mostrando: que F es un R-médulo ciclico generado por la funcién e /' )=/

por tanto (F,+) es un grupo; que la funcién derivacion es un endomorfismo del
grupo G = ((¢?*),+), donde “+” denota la suma de funciones. Se muestran ciertas
peculiaridades en algunas funciones, como por ejemplo, f(x) = e** con a € R. Se

muestra F, .y para funciones cldsicas, h(x) € {x", ax + b, sen(x), cos(x)}.
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Finalmente, el articulo estd constituido por cuatro secciones. La primera
seccion estd conformada por los conceptos y resultados preliminares que permitirdn
el desarrollo del trabajo. La segunda seccién contempla los resultados principales
del articulo. La tercera seccion, contiene el calculo de ciertas familias de funciones
asociadas a una funcion clésica. Por dltimo, la cuarta seccion presenta una vision
mds amplia de la interrogante planteada en este trabajo, dejando esta como

problema abierto de investigacion para futuros trabajos.

2. Preliminares.

Las nociones que se presentardn a continuacién son resultados basicos
relacionados con las materias de Célculo, Ecuaciones Diferenciales, Algebra
abstracta, los cuales serdan necesarios para el desarrollo y compresion del presente

articulo.

Recordemos que al tener una ecuaciones diferenciales lineal homogénea de

primer orden con coeficientes funcionales, p(x)f'(x) + q(x)f(x) = 0, se utiliza el

q(x)
=—d .
factor e’r®” para valores de x tales que p(x) # 0, llamado factor integrante,

[ 4C)

para encontrar la solucién de la ecuacion, la cual es dada por f(x) = ce’?® " con

c € R.

Otra nocién basica de la Matematica de la que haremos uso es la estructura de

grupo, homomorfismo y automorfismo de grupos. Recordemos que dado un
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9
*

conjunto (G y una operacion binaria definida sobre G, la dupla (G,*) es un
grupo si se cumple lo siguiente:

1. Paratodoa,b € G,setienequea *b € G.

2. Existeune € Gtalquee*a =a xe = aparatodaa € G.

3. Paratodo a,b,c € G setiene que a *x (b *xc) = (a *b) *c.

4. Paratodoa € Gexistea ' € Gtalqueaxa ' =a?!

xa=e.

Por otro lado, dados dos grupo (G,x) y (W,x), si se puede definir una
funciéon ¢@:G - W tal que @(ax*b) = @(a)* @(b), entonces ¢ se dice un
homomorfismo de grupos. En particular, si W =G a ¢ se le llama un

endomorfismo y si ademads es biyectiva se denomina automorfismo.

Ahora recordemos que dado un anillo K. Un K-mddulo (a la izquierda) es un
grupo aditivo S junto con una funcién @: K X S — S dada por ¢ (k,s) = ks tal que
paratodo k,h € Ky s,w € S se cumple lo siguiente:

1. ok,s+w) =@(k,s)+ @(k,w).
2. p(k+ h,s) =¢@(k,s)+ @(h,s).
3. @(k,hs) = @(kh,s).

Si tenemos dos K-mdédulos, digamos R y T, entonces una funcién Y: R - T
se dice un homomorfismo de modulos si y solo si para todo r,w€E€R y k€K
cumple que

L@ +w) =) +pWw).
2. Y(kr) = ky(r).
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Si T = R, entonces Y se dice endomorfismo de médulos y si ademds es biyectiva,

entonces se dice Y se dice un automorfismo de médulos.

Por tdltimo, sea R un K- médulo y r € R. Si paratodow € R existeun k € K
tal que w = kr, entonces R se dice un K- médulo ciclico y denota por R = (r), es

decir, R = {kr:k € K}.

3. Resultados y pruebas.

Dos propiedades bésicas que todo matematico sabe, desde el desarrollo de un
curso bésico de célculo, son las siguientes: el limite del producto de dos funciones

es el producto de los limites, es decir,
lim[f (x). g(0)] = |lim £(x)|. [lim g(2)] (1)
xX—a X—a xX—a

y la derivada de una funcion estd dada por la siguiente expresion:

Lo — i PO ()
f1() = lim=————. (2)

Sin embargo, a pesar de estar definida a través de un limite, la derivada del

producto de dos funciones, f(x) y g(x), estd dada por la siguiente férmula:

[F gl = f'(x)g(x) + g' () f (x) 3)
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Esta formula se puede deducir claramente de (1) y (2), tomando en cuenta que
(f.g)(x) = f(x).g(x). Ahora, una pregunta peculiar, dada la propiedad del limite
expresada en (1), serfa: ;existen funciones f(x) y g(x), de tipo C! y distintas de

cero, que cumplan la siguiente propiedad?

[f g = f'(x).g'(x) (4)

Tomando en cuenta las ecuaciones presentes en (3) y (4) es claro que, para dar

respuesta a nuestra pregunta, basta resolver la siguiente igualdad:

f)g'(x) = f'(x)g(x) + g'(x)f (x) (5)

De esto se puede obtener, de forma elemental, que

g @OIf' () = f)] =g)f'(x) =0 (6)

Notemos que en (6) tenemos una ecuacion diferencial lineal de primer orden con
coeficientes funcionales que, de tener solucién, nos estd indicando que basta
encontrar una solucion de ella para obtener una respuesta a la pregunta antes

planteada. Si

f'(x) — f(x) = 0 paratodo x € Dom(f' — f), (7)
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entonces el paso a seguir es determinar qué funciones f(x) satisfacen (7).
Ficilmente, mediante el uso del factor integrante e/ *), se obtiene que la solucién
de (7) es f(x) = ke*, con k € R. Luego, sustituyendo en (6) el valor de f(x) se
tiene que kg(x)e* = 0. Como k # 0, pues se supuso que f(x) # 0, entonces g(x)
es la funcién nula dado que e* > 0 para todo x € R. Esto demuestra la siguiente

proposicion:

Proposicion 3.1: No existe funcion g(x) € C1, con g(x) distinta de la funcion

nula, tal que [g(x)ke*]|" = g'(x)ke*, con k € R\{0}.
Siguiendo el mismo orden de ideas, supongamos que
f'(x) = f(x) # 0 paratodo x € Dom(f' — f), (8)

entonces la ecuacion (6) se transforma en

’ . fr(x) —

i frx)

Aplicando el factor integrante e */®-f@ " se tiene que la solucién de (9) estd

dada por:

[ JRICI)

g(x) = ke’ To-r@" con k € R, (10)
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entonces la funcién g(x) existe si y solo si existe la soluciéon de la integral

fr(x) .
f D dx. Asi,

Freo = {900 € €1 (f(.9(0) = (09’ ()} =

jd€))
= {g(x) eCl:glx) = keff'(x)-ﬂx)dx,k € ]R}.

Esto nos demuestra el siguiente teorema:

Teorema 3.1: Dada una funcion f(x) de clase C*, tal que f'(x) — f(x) # 0 para

todo x € Dom(f" — [), entonces existe una familia de funciones Fy ) definida

por:

Frw = {900 € €L (F(0).9) = f (g’ (0}

ME))
donde g(x) = keff w10 con k € R. Ademds, Fr() # {0} siy solo si existe la
2 . f1(x)
solucion de la integral | SN dx.

Ahora, notemos que si tomamos q(x),g(x) € Fru) y k € R, entonces

kg(x), q(x) + g(x) € Fr(y). Efectivamente:

{la() £ g@OIf ()} = [q()f () £ g f O] = [qC)f ()] £ [g)f (O]
=q'()f ) £ g' f'(x) = [q(x) £ g()]'f'(x)
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[kg()fCOI" = klg()f (O] = kg' () f (x) = [kg ()]’ f'(x)

Por otro lado, como [q(x)f (x)]" = q¢'()f'(x) y [g()f ()]" = g () f' (%),
es claro que

[ () [ 0

q(x) = koe' Ty g(x) = kye? TO-1@,

K -
con ko, ki, € Ry, por tanto, q(x) = k—o g(x) de manera que tenemos el siguiente
1

teoremas:

Teorema 3.2: Dada una funcion f(x) de clase C*, tal que f'(x) — f(x) # 0 para

todo x € Dom(f" — [), entonces la familia de funciones Fy . definida por:

Fre = {900 € €1 (f().9(0) = f'(0g' ()}

£
., 7d'x 7 s, .
donde toda funcion g(x) = keff "= con k € R, es un R-mddulo ciclico

[
e emreled

generado por e

Corolario 3.1: Dada una funcion f (x) de clase C*, tal que f'(x) — f(x) # 0 para
todo x € Dom(f" — [), entonces la familia de funciones Fy, es un grupo bajo la

suma cldsica de funciones.
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Por otro lado, si tenemos una funcién f(x) con f(x) = k para todo x €
Dom(f), con x € R, y una funcién cualquiera g(x), entonces para que se cumpla

la ecuacion (4) debe pasar que

kg'(x0) = [f()g)] =0.9'(x) =0
De aqui tenemos que k = 0 0 g'(x) = 0 para todo x € R. Si estamos en la primera
opcién se cumple Fr(,) = {g(x) € C': g'(x) # 0, V x € Dom(g")}. En la segunda
opcién se tendria que g(x) es constante y, por tanto, Fr(,) = R. Esto nos muestra

el siguiente resultado:

Proposicion 3.2: Sea f(x) =k para todo x € Dom(f), con k € R (funcion
constante), entonces se cumple

1. Sik # 0, entonces Fr) = R.
2. Sik =0, entonces Fpy = {g(x) €EC': g'(x) # 0, V x € Dom(g")}.

Ahora, sean la funcién f(x) € C1, tal que f'(x) — f(x) # 0, con su familia
asociada Fy(y), y dos funciones g(x),h(x) € Ff(y), cabe preguntarse ;cudndo

g(x)h(x) € Fr(x)? Claramente debe ocurrir que

{lgRNf (0} = [g()h(T'f' (),

Por otro lado, asociando a conveniencia se tiene que

{lgCORIf ()} = g'O[RC)f ()] + A (x) f'(x) g (x)
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{lghIf Y =h' () [gDf (] + g’ COf ()h(x)
De manera que,
g' RGO f )]+ R () f' () g(x) = h' () [g() f ()] + g () f ' (x)h(x)
De donde se tiene
'R () g () — g"()h()] + f()[g' (x)h(x) — k' (x)g(x)] = 0

Por lo tanto, [f"(x) — f(x)][R'(x)g(x) — g'(x)h(x)] = 0y como f'(x) — f(x) #
0, entonces se tiene que h'(x)g(x) — g'(x)h(x) = 0.

Ahora, si g(x), f(x) # 0 paratodo x € Dom(f) N Dom(g) obtenemos que

K@) _g'()
RG) 900

de donde, mediante un proceso de integracion por cambio de variable, se obtiene

que h(x) = kg(x), donde k = e, con r € R. Esto demuestra el siguiente lema,
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Lema 3.1: Dada una funcion f(x) € C1, tal que f'(x) — f(x) # 0, con su familia
asociada Fy(y), y dos funciones g(x), h(x) € Fr(y), entonces g(x)h(x) € Fpry si
y solo si h(x) = kg(x), donde k = e", conr € R.

Corolario 3.2: Sea la funcion f(x) € CY, tal que f'(x) — f(x) # 0, con su familia
asociada Fy ), y sea g(x) € Fp(y), entonces k[g(x)]* € Fyy), conk € R.
Notemos ahora la siguiente particularidad de la funcién exponencial. Sean

w(x) = e* y h(x) = e?®, con a, b € R, entonces
(e¥eP*) = ge**beP™ < (a + b)e* el = abe® e & a+ b = ab,

es decir, % + % = 1. Claramente a, b # 1. Luego aplicando el Teorema 3.1 tenemos

que haciendo f(x) = e**, entonces

aedXx

Fpax = {g(x) eCl:g(x) = ke_fae“x—e“xdx, k € IR}.

ax

. . ae
Solucionando la integral [ ax _gax dx tenemos que

Fpax = {g(x) eCl:ig(x) = re(%)x, r€E IR}

donde r = ke® (¢ € R). Esto muestra la siguiente proposicion:
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Proposicion 3.3: Dada la funcion f(x) = e®, con a € R\ {1}, entonces
Foax = {g(x) € Cl: g(x) = reb*, r € R}
1,1

con—+-=1.
a b

Es importante observar que si tomamos a, b € N, entonces a = b = 2. Asi,
Fo2x = {g(x) € Cl:g(x) =re®*, r € R},

De manera que, por el Teorema 3.2, F,2x es una R-moddulo ciclico generado por la
funcién e?*, es decir, F,2x = (e%*). Ademds, notemos que (ke?*te?*)' € (e?*)y,
por tanto, la funcién derivacién D: F,2x, — F ,2x), dada por D(f(x)) = f'(x) es
un automorfismo de R-médulo, ya que D[f (x) + g(x)] = D(f(x)) + D(g(x)) y
D(kf(x)) = kD(f (x)), con k € R. Ademds si f(x),g(x) € F,2x, es claro que
f(x) =ce** y g(x) = de? con c¢,d € Ry, por tanto, si D(f(x)) =D(g(x)),
entonces se tiene que ¢ = d, de manera que f(x) = g(x), de donde se obtiene que
D es inyectiva. Luego, si claro que para f(x) = ce?* su pre-imagen a través de D
estd dada por 2)_1( f (x)) = %ezx . En particular, la funcién derivacién es un

automorfismo del grupo G = ((e?*),+), donde “+” denota la suma cldsica de

funciones. Esto demuestra el siguiente lema:
Lema 3.2: La funcion derivacion cumple las siguientes propiedades:

1. Es un automorfismo del R-modulo F ,zx.

2. Es un automorfismo del grupo G = ({(e?*), +).
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Preguntémonos ahora ;qué forma debe tener una funcién f(x) € C* para que

cumpla que
[e"@f @] = [f' 0017/

Como [ef(x)f(x)], = ') f(x)ef® + f'(x)e’™), y suponiendo que e/ = 0,

tenemos que

[f'CO)? = frelf (x) + 1]

Asumiendo que f'(x) # 0, entonces tenemos que f'(x)— f(x) =1. Luego
usando el factor integrante e~ se obtiene que f(x) = ce* — 1, con ¢ € R. Esto

demuestra la validez de la siguiente proposicion:

Proposicion 3.4: La funcion f(x) =ce* —1, con c €R, cumple que /™ €

Fr -

F (x) para algunas funciones f(x) clasicas.

A pesar de que el cdlculo de integrales pueda verse como un procedimiento
innecesario en este tipo de manuscritos, se presentardn la metodologia y algunos

pasos para la resolucion de las integrales que aparecerdn a lo largo de esta seccion,
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dado que este trabajo va dirigido principalmente a estimular la investigacion en los

estudiantes desde sus inicios en el aprendizaje de la Matematica.

Comenzaremos por una funcidn clasica bastante elemental f(x) = x™ con

n € Ny x € R\{0,n}, de manera que f'(x) — f(x) # 0. Asi, por el Teorema 3.1

nxn—l
—dx
jnx"‘1 —xN

Para obtener la familia de funciones F,». Calculemos la solucion:

basta resolver la integral

j et f L In(n — x) +
—dx=n x=-nln(n—x)+c
nxn-1l — xn n—x

con ¢ € R. De manera que

Fon={g(x) € Cl: g(x) = ke® —,conk,c € R}

1
(n —x)

Ahora trabajaremos con la funcién f(x) = ax + b, con a € R\{0} y x €

R\ {%} Se puede verificar facilmente que f'(x) — f(x) # 0. Por tanto, basta

a

resolver la integral dada por [ Y

dx. Haciendo el cambio de variable u =
ax+b)

—ax + (a + b) se obtiene que
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fa—(;x+b)dx=1n(—ax+1(a+b)>+c

es decir,

Foxsp = 1g(x) € CL: g(x) = ke€ conk,a,b,c €R,}

—ax + (a+b)
a—-b
para x € R\ {T}
Para el cdlculo de la integral [ ,f&dx en los siguientes casos cldsicos
f1e)—f(x)

de f(x)=sen(x) y f(x)=cos(x) utilizaremos en programa Wolfram
Mathematica (online integrator), dado que si bien dicha integral se puede calcular
(para ambos casos) aplicando métodos de integracion estandarizados como: senos y
cosenos en el denominador; y fracciones parciales. Las cuentas son un poco

extensas y tediosas.

Trabajemos el caso de f(x) = sen(x) para x # km + % con k € N. Es claro

entonces que f'(x) — f(x) = cos(x) — sen(x) # 0, de manera que para obtener

Fsen(x) basta calcular la integral

j cos(x) iy

cos(x) — sen(x)
Aplicando el programa mencionado tenemos que
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cos(x) 1
_[ cos(x) — sen(x) dx = > (x —In(sen(x) — cos(x))) + ¢

Asi,
X
1 c e2
Fsentx)y =19(x) €CHig(x) = ke SinC0) — cos(x) con k,c € R
Trabajemos ahora f(x) = cos(x) para x # km +§ con k € N, Es claro
entonces que f'(x) — f(x) = —sen(x) — cos(x) # 0, de manera que para obtener

Feos(x) basta calcular la integral

sen(x) p
fsen(x) + cos(x) *

Utilizando el programa mencionado tenemos que

j sen(x)

sen() + cos0) - T %(" — In(sen(x) + cos(x))) + ¢

Asi,

N[ &R

e
Feosery = 19(x) € C': g(x) = ke€ 000 T 005 con k,c € R
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Por tltimo, veamos que para f(x) = In(x) se cumple que

F1(x0) — f(x) = % “In(x) = In(e™) — In(x) = In (ex:) +0 Vx€RN\0)

1
1-xIn(x)

Sin embargo, Fi ) = {0} ya que la integral Il dx no tiene solucion.

Observaciones

Hasta ahora se ha mostrado que dada una funcién f(x) € C! se puede
encontrar funciones g(x) € C* tal que se cumple (4) bajo ciertas condiciones. Sin
embargo, dada la relacion existente entre las funciones derivacion e integracion es

valido preguntarse si para f(x) € C' existe una funcién h(x) € C' tal que:

J f)h()dx = [ f(x)dx [ h(x)dx (11)

y hacer un estudio de h(x) si existe. Ademads, si h(x) cumple (11) ;es posible que
h(x) también cumpla (4)? o ;existe alguna funcién que cumpla (4) y (11) al mismo
tiempo? De existir ;qué forma tendria? Estas preguntas pueden dar pie a un estudio
un poco mas amplio de la idea que se trata de exponer en este trabajo y ademas el

mismo podria generar nuevas incognitas.
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Por otro lado, todo el estudio presentado fue realizado en una sola variable x.
Sin embargo, serfa interesante estudiar si dada una funcién f(x) € C' se puede
encontrar una funcién g(y) € C?! tal que la funcién F(x,y) = f(x)g(y) cumpla

que:

dF (x,v) oF(x,y) ., |,
— dx+Tdy—f (x)g')

El estudio de esta ecuacion quizds podria tener alguna aplicacién en la resolucion

de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales.
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0 INTRODUCCION

En Fisica Tedrica, quantizacion BRST (donde BRST se refiere a BECCHI,
ROUET, STORA y TYUTIN) es un, relativamente riguroso, enfoque matemético para
quantizar a una teoria de campos con una simetria de calibracién. Las reglas de
quantizacién, en marcos de referencia de Teoria Quantica de Campos (QFT) ante-
riores, parecian "recetas" o "heuristica" mds que demostraciones, sobre todo en
QFT no abeliana, donde el uso de "campos fantasmas" con superficialmente, extra-
fas propiedades, es casi inevitable por razones técnicas relacionadas con renorma-
lizacién y cancelacion de anomalias. La supersimetria BRST fue introducida a me-
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diados de los afios setenta y se interpretd rapidamente para justificar la introduccion
de estos fantasmas FADDEEV-POPOV y su exclusion de los estados "fisicos" asintd-
ticos, al realizar los cdlculos QFT. La obra de otros autores unos afios mas tarde, re-
laciona el operador BRST a la existencia de una alternativa rigurosa a las integrales
de linea, al quantizar a una teoria de calibracion.

Sélo a finales de los afios 1980, cuando QFT fue reformulada en lenguaje de
haces fibrados para su aplicacién a problemas en la topologia acerca de variedades
de baja dimensién, se hizo evidente que la "transformacién" BRST es fundamen-
talmente de cardcter geométrico. En este sentido, "quantizacion BRST" llega a ser
mds que una forma alternativa de llegar a los fantasmas de cancelacion de anoma-
lias. Es una perspectiva diferente sobre qué es lo que representan los campos fan-
tasmas, por qué funciona el método FADDEEV-POPOV y cOmo se relaciona con el
uso de la mecdnica hamiltoniana para construir un marco perturbacional. La rela-
cién entre invariancia calibracional e "Invariancia BRST" obliga a la eleccién de un
sistema hamiltoniano cuyos estados se componen de "particulas" segin las reglas
familiares del formalismo de quantizacion candnico. Esta condicion de consistencia
esotérica, por lo tanto, se aproxima mucho a la explicaciéon de como surgen en fisi-
ca, quanta y fermiones.

En ciertos casos, en particular gravedad y supergravedad, BRST debe ser re-
emplazado por un formalismo mas general, el formalismo BATALIN-VILKOVISKY.

1 RESUMEN TECNICO.

Quantizacién BRST (o formalismo BRST) es un enfoque geométrico-dife-
rencialista para realizar cdlculos perturbacionales libres de anomalias, consistentes,
en una teorfa de calibracién no abeliana. La forma analitica de la "transformacién”
BRST y su relevancia para renormalizacion y cancelacion de anomalias fueron des-
critos por CARLO MARIA BECCHI, ALAIN ROUET y RAYMOND STORA en una serie de
trabajos que culminaron en el de 1976: “Renormalization of gauge theories”.

La transformacion equivalente y muchas de sus propiedades fueron descu-
biertas independientemente por IGOR VIKTOROVICH TYUTIN. Su importancia para la
quantizacion candnica rigurosa de una teoria YANG-MILLS y su correcta aplicacion
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al espacio FOCK de las configuraciones de campo instantdneas, fue explicada por
KUGO TAICHIRO y OJIMA IZUMI. La obra posterior de muchos autores, en particular,
THOMAS SCHUCKER y EDWARD WITTEN, ha aclarado el significado geométrico del
operador BRST y campos relacionados y destacado su importancia para teoria
quéntica de campos topoldgica y teoria de cuerdas.

En el enfoque BRST, se selecciona un procedimiento adecuado de ajuste de
calibracion para el principio de acciéon de una teoria de calibracidn, utilizando la
geometria diferencial del fibrado de calibracion en el que existe la teoria de cam-
pos. Luego se quantiza la teoria para obtener un sistema hamiltoniano en el cuadro
de interaccion de tal manera que los campos "virtuales" introducidos por el proce-
dimiento de ajuste de calibracion, resuelvan las anomalias de calibracion sin figurar
en los estados asintéticos de la teoria. El resultado es un conjunto de reglas FEYN-
MAN para su uso en una expansion perturbacional de una serie DYSON de la S-
matriz, que garantiza que es unitaria y renormalizable en cada orden de bucle, en
definitiva, una técnica de aproximacion coherente, para hacer predicciones fisicas
sobre los resultados de experimentos de dispersion.

1.1 BRST Clasico

Esta relacionado con una variedad supersimpléctica donde operadores puros
se clasifican por nimeros enteros fantasmas y se tiene una cohomologia BRST.

2 TRANSFORMACIONES DE CALIBRACION EN QFT

Desde una perspectiva practica, una teoria quintica de campos se compone
de un principio de accién y un conjunto de procedimientos para realizar los cédlcu-
los perturbacionales. Hay otros tipos de "chequeos de cordura" que se pueden reali-
zar en una teoria quantica de campos, para determinar si caben fenémenos cualita-
tivos como confinamiento de quarks y libertad asintética. Sin embargo, la mayoria
de los éxitos predictivos de la teoria quantica de campos, desde la electrodindmica
qudntica (QED), hasta la actualidad, se han quantizado mediante la comparacion de
célculos de S-matriz, contra los resultados de experimentos de dispersion.

En los primeros dias de QFT, se podria haber dicho que las prescripciones de
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quantizacién y renormalizacion eran parte del modelo, tanto como la densidad la-
grangeana, especialmente cuando dependian del poderoso, pero matemdticamente,
mal definido, formalismo de integral de linea. Rapidamente quedo claro que QED
era casi "magica" en su maleabilidad relativa y que la mayoria de las formas que
uno podria imaginar para extenderla, no producirian cdlculos racionales. Sin em-
bargo, una clase de teorias de campos seguia siendo prometedora: teorias de cali-
bracion, en las cuales los objetos en la teoria representan clases de equivalencia de
configuraciones de campos, fisicamente indistinguibles, dos cualesquiera de las
cuales estdn relacionadas por una transformacién de calibracién. Esto generaliza la
idea QED de un cambio local de fase a un, mis complicado, grupo LIE.

QED misma, es una teoria de calibracidén, como lo es la relatividad general,
aunque esta ultima ha demostrado ser resistente a la quantizacion, hasta el momen-
to, por razones relacionadas con renormalizacion. Otra clase de teorias de calibra-
cién con un grupo de calibracién no abeliano, comenzando con la teoria YANG-
MILLS, llegaron a ser susceptibles de quantizacion en la década de 1960 y princi-
pios de los setenta, en gran parte debido a la labor de LUDWIG D. FADDEEV, VICTOR

Popov, BRYCE DEWITT y GERARDUS 'T HOOFT. Sin embargo, seguian siendo muy
dificiles de trabajar hasta la introduccion del método BRST. El método BRST pro-
porciond técnicas de cédlculo y pruebas de renormalizabilidad necesarias para ex-
traer resultados precisos de las teorias YANG-MILLS "intactas" y aquellas en las que
el mecanismo HIGGS conduce a la ruptura espontdnea de la simetria. Representan-
tes de estos dos tipos de sistemas YANG-MILLS —cromodindmica quantica (QCD)
y teoria electrodébil (EWT)— aparecen en el modelo estandar de fisica de particu-
las.

Ha demostrado ser bastante mds dificil probar la existencia de una teoria
qudntica de campos no abeliana, en un sentido riguroso, que obtener predicciones
precisas con esquemas de cdlculo semi-heuristico. Esto es porque analizar a una
teoria quéntica de campos requiere dos perspectivas matematicamente entrelazadas:
un sistema lagrangeano basado en el funcional accién, compuesto por campos con
valores distintos en cada punto de espaciotiempo y operadores locales que actian
sobre ellos y un sistema hamiltoniano en el escenario DIRAC, compuesto por esta-
dos que caracterizan a todo el sistema en un momento dado y operadores de campo
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que actdan sobre ellos. Lo qué hace esto tan dificil en una teoria de calibracion, es
que los objetos de la teoria no son realmente campos locales en espaciotiempo; son
campos locales dextro-invariantes en el fibrado principal de calibracion y diferentes
secciones locales a través de una porcién del fibrado de calibracion, relacionados
por transformaciones pasivas, producen diferentes escenarios DIRAC.

Por otra parte, una descripcion del sistema como un todo, en términos de un
conjunto de campos, contiene muchos grados de libertad redundantes; las distintas
configuraciones de la teoria, son clases de equivalencia de configuraciones de cam-
pos, de modo que dos descripciones que se relacionan mutuamente por una trans-
formacion de calibracion activa, son realmente la misma configuracién fisica. Las
"soluciones" de una teoria de calibracién quantizada, existen, no en un simple espa-
cio de campos con valores en cada punto en espaciotiempo, sino en un espacio cuo-
ciente (o cohomologia) cuyos elementos son clases de equivalencia de configura-
ciones de campos. Oculto en el formalismo BRST, estd un sistema para parametri-
zar las variaciones asociadas con todas las posibles transformaciones de calibracion
activas, considerando correctamente, su irrelevancia fisica durante la conversion de
un sistema lagrangeano a un sistema hamiltoniano.

2.1 Ajuste de Calibracion y Teoria de Perturbaciones

El principio de invariancia de calibracion es esencial para construir una teo-
ria quéntica de campo realizable. Pero generalmente no es factible realizar un cal-
culo perturbacional en una teoria de calibracion sin, primero, "ajustar la calibra-
cién" —afadiendo términos a la densidad lagrangeana del principio de accién, que
"rompe la simetria de calibracién" para suprimir estos "virtuales" grados de li-
bertad. La idea de ajuste de calibracion se remonta al enfoque de calibraciéon Lo-
RENTZ para electromagnetismo, que suprime la mayoria de los grados de libertad
excesivos, en el potencial cuatro, conservando la invariancia LORENTZ manifiesta.
La calibraciébn LORENTZ es una gran simplificacién en relaciéon con el enfoque
MAXWELL de campo-intensidad para la electrodindmica clasica e ilustra por qué es
util tratar con exceso de grados de libertad, en la representacion de los objetos de
una teoria, en la etapa lagrangeana, antes de pasar a la mecanica hamiltoniana me-
diante la transformacion LEGENDRE.
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La densidad del hamiltoniano se relaciona con la derivada LIE, de la densi-
dad del lagrangeano, con respecto a un campo vectorial horizontal, tempoide, unita-
rio en el fibrado de calibracion. En un contexto mecanico-quantico, es convencio-
nalmente, reajustada por un factor ih. Integrandola por partes, sobre una seccién
transversal tempoide, recupera la forma del integrando familiar de la quantizacién
candnica. Porque la definicion del hamiltoniano consiste en un campo vectorial
tempOrico unitario, en el espacio base, un levantamiento horizontal al espacio fi-
brado y una superficie espacioide, "normal" (en la métrica MINKOWSKI) al campo
vectorial tempdrico unitario en cada punto de la variedad base, es dependiente de la
conexion y la eleccion del marco LORENTZ y dista mucho de ser definida a nivel to-
tal. Pero, es un ingrediente esencial en el marco perturbacional de la teoria quéntica
de campos, en el cual entra el hamiltoniano quantizado mediante series DYSON.

Para fines perturbacionales, juntamos las configuraciones de todos los cam-
pos de nuestra teoria, en una seccion transversal entera, tridimensional, horizontal,
espacioide de P, en un objeto (un estado FOCK) y luego describimos la "evolucién”
de este estado, en el tiempo, usando la estampa de interaccion. El espacio FOCK es
generado por los estados propios de multi-particulas de la porcién "imperturbada” o

de "no-interaccion" H,,, del hamiltoniano H. Por lo tanto, la descripcion instanta-

nea de cualquier estado FOCK es una suma ponderada de amplitudes complejas de

estados propios de H,. En la estampa de interaccion, relacionamos estados FOCK

en diferentes tiempos, prescribiendo que cada estado propio del hamiltoniano im-
perturbado, experimenta una velocidad constante de rotacion de fase, proporcional
a su energia (el correspondiente valor propio del hamiltoniano imperturbado).

Por lo tanto, en la aproximacion de orden cero, el conjunto de ponderales que
caracterizan a un estado FOCK, no cambia con el tiempo, pero si, la configuracién
del campo correspondiente. En mayores aproximaciones, también cambian los
ponderales; experimentos en el acelerador de particulas, en fisica de alta energia,
alcanzan a las mediciones de la tasa de cambio en estas ponderaciones (o, mas bien,
integrales de ellas, sobre distribuciones que representan la indeterminacién de las
condiciones iniciales y finales de un evento de dispersion). La serie DYSON capta el

efecto de la discrepancia entre H, y el verdadero hamiltoniano H, en la forma de
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una serie de potencias en la constante de acoplamiento g; es el principal instrumen-
to para hacer predicciones cuantitativas de una teoria quantica de campos.

Para utilizar la serie DYSON para calcular algo, se necesita algo més que una
densidad lagrangeana invariante por calibracion; también se necesitan las prescrip-
ciones de quantizacion y ajuste de calibracidon que entran en las reglas FEYNMAN de
la teorfa. La serie DYSON produce infinitas integrales de diversos tipos, cuando se
aplica al hamiltoniano de una particular QFT. Esto es, en parte, porque todas las
teorias qudnticas de campo utilizables hasta la fecha, deben ser consideradas teorias
de campos efectivas, que describen solamente las interacciones en un cierto rango
de escalas de energia, que podemos investigar experimentalmente y, por tanto vul-
nerables a divergencias ultravioletas. Estas son tolerables mientras puedan ser ma-
nejadas mediante técnicas estdndar de renormalizacidn; No son tan tolerables cuan-
do se traducen en una serie infinita de renormalizaciones infinitas o, peor aln, en
una prediccion obviamente incontrolada tal como una anomalia de calibracién no
cancelada. Hay una relacion profunda entre renormalizabilidad e invariancia de ca-
libracidn, que se pierde facilmente en el curso de intentos para obtener reglas FEY-
NMAN manejables, mediante ajustes de calibracion.

2.2  Enfoques pre-BRST para ajustar la calibracion

Las prescripciones tradicionales para el ajuste de calibracion de electrodiné-
mica del continuo, seleccionan un Unico representante de cada clase de equivalen-
cia relacionada por transformaciones de calibracion, utilizando una ecuacién de res-

triccién tal como la calibracién LORENTZ 6" A "= 0. Este tipo de prescripcion puede

ser aplicado a una teoria de calibracion abeliana como QED, aunque resulta algo
dificil explicar el por qué se llevan las identidades WARD de la teoria cldsica, hasta
la teoria quantica —en otras palabras, el por qué los diagramas FEYNMAN que con-
tienen fotones virtuales, longitudinalmente polarizados, internos, no contribuyen a
calculos de S-matriz. Este enfoque tampoco se generaliza a grupos de calibracion
no abelianos, como el SU(2) de las teorfas YANG-MILLS y electrodébil y el SU(3)
de la cromodindmica quéntica. Padece de ambigiiedades GRIBOV y de la dificultad
de definir una restriccién de ajuste de calibracion que es, en algtin sentido, "ortogo-
nal" a cambios fisicamente significativos, en la configuracién del campo.
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Enfoques mas sofisticados no intentan aplicar una restriccion de la funcién
delta a los grados de libertad de la transformacion de calibracion. En lugar de "ajus-
tar" la calibracion a una particular "superficie de restriccion" en el espacio de con-
figuracion, se puede romper la libertad de la calibracién con un término adicional,
no invariante por calibracién, agregado a la densidad lagrangeana. Para poder re-
producir los logros del ajuste de calibracion, este término se escoge de modo que
sea minimal para la eleccion de la calibracion que corresponda a la restriccion dese-
ada y dependa cuadraticamente de la desviacion de la calibracion de la superficie
de restriccion. Por la aproximacion de la fase estacionaria en que se basa la integral
FEYNMAN de linea, la contribucién dominante a los cdlculos perturbacionales, pro-
vendrd de las configuraciones del campo en la vecindad de la superficie de restric-
cion.

La expansion perturbacional asociada con este lagrangeano, utilizando el mé-
todo de quantizacién funcional, generalmente se conoce como calibracién RE. Se
reduce, en el caso de una calibracion abeliana U(1), al mismo conjunto de reglas
FEYNMAN que se obtiene con el método de quantizacion candnica. Pero hay una di-
ferencia importante: la libertad de calibracion, rota, aparece en la integral funcional
como un factor adicional en la normalizacién total. Este factor sélo se puede sacar
de la expansion perturbacional (e ignorarlo), cuando la contribucién al lagrangeano
de una perturbacion sobre los grados de libertad, es independiente de la configura-
cion "fisica" del campo. Esta es la condicion que no se logra sostener para grupos
de calibracion no abelianos. Si uno ignora el problema e intenta utilizar las reglas
FEYNMAN obtenidas de quantizacion funcional "intuitiva", se encuentra con que los
calculos de uno contienen anomalias inamovibles.

El problema de cdlculos perturbacionales en QCD, se resolvi6 mediante la
introduccion de campos adicionales conocidos como fantasmas FADDEEV—POPOV,
cuya contribucion al lagrangeano ajustado por calibracion, compensa la anomalia
introducida por el acoplamiento de perturbaciones "fisicas" y "virtuales" del campo
de calibracién no abeliano. Desde la perspectiva de quantizacion funcional, las per-
turbaciones "virtuales" de la configuracién del campo (las transformaciones de ca-
libracién) forman un subespacio del espacio de todas las perturbaciones (infinite-
simales); en el caso no abeliano, la inmersién de este subespacio en el espacio mas
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grande, depende de la configuracion alrededor de la cual ocurre la perturbaciéon. El
término fantasma en el lagrangeano representa al determinante funcional del jaco-
biano de esta inmersion y las propiedades del campo fantasma son dictadas por el
exponente deseado sobre el determinante, para corregir la medida funcional sobre
los ejes restantes de perturbacion "fisica".

3 ENFOQUE MATEMATICO BRST

La construccion BRST [1], [2], se aplica a una situacion de una accion ha-
miltoniana de un grupo LIE, conexo, compacto, G, sobre un espacio de fase M.

Sean g el dlgebra LIE de G y 0 € g* un valor regular de la aplicacién mo-
mento ®: M — g*. Sea M, = ®~1(0). Supéngase que la G-accién sobre M, es libre
y propia y considérese al espacio M = M,/G de G-orbitas en M,,, que también es

conocido como cuociente de reduccion simpléctica M =M //G.

En primer lugar, utilizando la secuencia regular de funciones que definen a
M, dentro de M, se construye a un complejo KOSZUL

ANg®C (M).

La diferencial, 6, en este complejo es una rara Coo(]m-derivacién lineal del
Coo(M)-élgebra graduado A g ® COO(M). Esta extrafia derivacion se define median-

te la extension del homomorfismo de dlgebra LIE g — COO(M), de la accion de ha-

miltoniana. El complejo KOSZUL resultante es el complejo KOszUL del S(g)-modu-
lo COO(M), donde S(g) es el dlgebra simétrico de g y la estructura modular proviene

de un homomorfismo de anillo S(g) — COO(M), inducido por la accién hamiltoniana

g— C (M).
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Este complejo KOSZUL es una resolucion del S(g)-modulo COO(MO); 1. e.

o o C*(M ), j=0;
HNgw c“on.o=1C Mo/
0, i#0.

Luego, se considera al complejo de cocadena CHEVALLEY-EILENBERG para el com-

plejo KoszuL A'g ® C oo(M ), considerado como un dg modulo sobre el dlgebra LIE
g
K '=ClAgeC"M))=Ag*o@ANge C (M).
La diferencial "horizontal” d: K" — K'* 1", viene definida, sobre los coeficientes
Ng@ C (M),
por la accién de g sobre A g*, como la derivada exterior de formas diferenciales

dextro invariantes sobre el grupo LIE G, cuyo algebra LIE es g.

Sea Tot(K) un complejo tal que
TouK)' =69, ._ K",

con una diferencial D = d + 0.

Los grupos de cohomologia de (Tot(K), D) se calculan usando una secuencia

espectral asociada al complejo doble (K, d, J)

El primer término de la secuencia espectral, determina la cohomologia de la
diferencial "vertical" o:

EY =H(K",0) = Ng* ® C"(M ), sij=0;

112



QUANTIZACION BRST

=0, en cualquier otro caso.

El primer término de la secuencia espectral se puede interpretar como el
complejo de las formas diferenciales verticales

('Qvert(MO)’ d

Vert)
para el haz fibrado M ; — M.

El segundo término de la secuencia espectral determina la cohomologia de la

diferencial "horizontal" d sobre E 1

Elzj EHi(E'l’j, d) = COO(MO)g = COO(M), sii=j=0 yceroen
cualquier otro caso.

. P Lj_ i)
La secuencia espectral colapsa en el segundo término, por lo que £ = E,", que es-

t4 concentrado en el grado cero. Por tanto,
Hp(Tot(K ), D) = COO(MO)g = COO(M ), st p = 0 y 0 en cualquier otro caso.
4 EL OPERADOR BRST Y EL ESPACIO FOCK ASINTOTICO

Hay que hacer dos observaciones importantes sobre el operador BRST.

En primer lugar, en vez de trabajar con el grupo de calibracién G, se puede
utilizar solamente la accion del algebra de calibracion g sobre los campos (funcio-

nes sobre el espacio de fase).

En segundo lugar, la variacion de cualquier "forma exacta BRST" sBX, con
respecto a una transformacién local de calibracion dA, es

lis) gl spX =15,(spsp X) + 55(i5)(spX ) = 5p(i5,(5 X)),
que es, ella misma, una forma exacta.

Lo mdas importante para el formalismo perturbacional hamiltoniano (que se
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lleva a cabo, no en el haz fibrado, sino en una seccién local), es que afiadir un tér-
mino exacto BRST a una densidad lagrangeana invariante por calibracion, conserva
la relacion sBX = 0. Como veremos, esto implica que hay un operador relacionado

OB en el espacio de estado para el que [Qp, H] =0, 1. e. el operador BRST en esta-

dos FOCK, es una carga conservada del sistema hamiltoniano. Esto implica que el
operador evolucién, en un cdlculo de la serie DYSON, no hard evolucionar a una
configuracion de campo que cumpla Q,4¥,) = 0, en una configuracion posterior con

QBI‘I’f) # 0 (o viceversa).

Otra manera de considerar la nilpotencia del operador BRST, es decir que su
imagen (el espacio de formas exactas BRST) se encuentra completamente, dentro
de su nucleo (el espacio de formas cerradas BRST). (El "verdadero" Lagrangeano,
supuesto invariante bajo transformaciones de calibracion locales, estd en el nicleo
del operador BRST, pero no en su imagen). El argumento precedente establece que
podemos limitar nuestro universo de condiciones iniciales y finales a "estados"
asintoticos —configuraciones de campo en la infinidad tempoidal, donde la inter-
accion lagrangeana se "extingue"— que se encuentran en el nicleo de OB y atn,
obtener una matriz de dispersion, unitaria. (Los estados BRST cerrados y exactos
se definen de manera similar a los campos BRST cerrados y exactos; los estados
cerrados son aniquilados por OB, mientras que los estados exactos son aquellos que
pueden obtenerse aplicando QOB a alguna configuracién de campo arbitraria).

También podemos suprimir a los estados que se encuentran dentro de la ima-
gen de OB, al definir a los estados asintéticos de nuestra teoria —pero el razona-
miento es un poco mds sutil. Puesto que hemos postulado que el "verdadero" la-
grangeano de nuestra teoria es invariante por calibracion, los verdaderos "estados"
de nuestro sistema hamiltoniano son las clases de equivalencia bajo transformacién
de calibracion local; en otras palabras, dos estados iniciales o finales en el cuadro
del hamiltoniano, que difieren sélo por un estado BRST exacto, son fisicamente e-
quivalentes. Sin embargo, el uso de una prescripcion BRST de ruptura de calibra-
cién exacta, no garantiza que la interaccion hamiltoniana preservard a cualquier
particular subespacio de configuraciones cerradas de campo, que podamos llamar
"ortogonales" al espacio de configuraciones exactas. (Este es un punto crucial, a
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menudo mal manejado en los libros de texto de QFT. No hay un producto interno a
priori, en las configuraciones de campo, incorporado en el principio de accion;
construimos un tal producto interno como parte de nuestro aparato perturbacional
hamiltoniano).

Consecuentemente, nos enfocaremos en el espacio vectorial de las configu-
raciones cerradas BRST, en un instante particular, con la intencién de convertirlo
en un espacio FOCK de estados intermedios, adecuado para la perturbacién hamil-
toniana. Con este fin, lo dotaremos con operadores escalonados para las configura-
ciones propias de energia-momento (particulas) de cada campo, con reglas de (anti-
)conmutacioén adecuadas, asi como de un producto de interno semi-definido positi-
vo. Requerimos que el producto interno sea singular exclusivamente a lo largo de
las direcciones que corresponden a estados propios BRST exactos del hamiltoniano
imperturbado. Esto asegura que uno pueda elegir libremente, desde dentro de las
dos clases de equivalencia de las configuraciones de campo asintéticas, correspon-
dientes a particulares estados propios iniciales y finales del hamiltoniano libre de
campos (intacto), cualquier par de estados FOCK BRST cerrados que quiera.

Las deseadas prescripciones de quantizacion también proporcionardn un es-
pacio cuociente FOCK, isomorfo a la cohomologia BRST, en el cual cada clase de
equivalencia BRST cerrada de estados intermedios (que difieren solamente por un
estado exacto), estd representada por un estado que no contiene quantos de los cam-
pos exactos BRST. Este es el espacio FOCK que queremos para los estados asintoti-
cos de la teoria; Aunque, generalmente, no lograremos elegir la particular configu-
racion final de campo, a la cual la dindmica lagrangiana ajustada por calibracion
habria evolucionado esa configuracién inicial, la singularidad del producto interno
a lo largo de los grados de libertad BRST exactos, asegura que obtendremos las en-
tradas correctas para la matriz fisica de dispersion. (En realidad, probablemente es-
tariamos construyendo un espacio KREIN para los estados FOCK BRST cerrados, in-
termedios, con el operador de inversion de tiempo jugando el rol de "simetria fun-
damental" que relaciona a los productos internos invariantes LORENTZ y semi-
definidos positivos. El espacio de estado asintético, presumiblemente, es el espacio
HILBERT obtenido como cuociente de los estados BRST exactos de este espacio
KREIN).
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En suma, no aparecera ningtin campo introducido como parte de un procedi-
miento BRST de ajuste de calibracion, en estados asintéticos de la teoria ajustada
por calibracion. Sin embargo, esto no implica lo que podemos hacer sin estos cam-
pos "virtuales" en los estados intermedios de un célculo perturbacional! Esto es
porque los cdlculos perturbacionales se realizan en el cuadro de interaccion. Impli-
citamente, involucran estados iniciales y finales del hamiltoniano de no-interaccion

H,, gradualmente convertidos en estados del hamiltoniano completo, de acuerdo

con el teorema adiabdtico "iniciando" al hamiltoniano de interaccion (el acopla-
miento de calibracién). La expansion de la serie DYSON, en términos de diagramas
FEYNMAN, incluirdn vértices que aparean particulas "fisicas" (aquellas que pueden
aparecer en los estados asintoticos del hamiltoniano libre) a particulas "virtuales"
(Estados de campos que existen fuera del nicleo de sB o dentro de la imagen de sB)
y vértices que aparean particulas "virtuales" entre ellas.

4.1 Larespuesta Kugo-Ojima a cuestiones de unitaridad

Comtnmente se acredita a T. KUGO e 1. OJIMA, el descubrimiento del princi-
pal criterio de confinamiento de color en QCD. Su papel en la obtencién de una
correcta version del formalismo BRST en el marco lagrangeano, parece ser menos
ampliamente apreciado. Es esclarecedor revisar su variante de la transformacion
BRST, que hace hincapié en las propiedades hermiteanas de los campos recién in-
troducidos, antes de proceder desde un dngulo totalmente geométrico. Aqui, abajo,
se da la densidad lagrangeana ajustada por calibracion; los dos términos entre pa-
réntesis forman el acoplamiento entre calibracion y sectores fantasmas y el término
final se convierte una ponderacién gaussiana para la medida funcional sobre el
campo auxiliar B.

1

L= £matter(¢’ AZ) - Z

a a,uv. . ~H —a ab b ua., , a 1
FWF —i((0" ¢ )Dﬂ c + (0 )Aﬂ)+ EaOB

El campo fantasma FADDEEV—POPOV, c, es el tnico entre los nuevos campos
de nuestra teoria ajustada por calibracion, que tiene un significado geométrico mas
alld de los requisitos formales del procedimiento BRST. Es una versién de la for-
mula MAURER-CARTAN sobre VE&, que relaciona a cada campo vectorial vertical
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dextro-invariante 64 € V&, con su representacion (salvo una fase) como un campo

g-valuado. Este campo debe entrar en las férmulas para transformaciones de cali-

bracién infinitesimales, sobre objetos (tales como fermiones 7/, bosones de calibra-
cion Au y el fantasma ¢ mismo) que llevan una representacion no trivial del grupo

de calibracidn. Por tanto, la transformacién BRST respecto a d4, es:

51 = 6D, c

5Aﬂ =5/1Dﬂc
g
oc=-0L=|[c, c
2[ ]

0c=Ii0AB
0B =0.

Aqui hemos omitido los detalles del sector materia ¢y dejado no especifica-

da a la forma del operador WARD sobre él; Estos no son importantes en la medida
representacion del dlgebra de calibracidén sobre los campos de materia, es consis-
tente con su acoplamiento a 6A,. Las propiedades de los otros campos que hemos
anadido son fundamentalmente analiticas mds bien que geométricas. El sesgo que

hemos introducido hacia las conexiones con G”A,J = (0 depende de la calibracion y
no tiene ninguna significacion geométrica particular. El anti-fantasma ¢ no es mas
que un multiplicador LAGRANGE para el término de ajuste de calibracién y las pro-
piedades del campo escalar B son enteramente dictadas por la relacién oc¢ = idAB.
(Los nuevos campos son todos hermiteanos en las convenciones KUGO-OJIMA, pero
el pardmetro A es un c-nimero "anti-conmutativo" anti-hermiteano. Esto se tradu-
ce en alguna incomodidad innecesaria con respecto a las fases y el paso de pardme-
tros infinitesimales a través de operadores; Esto se resolverd con un cambio de
convenios en el tratamiento geométrico que sigue mds abajo).

Ya sabemos, de la relacion del operador BRST con la derivada exterior y el
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fantasma FADDEEV-POPOV con la forma MAURER-CARTAN, que el fantasma c co-
rresponde (salvo una fase) a una 1-forma sobre V&, g-valuada. Para que la integra-

ci6n de un término como —i (8”6 )D,,c, sea significativa, el anti-fantasma ¢ debe lle-
var las representaciones de estos dos dlgebras LIE —el ideal vertical V€& y el élge-
bra de calibracion g —dual de los llevados por el fantasma. En términos geomé-
tricos, ¢ debe ser dual, por fibras, a g y un rango corto de ser una forma superior de
VE&. Asimismo, el campo auxiliar B debe llevar la misma representacion de g (salvo
una fase) que ¢, asi como la representacion del dual de V&, en su representacion tri-

vial sobre Ay —i. e. B es una forma superior g-dual por fibras, sobre VE.

Centrémonos en los estados de una particula de la teoria, en el limite adiaba-

ticamente desacoplado g — 0. Hay dos tipos de quantos en el espacio FOCK del ha-

miltoniano ajustado por calibracidn, que esperamos que se encuentren enteramente
fuera del nucleo del operador BRST: los del anti-fantasma FADDEEV-POPOV ¢y el
boson de calibracion polarizado hacia adelante. Esto es porque ninguna combina-
cion de campos que contengan a ¢ es aniquilada por sB y hemos afadido al la-
grangeano, un término de ruptura de calibracién que es igual, salvo una divergen-
cia, a

: 1 -
sp(C (i0u Ay — an 5pC)).

Asimismo, existen dos tipos de quantos que se encuentran totalmente en la
imagen del operador BRST: los del fantasma FADDEEV-POPOV, ¢ y el campo esca-
lar B, que es "engullido" al completar el cuadrado en la integral funcional para con-
vertirse en el boson de calibracion polarizado hacia atréds. Estos son los cuatro tipos
de quantos "virtuales" que no aparecerdn en los estados asintéticos de un célculo
perturbacional —si tenemos nuestras reglas de quantizacion, apropiadas.

En aras de la invariancia POINCARE en —i(@“ ¢)Dyc, se toma al anti-fantasma
como un escalar LORENTZ. Sin embargo, su ley de (anti-)conmutacién con respecto
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a ¢ —1. e. su prescripcion de quantizacion, que ignora al teorema de espin-estadis-
tica, dando estadistica FERMI-DIRAC a una particula spin-0— vendra dada por el re-
quisito de que el producto interno en nuestro espacio FOCK de estados asintoticos,
sea singular a lo largo de las direcciones correspondientes a los operadores ascenso
y disminucion de una combinacién de campos BRST-exactos y no BRST-cerrados.
Esta ultima afirmacion es clave para "Quantizaciéon BRST", en contraposicion a la
mera "simetria BRST" o " transformacion BRST".

(Necesita ser completada en el lenguaje de cohomologia BRST, en re-
lacion con el tratamiento KUGO-OJIMA del espacio FOCK asintotico).

5 FIBRADOS DE CALIBRACION Y EL IDEAL VERTICAL

Con el fin de hacer la justicia al método BRST, debemos cambiar de la pano-
ramica de "campos algebra-valuados en el espacio MINKOWSKI" tipica de los textos
de teoria quantica de campos (y de la exposicion anterior) al lenguaje de los haces
fibrados, en el cual hay dos formas muy diferentes de considerar a una transforma-
cioén de calibracién: como un cambio de seccion local (también conocido en relati-
vidad general, como una transformacién pasiva) o como la regrediencia de la con-
figuracion del campo a lo largo de un difeomorfismo vertical del fibrado principal.
Es el ultimo tipo de transformacion de calibracion que entra en el método BRST. A
diferencia de una transformacion pasiva, estd bien definida globalmente, sobre un
fibrado principal con cualquier grupo estructural sobre una variedad arbitraria. (Sin
embargo, para la concrecion y pertinencia con respecto a QFT convencional, este
articulo se apegard al caso de un fibrado de calibracion, principal, con fibra com-
pacta sobre un espacio MINKOWSKI 4-dimensional.)

Un fibrado principal, de calibracién P sobre una 4-variedad M, es localmente

isomorfo a U x F, donde U R* y la fibra F es isomorfa a un grupo LIE G, el gru-

po de calibracién de la teoria de campos (esto es un isomorfismo de estructuras de
variedades, no de estructuras de grupo; no hay ninguna superficie especial en P, co-
rrespondiente a 1 € G. Asi que es mds correcto decir que la fibra F' es G-torsora).
Asi, el fibrado de calibracion principal (fisico) estd relacionado con el G-fibrado
principal (matemadtico), pero tiene mas estructura. Su propiedad mds bésica como
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haz fibrado es la "proyeccion al espacio base", 7: P — M, que define las direccio-
nes "verticales" en P (aquellas que estdn dentro de la fibra 7~ (p) sobre cada punto
p € M). Como fibrado de calibracidon, tiene una accion por la izquierda, de G a P,
que respeta la estructura de la fibra y como fibrado principal tiene también una ac-
cion por la derecha, de G a P, que también respeta la estructura de la fibra y con-
muta con la levo-accién.

La levo-accidon del grupo estructural G sobre P corresponde a un simple cam-
bio de sistema de coordenadas en una fibra individual. La dextro-accion (global)
Rg: P — P, para un g fijo en G, corresponde a un automorfismo real de cada fibra y
por ende a una aplicacion de P a si mismo. A fin de calificar a P como G-fibrado
principal, la dextro-accion global de cada g € G, debe ser un automorfismo respec-

to a la estructura de variedad, de P, con una dependencia tersa, de g —i. e. un dife-

omorfismo P x G — P.

La existencia de la dextro-accién global del grupo estructural, escoge una
clase especial de objetos geométricos dextro-invariantes en P —aquellos que no
cambian cuando son regredidos a lo largo de Rg para todos los valores de g en G.
Los objetos invariantes mds importantes sobre un fibrado principal son los campos

vectoriales dextro-invariantes, que forman un ideal & del dlgebra LIE de los difeo-

morfismos infinitesimales, sobre P. Los campos vectoriales sobre P que son dextro-
invariantes y verticales, forman un ideal V&, de €, que tiene una relacién con todo

el fibrado P, andloga a la del algebra LIE g del grupo de calibracion G con la fibra

individual G-torsora, F.

La teoria de "campos" de interés, se define en términos de un conjunto de
"campos" (aplicaciones tersas, a varios espacios vectoriales) definidos sobre un fi-
brado principal de calibracién P. Diferentes campos llevan diferentes representa-
ciones del grupo de calibracion G vy, tal vez, de otros grupos de simetria de la va-
riedad como el grupo POINCARE. Se puede definir al espacio Pl de polinomios loca-
les en estos campos y sus derivadas. Se presume que la densidad lagrangeana fun-

damental de la teoria, se encuentra en el subespacio Ply de polinomios a valores re-
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ales que son invariantes bajo cualquier grupo de simetrias de no calibracidn, intac-
tas. También se presume que es invariante no s6lo bajo la accién por la izquierda
(transformaciones pasivas de coordenadas) y la dextro-accion global del grupo ca-
libracidn, sino que, también, bajo transformaciones de calibracion locales — regre-
diencia a lo largo del difeomorfismo infinitesimal asociado a una eleccion arbitraria
de campo vectorial vertical dextro-invariante € € V€.

Identificar las transformaciones de calibracion locales, con un particular sub-
espacio de campos vectoriales en la variedad P, nos dota de un mejor marco para li-
diar con infinitesimales infinito-dimensionales: geometria diferencial y calculo ex-
terior. El cambio de un campo escalar bajo regrediencia a lo largo de un automor-
fismo infinitesimal, es capturado en la derivada LIE y la nocién de retener solamen-
te al término lineal en la escala del campo vectorial se implementa separdndolo en
la derivada interno y la derivada exterior. (En este contexto, "formas" y célculo ex-
terior se refieren, exclusivamente, a grados de libertad que son duales a campos
vectoriales sobre el fibrado de calibracién, no a grados de libertad expresados en
indices tensoriales (griegos) sobre la variedad base o indices matriciales (romanos)
en el dlgebra de calibracion.)

La derivada LIE sobre una variedad es una operacion bien definida a nivel
global, de una manera que no lo es la derivada parcial. La generalizacion correcta
del Teorema de CLAIRAUT a la no trivial estructura de variedad de P, viene dada
por el corchete LIE de campos vectoriales y la nilpotencia de la derivada exterior. Y
obtenemos un instrumento esencial para el computo: el teorema de STOKES genera-
lizado, que nos permite integrar por partes y separar al término superficie mientras
el integrando se despliega rdpidamente en direcciones en donde hay una frontera
abierta. (Esto no es una suposicion trivial, pero puede tratarse mediante técnicas de
renormalizacién como regularizacion dimensional mientras el término superficial
pueda hacerse invariante por calibracion.)

6 FORMALISMO BRST

En fisica tedrica, el formalismo BRST es un método de aplicar constriccio-
nes de primera clase. Las letras BRST representan a BECCHI, ROUET, STORA y (in-
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dependientemente) TYUTIN que descubrieron a este formalismo. Es un método so-
fisticado para lidiar con teorias de fisica quantica con invariancia por calibracion.
Por ejemplo, los métodos BRST se aplican, a menudo, a teoria de calibracién y a
relatividad general quantizada.

6.1 Version Qudntica

El espacio de estados no es un espacio HILBERT (ver abajo). Este espacio vec-

torial es tanto Zp-graduado como R-graduado. Si se quiere, se puede considerar co-

mo un espacio vectorial Zp x R-graduado. La gradacion previa es la paridad, que

puede ser par o impar. La dltima gradacién es el nimero fantasma. Tenga en cuenta

que es R y no Z porque, a diferencia del caso cldsico, podemos tener nimeros fan-

tasmas no enteros. Los operadores que actuan sobre este espacio son también Z, x

R-graduados, en la manera obvia. En particular, Q es impar y tiene nimero fantas-

ma 1.

Sea Hj, el subespacio de todos los estados con nimero fantasma n. Entonces,

o : 2 :
Q restringido a Hy, asigna H, a Hy, + 1. Puesto que QO = 0, tenemos un complejo de
cocadena que describe a una cohomologia.

Los estados fisicos son identificados como elementos de cohomologia del
operador Q, es decir, como vectores en Ker(Q, . ;)/Im(Q,). La teoria BRST, de he-

cho, estd vinculada a la resolucion estandar en cohomologia del dlgebra LIE.

Recuérdese que el espacio de estados es Zp-graduado. Si A es un operador

graduado puro, entonces la transformaciéon BRST aplica A a [Q, A) donde [, ) es el
supercommutador. Los operadores BRST invariantes son operadores para los que
[Q, A) = 0. Puesto que los operadores también son graduados por nimeros fantas-
mas, esta transformaciéon BRST también forma una cohomologia para los operado-

res ya que [Q, [0, A)) =0.
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Aunque el formalismo BRST es mds general que el ajuste de calibracion
FADDEEV-POPOV, en el caso especial donde se deriva de €l, el operador BRST tam-
bién es util para obtener el jacobiano correcto asociada a las constricciones que
ajustan por calibracidn, a la simetria.

El BRST es una supersimetria. Genera al superdlgebra LIE con una parte par
cero-dimensional y una parte impar uno-dimensional generada por Q. [Q, Q) = {Q,

.2 D
Q} =0 donde [, ) es el supercorchete LIE (es decir, Q = 0). Esto significa que Q
actda como una antiderivacion.

Puesto que Q es Hermiteano y su cuadrado es cero, pero Q mismo es distinto
de cero, esto significa que el espacio vectorial de todos los estados previos a la re-
duccion cohomolégica, tiene una norma indefinida! Lo cual implica que no es un
espacio HILBERT.

Para flujos mds generales que no pueden ser descritos por constricciones de
primera clase, ver formalismo BATALIN-VILKOVISKY.

6.2 Ejemplo

Para el caso especial de teorias de calibracion (de la clase generalmente des-
crita por secciones de un G-fibrado principal) con una forma de conexion quantica
A, una carga BRST (a veces también, una carga BRS) es un operador generalmen-
te denotado por Q.

Supongamos que las condiciones de ajuste de calibracién g-valuadas, vienen

dadas G = {0, Ay, donde ¢ es un nimero positivo que determina la calibracién. Hay
muchos otros ajustes de calibracion posibles, pero no serdn cubiertos aqui. Los
campos son la forma de conexidn g-valuada A, campos escalares g-valuados con

estadisticas fermidnicas b y ¢ y un campo escalar g-valuado con estadistica bosoni-

ca B. ¢ se relaciona con las transformaciones de calibracion mientras b y B tratan
con los ajustes de calibracion. Hay realmente algunas sutilezas asociadas con el
ajuste de calibracion debido a las ambigiiedades GRIBOV, que no serdn considera-
das aqui.
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QA = Dc,

donde D es la derivada covariante.

i
c=—[c c
Q 5 lc, ¢l
donde [, ]; es el corchete LIE, NO el conmutador.

OB =0
Ob=B
Q es una antiderivacion.

La densidad lagrangeana BRST
S

1 uv 1 1 u
L= —4—ngr[F F/,tV] + ?Tr[BB] — ?Tr[BG] — ?Tr [0 bDﬂc]

Mientras que la densidad lagrangeana no es invariante BRST, su integral sobre todo
el espacio-tiempo, la accion, si lo es.

El operador Q se define como
Q = c(Li—fikbjc"),

donde ¢!, b; son los fantasmas y antifantasmas (los campos con un nimero fantasma
negativo) FADDEEV — POPOV, respectivamente, L; son los generadores infinitesima-

les del grupo LIE y f¥x son sus constantes de estructura.
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