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TIPSTIPSTIPSTIPS    
    

� Cientos de recursos gratuitos en la biblioteca online de Ciencias de la Cientos de recursos gratuitos en la biblioteca online de Ciencias de la Cientos de recursos gratuitos en la biblioteca online de Ciencias de la Cientos de recursos gratuitos en la biblioteca online de Ciencias de la 
UNESCO. UNESCO. UNESCO. UNESCO.     
En el evento de este año del Día Mundial de la Ciencia para la Paz y el Desarrollo, la 

UNESCO anunció el lanzamiento de una biblioteca científica online, disponible para 

estudiantes de todo el mundo. El proyecto se lleva a cabo con la colaboración de los 

laboratorios Roche y Nature Education, con el propósito de acercar a los jóvenes a contenidos 

científicos y tecnológicos de calidad. 

http://wwwhatsnew.com/2014/11/21/cientos-de-recursos-gratuitos-en-la-biblioteca-online-de-

ciencias-de-la-unesco/ 

Enviado vía Flipboard 

� El increíble descubrimiEl increíble descubrimiEl increíble descubrimiEl increíble descubrimiento del primer cero de la historiaento del primer cero de la historiaento del primer cero de la historiaento del primer cero de la historia....    

En su número del mes de diciembre la revista de la Smithsonian incluirá un relato muy 

especial, el de la odisea vivida por un matemático en la búsqueda del origen del número más 

importante de todos los inventados por la humanidad: el cero. Para localizar esta primera 

expresión tuvo que internarse en el corazón de la jungla camboyana. 

http://www.abc.es/cultura/arte/20141121/abci-primer-cero-escrito-historia-

201411211748.html 

Enviado vía Flipboard 

 

� Petróleo de esquisto, el nuevo fenómeno energético Petróleo de esquisto, el nuevo fenómeno energético Petróleo de esquisto, el nuevo fenómeno energético Petróleo de esquisto, el nuevo fenómeno energético ––––        

Una fiebre mundial. Estados Unidos no está solo en esta carrera que puede cambiar el 

panorama geopolítico global. 

http://www.bbc.co.uk/mundo/noticias/2013/01/130107_eeuu_petroleo_y_crecimiento_mj 

BBC Mundo 

 
 

¡Hay tres tipos de matemáticas: las que comprendemos, las que no comprendemos y 
las que desconocemos! Crecientemente, se hace más y más difícil determinar qué es 
elemental y qué no es elemental. 

FREDERICK A. VALENTINE 
Convex SetsConvex SetsConvex SetsConvex Sets, 1964 

 
…la ciencia moderna se ha hecho tan técnica que sólo un pequeño número de 
especialistas son capaces de dominar las matemáticas utilizadas en su descripción. 
    

HISTORIA DEL HISTORIA DEL HISTORIA DEL HISTORIA DEL TIEMPOTIEMPOTIEMPOTIEMPO    Del Big Bang    a los    Agujeros Negros  
Stephen Hawking 1988    
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Normas a seguir por los Autores 

Publicación de Divulgación Matemática del Departamento de Matemática y 

Física de la Universidad Nacional Experimental del Táchira, está abierta a trabajos 

realizados por profesores, estudiantes y público en general. 

 Los trabajos deben enviarse escritos con el procesador de palabras “Word” y 

su editor de ecuaciones con el editor de fórmulas Math Type en caso que lo 

requiera el artículo, fuente Times New Roman 14, con interlineado 1,5 líneas, a: 

Comité Editorial Revista Aleph Sub-Cero – Serie de Divulgación Matemática, 

e-mail nunezrcar@gmail.com. Además, debe enviar una copia en formato PDF. 

 El Editor y el Comité Editorial se reservan el derecho de publicación de los 

trabajos, los cuales son evaluados de acuerdo a las siguientes consideraciones: 

� Carácter divulgativo del tema. 

� Contenido. Se determina si el Tema posee algún tipo de originalidad ya 

sea en contenido o en la presentación. 

� Precisión, claridad y profundidad en la presentación del Tema. 

� Rigor metodológico, debe ceñirse a las normas sobre publicación de corte 

científico. En cuanto a título, bibliografía, citas bibliográficas, entre otros 

aspectos. Se sugiere utilizar las Normas APA. 

� Título en inglés y español, resumen en inglés y español, palabras claves. 

� Observaciones del Comité. 

� Observaciones del Arbitraje Externo. 

� El artículo no puede ser publicado en cualquier otro medio. 

Todo trabajo puede ser aceptado, devuelto al autor para correcciones o 

rechazado. Se concederá al autor de artículo la certificación correspondiente. 
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CATEGORÍAS Y TRANSCRIPCIÓN 
INTER-FÍSICA-TOPOLOGÍA-LÓGICA-INFORMÁTICA 

(Categories and transcript inter-physics-topology-logic-computation) 
Adunador: Alberto Mejías1 

 

Las ciencias tienen una tendencia natural hacia la diversificación y especia-

lización… Sin embargo, afortunadamente, hay una cantidad considerable de terre-

no común, ideas, conceptos y construcciones similares. Estos proporcionan una 

base para una Teoría General de Estructuras. 

JIŘÍ ADÁMEK, HORST HERRLICH & GEORGE E. STRECKER 
ABSTRACT AND CONCRETE CATEGORIES, 2012 

Recepción: Julio 2014. Revisión y aceptación: Septiembre 2014 

Resumen. Existe una red de analogías entre Física, Topología, Lógica e Informá-
tica. En esta exposición, se precisan algunas de estas analogías, utilizando el con-
cepto de ‘categoría monoidal simétrica cerrada’. No se asume ningún conocimiento 
previo de Teoría de Categorías, Teoría de Demostración o Informática. 

Descriptores: Categorías, Teoría Quántica, Informática Quántica, Topología, 
Lógica. 

Abstract. There is a network of analogies between Physics, Topology, Logic and 
Computation. In this expository paper, we make some of these analogies precise 
using the concept of ‘closed symmetric monoidal category’. We assume no prior 
knowledge of Category Theory, Proof Theory or Computer Science. 

Key words: Categories, Quantum Theory, Quantum Computation, Topology, Log-
ic. 

                                                 
1 Alberto R. Mejías E. es Licenciado en Matemáticas, egresado de la Facultad de Ciencias de la 
Universidad de los Andes (ULA) Mérida-Venezuela. Es profesor de Topología jubilado de la  
Universidad de los Andes. alrame59@gmail.com 
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1 Introducción 

Teoría de Categorías es un formalismo muy general, pero hay una cierta for-
ma especial, en la que los físicos usan a las categorías, que resulta tener estrechos 
análogos en Topología, Lógica e Informática.  

Una categoría tiene objetos y morfismos, que representan cosas y las maneras de ir 

entre las cosas.  

En Física, los objetos son, a menudo, sistemas físicos y los morfismos son 
procesos que convierten a un estado de un sistema físico en un estado de otro sis-
tema –tal vez el mismo. En Física Quántica, a menudo, esto se formaliza conside-
rando espacios HILBERT como objetos y operadores lineales como morfismos. 

Alrededor de 1949, FEYNMAN [57] notó de que, en Teoría Quántica de Campos, es 
útil dibujar operadores lineales como diagramas: 

. 

Esto permite razonar sobre ellos gráficamente. Podemos deformar un diagrama sin 
alterar al operador que representa: lo que importa es la topología, no la geometría. 

En la década de 1970, PENROSE notó que las generalizaciones de los diagra-
mas FEYNMAN, se presentan a lo largo de la Teoría Quántica y podrían llevar a re-
visiones en nuestra comprensión de espaciotiempo [78]. En la década de 1980, que-
dó claro que en estos diagramas subyace una poderosa analogía entre Física Quán-
tica y Topología. Es decir, un operador lineal se comporta de manera muy semejan-
te a un ‘cobordismo’ que es una variedad n-dimensional que va entre variedades de 
una dimensión menos: 

 
En Teoría de Cuerdas se explota esta analogía mediante la sustitución de los 
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diagramas FEYNMAN de Teoría Quántica de Campos Ordinaria, por cobordismos 2-
dimensionales, que representan a las láminas mundi trazadas por cuerdas, con el 
paso del tiempo.  

La analogía entre operadores y cobordismos también es importante en Gra-
vedad Quántica por Bucles y –sobre todo– en la disciplina más puramente matemá-
tica, ‘Teoría Quántica de Campos Topológica’. 

Mientras tanto, por separado, logicistas habían comenzado a usar categorías 
donde los objetos representan proposiciones y los morfismos, demostraciones. La 
idea es que una demostración es un proceso que va desde una proposición (la hipó-
tesis) a otra (la conclusión).  

Posteriormente, informáticos comenzaron a utilizar categorías donde los ob-
jetos representan tipos de datos y los morfismos, programas. También empezaron a 
utilizar ‘diagramas de flujo’ para describir programas. Abstractamente, estos son 
muy parecidos a los diagramas FEYNMAN. 

Logicistas e informáticos nunca estuvieron muy alejados unos de otros. De 
hecho, la ‘correspondencia CURRY-HOWARD’ que relaciona demostraciones con 
programas, ha sido muy conocida, al menos desde la década de 1970, con raíces 
que se remontan a mucho antes [35], [52]. Pero, es sólo en los años noventa que lo-
gicistas e informáticos se encontraron con los físicos y los topologistas. Una razón 
es el aumento del interés en Criptografía Quántica e Informática Quántica [28]. 
Con esto, la gente comenzó a pensar en procesos quánticos como formas de proce-
samientos de información y a aplicar ideas provenientes de la Informática. Enton-
ces se comprendió que la tímida analogía entre organigramas y diagramas FEYN-
MAN podría hacerse más precisa y potente con la ayuda de Teoría de Categorías [3]. 

Por ahora hay una extensa red de analogías de interconexión entre Física, To-
pología, Lógica e Informática. Sugieren que la investigación en el área de superpo-
sición común, en realidad conlleva a construir una nueva ciencia: una Ciencia Ge-

neral de Sistemas y Procesos. La creación de esta ciencia será muy difícil. Hay 
buenas razones para ello, pero también malas. Una mala razón es que campos dife-
rentes, usan diferentes terminologías y notaciones. 

La piedra de Rosetta (Rashid) original, creada en el año 196 A.C., contiene 
versiones de un mismo texto en tres idiomas: demótico egipcio, escritura jeroglífica 



Alberto Mejías 
 

 

8 

y griego clásico. Su redescubrimiento por soldados de Napoleón, permitió a los e-
giptólogos modernos, descifrar a los jeroglíficos. Esto permitió un aumento enorme 
en la comprensión de la cultura del antiguo Egipto. 

En la actualidad, los sistemas deductivos en Lógica Matemática, parecen je-
roglíficos a muchos físicos. Asimismo, Teoría Quántica de Campos es un idioma 
extraño para muchos Informáticos y así sucesivamente. Entonces, hay necesidad de 
una nueva piedra de Rosetta para ayudar a los investigadores intentar traducir entre 
distintos campos. La Tabla 1 muestra nuestra conjetura en cuanto a lo que podría 
parecer esta piedra de Rosetta inter- Física-Topología-Lógica-Informática (IFTLI). 

Teoría de Categorías Física Topología Lógica Informática 

objeto sistema variedad proposición tipo de datos 

morfismo proceso cobordismo demostración programa 

Tabla 1: La Piedra de Rosetta IFTLI (versión reducida). 

El resto de este trabajo se extiende sobre esta tabla, comparando cómo se uti-
lizan categorías en Física, Topología, Lógica e Informática. Infortunadamente, en-
tre estos distintos campos, se consideran ligeramente diferentes tipos de categorías.  

Aunque muchos físicos no lo saben, en Física Quántica se ha hecho amplio 
uso de ‘categorías monoidales simétricas compactas’. En Teoría de Nudos se usa 
‘categorías monoidales trenzadas compactas’ que son ligeramente más generales. 
Sin embargo, quedó claro en la década de 1990, que estos instrumentos más gene-
rales también son útiles en Física. 

En Lógica e Informática solían centrarse en ‘categorías cartesianas cerradas’ 
donde ‘cartesiana’ puede considerarse, aproximadamente, antónimo de ‘quántica’; 
sin embargo, gracias a trabajos sobre Lógica Lineal e Informática Quántica, algu-
nos logicistas e informáticos han bajado su insistencia en cartesianidad: ahora con-
sideran al tipo más general de ‘categorías monoidales simétricas cerradas’. 

En Sección 2 se explican estos conceptos, cómo iluminan la analogía entre 
Física y Topología y cómo trabajar con ellos usando diagramas de cuerdas. No se 
asume ningún conocimiento previo de Teoría de Categorías, sólo la voluntad de a-
prender.  

En Sección 3 se explica cómo las categorías monoidales simétricas cerradas 
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corresponden a un pequeño fragmento de Lógica Proposicional Ordinaria, que tam-
bién pasa a ser un fragmento de la Lógica Lineal de GIRARD [43]. 

En Sección 4 explicamos cómo las categorías monoidales simétricas cerradas 
corresponden a un modelo simple de computación.  

Cada una de estas secciones se inicia con algún material de contexto.  

En sección 5, se concluye presentando una versión mayor (más elaborada) de 
la ansiada, piedra de Rosetta. 

El tratamiento aquí expuesto, de los cuatro temas: Física, Topología, Lógica 
e Informática, está condenado a parecer esquemático, estrechamente enfocado e i-
diosincrásico, a los practicantes de estos temas. La excusa es que ¡se desea enfati-
zar ciertas analogías sin decir nada más que lo absolutamente necesario! Para com-
pensar esto, se incluyen varias referencias para aquellos que deseen profundizar. 

2 Analogía entre Física y Topología 

2.1 Contexto 

Actualmente las mejores teorías físicas son Relatividad General y Modelo 
Estándar de Física de Partículas. La primera describe a la gravedad sin considerar a 
la Teoría Quántica; la segunda describe a las otras fuerzas, considerando a la Teoría 
Quántica, pero ignora a la gravedad. Así, nuestra visión del mundo es profunda-
mente esquizofrénica. El campo donde los físicos luchan para resolver este proble-
ma se llama gravedad quántica, puesto que se cree ampliamente que la solución 
requiere tratar a la gravedad en una forma que considere a la Teoría Quántica. Na-
die está seguro de cómo hacerlo, pero hay una semejanza sorprendente entre dos de 
los principales abordajes: Teoría de Cuerdas y Gravedad Quántica por Bucles. Am-
bos se basan en la analogía entre la física y la topología que se muestra en Tabla 2. 

A la izquierda tenemos un ingrediente básico de Teoría Quántica: la catego-
ría Hilb cuyos objetos son espacios HILBERT, que describen sistemas físicos y cu-
yos morfismos son operadores lineales, que describen procesos físicos. A la dere-
cha tenemos una estructura básica en Topología Diferencial: la categoría nCob. 
Aquí los objetos son variedades (n – 1)-dimensionales, que describen espacios y 
cuyos morfismos son cobordismos n-dimensionales, que describen a espaciotiem-

pos. 
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Física Topología 

Espacio Hilbert 

(sistema) 

variedad (n–1)-dimensional 

(espacio) 

operador entre espacios Hilbert 

(proceso) 

cobordismo entre variedades (n – 1)-dimensionales 

(espaciotiempo) 

composición de operadores composición de cobordismos 

operador identidad cobordismo identidad 

Tabla 2: Analogía entre Física y Topología 

Como veremos, Hilb y nCob comparten muchas características estructurales. 
Por otra parte, ambas son muy diferentes de la categoría más familiar, Set, cuyos 
objetos son conjuntos y cuyos morfismos son funciones. En otras partes se ha ar-
gumentado extensamente, que esto es importante para una mejor comprensión de 
gravedad quántica [10] e, incluso, de Fundamentos de Teoría Quántica [11].  

La idea es que Hilb es más semejante a nCob que a Set; tal vez deberíamos 
dejar de pensar en un proceso quántico como función de un conjunto de estados a 
otro. En cambio, quizá, deberíamos considerar cómo se asemeja a un ‘espaciotiem-
po’ que va entre espacios de dimensión menor en uno. 

Esta idea puede parecer extraña, pero el ejemplo más simple es algo muy 
práctico, utilizado por los físicos usualmente: un diagrama FEYNMAN. Este es un 
grafo 1-dimensional que va entre colecciones 0-dimensionales, de puntos, con los 
bordes y vértices rotulados adecuadamente.  

Los diagramas FEYNMAN son entidades topológicas, pero describen a opera-
dores lineales. En Teoría de Cuerdas se utilizan cobordismos 2-dimensionales, e-
quipados con estructura extra –laminas mundi de cuerdas– para hacer un trabajo 
similar. 

En Gravedad Quántica por Bucles se usan generalizaciones, 2d, de diagra-
mas FEYNMAN llamados ‘espumas espinales’ (Inglés: ‘spin foams’) [9]. En Teoría 
Quántica de Campos Topológica se utilizan cobordismos de dimensiones superio-
res [13]. 
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En cada caso, los procesos son descritos por morfismos en una clase especial 
de categorías: ‘categorías monoidales simétricas compactas’. 

A continuación, no nos distraeremos en enigmas de la teoría quántica o la 
gravedad quántica. En vez de eso, asumimos otro abordaje, simplemente explican-
do algunos conceptos básicos de Teoría de Categorías y mostrando cómo Set, Hilb, 
nCob y categorías de marañas (Inglés; categories of tangles) dan ejemplos. Un te-
ma recurrente, sin embargo, es que Set es muy diferente de los otros ejemplos.  

Para ayudar al lector a navegar con seguridad por el mar de la jerga, he aquí 
un diagrama de los conceptos que se explicarán en esta sección: 

 

 

 

 

La categoría Set es cartesiana cerrada, mientras que Hilb y nCob son monoi-
dales simétricas compactas. 

categorías 

categorías monoidales 

categorías monoidales 
trenzadas  

categorías monoidales 
simétricas 

categorías monoidales 
compactas 

categorías cartesianas 

categorías cartesianas 
cerradas 

categorías monoidales 
simétricas compactas 

categorías monoidales 
trenzadas cerradas 

categorías monoidales 
simétricas cerradas 

categorías monoidales 
cerradas 

categorías monoidales 
trenzadas compactas 
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2.2 Categorías 

Teoría de Categorías surgió alrededor de 1945, con EILENBERG y MAC LANE  
[40], definiendo ‘categorías’, ‘funtores’ entre categorías, y ‘transformaciones natu-
rales’ entre funtores. Actualmente hay muchas introducciones al tema [34], [72], 
[75], incluyendo algunas gratuitas disponibles en línea [20], [46]. No obstante, co-
mencemos por el principio: 

Definición 1. Una categoría C es un par ordenado (ob(C),  hom(C)) tal que:  
• ob(C) es una clase de elementos llamados los objetos de C. Si X es un objeto 

de C, por abuso de notación, escribimos X ∈ C. 
• hom(C) es una clase de elementos llamados los morfismos de C, tales que, 

o  para cada par ordenado (X, Y), de objetos de C, existe una clase 
hom(X, Y) de elementos de hom(C), llamados los morfismos de X a Y, tales 

que 
� si f ∈ hom(X, Y), se denota por f: X → Y;  
�  los morfismos son componibles: si f: X → Y   y   g: Y → Z, existe un 

morfismo compuesto de g con f: gf: V → X, a veces también escrito 

g ○ f; 
� la composición es asociativa: (hg)f = h(gf) siempre que cada lado de 

la igualdad esté bien definido; 
�  para todos los objetos X, existe un morfismo identidad 1

X
: X → X, 

que es unidad con respecto a la composición, tanto a la izquierda como 

a la derecha: si f: X → Y, entonces f 1
X
  = f = 1

Y
 f ;  

o para cada f ∈ hom(C), existe un par ordenado (X, Y), de objetos de C, 

tal que  f ∈ hom(X, Y). 

Definición 2. Un morfismo f: X → Y es un isomorfismo si tiene un inverso; es de-

cir, existe otro morfismo g: Y → X, tal que gf = 1
X
  y fg = 1

Y
. 

Una categoría es el marco más simple donde podemos hablar de sistemas 
(objetos) y procesos (morfismos). Para visualizar a estos, podemos usar ‘diagramas 
FEYNMAN’ de una especie muy primitiva. En aplicaciones al álgebra lineal, estos 
diagramas se llaman a menudo ‘redes espinales’ (Ingles: spin networks), pero los 
teorizantes de categorías los llaman ‘diagramas de cuerdas’ (Ingles: string dia-
grams), y ese es el término que utilizaremos. El término ‘cuerda’ aquí tiene poco 
que ver con Teoría de Cuerdas; en cambio, la idea es que los objetos de nuestra ca-
tegoría marcan ‘cuerdas’ o ‘cables’:  
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y los morfismos f: X → Y, marcan ‘cajas negras’ con un cable de entrada de tipo X 
y un cable de salida del tipo Y: 

. 

Componemos dos morfismos conectando la salida de una caja negra a la en-
trada de la siguiente. Así, el compuesto de f: X → Y y g: Y → Z se ve así: 

. 

La asociatividad de la composición, está implícita: 

 
es nuestra notación para tanto h(gf) como (hg)f.  

Del mismo modo, si dibujamos el morfismo identidad 1
X
: X → X como un 

trozo de cable de tipo X: 

, 
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entonces las leyes de unidad a la izquierda y a la derecha también están implícitas. 

Hay innumerables ejemplos de categorías, pero nos centraremos en cuatro:  

o Set: la categoría donde los objetos son conjuntos.  
o Hilb: la categoría donde los objetos son espacios HILBERT finito-di-
mensionales.  
o nCob: la categoría donde los morfismos son cobordismos n-dimensio-
nales.  
o Tang

k
: la categoría donde los morfismos son marañas k-codimensio-

nales.  

Como veremos, las cuatro son categorías monoidales simétricas cerradas, al menos 
cuando k es suficientemente grande. Sin embargo, la más familiar del lote, es decir 
Set, es la que queda por fuera: es ‘cartesiana’. 

Tradicionalmente, las matemáticas se han fundamentado en la categoría Set, 
donde los objetos son conjuntos y los morfismos son funciones. Así que, cuando se 
estudian los sistemas y procesos en Física, es tentador especificar a un sistema dan-
do su conjunto de estados y a un proceso, dando una función de los estados de un 
sistema a los estados de otro. Sin embargo, en Física Quántica se hace algo sutil-
mente diferente: se usan categorías donde los objetos son espacios HILBERT y los 
morfismos son operadores lineales acotados. Se especifica a un sistema dando un 
espacio HILBERT, pero este espacio HILBERT no es realmente, el conjunto de los es-
tados del sistema: un estado es en realidad un rayo en el espacio Hilbert. Asimismo, 
un operador lineal acotado no es precisamente una función de los estados de un sis-
tema a los estados de otro. 

  En la práctica cotidiana de la física quántica, lo que realmente importa no 
son los conjuntos de estados y funciones entre ellos, sino el espacio HILBERT y los 
operadores. Una de las virtudes de Teoría de Categorías es que nos libera del enfo-
que ‘conjunto-céntrico’ de las matemáticas tradicionales y permite ver a la Física 
Quántica en sus propios términos. Como veremos, esto arroja nueva luz sobre los 
dilemas que siempre han plagado a la comprensión del reino quántico [11]. 

Para evitar problemas técnicos que nos llevarían muy lejos, asumiremos a 
Hilb como la categoría donde los objetos son espacios HILBERT finito-dimensiona-

les y los morfismos son operadores lineales (automáticamente acotados en este ca-
so). Los espacios HILBERT finito-dimensionales bastan para algunos propósitos; los 
infinito-dimensionales son a menudo importantes, pero tratarlos correctamente, re-
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queriría algunas importantes extensiones de las ideas que queremos explicar aquí. 

En Física también se utilizan categorías donde los objetos representan opcio-
nes de espacios y los morfismos representan opciones de espaciotiempos. La más 
simple es nCob, donde los objetos son variedades (n – 1)-dimensionales y los mor-
fismos son cobordismos n-dimensionales. Glosando sobre algunas sutilezas, que un 
tratamiento cuidadoso discutiría [81], un cobordismo f: X→ Y es una variedad n-
dimensional cuyo borde es la unión disjunta de las variedades (n – 1)-dimensiona-
les X y Y. Aquí hay un par de cobordismos en el caso n = 2: 

. 
Los componemos pegando la ‘salida’ de uno a la ‘entrada’ del otro. Así, en el ante-
rior ejemplo gf: X  → Z, luce como: 

. 
Otro tipo de categoría importante en física, tiene objetos que representan co-

lecciones de partículas y morfismos que representa a sus líneas mundi e interac-

ciones. Los diagramas FEYNMAN son el ejemplo clásico, pero en estos diagramas 
los ‘bordes’ no se toman literalmente como trayectorias de partículas.  

Un ejemplo con vínculos más estrechos con Topología es Tang
k
. Muy a 

grosso modo, un objeto de Tang
k
 es una colección de puntos en un cubo k-dimen-

sional, mientras que un morfismo es una ‘maraña’: una colección de bucles2 y arcos 
tersamente incrustados en un cubo (k + 1)-dimensional, tales que los bucles se en-
cuentran en el interior del cubo, mientras que los arcos tocan el borde del cubo so-
lamente en sus partes superior e inferior y sólo con sus extremos. Un poquito más 

                                                 
2

 Un bucle es una imagen homeomorfa (una copia elástica) de la circunferencia. 
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precisamente, las marañas son ‘clases de isotopía’ de tales arcos y bucles empotra-
dos: esta relación de equivalencia significa que sólo importa la topología de la ma-
raña, no su geometría. Componemos marañas, adjuntando un cubo a otro, de tope a 
fondo. Se pueden hallar definiciones más precisas en muchas fuentes, al menos pa-
ra k = 2, que dan marañas en cubos 3d [42], [58], [81], [89], [97], [101]. Y, ya que 
una imagen vale por mil palabras, aquí hay una imagen de un morfismo en Tang2: 

 
Nótese que podemos pensar en un morfismo en Tang

k
 como un cobordismo 

1-dimensional empotrado en un cubo k-dimensional. Por esta razón Tang
k
 y nCob 

se comportan de manera similar en algunos aspectos. 

Aquí hay dos morfismos componibles, en Tang1: 

 
y aquí está su compuesto: 

 
Puesto que sólo importa la topología de las marañas, somos libres de aplastar 
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a este rectángulo en un cuadrado, si queremos, pero no necesitamos hacerlo. 

A menudo es útil considerar marañas decoradas de diversas maneras.  

Por ejemplo, en una maraña ‘orientada’, cada arco y bucle está dotado con 
una orientación. Podemos indicar esto dibujando una flechita en cada curva en la 
maraña. En aplicaciones a la física, estas curvas representan líneas mundi de partí-
culas y las flechas indican si la partícula va hacia adelante o hacia atrás en el tiem-
po, siguiendo la idea de FEYNMAN de que las antipartículas son partículas yendo 
hacia atrás en el tiempo. 

También podemos considerar marañas ‘enmarcadas’. Aquí cada curva es 
sustituida por una 'cinta'. En aplicaciones a la física, esto hace un seguimiento de 
cómo se retuerce cada partícula. Esto es especialmente importante para los fermio-
nes, donde un giro de 2π actúa no trivialmente. Matemáticamente, las marañas que 
mejor se comportan son tanto orientadas como enmarcadas [13], [89], y estas son 
las que deberíamos de usar para definir Tang

k
.  

La categoría nCob también tiene una versión orientada enmarcada. Sin em-
bargo, estos detalles apenas tendrán importancia en lo que está por venir. 

Es difícil hacer mucho con categorías, sin discutir las asignaciones entre 
ellas. Una asignación entre categorías, particularmente interesante, es un ‘funtor’: 

Definición 3. Un funtor F: C → D, de una categoría C a una categoría D es una 

asignación que manda:  

• cada objeto X ∈ C a un objeto F(X) ∈ D,  

• cada morfismo f: X → Y, en C a un morfismo F(f): f (X) → F(Y), en D, de tal 

manera que:  

o F preserva las identidades: para cualquier objeto X ∈ C, F(1
X
) = 

1
F(X);  

o F preserva la composición: para cualquier par de morfismos f: X → 

Y, g: Y → Z, en C, F(f g) = F(g)F(f). 

En las secciones siguientes, veremos que funtores y transformaciones natura-
les son útiles para determinar estructuras adicionales en categorías. He aquí un uso 
distinto para funtores: podemos pensar en un funtor F: C → D, como una imagen o 
‘representación’ de C en D. La idea es que F puede asignar objetos y morfismos en 
alguna categoría ‘abstracta’ C, a objetos y morfismos en una categoría más ‘con-
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creta’ D. 

Por ejemplo, considere un grupo abstracto G. Esto es lo mismo que una cate-
goría con un objeto y con todos los morfismos invertibles. El objeto es poco intere-
sante, así que podemos llamarlo sólo •, pero los morfismos son los elementos de G 
y los componemos multiplicándolos. Desde esta perspectiva, una representación 
de G en un espacio HILBERT finito-dimensional, es lo mismo que un funtor F: G → 
Hilb. Igualmente, una acción de G sobre un conjunto es igual a un funtor F: G → 
Set. Ambas nociones son maneras de hacer más concreto a un grupo abstracto. 

Desde la tesis de 1963 de LAWVERE, sobre Semántica Funtorial [69], la idea 
de funtores como representaciones se ha vuelto omnipresente. Sin embargo, la ter-
minología varía de campo a campo. Siguiendo a LAWVERE, logicistas, a menudo, 
llaman a la categoría C una ‘teoría’ y llaman al funtor F: C → D un ‘modelo’ de 
esta teoría. Otros matemáticos llamarían a F un ‘álgebra’ de la teoría. En este traba-
jo, la opción predeterminada de D es generalmente, la categoría Set. 

En física, es al funtor F: C → D, lo que se llama la ‘teoría’. Aquí la opción 
predeterminada de D es la categoría que llamamos Hilb o una categoría similar, de 
espacios HILBERT infinito-dimensionales. Por ejemplo, tanto las ‘teorías conforma-
les de campos’ [85] como las teorías quánticas de campos topológicas [8] pueden 
ser vistas como funtores de este tipo.  

Si pensamos en funtores como modelos, las transformaciones naturales son asigna-
ciones entre modelos: 

Definición 4. Dados dos funtores F, F': C → D, una transformación natural α : 
F ==⇒ F', asigna a cada objeto X en C, un morfismo α

X
: F(X) → F '(X) tal que pa-

ra cualquier morfismo f: X → Y, en C, la ecuación F(f) = F'(f)α
X

, se cumple en D. 

En otras palabras, el siguiente diagrama es conmutativo: 

 
(Ir de lado y luego hacia abajo es igual que ir hacia abajo y luego de lado). 

   F(X)          
F(f )

           F(Y) 
 
  α

X    
       α

Y
 

 
  F’(X)          

F’(f )
       F’(Y) 
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Definición 5. Un isomorfismo natural entre funtores F, F': C → D, es una trans-

formación natural α: F ==⇒ F', tal que α
X
 es un isomorfismo para cada X ∈ C. 

Por ejemplo, supongamos que F, F': G → Hilb, son funtores, donde G es un grupo 

considerado como una categoría con un objeto, digamos: •. Entonces, como ya se 

mencionó, F y F' son sólo representaciones secretas de G, en los espacios HILBERT 

F(•) y F'(•). Una transformación natural αF ==⇒ F', entonces, es lo mismo que un 

operador de entrecruzamiento de una representación a otra: es decir, un opera-

dor lineal  

A: F(•) → F(•) 

que satisface 

AF(g) = F(g)A 

para todos los elementos g del grupo G. 

2.3 Categorías Monoidales  

En física, a menudo, es útil pensar en dos sistemas asentados lado a lado co-
mo formando un único sistema. En topología, la unión disjunta de dos variedades 
es otra variedad por derecho propio. En lógica, la conjunción de dos declaraciones 
es otra declaración. En informática podemos combinar dos tipos de datos en un úni-
co ‘tipo producto’. El concepto de ‘categoría monoidal’ unifica todos estos ejem-
plos en un marco único. 

Una categoría monoidal C tiene un funtor ⊗: C × C → C, que asocia a dos 

objetos X, Y para dar un nuevo objeto X ⊗ Y. Para precisar esto, definimos el pro-

ducto cartesiano de categorías: 

Definición 6. El producto cartesiano C × C' de las categorías C y C', es una ca-

tegoría tal que:  

• un objeto es un par (X, X') que consta de un objeto X ∈ C y un objeto X’ ∈ 
C’; 
•  un morfismo de (X, X') a (Y, Y'), es un par (f, f ') que consiste en un morfis-

mo    f: X → Y y un morfismo f ': X' → Y';  
• la composición se hace componente a componente: (g, g')(f, f ') = (g f, g’f ’); 
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• los morfismos identidad se definen componente a componente: 1(X, X') = (1
X
, 

1
X'

). 

Las categorías monoidales fueron definidas por  MAC LANE [71] en 1963. La 

sutileza de la definición radica en el hecho que (X ⊗ Y) ⊗ Z y X ⊗ (Y ⊗ Z) no son 

generalmente iguales. En cambio, debemos especificar un isomorfismo entre ellos, 
llamado el ‘asociador’. Del mismo modo, mientras que una categoría monoidal tie-

ne un objeto ‘unidad’ I, no es generalmente válido que I ⊗ X y X ⊗ I sean iguales a 

X. Por esto, conviene especificar isomorfismos I ⊗ X ≅ X y X ⊗ I ≅ X. Para ser 

manejables, todos estos isomorfismos deberán cumplir ciertas condiciones: 

Definición 7. Una categoría monoidal consiste de: 

•  una categoría C,  

• un funtor producto tensorial ⊗: C × C → C,  

• un objeto unidad I ∈ C,  

• un isomorfismo natural llamado el asociador, que asigna a cada trío de ob-

jetos X, Y, Z ∈ C, un isomorfismo 

a
X, Y, Z

: (X ⊗ Y) ⊗ Z  →    X ⊗ (Y ⊗ Z), 

• isomorfismos naturales llamados el levo-unitor y dextro-unitor, que asig-

nan a cada objeto X ∈ C, isomorfismos  

l
X

: I ⊗ X →   X, 

r
X

: X ⊗ I →   X, 

tales que:  

o para todo X, Y ∈ C se cumple la ecuación triangular:  

 

o para todo W, X, Y, Z ∈ C, se cumple la ecuación pentagonal 

a
X, I, Y

 X ⊗ (I ⊗ Y) (X ⊗ I) ⊗ Y 

 r
X 

 ⊗ 1
Y   

 1
X 

 ⊗ l
Y
 

  X ⊗ Y 
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Cuando tenemos un producto tensorial de cuatro objetos, hay cinco maneras 
de asociarlos usando paréntesis y, a primera vista, el asociador nos permite cons-

truir dos isomorfismos desde ((W ⊗ X) ⊗ Y) ⊗ Z hasta W ⊗ (X ⊗ (Y ⊗ Z). Sin em-

bargo, la ecuación pentagonal dice que estos isomorfismos son iguales. Cuando te-
nemos productos tensoriales de aún más objetos, hay aún más formas de asociarlos 
usando paréntesis y aún más isomorfismos entre ellos, construidos a partir del aso-
ciador. Sin embargo, MAC LANE demostró que la identidad pentagonal implica que 
estos isomorfismos son todos iguales. Del mismo modo, si asumimos también la 
ecuación triangular, todos los isomorfismos con el mismo origen y destino, cons-
truidos a partir del asociador, las leyes de la levo- y la dextro unidad, son iguales. 

En una categoría monoidal podemos tener procesos en ‘paralelo’ así como en 
‘serie’.  

El procesamiento en serie es sólo composición de morfismos, que funciona 
en cualquier categoría. Pero en una categoría monoidal podemos también tensoriar 
morfismos f : X → Y y f ': X' → Y' ' y obtener un ‘proceso en paralelo’ 

f ⊗ f ': X ⊗ X' → Y ⊗ Y'. 

Podemos representar esto de varias maneras: 

     ((W ⊗ X) ⊗ Y) ⊗ Z 

(W ⊗ X) ⊗ (Y ⊗ Z) 

   W ⊗ (X ⊗ (Y ⊗ Z) 

(W ⊗ (X ⊗ Y)) ⊗ Z 

W ⊗ ((X ⊗ Y) ⊗ Z) 

a
W ,  X ,  Y

 ⊗ 1
Z

 

a
W ,  X  ⊗  Y,  Z

 

1
W

 ⊗ a
X, Y, Z

 

  a
W, X, Y ⊗ Z 

a
W  ⊗  X, Y, Z
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. 
Más generalmente, podemos representar a cualquier morfismo 

f: X1 ⊗ ... ⊗ X
n

   →   Y1 ⊗ ... ⊗ Y
m
, 

como una caja negra con n cables de entrada y m cables de salida: 

. 

Dibujamos al objeto unidad I como un espacio en blanco. Así, por ejemplo, 
dibujamos un morfismo f: I → X, como sigue: 

. 
Componiendo y tensoriando morfismos, podemos construir cuadros elabora-

dos que se asemejan a los diagramas FEYNMAN: 

. 

Las leyes que rigen a una categoría monoidal permiten relegar asociadores y 
unitores al dibujar tales cuadros, sin que haya problemas. La razón es que el Teo-
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rema de Coherencia, de MAC LANE, establece que cualquier categoría monoidal es 
‘equivalente’, en un sentido adecuado, a una donde todos los asociadores y unitores 
son morfismos identidad [71].  

También se puede deformar la imagen en una amplia variedad de formas, sin 
alterar al morfismo que describe. Por ejemplo, el morfismo de arriba es igual a éste: 

 
Todo el que utiliza diagramas de cuerdas para cálculos en categorías monoi-

dales comienza por preocuparse por las reglas del juego: ¿precisamente cómo pode-
mos deformar a las representaciones, sin cambiar los morfismos que describen? En 
lugar de indicar precisamente las reglas –lo cual es un poco técnico– le exhortamos 
a explorar por sí mismo, lo que está permitido y lo qué no. Por ejemplo, mostrar 
que se pueden deslizar las cajas negras hacia arriba y hacia abajo así: 

 
Para un tratamiento formal de las normas que rigen a los diagramas de cuer-

das, ver los escritos originales de JOYAL y STREET [55] y el libro de YETTER [101]. 

Ahora pasemos a los ejemplos. Aquí es crucial advertir que la misma categoría, 
a menudo, puede ser dotada con diferentes productos tensoriales, resultando dife-
rentes categorías monoidales: 

• Hay una manera de hacer de Set una categoría monoidal donde X ⊗ Y es el 

producto cartesiano X × Y y el objeto unidad es cualquier conjunto de un solo 
elemento. Nótese que este producto tensorial no es estrictamente asociativo, ya 
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que  (x, (y, z)) ≠ ((x, y), z); pero, existe un isomorfismo natural (X × Y) × Z ≅ 

X × (Y × Z) y este es nuestro asociador. Consideraciones similares dan los levo- 
y dextro unitores. En esta categoría monoidal, el producto tensorial de f : X → Y 
y f ': X' → Y', es la función 

f  × f ': X × X' → Y × Y' 

(x, x') ֏ (f (x) , f '(x')). 

También hay manera de hacer de Set una categoría monoidal, donde X ⊗ Y 

es la unión disjunta de X y Y, que denotaremos por X + Y. Aquí el objeto unidad es 
el conjunto vacío. Otra vez, como con todos estos ejemplos, se satisfacen las leyes 
asociativa y de la levo/dextro-unidad, salvo isomorfismo natural. En esta categoría 
monoidal, el producto tensorial de  f : X → Y  y  f ': X' → Y ', es la función  

f + f ': X + X'  → Y + Y' 

x   ֏   
( )
( )

, s i ,
, s i

f x x X

f ' x x X' .

∈


∈
 

Sin embargo, en lo que sigue, cuando hablamos de Set como una categoría mo-

noidal, utilizamos siempre el producto cartesiano. 
• Hay una manera de configurar Hilb como una categoría monoidal con el 

producto tensorial habitual de espacios HILBERT: C
n
 ⊗ C

m
 ≅ C

nm
. En este caso, 

el objeto unidad I se puede tomar como un espacio HILBERT 1-dimensional, por 

ejemplo C.  

También hay una manera de hacer de Hilb una categoría monoidal donde el pro-

ducto tensorial es la suma directa: C
n
 ⊕ C

m
 ≅ C

n + m
. En este caso, el objeto u-

nidad es el espacio HILBERT cero dimensional {0}. 

Sin embargo, en lo que sigue, cuando hablamos de Hilb como categoría monoi-

dal, utilizamos siempre el producto tensorial habitual! 

• El producto tensorial de objetos y morfismos en nCob está dado por la unión 
disjunta. Por ejemplo, el producto tensorial de estos dos morfismos: 
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es este: 

. 
• La categoría Tang

k
 es monoidal cuando k ≥ 1, donde el producto tensorial 

está dado por la unión disjunta. Por ejemplo, dadas estas dos marañas: 

, 
su producto tensorial luce como esto: 

 
El ejemplo de Set, con su producto cartesiano, es diferente de los otros tres 

ejemplos principales, porque el producto cartesiano de conjuntos X × X' viene equi-
pado con funciones llamadas ‘proyecciones’ a los conjuntos X y X': 

X 
p

←  X × X' 
p'

→ X'. 

Nuestros otros principales ejemplos carecen de estas funciones –aunque Hilb 

convertido en una categoría monoidal, usando ⊕, tiene proyecciones. Además, cada 

conjunto tiene una única función al conjunto de un solo elemento: 
!
X
: X → I. 

Una vez más, nuestros otros ejemplos principales carecen de esta caracterís-

tica, aunque Hilb, convertida en una categoría monoidal usando ⊕, la tiene. Una 

característica interesante de la mecánica quántica es que hacemos de Hilb una ca-

tegoría monoidal usando ⊗ en vez de ⊕, aunque este último enfoque podría condu-

cir a una categoría más semejante a Set. 
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Podemos aislar las características especiales del producto cartesiano de con-
juntos y sus proyecciones, obteniendo una definición que se aplica a cualquier cate-
goría: 

Definición 8. Dados los objetos X y X ' en alguna categoría, decimos que un objeto 

X × X', equipado con morfismos 

X 
p

←  X × X' 
p'

→ X' 

es un producto cartesiano (o simplemente, un producto) de X por X', si para cada 

objeto Q y morfismos f y f' 

 
existe un único morfismo g: Q → X × X', que hace conmutativo al siguiente dia-

grama: 

 
 (Es decir, f = pg y f ' = p'g). Decimos que una categoría tiene productos binarios 

si cada par de objetos tiene un producto. 

El producto puede que no exista y puede no ser único, pero cuando existe es 
único, salvo un isomorfismo canónico. Esto justifica nuestro hablar de ‘el’ producto 
de objetos X y Y cuando existe y que lo denotamos como X × Y. 

La definición de producto cartesiano, mientras que es absolutamente funda-
mental, da un poco de miedo a  primera vista. Para ilustrar su poder, hagamos algo 
al respecto: combinar dos morfismos f: X → Y y f ': X → Y' en un solo morfismo  

f × f ': X × X' → Y × Y'. 

La definición de producto cartesiano dice cómo construir un morfismo de es-
te tipo a partir de un par de morfismos: a saber, morfismos de X × X' a Y y Y'. Si 
tomamos a estos como  fp y f 'p', obtenemos f × f ': 

Q 
  f            g         f ' 

  X  
p

←  X × X' 
p'

→ X'. 

Q 
   f             f ' 

 X                  X', 
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.  
Ahora, aislemos las características especiales del conjunto de un elemento: 

Definición 9. Un objeto 1 en la categoría C es terminal, si para cualquier objeto 

Q ∈ C, existe un morfismo único de Q a 1, que se denota como !
Q

: Q → 1. 

Una vez más, un objeto terminal puede no existir y puede no ser único, pero 
es único, salvo un isomorfismo canónico. Por esta razón podemos hablar de ‘el’ ob-
jeto terminal de una categoría y denotarlo con un símbolo específico, 1. 

Hemos introducido el concepto de productos binarios. También se puede ha-
blar de productos n-arios para otros valores de n; pero, una categoría con productos 
binarios tiene productos n-arios para todo n ≥ 1, ya que podemos construir a estos 
como productos binarios iterados. El caso n = 1 es trivial, puesto que el producto de 
un objeto es sólo ese objeto mismo (salvo isomorfismo canónico). El caso restante 
es n = 0. El producto cero-ario de objetos, si existe, es sólo el objeto terminal. Así, 
tenemos la siguiente definición:  

Definición 10. Una categoría tiene productos finitos si tiene productos binarios y 

un objeto terminal. 

Una categoría con productos finitos siempre se puede configurar como una 
categoría monoidal eligiendo un producto específico X × Y como producto tensorial 

X ⊗ Y y elegir un objeto terminal específico como objeto unidad. ¡Toma un poco 

de trabajo demostrar esto! Una categoría monoidal de este tipo se llama cartesiana. 

En una categoría cartesiana, podemos 'duplicar y eliminar información'. En 
general, la definición de productos cartesianos da una manera de combinar dos 
morfismos f1: Q → X y f2: Q → Y, en un solo morfismo de Q a X × Y. Si tomamos 

Q = X = Y y a f1 y f2 como la identidad, obtenemos el morfismo diagonal o dupli-
cación: 

∆
X
: X → X × X. 

En la categoría Set, se puede comprobar que éste aplica cada elemento x ∈ X, al par 

X × X' 
   f p                 

        
 f 'p' 

           f × f '  
  Y   

p
←   Y × Y'  

p'
→   Y'. 
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(x, x). En general, podemos sacar la diagonal de la siguiente manera: 

 
Del mismo modo, llamamos a la única asignación al objeto terminal, 

!
X

: X → 1, 

el morfismo supresión y lo dibujamos como sigue: 

. 
Nótese que dibujamos al objeto unidad como un espacio vacío. 

¡Es un hecho fundamental sobre categorías cartesianas, que duplicar algo y 
luego suprimir cualquier copia, es lo mismo que no hacer nada en absoluto! En los 
diagramas de cuerdas, esto se expresa como: 

 
La demostración se deja como un ejercicio para el lector. 

Muchas de las características desconcertantes de la teoría quántica, provie-
nen de la no cartesianidad del producto tensorial habitual en Hilb. Por ejemplo, en 
una categoría cartesiana, todo morfismo  

 
en realidad es de la forma 
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En el caso de Set, esto dice que cada punto del conjunto X × X' viene de un 
punto de X y un punto de X'. En física, esto diría que cada estado g del sistema 

combinado X ⊗ X' se construye mediante la combinación de estados de los siste-

mas X y X' X. El teorema BELL [19] establece que eso no es válido en Teoría Quán-
tica. La razón es que en Teoría Quántica se utiliza la categoría monoidal ¡no carte-
siana! Hilb.  

Además, en Teoría Quántica no podemos, libremente, duplicar o eliminar in-
formación. WOOTTERS y ZUREK [100] demostraron un teorema preciso a este efec-
to, centrado en la duplicación: el ‘Teorema de No Clonación’. También se puede 
probar un ‘Teorema de No Supresión’. Una vez más, estos resultados dependen del 
producto tensorial, no cartesiano, en Hilb. 

2.4 Categorías Monoidales Trenzadas  

En Física, a menudo hay un proceso que nos permite ‘conmutar’ dos siste-
mas moviéndolos uno alrededor del otro. En topología, hay una maraña que descri-
be al proceso de conmutar dos puntos: 

. 
En Lógica, podemos cambiar el orden de dos proposiciones en una conjun-

ción: la proposición ‘X y Y’ es isomorfa a ‘Y y X’. En Informática, hay un sencillo 
programa que cambia el orden de dos porciones de datos. Una categoría monoidal 
en la cual podemos hacer a este tipo de cosas se llama 'trenzada' (Inglés: ‘braided’) 

Definición 11. una categoría monoidal trenzada consiste en:  

• una categoría monoidal C, 

• un isomorfismo natural llamado el trenzado (Inglés: braiding), que asigna 

a cada par de objetos X, Y ∈ C un isomorfismo 

b
X, Y

: X ⊗ Y → Y ⊗ X, 

tal que, para todo X, Y, Z ∈ C, se cumplen las ecuaciones hexagonales: 



Alberto Mejías 
 

 

30 

       

 

               

 

 

La primera ecuación hexagonal establece que conmutar al objeto X con Y ⊗ 

Z, todos a la vez, es igual que conmutarlo con Y y luego con Z (con algunos asocia-

a
X,  Y,  Z

 

a
Z,  X ,

 
Y

 

X ⊗ (Y ⊗ Z) 

1
X

 ⊗ b
Y, Z

 

X ⊗ (Z ⊗ Y) (X ⊗ Y) ⊗ Z 

b
X  ⊗  Y ,  Z  

Z ⊗ (X ⊗ Y) 

1
 X, Z, Y

a
−

 

(Z ⊗ X) ⊗ Y 

b
X, Z

 ⊗ 1
Y
 

(X ⊗ Z) ⊗ Y 

a
Y,  X,

 
Z
 

(X ⊗ Y) ⊗ Z 

b
X, Y

 ⊗ 1
Z
 

(Y ⊗ X) ⊗ Z 

1
, , X Y Z

a −  

X ⊗ (Y ⊗ Z) 

b
X,  Y ⊗  Z 

(Y ⊗ Z) ⊗ X 

1
 Y Z X

a
−

, , 

Y ⊗ (Z ⊗ X) 

1
Y
 ⊗ b

X, Z
 

Y ⊗ (X ⊗ Z) 
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dores usados para mover los paréntesis). La segunda es similar: establece que con-

mutar X ⊗ Y con Z, todos a la vez, es lo mismo que hacerlo en dos pasos. 

En diagramas de cuerdas, representamos al trenzado b
X, Y

: X ⊗ Y → X ⊗ Y, 

así: 

 
y a su inversa 1

X, Y
b−

 
 así: 

 
Esta es una buena notación, porque muestra que las ecuaciones establecen que b

X, Y
 

y 1

X, Y
b−  son inversas ‘topológicamente válidas’: 

 
He aquí las ecuaciones hexagonales como diagramas de cuerdas: 

   
Para practicar, te instamos a probar las siguientes ecuaciones: 

                   . 

Si te quedas atascado, aquí hay algunas ideas. La primera ecuación se deduce 
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de la naturalidad del trenzado. La segunda se llama ecuación YANG-BAXTER y se 
desprende de una combinación de la naturalidad y las ecuaciones hexagonales [56]. 

A continuación, se dan algunos ejemplos. Puede haber muchas maneras dife-
rentes para dar una categoría monoidal, un trenzado o ninguno. Sin embargo, la 
mayoría de nuestros ejemplos favoritos vienen con conocidos trenzados ‘estándar’: 

• Automáticamente, cualquier categoría cartesiana se convierte en trenzada y en 
Set, con su producto cartesiano, este trenzado estándar está dado por: 

b
X, Y

: X × Y → Y × X 

(x,  y) ֏ (y, x). 

• En Hilb con su producto tensorial habitual, el trenzado estándar está dado por: 

b
X, Y

: X ⊗ Y → Y ⊗ X 

x ⊗ y ֏ y ⊗ x. 

• La categoría monoidal nCob tiene un trenzado estándar donde b
X, Y

 es difeo-

morfo a la unión disjunta de cilindros X × [0, 1] y Y × [0, 1]. Para 2Cob este tren-
zado se ve de la siguiente manera cuando X y Y son circunferencias: 

 
• La categoría monoidal Tang

k
 tiene un trenzado estándar cuando k ≥ 2. Para k 

= 2, esto se ve como sigue cuando X y Y son, cada uno, un solo punto: 

 
El ejemplo de Tang

k
 ilustra un patrón importante. Tang 0 es sólo una cate-

goría, porque en el espacio 0-dimensional sólo podemos hacer procesos en ‘serie’: 
es decir, componer morfismos. Tang1 es una categoría monoidal, porque en el es-

pacio 1-dimensional también podemos hacer procesos en ‘paralelo’: es decir, tenso-
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riar morfismos. Tang2 es una categoría monoidal trenzada, porque en el espacio 

bidimensional hay espacio para mover un objeto alrededor de otro. A continuación 
veremos lo que sucede cuando el espacio tiene 3 o más dimensiones. 

2.5 Categorías Monoidales Simétricas  

A veces conmutar dos objetos y conmutarlos otra vez, es lo mismo que no 
hacer nada en absoluto. De hecho, esta situación es muy familiar. Así, las primeras 
categorías monoidales trenzadas a descubrir, fueron las ‘simétricas’ [71]: 

Definición 12. Una categoría monoidal simétrica es una categoría monoidal 

trenzada donde el trenzado satisface b
X, Y

 = 1

X, Y
b− . 

Así, en una categoría monoidal simétrica, 

 
o, equivalentemente: 

 
Cada categoría cartesiana se convierte automáticamente, en una categoría 

monoidal simétrica, así que Set es simétrica. También es fácil comprobar que Hilb, 
nCob son categorías monoidales simétricas. Así es Tang

k
 para k ≥ 3. 

Curiosamente, Tang
k
 ‘se estabiliza’ en k = 3: incrementar el valor de k más 

allá de este valor, sólo da una categoría equivalente a Tang3. La razón es que pode-

mos desatar todos los nudos en el espacio 4-dimensional; adición de dimensiones 
extra no tiene ningún efecto real. De hecho, Tang

k
 para k ≥ 3 es equivalente a 

1Cob. Esto es parte de un conjeturado patrón más grande llamado la ‘tabla periódi-
ca’ de las n-categorías [13]. Algo de esto se muestra en Tabla 3. 
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 n = 0 n = 1 n = 2 

k = 0 conjuntos categorías 2-categorías 

k = 1 monoides 
categorías 

monoidales 
2-categories 

monoidal 

k = 2 
monoides 

conmutativos 

categorías 
monoidales 
trenzadas 

2-categorías 
monoidales 
trenzadas 

k = 3 ” 
categorías 

monoidales 
simétricas 

2-categorías 
monoidales 
silépticas 

k = 4 ” ” 
2-categorías 
monoidales 
simétricas 

k = 5 ” ” ” 

k = 6 ” ” ” 

Tabla 3: Tabla Periódica: descripciones conjeturadas de (n + k)-categorías con so-
lamente un j-morfismo j < k. 

Una n-categoría tiene, no sólo morfismos entre objetos, sino, también, 2-
morfismos entre morfismos, 3-morfismos entre 2-morfismos y así sucesivamente 
hasta n-morfismos. En topología podemos utilizar n-categorías para describir su-
perficies enmarañadas de dimensiones superiores [14] y en física, las podemos uti-
lizar para describir no sólo partículas, sino también, cuerdas y membranas de di-
mensiones superiores [13], [15]. La piedra de Rosetta que estamos describiendo se 
refiere sólo a la columna n = 1, de la tabla periódica. Así que, probablemente, es 
sólo un fragmento de una piedra de Rosetta n-categorial, más grande, aun no descu-
bierta. 

2.6 Categorías Cerradas  

En mecánica quántica, se puede codificar a un operador lineal f : X → Y, en 
un estado quántico, usando una técnica llamada ‘teleportación por compuerta’ [47]. 
En topología, hay una manera de tomar cualquier maraña f : X → Y y darle vuelta a 
la entrada para hacerla parte de la salida. En lógica, podemos tomar una demostra-
ción que va de alguna hipótesis X a alguna conclusión Y y convertirla en una de-
mostración que va desde ninguna hipótesis a la conclusión ‘X implica Y’. En infor-
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mática, podemos tomar cualquier programa que toma entradas de tipo X y produce 
salidas de tipo Y y pensar en él como en un nuevo tipo de datos: un ‘tipo de fun-
ción’. El concepto subyacente que unifica todos estos ejemplos es el concepto de 
‘categoría cerrada’. 

Para cualesquiera objetos X y Y en una categoría C, hay un conjunto de mor-
fismos de X a Y, denotado hom(X, Y). En una categoría cerrada también hay un ob-

jeto de morfismos de X a Y, denotado por X ⊸ Y. (también se utilizan otras nota-

ciones). En este caso hablamos de un ‘hom interno’, ya que el objeto X ⊸ Y habita 

dentro de C, en vez de ‘afuera’, en la categoría de conjuntos. 

Las categorías cerradas fueron introducidas en 1966, por EILENBERG y KEL-
LY [39]. Aunque estos autores fueron capaces de definir una estructura cerrada para 
cualquier categoría, resulta que el hom interno se entiende más fácilmente para las 
categorías monoidales. La razón es que cuando nuestra categoría tiene un producto 

tensorial, es cerrada precisamente cuando los morfismos de X ⊗ Y a Z, están en co-

rrespondencia natural uno-a-uno con los morfismos desde Y hasta X ⊸ Z. En otras 

palabras, es cerrada cuando se tiene un isomorfismo natural 

hom(X ⊗ Y, Z) ≅  hom(Y, X ⊸ Z)  f  ֏ f ̃. 

Por ejemplo, en la categoría Set, si tomamos X ⊗ Y como el producto carte-

siano X × Y entonces X ⊸ Z es sólo el conjunto de funciones de X a Z  y tenemos 

una correspondencia uno a uno entre  
• las funciones f que comen elementos de X × Y y escupen elementos de Z  
y 
• las funciones f ̃ que comen elementos de Y y escupen funciones de X a Z.  
Esta correspondencia va como sigue: 

f ̃(x)(y) = f (x, y). 
Antes de considerar a otros ejemplos, debemos hacer totalmente precisa la defini-
ción de ‘categoría monoidal cerrada’. Para esto debemos señalar que para cualquier 
categoría C, hay un funtor 

hom: C
op

 × C → Set . 

Definición 13. La categoría opuesta C
op

 de una categoría C tiene los mismos ob-
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jetos que C, pero un morfismo f: x → y, en C
op

 es un morfismo f: y → x en C y el 

compuesto gf en C
op

 es el compuesto fg en C. 

Definición 14. Para cada categoría C, el funtor hom  

hom: C
op

 × C → Set 

envía cualquier objeto (X, Y) ∈ C
op

 × C al conjunto hom(X, Y) y envía cualquier 

morfismo (f, g) ∈ C
op

 × C a la función  
hom(f, g): hom(X , Y) → hom(X', Y'),  h ֏ ghf, 

cuando f: X' → X y g: Y → Y' son morfismos en C.  

Definición 15. Una categoría monoidal C es levo-cerrada si hay un funtor hom 
interno 

⊸: C
op

 × C → C, 

junto con un isomorfismo natural c, llamado encurrymiento que asigna a los obje-

tos X, Y, Z ∈ C, una biyección 

c
X, Y, Z

: hom(X ⊗ Y, Z) →̃  hom(X, Y ⊸ Z). 

Es dextro-cerrada si hay un si hay un funtor hom interno, como antes, y un iso-

morfismo natural: 

c
X, Y, Z

: hom(X ⊗ Y, Z) →̃  hom(Y, X ⊸ Z). 

El término ‘encurrymiento’ (Inglés: ‘currying’) se utiliza, principalmente en 
informática, en atención al trabajo de CURRY [35].  

En el resto de esta sección sólo se consideran categorías monoidales dextro-
cerradas. Por suerte, no hay diferencia real entre levo- y dextro-cerrada para una ca-

tegoría monoidal trenzada, ya que el trenzado da un isomorfismo X ⊗ Y  ≅ Y ⊗ X. 

En todos nuestros ejemplos, las categorías monoidales serán cerradas; pero, 
como veremos, una vez más, Set es diferente del resto: 
• La categoría cartesiana Set es cerrada, donde X ⊸ Y es sólo el conjunto de 

funciones de X a Y. En Set o cualquier otra categoría cartesiana cerrada, el hom in-
terno X ⊸ Y, generalmente se denota por Y

X
. Para minimizar el número de diferen-

tes notaciones y destacar las analogías entre contextos diferentes, no haremos esto: 
utilizaremos siempre X ⊸ Y. Para tratar a Set como levo-cerrada, definimos la ver-
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sión CURRY (encurryda) de f : X × Y → Z como antes: 
f ̃(x)(y) = f (x, y). 

Para tratarla como dextro-cerrada, en su lugar, la definimos por  
f ̃(y)(x) = f (x, y). 

Esto parece un poco incómodo, pero estará bien para los diagramas de cuerdas. 
• La categoría monoidal simétrica Hilb con su producto tensorial, generalmente 
es cerrada, con X ⊸ Y el conjunto de los operadores lineales de X a Y, convertido 

en un espacio HILBERT, de forma estándar. En este caso tenemos un isomorfismo 

X ⊸ Y ≅ X* ⊗ Y, 

donde X* es el espacio dual del espacio HILBERT X, es decir, el conjunto de los ope-

radores lineales f: X → C, convertido en un espacio HILBERT, de la manera habi-

tual. 
• La categoría monoidal Tang

k
 (k ≥ 1) es cerrada. Como con Hilb, tenemos 

X ⊸ Y ≅ X* ⊗ Y 

donde X* es la versión de orientación invertida de X. 

• La categoría monoidal simétrica nCob también es cerrada; otra vez  

X ⊸ Y ≅ X* ⊗ Y, 

donde X* es la (n - 1)-variedad X con su orientación invertida. 

A excepción de Set, todos estos ejemplos son, en realidad, ‘compactas’. Esto 

básicamente significa que X ⊸ Y es isomorfo a X* ⊗ Y, donde X* es un objeto lla-

mado el ‘dual’ de X. Pero para hacer esto preciso, tenemos que definir al ‘dual’ de 
un objeto en una categoría monoidal arbitraria. Para hacer esto, generalicemos a 
partir del caso de Hilb.  

Como ya se mencionó, cada objeto X ∈ Hilb tiene un dual X* formado por 

todos los operadores lineales f: X → I, donde el objeto unidad I es sólo, C. Por tan-

to, hay un operador lineal 

e
X
: X ⊗ X → I  x ⊗ f ֏ f(x), 

llamado la counidad de X. Además, el espacio de todos los operadores lineales de 

X a Y ∈ Hilb puede ser identificado con X* ⊗ Y. Así, También hay un operador li-

neal llamado la unidad de X: 
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i
X
: I →  X* ⊗ X,  ¢ ֏ ¢1

X
, 

que envía cualquier número complejo ¢ al correspondiente múltiplo del operador i-
dentidad. 

La importancia de la unidad y la counidad se aclara si consideramos algunas 
ideas de FEYNMAN.  

En física, si X es el espacio HILBERT de estados internos de alguna partícula, 
X* es el espacio HILBERT para la antipartícula correspondiente.  

FEYNMAN se dio cuenta de que es esclarecedor considerar a las antipartículas 
como partículas yendo hacia atrás en el tiempo. Por tanto, dibujamos un cable mar-
cado X*, como un cable marcado X, pero con una flecha señalando ‘hacia atrás’ en 
el tiempo: es decir, hacia arriba en vez de hacia abajo: 

 

(Aquí debemos admitir que la mayoría de los físicos utilizan la convención opuesta, 
donde el tiempo marcha hacia arriba de la página. Puesto que leemos de arriba ha-
cia abajo, preferimos que el tiempo corra hacia abajo de la página.) 

Si dibujamos X* como a X yendo hacia atrás en el tiempo, podemos dibujar a 
la unidad, como un capelo:  

 
y a la counidad, como una copa: 

. 

En los diagramas FEYNMAN, éstos describen la creación y aniquilación de pares 
virtuales partícula-antipartícula. 

Luego resulta que la unidad y la counidad satisfacen dos ecuaciones, las e-
cuaciones zigzag: 

           y      . 
La verificación de éstas es un recreativo ejercicio en álgebra lineal, que dejamos al 
lector. Si escribimos estas ecuaciones como diagramas conmutativos, necesitamos 
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incluir algunos asociadores y unitores y llegan a ser un poco intimidantes: 

  , 

; 

pero, en realidad dicen que los zigzags en los diagramas de cuerdas, pueden ser en-
derezados. 

Esto es particularmente patente en ejemplos como Tang
k
 y nCob. Por ejem-

(X* ⊗ X) ⊗ X* 

I ⊗ X* 

 

X* 

X* ⊗ (X ⊗ X*)  
 

 X* ⊗ I 

a
X*, X, X*

 

1
X*
⊗ e

X
 

r
X*

 

 

l
X

 

         i
X

 ⊗ 1
X

 

 

X ⊗ (X* ⊗ X)  

X ⊗ I 

 

X 

(X ⊗ X*) ⊗ X) 

 I ⊗ X 

  1
 X, X*, X

a −
 

   

e
X
 ⊗ 1

X
 

l
X

 

r
X

 

         1
X

 ⊗ i
X
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plo, en 2Cob, tomando a X como la circunferencia, la unidad se ve así: 

; 
mientras que la counidad luce como: 

. 

En este caso, las identidades zigzag dicen que podemos enderezar a un trozo de tu-
bo cimbrado.  

Ahora estamos listos para algunas definiciones: 

Definición 16. Dados objetos X* y X en una categoría monoidal, llamamos a  X* 

un dextro-dual de X y a X un levo-dual de X*, si hay morfismos 

i
X

: I → X* ⊗ X y e
X

: X ⊗  X* → I, 

llamados la unidad y la counidad, respectivamente, que satisfacen a las ecuacio-

nes zigzag. 

Se puede demostrar que ‘el’ levo- o dextro-dual de un objeto, es único, salvo 
isomorfismo canónico. Así, usualmente hablaremos de ‘el’ dextro- o levo-dual de 
un objeto, cuando existe. 

Definición 17. Una categoría monoidal C es compacta, si todos los objetos X ∈ C, 

tienen tanto levo- como dextro-dual. 

A menudo, se utiliza el término ‘autónoma’ en lugar de ‘compacta’. Muchos 
autores reservan el término ‘compacta’ para el caso donde C es simétrica o por lo 
menos trenzada; así, los levo-duales son iguales a los dextro-duales y las cosas se 
simplifican [42]. Para aumentar la confusión, las categorías monoidales simétricas 
compactas, a menudo se llaman simplemente, ‘categorías cerradas compactas’. 

Una explicación parcial para esta última parte de la terminología, es que 
cualquier categoría monoidal compacta, automáticamente, es cerrada. Por ello, de-
finimos al hom interno en objetos, por  
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X ⊸ Y = X* ⊗ Y. 

Entonces debemos mostrar que la operación * se extiende naturalmente, a un funtor 
*: C→ C, por lo que ⊸ es, en realidad, un funtor.  

Por último, debemos comprobar que existe un isomorfismo natural 

hom(X ⊗ Y, Z) ≅ hom(Y, X* ⊗ Z). 

En términos de diagramas de cuerdas, este isomorfismo toma a cualquier morfismo 

 
y tuerce al cable de entrada con la etiqueta X para convertirlo en salida: 

 
Ahora, en una categoría monoidal compacta, tenemos: 

. 
Pero, en general, las categorías monoidales cerradas no permiten flechas apuntando 
hacia arriba. Así que, para éstas, dibujar el hom interno es más que un desafío. Po-
demos utilizar el mismo estilo de notación mientras añadimos un aderezo –una ga-
za– que une a dos cables: 

 
Sólo si la categoría monoidal cerrada es compacta, podemos eliminar la gaza. 

Supongamos que estamos trabajando con una categoría monoidal cerrada. 

Puesto que dibujamos un morfismo f: X ⊗ Y → Z así: 
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, 
podemos representar su versión encurryda  f ̃: Y → X ⊸ Z, doblando hacia abajo al 

cable de entrada X, para hacerlo parte de la salida: 

 
Adviértase que, donde doblamos al cable X, apareció un capelo como este: 

. 
Las categorías monoidales cerradas, realmente, no tienen un capelo si no son 

compactas. Entonces, dibujamos una burbuja que envuelve a f y la gaza, que evita 
que hagamos cualquier manipulación ilegal. En el caso compacta, tanto la burbuja 
y como la gaza son innecesarios, así podemos dibujar f ̃ así: 

 
Un caso especial importante de encurrymiento da el nombre de un morfismo 

f: X → Y, 
�f �: 

I → X ⊸ Y. 

Éste se obtiene encurryendo al morfismo 
f r

x
: I → X ⊸ Y. 

En los diagramas de cuerdas, dibujamos a �f � como sigue:  

. 
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En la categoría Set, el objeto unidad es el conjunto de un solo elemento, 1. 
Así que, un morfismo de este objeto a un conjunto Q, escoge un punto de Q. En 

particular, el nombre �f �: 1 → X ⊸ Y, elige al elemento de X ⊸ Y, correspondiente 

a la función f: X → Y. Más generalmente, en cualquier categoría cartesiana cerrada 
el objeto unidad es el objeto terminal 1 y un morfismo de 1 a un objeto Q, se llama 
un punto de Q. Así que, incluso en este caso, podemos decir  que el nombre de un 
morfismo f: X → Y es un punto de X ⊸ Y. 

Para Hilb es similar; aunque en este ejemplo es compacta, no cartesiana. En 

Hilb, el objeto unidad es justo C. Así, un morfismo no nulo de I a cualquier espacio 

HILBERT Q, escoge a un vector no nulo en Q, que podemos normalizar para obtener 
a un estado en Q: es decir, un vector unitario. En particular, el nombre de un mor-

fismo no nulo,  f: X → Y, da un estado en X* ⊗ Y. Este método de codificación de 

operadores como estados, es la base de la ‘teleportación por compuertas’ [47]. 

El encurrymiento es una biyección, así que también podemos descurryr: 
1

 
:

X,Y,Z
c −  hom(Y, X ⊸ Z) →   hom(X ⊗ Y, Z),  g ֏ g

∼
. 

Puesto que representamos a un morfismo g: Y → X ⊸ Z, como: 

, 

dibujamos su versión ‘descurryda’ g
∼

: X ⊗ Y → Z doblando la salida X hasta con-

vertirla en una entrada:  

. 
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Una vez más, debemos poner una burbuja alrededor de la ‘copa’ formada cuando 
doblamos al cable Y, si no estamos en una categoría monoidal compacta. 

Un buen ejemplo de descurrymiento es el morfismo evaluación: 

ev
X , Y: X ⊗ (X ⊸ Y) → Y. 

Éste se obtiene descurryendo a la identidad 1
X ⊸ Y: (X ⊸ Y) → (X ⊸ Y). 

En Set, ev
X , Y

 toma cualquier función de X a Y y la evalúa en cualquier ele-

mento de X, para dar un elemento de Y. En términos de diagramas de cuerdas, el 
morfismo evaluación luce como: 

 
En cada categoría monoidal cerrada, podemos recuperar a un morfismo, a 

partir de su nombre, usando evaluación. Más precisamente, el siguiente diagrama 
es conmutativo: 

 
O, en términos de diagramas de cuerdas: 

. 

Dejamos la demostración de esto como un ejercicio. En general, se debe utilizar la 
naturalidad del encurrymiento. En el caso especial de una categoría monoidal com-

X  ⊗  I               
r

-1

  X 

1
X
 ⊗  �f �                f  

      X ⊗ (X ⊸ Y)        
ev

X , Y

 Y     
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pacta ¡hay una bonita demostración gráfica! Simplemente reviente las burbujas y 
retire la gaza: 

 
El resultado es consecuencia de una de las identidades zigzag. 

En nuestra rápida introducción a los diagramas de cuerdas, no hemos tenido 
tiempo para ilustrar cómo se convierten estos diagramas en una herramienta pode-
rosa para resolver problemas concretos. Así que, aquí están algunos puntos de par-
tida para seguir estudiando: 
• Las representaciones de grupos LIE juegan un papel fundamental en Física 
Quántica, especialmente en Teoría de Calibración, de Campos. Cada grupo LIE tie-
ne una categoría monoidal simétrica compacta de representaciones finito-dimensio-
nales. En su libro Group Theory, CVITANOVIC [36], desarrolla detalladas descrip-
ciones en diagramas de cuerdas, de estas categorías de representación de los grupos 
LIE clásicos SU(n), SO(n), SU(n) y también de los más ‘exóticos’, grupos LIE ex-
cepcionales. Su libro también ilustra cómo esta tecnología puede usarse para sim-
plificar los cálculos difíciles en Teoría de Calibración, de Campos. 
• Los grupos quánticos son una generalización de los grupos que aparecen en 
física 2d y 3d. La gran diferencia es que un grupo quántico tiene una categoría mo-
noidal trenzada compacta de representaciones finito-dimensionales. Knots and 

Physics de KAUFFMAN [59], es una excelente introducción a de cómo aparecen los 
grupos quánticos en Teoría de Nudos y en Física; está lleno de diagramas de cuer-
das. Para más detalles sobre grupos quánticos y categorías monoidales trenzadas, 
ver el libro de KASSEL [58]. 
• KAUFFMAN y LINS [60] han escrito un hermoso tratamiento por diagramas de 
cuerdas, de la categoría de representaciones del grupo quántico más simple, SUq(2). 
También lo usan para construir algunas famosas invariantes de 3-variedades, aso-
ciadas a teorías quánticas topológicas de campos 3d y 4d: las invariantes WITTEN-
RESHETIKHIN-TURAEV, TURAEV-VIRO y CRANE-YETTER. En este ejemplo, los dia-
gramas de cuerdas, a menudo, se llaman ‘redes espinales q-deformadas’ (Inglés: ‘q-
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deformed spin networks’) [91]. Para generalizaciones a otros grupos quánticos, 
consúltese los textos más avanzados por TURAEV [97] y BAKALOV y KIRILLOV [16]. 
El ingrediente clave es una clase especial de categorías monoidales trenzadas com-
pactas llamado ‘categorías tensoriales modulares’. 
• KOCK [64] ha escrito una buena introducción a las teorías quánticas topológi-
cas de campos, 2d, que utiliza métodos diagramáticos para trabajar con 2Cob. 
• ABRAMSKY, COECKE y colaboradores [2], [3], [4], [30], [32], [33] han desarro-
llado diagramas de cuerdas como una herramienta para la comprensión de compu-
tación quántica. La introducción más fácil es Kindergarten quantum mechanics por 
COECKE [31]. 

2.7 Categorías de Dagas 

Nuestra discusión sería tristemente, incompleta sin admitir algo importante: 
nada hemos hecho hasta ahora, con espacios Hilbert, usando el producto interno. 
Por tanto, no hemos tocado todavía, la esencia de la Teoría Quántica. 

Todo lo que hemos dicho sobre Hilb se aplica igualmente bien a Vect: la ca-
tegoría de los espacios vectoriales finito-dimensionales y los operadores lineales. 
Tanto Hilb como Vect son categorías monoidales simétricas compactas. De hecho, 
estas categorías monoidales simétricas compactas son ‘equivalentes’ en cierto sen-
tido preciso [72]. 

Entonces, ¿qué diferencia a Hilb? En cuanto a la Teoría de Categorías, lo es-
pecial es que podemos tomar al adjunto en el espacio HILBERT, de cualquier opera-
dor lineal f: X → Y, entre espacios HILBERT finito-dimensionales, consiguiendo un 

operador f 
†
: Y → X. Esta capacidad de ‘revertir’ morfismos hace de Hilb una cate-

goría de daga: 

Definición 18. Una categoría de dagas es una categoría C tal que, para cualquier 

morfismo f: X → Y, en C, hay un morfismo específico f 
†
: Y → X tal que 

(g f )
†
 = f 

†
g

†
 

para cada par de morfismos componibles f y g y, además,  

( f 
†
)
†
 = f 

para cada morfismo f. 

Equivalentemente, C es una categoría de dagas si existe un funtor †: C → 

C
op

, que es la identidad sobre los objetos y satisface ( f 
†
)
†
 = f para cada morfismo. 
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De hecho, todos nuestros ejemplos favoritos de categorías, excepto Set se 
pueden convertir en categorías de dagas: 
• Es imposible hacer de Set una categoría de dagas, puesto que hay una función 
del conjunto vacío al conjunto de 1 elemento, pero no al revés. 
• La categoría Hilb se convierte en una categoría de dagas como sigue. Dado 

cualquier morfismo f: X → Y, en Hilb, hay un morfismo f 
†
: Y → X, el adjunto en 

el espacio HILBERT de f, definido por  

〈f 
†
ψ, φ〉 = 〈ψ, f φ〉 

para cada φ ∈ X, ψ ∈ Y. 

• Para cualquier k, la categoría Tang
k
 se convierte en una categoría de dagas 

donde se obtiene a f 
†
: Y → X, reflejando a f : X → Y en la dirección vertical y luego 

cambiando la dirección de las flechas que denotan las orientaciones de los arcos y 
circunferencias. 
• Para cualquier n, la categoría nCob se convierte en una categoría de dagas 

donde se obtiene a f 
†
: Y → X, intercambiando la entrada y salida de f : X → Y y, 

luego, intercambiando la orientación de cada componente conexo de f. Otra vez, 
una imagen vale por mil palabras: 

 
En aplicaciones a la física, esta operación daga corresponde a 
‘intercambiar el pasado y el futuro’. 

En todas las categorías de dagas, anteriores, la estructura de dagas interactúa 
de forma agradable con la estructura monoidal y también, cuando existe, con el 
trenzado. Se puede escribir una lista de axiomas que caracterizan cómo funciona 
esto [2], [3], [87]. Así, parece que la capacidad de ‘revertir’ morfismos es otra for-
ma en que las categorías con un sabor quántico, difieren de la categoría de conjun-
tos y funciones. Esto tiene implicaciones importantes para los fundamentos de la 
Teoría Quántica [11] y también para la Teoría Quántica Topológica de Campos 
[13], donde las categorías de dagas parecen ser parte de una historia más grande 
que involucra ‘n-categorías con duales’ [14]. Sin embargo, esta historia es aún mal 
entendida –hay mucho más trabajo que hacer. 
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3 Lógica 

3.1 Contexto 

Las categorías monoidales simétricas cerradas aparecen, no sólo en Física y 
Topología, sino también en Lógica. Explicaremos cómo. –Para establecer el esce-
nario, vale la pena esbozar algunas ideas de la lógica del siglo XX. 

Los logicistas modernos estudian muchos sistemas de razonamiento al lado 
de la Lógica Clásica Ordinaria. Por supuesto, incluso la Lógica Clásica viene en di-
versos grados de fortaleza. Primero está el ‘Cálculo Proposicional’, que permite ra-
zonar con proposiciones abstractas X, Y, Z,... y estos conectivos lógicos: 

Conjunción:    y (et)  ∧     

Opción:    o (vel) ∨   

Implicación:    implica ⇒ 

Negación:    no  ¬ 

Validación:    válida  ⊤ 

Invalidación:   falaz  ⊥ 

Luego está el ‘cálculo de predicados’ que también  admite variables como x, 

y, z, …, predicados como P(x) y Q(x, y, z) y los símbolos ‘para todo’ (∀) y ‘existe’ 

(∃), que permiten cuantificar a las variables. También existen sistemas de orden su-

perior que permitan cuantificar a los predicados y así sucesivamente.  

Para mantener las cosas simples, nos limitamos principalmente al cálculo 
proposicional en lo que sigue. Pero incluso aquí ¡hay muchas alternativas a la ‘ver-
sión clásica’! 

Los más estudiados de estos sistemas alternativos son más débiles que la ló-
gica clásica: hacen más difícil o incluso imposible de demostrar cosas que normal-
mente damos por sentadas. Una razón es que algunos logicistas niegan que ciertos 
principios familiares, sean realmente válidos. Pero también hay razones más sutiles. 
Una es que estudiar sistemas de reglas de menor fuerza, permite un estudio detalla-
do de, precisamente, cuáles métodos de razonamiento son necesarios para demos-
trar qué resultados. Otra razón - la que más nos interesa aquí - es que quitar las re-
glas familiares y luego agregarlas una a una, arroja luz sobre la conexión entre ló-
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gica y teoría de categorías. 

Por ejemplo, alrededor de 1907, BROUWER [49] empezó a defender al ‘intui-
cionismo. Como parte de esto, levantó dudas sobre la ley del tercero excluido, que 

establece a una regla que dice que de ¬ ¬ X, deducimos X. Un problema con este 

principio, es que las demostraciones que lo usan no son ‘constructivas’. Por ejem-
plo, podemos probar por contradicción que una ecuación tiene una solución, pero 
aún así no dan idea de cómo construir la solución. Para BROUWER, esto significaba 
que el principio era inválido. 

Alguien que crea que la ley del tercero excluido es válida, está obligado a es-
tudiar lógica intuicionística. Pero hay otra razón para el estudio de este sistema. A 
saber: ¡realmente no perdemos nada desechando la ley del tercero excluido! En 
cambio, obtenemos una distinción fina: la distinción entre una demostración directa 

de X y una demostración por contradicción, que produce simplemente ¬ ¬ X. Si no 

nos importa esta distinción somos libres de ignorarla, pero no pasa nada por tenerla 
en cuenta. 

En la década de 1930, esta idea fue precisada por GÖDEL [45] y GENTZEN 
[94]. Mostraron que podemos integrar la lógica clásica a la lógica intuicionística. 
De hecho, encontraron una asignación de cualquier fórmula X en el cálculo propo-
sicional, a una nueva fórmula X º, tal que X es demostrable clásicamente si y sólo si 
X º es demostrable intuicionísticamente. (Más impresionantemente, esta asignación 
también funciona para el cálculo de predicados). 

Más tarde, todavía otra razón para estar interesado en la lógica intuicionística, llegó 
a ser evidente: su conexión con teoría de categorías. De una forma muy simple, esta 
conexión funciona de la siguiente manera. Supongamos que tenemos un conjunto 
de proposiciones X, Y, Z,... que obedecen a las leyes del cálculo proposicional intui-
cionístico. Podemos crear una categoría C en la que estas proposiciones son objetos 
y, a lo sumo, hay un morfismo de cualquier objeto X a cualquier objeto Y: un solo 
morfismo cuando X implica Y y no lo contrario. 

Una categoría, con, a lo sumo, un morfismo de cualquier objeto a cualquier 
otro, se llama un preorden. En el cálculo proposicional, a menudo se consideran i-
guales a dos proposiciones cuando ambas se implican mutuamente. Si hacemos es-
to, obtenemos un especial tipo de preorden: uno donde los objetos isomorfos son 
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automáticamente, iguales. Este tipo especial de preorden se llama un conjunto par-
cialmente ordenado o conjuntopo (Inglés: poset) para abreviar. Los conjuntopos 
abundan en lógica, precisamente porque ofrecen un marco simple para la compren-
sión de la implicación.  

Si partimos de un conjunto de proposiciones que obedecen al cálculo propo-
sicional intuicionístico, la categoría C resultante es mejor que un mero conjuntopo: 

también es cartesiana, con X ∧ Y como producto de X por Y y ⊤ como objeto termi-

nal! Para ver esto, tenga en cuenta que cualquier proposición Q tiene un único mor-

fismo a X ∧ Y si tiene morfismos a X y a Y. Esto es simplemente una forma elegan-

te de decir que Q implica a  X ∧ Y, cuando implica a X e implica a Y. También es 

fácil ver que ⊤ es terminal: cualquier cosa implica a la validez. Mejor aún, la cate-

goría C es cartesiana cerrada, con X ⇒ Y como el hom interno. La razón es que  

X ∧ Y implica Z syss Y implica X ⇒ Z. Esto produce automáticamente la propiedad 

básica de los hom internos:  

hom(X ⊗ Y, Z) ≅ hom(Y, X  ⊸ Z). 

En efecto, si el lector está desconcertado por la diferencia entre ‘X implica Y’ 

y X ⇒ Y, ahora podemos explicar esto más claramente: el primero involucra al con-

juntopo hom(X, Y) (que tiene un elemento cuando X implica Y y de ninguna otra 
manera), mientras que el segundo es el hom interno, un objeto en C. 

Entonces, C es un conjuntopo cartesiano cerrado. Pero, también tiene una 

propiedad más agradable, gracias a la presencia de ∨ y ⊥. Hemos visto que ∧ y ⊤ 

hacen de C, una categoría cartesiana; ∨ y ⊥ satisfacen exactamente, análogas re-

glas, pero con las implicaciones revertidas y, así, que hacen que C
op

 sea cartesiana 
¡Y eso es todo! En particular, la negación no da nada más, ya que podemos definir 

¬ X como X ⇒ ⊥ y, luego, siguen todas sus propiedades intuicionísticamente váli-

das. Así, el tipo de categoría que obtenemos del cálculo proposicional intuicionísti-
co, tomando a las proposiciones como objetos y a las implicaciones como morfis-
mos, es precisamente, un álgebra HEYTING: conjuntopo cartesiano cerrado C tal 

que C
op

 también es cartesiano. 



Categorías y Transcripción Inter-Física-Topología-Lógica-Informática 

 

 

51 

HEYTING, un estudiante de BROUWER, introdujo los álgebras HEYTING, en ló-
gica intuicionística, antes de que las categorías, ni siquiera, fueran descubiertas. A-
sí, que usó un lenguaje muy diferente para definirlos. Sin embargo, el enfoque teó-
rico-categorial de los álgebras HEYTING ilustra la conexión entre categorías carte-
sianas cerradas y lógica. También proporciona más evidencia de que el descarte de 
la ley del tercero excluido es un ensayo interesante. 

Ya hemos explicado los conceptos básicos de categorías cartesianas cerradas 
pero, no dicho lo que pasa cuando la opuesta de una categoría, también es cartesia-
na; en las secciones siguientes, daremos un paso drástico y limitaremos nuestra dis-

cusión de la lógica, aún más. Desechamos a ∨ y a ⊥ y nos concentramos sólo en el 

fragmento del cálculo proposicional que involucra a ∧, ⊤ y a ⇒. 

Hasta aquí, resulta que, hay cosas interesantes que decir –y formas interesan-
tes de modificar las reglas habituales. Esto será el tema principal de las secciones a 
venir. Pero, para configurar el escenario, tenemos que decir algo sobre la Teoría de 
la Demostración. 

Teoría de la Demostración es la rama de la Lógica Matemática que trata a las 
demostraciones como entidades matemáticas, dignas de estudio por derecho propio. 
Nos permite profundizar en el cálculo proposicional estudiando no sólo si alguna 
hipótesis X, implica o no alguna conclusión Y, sino a todo el conjunto de las demos-

traciones que llevan de X a Y. Esto equivale a estudiar no sólo conjuntopos (o pre-
órdenes), sino categorías que permiten varios morfismos desde un objeto a otro. 

En el enfoque por HILBERT, de una demostración, hubo muchos axiomas y 
sólo una regla para deducir nuevos teoremas: modus ponens, que dice que de X y ‘X 
implica Y’ podemos deducir Y. La mayor parte de la moderna Teoría de la Demos-
tración, se centra en otro enfoque, el ‘Cálculo Secuental’, debido a GENTZEN [94]. 
En este enfoque hay pocos axiomas, pero muchas reglas de inferencia. 

Una excelente introducción al cálculo secuental es el libro Proof and Types 
de GIRARD, LAFONT y TAYLOR, disponible gratuitamente en línea [44]. Aquí debe-
mos contentarnos con algunas observaciones incompletas. Un ‘secuente’ es algo 
como esto: 

X1,…, X
m

 ⊢ Y1,…, Y
n
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donde X
i
 y Y

j
 son proposiciones. Leemos este secuente entendiendo que todas las 

proposiciones X
i
, tomadas en conjunto, pueden ser usadas para probar al menos una 

de las proposiciones Y
j
. Este convenio de extraño parecer, da al cálculo secuental, 

una buena simetría, como pronto veremos. 

En el cálculo secuental, una ‘regla de inferencia’ es algo que produce nuevos 
secuentes a partir de los viejos. Por ejemplo, aquí está la regla de levo-debilita-
miento: 

1 1

1 1

, ,   , ,Y

, ,  ,  , ,Y
m n

m n

X X Y

X X A Y

… …

… …

⊢

⊢

. 

Esto dice que del secuente por encima de la línea podemos conseguir al secuente 
por debajo de la línea: podemos agregar la proposición extra A, sin problemas. Gra-
cias al convenio de extraño parecer, ya mencionado, esta regla tiene una versión en 
imagen especular llamada de dextro-debilitamiento: 

1 1

1 1

, ,   , ,Y

, ,   , ,Y ,
m n

m n

X X Y

X X Y A

… …

… …

⊢

⊢

. 

De hecho, toda configuración GENTZEN tiene esta simetría especular. Por e-
jemplo, la regla llamada de levo-contracción: 

1 1

1 1

, ,  , ,  , ,Y

, ,  ,  , ,Y
m n

m n

X X A A Y

X X A Y

… …

… …

⊢

⊢

, 

tiene una contraparte especular llamada de dextro-contracción: 

1 1

1 1

, ,   , ,Y , ,

, ,   , ,Y ,
m n

m n

X X Y A A

X X Y A

… …

… …

⊢

⊢

. 

Así mismo, esta regla para la conjunción ‘y’: 

1 1

1 1

, ,  ,  , ,Y

, ,  ,  , ,Y
m n

m n

X X A Y

X X A B Y

… …

… …

⊢

⊢∧
, 

tiene una contraparte especular para la opción ‘o’: 

1 1

1 1

, ,   , ,Y ,

, ,   , ,Y ,
m n

m n

X X Y A

X X Y A B

… …

… …

⊢

⊢ ∨
. 

Logicistas, ahora, se dan cuenta de que esta simetría especular puede ser en-
tendida en términos de la dualidad entre una categoría y su opuesta. 

 GENTZEN utiliza secuentes para escribir reglas de inferencia para el cálculo 
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proposicional clásico y también, para el cálculo de predicados clásico. Ahora, en 
estas formas de lógica se tiene  

X1,…, X
m 

 ⊢ Y1,…, Y
n
 

si y sólo si 

X1 ∧ … ∧ X
m

 ⊢ Y1 ∨ … ∨ Y
n
. 

Entonces, ¿por qué GENTZEN usa secuentes con una lista de proposiciones a 
cada lado del símbolo ⊢, en vez de sólo una simple proposición?  

La razón es que esto permite usar reglas de inferencia que tienen la ‘propie-
dad subformular’. Ésta determina que cada proposición en el secuente por encima 
de la línea aparece como parte de una proposición en el secuente debajo de la línea. 
Así, una prueba construida a partir de tales reglas de inferencia, se convierte en un 
‘árbol’ donde todas las proposiciones más arriba del árbol son subformulas de las 
de abajo. Esta idea tiene consecuencias de gran alcance.  

Por ejemplo, en 1936 ¡GENTZEN pudo demostrar la consistencia de los axio-
mas PEANO, de la aritmética! Su prueba esencialmente, utiliza inducción sobre los 
árboles (los lectores familiarizados con el Segundo Teorema GÖDEL, de Incomple-
ción, deben de reasegurarse de que este tipo de inducción no se puede realizar en la 
aritmética PEANO). 

La regla más famosa que no tiene la propiedad subformular es la ‘regla de 
supresión’: 

1 1 1 1

1 1

, ,   , ,Y , , ,  ,  , ,Y

, ,   , ,Y

m k m n k

n

X X Y A X X A Y

X X Y

+ +
… … … …

… …

ℓ

ℓ

⊢ ⊢

⊢

. 

De los dos secuentes en la parte superior, la regla de supresión nos da el secuente 
de abajo. Tenga en cuenta que el paso intermedio A, no aparece en el secuente de 
abajo. Es ‘suprimido’. Así, la regla de supresión carece de la propiedad subformu-
lar. Pero, uno de los grandes logros de GENTZEN, fue demostrar que cualquier de-
mostración en el cálculo proposicional (o, incluso, en el de predicados) clásico que 
se pueda hacer con la regla de supresión, también se puede hacer sin ella. Esto se 
llama ‘eliminación de la supresión’. 

Gentzen escribió también reglas de inferencia adecuadas para los cálculos 
proposicionales y de predicados intuicionísticos. Estas reglas carecen de la simetría 
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especular del caso clásico. Pero en la década de 1980, esta simetría fue restablecida 
por el descubrimiento por GIRARD de la ‘Lógica Lineal’ [43]. 

La Lógica Lineal permite hacer un seguimiento de cuantas veces utilizamos 
una premisa dada, para llegar a una conclusión determinada. Para lograr esto, GI-

RARD introdujo algunos nuevos conectivos lógicos. Para empezar, él introdujo co-

nectivos ‘lineales’ denotados por ⊗ y ⊸  y una constante lógica denotada por I. Es-

tos actúan un poco como ∧, ⇒ y ⊤. Sin embargo, cumplen las reglas correspon-

dientes a una categoría monoidal simétrica en lugar de una categoría cartesiana ce-

rrada. En particular, de X podemos probar  ni X ⊗ X ni I. Así, no podemos libre-

mente ‘duplicar’  y ‘borrar’ proposiciones usando estos nuevos conectivos. Esto se 
refleja en el hecho de que la lógica lineal descarta las reglas GENTZEN, de contrac-
ción y de debilitamiento. 

Por sí mismo, esto puede parecer insoportablemente restrictivo. Sin embargo, 

GIRARD también mantuvo a los conectivos ∧, ⇒ y ⊤ en su sistema, satisfaciendo 

las normas usuales. Introdujo una operación llamada ‘exponencial’ !, que convierte 
a una proposición X  en una ‘colección arbitraria de copias de X’. Así, por ejemplo, 

de !X, podemos probar 1 y X y X ⊗ X y X ⊗ X ⊗ X y así sucesivamente. 

La lógica lineal, en su plenitud, tiene aún más conectivos de los que hemos 
descrito aquí. A primera vista parece barroca y peculiar. También viene en versio-
nes clásica e intuicionística. Pero, al igual que la lógica clásica puede ser embutida 

en la lógica intuicionística, la lógica intuicionística puede ser embutida en lógica 

lineal intuicionística [43]. Así, no perdemos ningún poder deductivo. En cambio, 
adquirimos la capacidad de hacer distinciones más finas. 

En lo que sigue, discutimos el fragmento de lógica lineal intuicionística que 

involucra sólo a ⊗, ⊸ e I. Esto se llama ‘lógica lineal intuicionística multiplicati-

va’ [48], [82]. Resulta ser el sistema de lógica conveniente para categorías monoi-
dales simétricas cerradas –ni más ni menos. 

3.2 Demostraciones como Morfismos 

En Sección 2 se describen categorías con diferente cantidad de estructuras a-
dicionales, a partir de categorías puras y simples y elaborando nuestro camino hasta 
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categorías monoidales, categorías monoidales trenzadas, categorías monoidales 
simétricas y así sucesivamente. Nuestro tratamiento sólo arañó la superficie de una 
taxonomía enormemente rica. De hecho ¡cada tipo de categoría, con estructuras a-
dicionales, corresponde a un sistema lógico con sus propias reglas de inferencia! 

Para ver esto, pensaremos en proposiciones como objetos en alguna categorí-
a y en demostraciones como dando morfismos. Supongamos que X y Y son propo-
siciones. Entonces, podemos pensar en una demostración que parte de la hipótesis 
X y lleva a la conclusión Y, como dando un morfismo f: X → Y. (en Sección 3.3 ve-
remos que un morfismo es en realidad una clase de equivalencia de demostraciones 
–pero, por ahora, vamos a pulirnos sobre este tema). 

Escribamos X  ⊢ Y cuando, a partir de admitir X, hay una demostración que 

lleva a la conclusión Y. Una regla de inferencia es una manera de obtener nuevas 
demostraciones de las viejas. Por ejemplo, en casi todos los sistemas lógicos, si hay 
una demostración que conduce de X a Y y una demostración de Y  a Z, entonces hay 
una demostración que conduce de X a Z. Escribimos esta regla de inferencia de la 
siguiente manera: 

X Y Y Z

X Z

⊢ ⊢

⊢ .
 

Podemos llamar a esto, regla de supresión, ya que nos permite ‘suprimir’ al 
paso intermedio Y. Es un caso especial de la regla GENTZEN, de supresión, mencio-
nada en la sección anterior. Debería recordarnos a la composición de morfismos en 
una categoría: si tenemos un morfismo f: X → Y y un morfismo g: Y → Z, obtene-
mos un morfismo g f: X → Z. 

Además, en casi todos los sistemas de lógica hay una demostración que con-
duce de X a X. Podemos escribir esto como una regla de inferencia que comienza 
con nada y concluye la existencia de una demostración de X  a partir de X: 

X X⊢ . 
Esta regla debe recordarnos que todos los objetos en una categoría tienen un mor-
fismo identidad: para cualquier objeto X, obtenemos automáticamente, un morfis-
mo 1

X
: X → X. Ciertamente, esta regla, a veces, se llama la regla de identidad. 

Si seguimos esta línea de pensamiento, podemos tomar la definición de una 
categoría monoidal simétrica cerrada y extraer un conjunto de reglas de inferencia. 
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Cada regla es una manera de conseguir nuevos morfismos desde lo viejo en una ca-
tegoría monoidal simétrica cerrada. Existen varias maneras superficialmente dife-
rentes, pero en última instancia, equivalentes, para el listado de estas reglas. Aquí 
hay una: 

         X X⊢  (i)                  
X Y Y Z

X Z

⊢ ⊢

⊢

 (○) 

W X Y Z

W Y X Z⊗ ⊗

⊢ ⊢

⊢

 (⊗)            
( )

( )

W X Y Z

W X Y Z

⊗ ⊗

⊗ ⊗

⊢

⊢

 (a) 

 
X I Y

X Y

⊗⊢

⊢

 (l)                             
X Y I

X Y

⊗⊢

⊢

 (d) 

   
W X Y

W Y X

⊗

⊗

⊢

⊢

 (b)                   
X Y Z

Y X Z

⊗ ⊢

⊢ ⊸

 (c)
.
 

Las líneas dobles significan que la regla inversa también se cumple. 

Hemos dado una marca a cada regla, escrita a la derecha entre paréntesis. 
Como ya se ha explicado, las reglas (i) y (○) provienen de la presencia de morfis-

mos identidad y composición en cualquier categoría. Las reglas (⊗), (a), (l) y (d) 

provienen del tensoriado, el asociador y los levo- y dextro-unitores en una categoría 
monoidal. La regla (b) viene del trenzado en una categoría monoidal trenzada y la 
regla (c) proviene del encurrymiento en una categoría monoidal cerrada. 

Ahora, la gran pregunta: ¿Qué significa todo esto en términos de lógica? Es-
tas normas describen a un pequeño fragmento del cálculo proposicional. Para ver 

esto, deberíamos leer al conectivo ⊗ como ‘y’, al conectivo ⊸ como ‘implica’ y a 

la proposición I como ‘válida’. 

Con esta interpretación, la regla (c) dice que podemos volver una demostra-
ción que lleva de la hipótesis ‘Y y X’ a la conclusión Z en una demostración desde 
X a ‘Y implica Z’. También dice que podemos hacer lo contrario. Esto es válido en 
lógica clásica, intuicionística y lineal y así son todas las otras reglas. Las reglas (a) 
y (b) dicen que ‘y’ es asociativa y conmutativa. La regla (l) dice que cualquier de-
mostración que conduce de la suposición X a la conclusión ‘válida y Y’ se puede 
convertir a una demostración que conduce de X a Y y viceversa. La regla (d) es si-
milar. 

¿Qué hacemos con estas reglas? ¡Las utilizamos para construir ‘deduccio-



Categorías y Transcripción Inter-Física-Topología-Lógica-Informática 

 

 

57 

nes’! 

He aquí, un ejemplo sencillo: 

1

(i)

(c )
( )

X Y X Y

X X Y Y

−

⊗

⊸ ⊢ ⊸

⊸ ⊢ .
 

Primero utilizamos la regla de identidad y luego, la inversa de la regla de en-
currymiento. Al final, obtenemos 

X ⊗ (X ⊸ Y) ⊢ Y. 

Esto debería recordarnos los morfismos evaluación que tenemos en una cate-
goría monoidal cerrada:  

ev
XY

: X ⊗ (X ⊸ Y) → Y. 

En términos lógicos, el punto es que podemos probar Y de X y ‘X implica Y’. 
Este hecho viene en práctica tan a menudo, que provoca abreviar la deducción ante-
rior como una regla de inferencia extra –una regla derivada de nuestra lista básica: 

(ev)
  (   )  X X Y Y⊗ ⊸ ⊢ . 

Esta regla se denomina modus ponens o regla de separación. 

En general, una deducción es un árbol construido a partir de reglas de infe-

rencia. Cuando utilizamos las reglas (�) ó (⊗) salen ramas. Aquí hay un ejemplo: 
(i )

(a)

( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

A B C A B C

A B C A B C A B C D

A B C D

⊗ ⊗ ⊗ ⊗

⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗

⊗ ⊗

⊢

⊢ ⊢

⊢
�

.
 

De nuevo, podemos abreviar esta deducción como una regla derivada. De 
hecho, esta regla es reversible: 

( )
( )

( )

A B C D

A B C D
α

⊗ ⊗

⊗ ⊗

⊢

⊢ .
 

Para dar un ejemplo más sustancial, supongamos que queremos demostrar 
que 

(X ⊸ Y) ⊗ (Y ⊸ Z) ⊢ X ⊸ Z. 

La deducción de esto, no cabría en la página si no usamos nuestras abreviaturas: 
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(i)(ev)

( ) (ev)

1( )

(c)

( ) ( ) ( )

( ( )) ( ) ( ) ( )

( ( )) ( )

(( ) ( )) )

( ) ( ) ( )

X X Y Y Y Z Y Z

X X Y Y Z Y Y Z Y Y Z Z

X X Y Y Z Z

X X Y Y Z Z

X Y Y Z X Z

α

⊗

−

⊗

⊗ ⊗ ⊗ ⊗

⊗ ⊗

⊗ ⊗

⊗

⊸ ⊢ ⊸ ⊢ ⊸

⊸ ⊸ ⊢ ⊸ ⊸ ⊢

⊸ ⊸ ⊢

⊸ ⊸ ⊢

⊸ ⊸ ⊢ ⊸

. 

Puesto que cada una de las reglas usadas en esta deducción vienen de una manera 
de conseguir nuevos morfismos a partir de otros en una categoría monoidal cerrada 
(no hemos utilizado nunca, el trenzado), se deduce que en cada una de tales cate-
gorías, tenemos morfismos internos de composición: 

•
XYZ

 : (X ⊸ Y) ⊗ (Y ⊸ Z) → X ⊸ Z. 

Éstos juegan el mismo papel para el hom interno que la composición ordinaria  
�: hom(X , Y) × hom(Y , Z) → hom(X , Z), 

juega para el hom ordinario. 

Podemos seguir haciendo más deducciones en este sistema de lógica; pero, lo 
realmente interesante, es lo que omite. Para empezar, omite el conectivo ‘o’ y la 
proposición ‘falaz’. También omite dos reglas de inferencia que normalmente da-
mos por sentadas –a saber, la contracción: 

( )
X Y

X Y Y
∆

⊗

⊢

⊢

 

y el debilitamiento: 

( !)
X Y

X I

⊢

⊢ ,
 

que están estrechamente relacionadas a la duplicación y al borrado en una categoría 
cartesiana. La omisión de estas reglas es una característica distintiva de la lógica li-
neal [43]. La palabra ‘lineal’ debería de recordarnos a la categoría Hilb. Como se 
señala en la sección 2.3, esta categoría con su producto tensorial habitual, es no car-
tesiana, así que no permite la duplicación ni el borrado. Pero, ¿qué significa omitir 
estas reglas, en términos de lógica? 

La Lógica Ordinaria se ocupa de proposiciones, así que hemos estado consi-
derando al anterior sistema de lógica, de la misma manera. La Lógica Lineal se o-
cupa no sólo de las proposiciones, sino también de otros recursos –por ejemplo, las 
cosas físicas. A diferencia de las proposiciones en la lógica ordinaria, normalmente 
no podemos duplicar o borrar a estos otros recursos. En la lógica clásica, si sabe-



Categorías y Transcripción Inter-Física-Topología-Lógica-Informática 

 

 

59 

mos que una proposición X es válida, podemos usar a X muchas o pocas veces se-
gún queramos cuando tratamos de probar una proposición Y. Pero si tenemos un 
vaso de leche, no podemos usarla para hacer pasteles y luego, usarla nuevamente, 
para hacer mantequilla. Ni podemos hacerla desaparecer sin dejar rastro: incluso, si 
la vertemos por el desagüe, tiene que ir a algún lugar. 

De hecho, estas ideas son familiares en Química. Considere lo siguiente: 
H

2
     = una molécula de hidrógeno, 

O
2
     =     una molécula de oxígeno, 

H
2
O  =      una molécula de agua. 

Podemos quemar hidrógeno, combinando una molécula de oxígeno con dos de hi-
drógeno para obtener dos moléculas de agua. Un teorizante de categorías podría 
describir esta reacción como un morfismo: 

f: O
2
 ⊗ (H

2
 ⊗ H

2
) → H

2
O ⊗ H

2
O. 

Un logicista lineal podría escribir: 

O
2
 ⊗ (H

2
 ⊗ H

2
) ⊢ H

2
O ⊗ H

2
O, 

para indicar la existencia de un tal morfismo. Pero, no podemos duplicar o borrar 
moléculas, así que, por ejemplo  

H
2
 ⊬ H

2
 ⊗ H

2
 

y 
H

2
 ⊬ I, 

donde I es la unidad del producto tensorial: no yodo, sino ‘ninguna molécula, en 
absoluto’. 

En definitiva, las reacciones químicas ordinarias son morfismos en una cate-
goría monoidal simétrica, cuyos objetos son colecciones de moléculas. Como los 
químicos normalmente lo conciben, esta categoría no es cerrada. Por tanto, obedece 
a un sistema de lógica aún más limitado que el que hemos estado discutiendo, un 
sistema que carece del conectivo ⊸. Para conseguir una categoría cerrada –en rea-

lidad, una compacta– conviene recordar a uno de los grandes descubrimientos de la 
física del siglo XX: la antimateria. Esto es nos permite definir Y ⊸ Z como un ‘an-

ti-Y y Z’: 

Y ⊸ Z = Y* ⊗ Z. 
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Así se cumple la regla de encurrymiento: 
Y X Z

X Y Z∗

⊗

⊗

⊢

⊢ .
 

Muchos químicos no piensan en antimateria muy a menudo –pero, los físicos 
de partículas, sí. No acostumbran usar la notación de lógica lineal o de teoría de ca-
tegorías, pero ellos saben perfectamente bien, que ya que un neutrino y un neutrón 
pueden chocar y transformarse en un protón y un electrón: 

v ⊗ n ⊢  p ⊗ e, 

Entonces un neutrón puede convertirse en un antineutrino junto con un protón y un 
electrón: 

n  ⊢ v* ⊗ (p ⊗ e). 

Esto es un espécimen de la regla de encurrymiento, regla (c). 

3.3 Teorías Lógicas a partir de Categorías 

Hemos esbozado cómo surgen naturalmente, diferentes sistemas lógicos, de 
diferentes tipos de categorías. Para ilustrar esta idea, hemos introducido un sistema 
lógico con reglas de inferencia que provienen de maneras de conseguir nuevos 
morfismos a partir de otros, en una categoría monoidal simétrica cerrada. Se po-
dría sustituir a muchos otros tipos de categorías aquí y tener otros sistemas lógicos. 

Para precisar la conexión entre Teoría de Demostración y Teoría de Catego-
rías, ahora describimos una receta para conseguir una teoría lógica de cualquier ca-
tegoría monoidal simétrica cerrada. Para ello, ahora usaremos X  ⊢ Y para designar 

al conjunto de demostraciones –o. en realidad, las clases de equivalencia de demos-
traciones– que conducen a la conclusión Y, de la suposición X. Este es un cambio 
de perspectiva. Anteriormente escribiríamos X  ⊢ Y cuando este conjunto de prue-

bas era no vacío; de lo contrario escribiríamos X  ⊬ Y. La ventaja de tratar a X  ⊢ Y 

como un conjunto, es que este conjunto es precisamente, lo que llamaría un teori-
zante de categorías hom(X, Y): un conjunto de morfismos en una categoría. 

Si denotamos por X  ⊢ Y a un conjunto de morfismos, una regla de inferen-

cia se convierte en una función de un producto de conjuntos de morfismos, a un 
único conjunto de morfismos. Por ejemplo, la regla de supresión 
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X Y Y Z

X Z

⊢ ⊢

⊢

 (○) 

se convierte en otra forma de hablar de la función composición 
○

 XYZ
: hom(X , Y) × hom(Y, Z) → hom(X , Z); 

mientras que la regla de identidad  

X X⊢  
(i)

 

se convierte en otra forma de hablar de la función  
i
X
: 1 → hom(X , X), 

que envía al único elemento del conjunto 1, al morfismo identidad de X. (Nota: el 
conjunto 1 es un producto cero-uple de conjuntos de morfismos.) 

A continuación, si consideramos que las reglas de inferencia son ciertas fun-
ciones de productos de conjuntos de morfismos, a conjuntos de morfismos, las de-
ducciones se convierten en funciones más complicadas del mismo tipo, construidas 
a partir de estos básicos. Por ejemplo, esta deducción: 

( i )

(d) ( i )

( )
( )

X I X I

X I X Y Y

X I Y X Y
⊗

⊗ ⊗

⊗

⊗ ⊗ ⊗

⊢

⊢ ⊢

⊢

 

especifica a una función de 1 a hom((X ⊗ I) ⊗ Y, X ⊗ Y), construida a partir de las 

funciones básicas indicadas por las etiquetas en cada paso. Esta deducción: 
(i)

(i) (i)(d)

(a) ( )

( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

I Y I Y

X I Y X I Y I Y Y X X

X I Y X I Y X I Y X Y

X I Y X Y

⊗

⊗ ⊗

⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗

⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗

⊗ ⊗ ⊗

⊢

⊢ ⊢ ⊢

⊢ ⊢

⊢ 

�  

da otra función de 1 a hom((X ⊗ I) ⊗ Y, X ⊗ Y). 

Si consideramos que las deducciones dan funciones de esta manera, se plan-
tea la cuestión de cuándo dos de estas funciones son iguales. En el ejemplo que a-
cabamos de mostrar, la ecuación triangular en la definición de categoría monoidal 
(Definición7): 
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, 

dice que estas dos funciones son iguales. En efecto, la ecuación triangular es preci-
samente la afirmación de que ¡estas dos funciones coinciden! (Dejamos esto como 
un ejercicio para el lector.) 

Así que: aunque dos deducciones puedan parecer muy diferentes, pueden dar 
la misma función de un producto de conjuntos de morfismos a un conjunto de mor-
fismos, si exigimos que estos sean conjuntos de morfismos en una categoría monoi-
dal simétrica cerrada. Por esta razón consideramos a X ⊸ Y, como a un conjunto de 

clases de equivalencia de demostraciones, en vez de demostraciones: nos obliga 
nuestro deseo de usar teoría de categorías. Podríamos conseguir todo esto utilizan-
do una 2-categoría con demostraciones como morfismos y ‘equivalencias entre 
demostraciones’ como 2-morfismos [84]. Esto nos llevaría más a la derecha en la 
tabla periódica (Tabla 3). Pero permítasenos contenernos y hacer algunas definicio-
nes que formalizan lo que hemos hecho hasta el momento. 

De ahora en adelante, llamaremos a los objetos X, Y,... ‘proposiciones’, aun-
que hemos visto que pueden representar recursos más generales. Además, pura-
mente en aras de la brevedad, usamos el término ‘demostración’ que significa ‘cla-
se de equivalencia de demostraciones. La relación de equivalencia debe ser lo sufi-
cientemente gruesa como para que se cumplan las ecuaciones en las siguientes de-
finiciones: 

Definición 19. Una teoría monoidal cerrada consiste de: 

• Una colección de proposiciones. La colección debe contener una proposición 

I y, si X y Y son proposiciones, entonces X ⊗ Y y X ⊸ Y, también lo son. 

• Para cada par de proposiciones X, Y, un conjunto X  ⊢ Y de demostraciones 

que llevan de X a Y. Si f ∈ X  ⊢ Y, esto se escribe f : X  → Y. 

• Ciertas funciones, escritas como reglas de inferencia: 

a
X, I, Y

 X ⊗ (I ⊗ Y) (X ⊗ I) ⊗ Y 

  r
X 

 ⊗ 1
Y
 1

X 
 ⊗ l

Y
 

 
X ⊗ Y 
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        X X⊢  (i)                     
X Y Y Z

X Z

⊢ ⊢

⊢

 (○) 

W X Y Z

W Y X Z⊗ ⊗

⊢ ⊢

⊢

 (⊗)               
( )

( )

W X Y Z

W X Y Z

⊗ ⊗

⊗ ⊗

⊢

⊢

 (a) 

  
X I Y

X Y

⊗⊢

⊢

 (l)                               
X Y I

X Y

⊗⊢

⊢

 (d) 

        
X Y Z

Y X Z

⊗ ⊢

⊢ ⊸

 (c)
. 

Una línea doble significa que la función es invertible. Así, por ejemplo, para cada 

trío X, Y, Z, tenemos una función  

�
X, Y, Z

: (X  ⊢ Y) ×  (Y  ⊢ Z) → (X  ⊢ Z) 

y una biyección 

c
X, Y, Z

: (X  ⊗ Y  ⊢ Z) → (Y  ⊢ X ⊸ Z). 

• Algunas ecuaciones que deben ser obedecidas por las reglas de inferencia. Las 

reglas de inferencia (�) y (i) deben obedecer a las ecuaciones que describen a la 

asociatividad y las leyes de la levo- y dextro-unidad. La regla (⊗) debe obedecer a 

una ecuación que diga que es un funtor. Las reglas (a), (l), (d), y (c) deben obede-

cer a las ecuaciones que dicen que son transformaciones naturales. Las reglas (a), 

(l), (d) y (⊗) también debe obedecer a las ecuaciones triangular y pentagonal. 

Definición 20. Una teoría monoidal trenzada cerrada es una teoría monoidal ce-

rrada con esta regla de inferencia adicional: 
W X Y

W Y X

⊗

⊗

⊢

⊢

 (b). 

Exigimos que esta regla dé una transformación natural que satisfaga las ecuacio-

nes hexagonales. 

Definición 21. Una teoría monoidal simétrica cerrada es una teoría monoidal 

trenzada cerrada donde la regla (b) es su propia inversa. 

Estas son sólo las definiciones habituales de varios tipos de categorías cerra-
das –monoidales, monoidales trenzadas y monoidales simétricas– escritas en un es-
tilo nuevo. Este nuevo estilo nos permite construir dichas categorías a partir de 



Alberto Mejías 
 

 

64 

sistemas lógicos. Para hacer esto, tomamos a los objetos como proposiciones y a 
los morfismos como clases de equivalencia de demostraciones, donde la relación de 
equivalencia es generada por las ecuaciones referidas en las definiciones anteriores. 

Sin embargo, las ventajas de este nuevo estilo, sólo aparecen cuando profun-
dizamos en la Teoría de Demostración y generalizamos las expresiones que hemos 
estado considerando: 

X  ⊢ Y 

a ‘secuentes’ como: 
X1,…, X

n
  ⊢ Y. 

Libremente, podemos pensar en un tal secuente como significando 

X1 ⊗ … ⊗ X
n
  ⊢ Y. 

La ventaja de los secuentes, es que nos permiten usar reglas de inferencia 
que –salvo la regla de supresión y la de identidad– tienen la ‘propiedad subformu-
lar’ mencionada a finales de Sección 3.1. 

Formulada en términos de estas reglas de inferencia, la lógica de las catego-
rías cerradas monoidales simétricas lleva el nombre de ‘Lógica Lineal Intuicionísti-
ca Multiplicativa’ o MILL, para abreviar, (Inglés: Multiplicative Intuitionistic Li-
near Logic) [48], [82]. Hay un teorema de ‘eliminación de la supresión’ para 
MILL, que dice que, con una adecuada selección de otras reglas de inferencia, la 
regla de supresión llega a ser redundante: cualquier demostración que se puede 
hacer con ella, se puede hacer sin ella. Esto es notable, puesto que la regla de su-
presión corresponde a la composición de morfismos en una categoría. Una conse-
cuencia es que en la categoría monoidal simétrica cerrada libre sobre cualquier con-
junto de objetos, el conjunto de morfismos entre dos objetos cualesquiera, es finito. 
También hay un procedimiento de decisión de cuándo dos morfismos son iguales. 
Para obtener detalles, ver la tesis de TRIMBLE [95] y los escritos por JAY [54] y SO-

LOVIEV [90]. Véase también Teorema de coherencia para categorías monoidales 
simétricas cerradas de KELLY y MAC LANE [61] y el teorema correspondiente para 
las categorías monoidales simétricas compactas [62]. 

MILL es sólo uno de varios sistemas lógicos estrechamente relacionados. La 
mayoría incluyen características adicionales, pero algunos restan características. He 
aquí sólo algunos pocos ejemplos: 
• Teorías algebraicas. En su famosa tesis, LAWVERE [69] definió a una teoría al-
gebraica como una categoría cartesiana donde cada objeto es una n-ésima potencia 
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cartesiana X × · · · × X (n ≥ 0) de un objeto específico X. Mostró cómo tales categor-
ías se pueden considerar como teorías lógicas de un tipo simple –como las que pre-
viamente habían sido estudiadas en ‘Álgebra Universal’ [25]. Esta obra inició el a-
cercamiento categorial a la lógica, que se ha estado esbozando aquí. El libro de 
CROLE [34] da una suave introducción a teorías algebraicas, así como algunos siste-
mas lógicos más ricos. Más generalmente, podemos considerar a cualquier catego-
ría cartesiana como una teoría algebraica generalizada. 
• Lógica Lineal Intuicionística (ILL). ILL suplementa a MILL con las operacio-
nes familiares de la lógica intuicionística, así como una operación ! que convierte 
cualquier proposición (o recurso) X, en una ‘indefinida colección de copias de X’. 
De nuevo, hay una buena interpretación teórico-categorial. La tesis de BIERMAN 
[23], da una buena panorámica que incluye una prueba eliminación de supresión 
para ILL y una demostración del resultado, originalmente debido a GIRARD, de que 
la lógica intuicionista puede embutirse en ILL. 
• Lógica lineal (LL). Para una Lógica Lineal completa, el artículo de revisión, en 
línea, de DI COSMO y MILLER [37] es un buen punto para empezar. Para más infor-
mación, pruebe el documento original por GIRARD [43] y el libro por TROELSTRA 
[96].  El artículo de revisión por BLUTE y SCOTTS [24], sirve como una piedra de 
Rosetta para Lógica Lineal y Teoría de Categorías, así como las notas de conferen-
cias por SCHALK [82]. 
• Lógica intuicionística (IL). El Libro clásico por LAMBEK y SCOTT [67] sigue 
siendo una excelente introducción a Lógica Intuicionística y Categorías Cartesianas 
Cerradas. El artículo de revisión en línea de MOSCHOVAKIS [77] contiene muchas 
sugerencias para lectura adicional. 

Para concluir, precisemos que lo que una ‘regla de inferencia’ aporta en la 
configuración que hemos descrito. Hemos dicho que da una función de un producto 
de conjuntos de morfismos, a un conjunto de morfismos. Mientras que esto es váli-
do, no es la última palabra sobre el tema. Después de todo, en lugar de tratar a las 
proposiciones que aparecen en una regla de inferencia, como fijas podemos tratar-
los como variables. Así, una regla de inferencia es, realmente, un ‘esquema’ para 
obtener nuevas demostraciones a partir de otras. ¿Cómo podemos formalizar esta 
idea? 

Primero debemos tener claro que X  ⊢ Y no es sólo un conjunto: es un con-

junto que depende funtorialmente de X y Y. Como se señaló en Definición14, hay 
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un funtor, el ‘funtor hom’ 

hom: C
op

 × C → Set, 
que envía a (X, Y)  al conjunto de morfismos hom(X, Y) = X  ⊢ Y. Para parecer logi-

cistas, escribamos a este funtor como ⊢. 

 Visto desde esta perspectiva, la mayoría de nuestras reglas de inferencia son 
transformaciones naturales. Por ejemplo, la regla (a) es una transformación natural 

entre dos funtores de C
op

 × C
3
 a Set, a saber: los funtores 

(W, X, Y, Z)  ֏ W  ⊢ (X ⊗ Y) ⊗ Z 

y 

(W, X, Y, Z)  ֏ W  ⊢ X ⊗ (Y ⊗ Z). 

Esta transformación natural convierte a cualquier demostración  

f : W → (X ⊗ Y) ⊗ Z 

en la demostración   

a
X,Y,Z  f : W →  X ⊗ (Y ⊗ Z). 

El hecho de que esta transformación sea natural, significa que cambia de una ma-
nera sistemática según variamos W, X, Y y Z. El cuadrado conmutativo de la defini-
ción de transformación natural, Definición 4, hace a esto preciso. 

Las reglas (l), (d), (b) y (c) dan transformaciones naturales de una manera 

muy semejante. La regla (⊗) da una transformación natural entre dos funtores de 

C
op

 × C × C
op

 × C a Set, a saber: 

(W, X, Y, Z) ֏ (W  ⊢ X) × (Y  ⊢ Z) 

y 

(W, X, Y, Z) ֏ (W  ⊗ X)  ⊢ (Y  ⊗ Z) 

Esta transformación natural envía cada elemento (f, g) ∈ hom(W, X) × hom(Y, Z) a 

f ⊗ g. 

Las reglas de identidad y de supresión son diferentes: no dan transformacio-
nes naturales, debido a que la línea superior de estas reglas tiene un número distinto 
de variables que la línea de abajo. La regla (i) dice que para cada X ∈ C, hay una 
función 
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i
X

: 1 → X ⊢ X, 

que escoge al morfismo identidad 1
X
. ¿Qué significaría para ésta, ser natural en X? 

La regla (�) dice que para cada trío X, Y, Z ∈ C, hay una función  

�: (X ⊢ Y) × (Y ⊢ Z) → X ⊢ Z. 

¿Qué significaría para ésta, ser natural en X, Y y Z? La respuesta a ambas preguntas 
implica una generalización de las transformaciones naturales, llamadas 'transforma-
ciones ‘dinaturales’ [71]. 

Como se observa en Definición 4, una transformación natural α: F ==⇒ G, 
entre dos funtores F, G: C → D, hace que ciertos cuadrados, conmuten en D. Si de 

hecho C = C1

op
 × C2, entonces, en realidad, obtenemos cubos que conmutan en D. 

Es decir, la transformación natural α asigna a cada objeto (X1, X2) un morfismo 

α
X1, X2

 tal que, para cualquier morfismo (f1: Y1 → X1, f2: X2 → Y2) en C, este cubo 

conmuta: 
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Si C1 = C2, podemos elegir un solo objeto X y un solo morfismo f: X → Y y 

utilizarlo en ambas ranuras.  

 

Figura 1: Una transformación natural entre funtores F, G: C
op

 × C → D da un cubo con-
mutativo en D para cualquier morfismo f: X → Y y hay dos caminos alrededor del cubo, 
que sólo involucran a α para argumentos repetidos. 

Como se muestra en la figura 1, entonces hay dos rutas desde una esquina del 
cubo a la esquina antipodal, que sólo que sólo involucran a α para argumentos repe-
tidos: es decir, α

X, X
 y α

Y, Y
, pero no α

X, Y
 ó α

Y, X
. Estas trayectorias dan un hexágono 

conmutativo. 

Esto motiva la siguiente: 

Definición 22. Una transformación dinatural α: F ==⇒ G entre funtores F, G: 

C
op

 × C → D asigna a cada objeto X en C un morfismo α
X
: F(X, X) → G (X, X) en 

D, tal que para todo morfismo f: X → Y, en C, el hexágono en Figura 1, es conmu-

tativo. 

 En el caso de la regla de identidad, este hexágono conmutativo sigue del he-
cho de que el morfismo identidad es una levo- y dextro-unidad para la composi-
ción: ver Figura 2. 
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Figura 2: Dinaturalidad de la regla (i) donde f: X → Y. Aquí, ● ∈ 1, denota al único ele-
mento  del conjunto de un solo elemento. 

Para la regla de supresión, este hexágono conmutativo dice que la composi-
ción es asociativa: ver Figura 3. 

 
Figura 3: Dinaturalidad de la regla de supresión, donde f: W → Y, g: X → W, h: Y → Z. 
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Así que, en general, el tipo de teoría lógica que estamos debatiendo consiste 
en: 

• Una categoría C de proposiciones y demostraciones. 

• Un funtor ⊢: C
op

 × C → Set, que envía a cualquier par de proposiciones, al 

conjunto de demostraciones que llevan de una a la otra. 
• Un conjunto de transformaciones dinaturales que describen reglas de inferen-
cia. 

4 Informática 

4.1 Contexto 

En la década de 1930, mientras TURING estaba desarrollando lo que ahora se 
llama ‘Máquinas TURING’, como un modelo para la computación, CHURCH  y su es-
tudiante KLEENE estaban desarrollando un modelo diferente, llamado el ‘cálculo 
lambda’ [29], [63]. Mientras que una máquina TURING puede considerarse como un 
modelo idealizado, simplificado de armazón de computadora (Inglés: computer 
hardware), el cálculo lambda es más como un modelo simple de programatura de 
computadora (Inglés: computer software). 

Actualmente hay muchos tratamientos cuidadosos del cálculo lambda en la 
literatura, desde el magistral tomo de BARENDREGT [17], pasando por el tratamiento 
clásico teórico-categorial de LAMBEK y SCOTT [67], hasta la amigable introducción 

por HINDLEY y SELDIN [51] y las elegantes notas en línea, gratis, por SELINGER 
[86]. Así que nos contentaremos con un rápido bosquejo. 

Metafóricamente hablando, el cálculo lambda describe un universo donde to-
do es un programa y todas las cosas son datos: los programas son datos. Más pro-
saicamente, todo es un ‘λ-termino’ o, abreviadamente, un ‘término’. Estos se defi-
nen inductivamente: 
• Variables: Hay un conjunto contable de ‘variables’ x, y, z,... que son todas, 
términos. 
• Aplicación: Si f y t son términos, podemos ‘aplicar’ f a t y obtener un término 

f(t). 
• Lambda-abstracción: Si x es una variable y t es un término, hay un término 
(λx.t). 

Permítasenos explicar el significado de aplicación y lambda-abstracción. La 
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aplicación es simple. Puesto que ‘los programas son datos', podemos considerar a 
cualquier término como un programa o una porción de datos. Puesto que podemos 
aplicar programas a datos y obtener nuevos datos, podemos aplicar cualquier térmi-
no f a cualquier otro término t y conseguir un nuevo término f (t). 

Lambda-abstracción es más interesante. Consideramos a (λx.t) como al pro-
grama que, dado x como entrada, devuelve t como salida. Por ejemplo, considere  

(λx.x(x)). 
Este programa toma a cualquier programa x como entrada y devuelve a  x(x) como 
salida. En otras palabras, se aplica cualquier programa a sí mismo. Así pues, tene-
mos 

(λx.x(x))(s) = s(s) 
para cualquier término s. 

Más generalmente, si aplicamos (λx.t) a cualquier término s, tendríamos de 
nuevo a t, pero con s substituido por cada ocurrencia libre de la variable x. Este he-
cho se codifica en una regla llamada reducción beta: 

(xt)(s) = t[s/x], 

donde t[s/x] es el término que conseguimos tomando a t y sustituyendo a s para ca-
da ocurrencia libre de x. Pero, hay que tener cuidado: esta regla no es una ecuación 
en el sentido habitual de la matemática. En cambio, es una ‘regla de reescritura’: 
dado el término de la izquierda, podemos reescribirlo y obtener al término de la de-
recha. Comenzar con un término y repetidamente aplicar reglas de reescritura es 
como ¡tomar un programa y dejarlo correr! 

Hay otras dos reglas de reescritura en el cálculo lambda. Si x es una variable 
y t es un término, el término  

(λx.t(x)) 
designa al programa que, dado x como entrada, devuelve t(x) como salida. Pero es-
to es solo una forma elegante de hablar del programa t. Así, el cálculo lambda tiene 
una regla de reescritura llamada reducción eta, que dice que 

(λx.t(x)) = t. 

La tercera regla de reescritura es conversión alfa. Esto nos permite reempla-
zar una variable ligada en un término, por otra variable. Por ejemplo: 

(λx.x(x)) = (λy.y(y)), 

puesto que x está ‘ligada’ en la expresión de la izquierda por su aparición en ‘λx’. 
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En otras palabras, x es sólo una variable virtual; su nombre es irrelevante, así que la 
podemos reemplazar con y. Por otra parte, 

(λx.y(x)) ≠ (λx.z(x)). 
Aquí no podemos reemplazar a la variable y por la variable z, ya que esta variable 
es ‘libre’, no ligada. Se debe tener cuidado de precisar las nociones de variables li-
bres y ligadas, pero no abundaremos sobre este tema, refiriendo al lector a las refe-
rencias anteriores para obtener más detalles. 

El cálculo lambda es un simple formalismo. Sorprendentemente, a partir de 
esto, CHURCH  y KLEENE fueron capaces de construir la Lógica Booleana, los 
números naturales, las operaciones usuales de la aritmética y así sucesivamente. 
Por ejemplo, definieron los ‘numerales CHURCH’ como sigue: 

0   =   (λf.(λx.x))  

1   =   (λf.(λx. f(x))) 

2   =   (λf(λx.f(f(x))))  

3   =   (λf.(λx.f(f(f(x))))) 

y así sucesivamente. Tenga en cuenta que f es una variable en lo de arriba. Por lo 
tanto, el numeral CHURCH n es el programa que ‘toma a cualquier programa a la n-

ésima potencia: si se le da cualquier programa f como entrada, devuelve el progra-
ma que aplica f, n veces a cualquier entrada x, que reciba. 

Para hacerse una idea de cómo podemos definir las operaciones aritméticas 
sobre los numerales CHURCH, considerar 

λg .3 (2(g)). 

Este programa toma cualquier programa g, lo lleva al cuadrado y, luego, cubica al 
resultado. Así, eleva g a la sexta potencia. Esto sugiere que 

λg .3 (2(g)) = 6. 

De hecho esto es válido. Si tratamos las definiciones de los numerales CHURCH  co-
mo reglas de reescritura reversibles, entonces podemos comenzar con el lado iz-
quierdo de la ecuación anterior y darle, utilizando reglas de reescritura, hasta alcan-
zar el lado derecho: 

    λg. 3̄ (  2̄(g))   =   (λg. 3̄ (((λf.(λx.f (f (x)))))(g))       def. de 2̄ 

     =   (λg. 3̄ ((λx.g(g(x))))         beta 
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      =   (λg.(λf.(λx.f(f(f(x)))))(λx.g(g(x)))))       def. de 3̄ 

      =   (λg.(λx.(λx.g(g(x)))((λx.g(g(x)))((λx.g(g(x)))(x))))) beta  

     =   (λg.(λx.(λx.g(g(x)))((λg.g(g(x)))(g(g(x))))))      beta  

        =   (λg.(λx.(λx.g(g(x)))(g(g(g(g(x)))))))       beta 

        =   (λg.(λx.g(g(g(g(g(g(x))))))))          beta 

        =   6̄              def. de 6̄. 

Si este cálculo parece agobiante, ese es precisamente el punto: se asemeja a 
los entresijos de una computadora. Aquí vemos cómo el cálculo lambda puede ser-
vir como un lenguaje de programación, donde cada etapa de computación corres-
ponde a una regla de reescritura. 

Por supuesto, tenemos la respuesta 6̄ porque 3 × 2 = 6. Generalizando los re-
sultados de este ejemplo, podemos definir un programa llamado ‘veces’ que multi-
plica a los numerales CHURCH: 

veces = (λa.(λb.(λx,a(b(x))))). 

Por ejemplo, 
veces(3̄)(2̄) = 6̄. 

El lector emprendedor puede imaginar programas similares para las otras 
operaciones básicas de la aritmética. Con más perspicacia, CHURCH  y KLEENE fue-
ron capaces de escribir los términos correspondientes a funciones más complicadas. 

Finalmente llegaron a creer que todas las funciones computables f: N → N, pueden 

ser definidas en el cálculo lambda.  

Mientras tanto, GÖDEL estaba desarrollando otro enfoque de la computabili-
dad: la Teoría de ‘funciones recursivas’. 

Alrededor de 1936, KLEENE comprobó que las funciones definibles en el cál-
culo lambda, eran lo mismo que las funciones recursivas, de GÖDEL. En 1937, TU-

RING describió sus ‘Máquinas TURING’ y las usó para dar otra definición de funcio-
nes computables. Más adelante, se demostró que esta definición concordaba con las 
otras dos. Gracias a esta y otras evidencias, ahora es ampliamente aceptado que el 
cálculo lambda puede definir cualquier función que pueda ser computada por cual-

quier método sistemático. Decimos que es ‘TURING completo’. 
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Después de esta explosión de trabajo teórico, tomó pocas décadas para que se 
construyeran computadoras programables. Tomó más tiempo para que los informá-
ticos sacaran provecho de los conocimientos de CHURCH  y KLEENE. Esto comenzó 
alrededor de 1958, cuando MCCARTHY inventó el lenguaje de programación Lisp, 
basado en el cálculo lambda [74]. 

En 1965, un influyente escrito de LANDIN [68], señaló una poderosa analogía 
entre el cálculo lambda y el lenguaje ALGOL. Estos acontecimientos condujeron a 
un renovado interés en el cálculo lambda, que continúa hasta nuestros días. Por 
ahora, un número de lenguajes de programación se basa explícitamente, en ideas 
del cálculo lambda. Los más famosos de estos incluyen Lisp, ML y Haskell. Es-
tos lenguajes, llamados ‘lenguajes funcionales de programación’, son muy aprecia-
dos por científicos de la computación teórica, por su claridad conceptual. De hecho, 
durante muchos años, todos con especialización en Informática en el MIT, han sido 
obligados a tomar un curso introductorio que incluye programación en Scheme, un 
dialecto de Lisp. ¡La portada del libro de texto para este curso [1], tiene una gran 
lambda en la portada! 

Hay que admitir que lenguajes de un tipo diferente –‘lenguajes imperativos 
de programación’– son más populares entre programadores profesionales. Los e-
jemplos incluyen FORTRAN, BASIC y C. En la programación imperativa, un pro-
grama es una secuencia  de instrucciones que dicen a la computadora qué hacer. En 
contraste, en la programación funcional, un programa simplemente describe una 
función. Para ejecutar el programa, lo aplicamos a la entrada. Así, al igual que en el 
cálculo lambda, ‘aplicación’ es una operación fundamental en la programación fun-
cional. Si combinamos la aplicación con la abstracción lambda, obtenemos un len-
guaje lo suficientemente poderoso como para calcular cualquier función computa-
ble.  

Sin embargo, la mayoría de los lenguajes funcionales de programación, son 
más reglamentados que el cálculo lambda original. Como hemos visto, en el cálcu-
lo lambda originalmente desarrollado por CHURCH y KLEENE, cualquier término 
puede ser aplicado a cualquier otro.  

En la vida real, la programación involucra a muchos tipos de datos. Por e-
jemplo, supongamos que estamos escribiendo un programa que involucra a días de 
la semana. No tendría sentido escribir  

Veces(3̄)Martes) 
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porque Martes no es un número. Podríamos elegir representar a Martes por un 
número, en un programa; pero duplicar ese número no tiene una buena interpreta-
ción: ¿es el primer día de la semana el domingo ó el lunes? ¿Está la semana indiza-
da desde cero ó desde uno? Estas son decisiones arbitrarias que afectan el resulta-
do. Podemos dejar que el programador tome las decisiones, pero el marco deses-
tructurado resultante, conduce fácilmente a errores. 

Es mejor distinguir a los datos en varios ‘tipos’ como enteros, números de punto 

flotante, cadenas alfanuméricas y así sucesivamente. Por lo tanto, cada vez que in-
troducimos una variable en un programa, deberíamos hacer una ‘declaración de ti-
po’ diciendo de qué tipo es. Por ejemplo, podríamos escribir: 

Martes : día. 
Esta notación se utiliza en Ada, Pascal y otros lenguajes. Otras notaciones 

son también de uso generalizado. Entonces, nuestro sistema debería tener un ‘com-
probador de tipo’ (generalmente parte del compilador) que avise si tratamos de a-
plicar un programa a una porción de datos de tipo incorrecto. 

Matemáticamente, esta idea es formalizada por una versión más sofisticada 
del cálculo lambda: el cálculo lambda ‘con tipos’ (Inglés: ‘typed’ lambda calculus), 
donde cada término tiene un tipo. Esta idea también es fundamental para la teoría 
de categorías, donde cada morfismo es como una caja negra con cables de entrada y 
salida de tipos especificados: 

 
y no tiene sentido conectar dos cajas negras sucesivamente, a menos que la salida 
de la primera tenga el mismo tipo que la entrada de la siguiente:  

. 
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De hecho, hay una profunda relación entre las categorías cartesianas cerradas 
y el cálculo lambda con tipos. Esto fue descubierto por LAMBEK en 1980 [66]. En 
términos muy generales, una ‘lambda-teoría con tipos’ es un lenguaje funcional de 
programación, muy simple, con un conjunto especificado de tipos de datos, básicos, 
del que pueden ser construidos otros tipos más complicados y una colección especi-
ficada de términos básicos, de la que pueden ser construidos términos más compli-
cados. Los tipos de datos de este lenguaje son objetos en una categoría cartesiana 
cerrada, mientras que los programas –es decir, los términos– dan morfismos. 

Aquí estamos siendo un poco descuidados. Recuérdese, de Sección 3.3, que 
en lógica podemos construir categorías monoidales cerradas, donde los morfismos 
son clases de equivalencia de demostraciones. Necesitamos considerar clases de 
equivalencia, para que se cumplan los axiomas de una categoría monoidal cerrada. 
Asimismo, para obtener categorías monoidales cerradas en Informática, necesita-
mos que los morfismos sean clases de equivalencia de términos. Dos términos 
cuentan como equivalentes si se diferencian por reglas de reescritura como reduc-
ción beta, reducción eta y conversión alfa. Como hemos visto, estas reescrituras re-
presentan los pasos por el que un programa lleva a cabo su cómputo. Por ejemplo, 
en el cálculo lambda ‘sin tipos’ original, los términos veces(3̄)(2̄) y 6̄ se diferen-
cian por las reglas de reescritura, pero dan el mismo morfismo. Entonces, cuando 
construimos una categoría cerrada cartesiana de una lambda-teoría con tipos, des-

atendemos al proceso real de computación. Para remediar esto debemos trabajar 
con una 2-categoría cartesiana cerrada que tiene: 

• tipos como objetos, 
• términos como morfismos, 
• clases de equivalencia de reescrituras, como 2-morfismos. 

Para más detalles, ver el trabajo de SEELY [84], HILKEN [50] y MELLIÉS [73]. 
Algún día este trabajo formará parte de la piedra de Rosetta n-categorial más gran-
de, mencionada al final de la sección 2.5. 

En cualquier caso, LAMBEK demostró que cada lambda-teoría con tipos da 
una categoría cartesiana cerrada –y, recíprocamente, cada categoría cerrada carte-
siana da una lambda-teoría con tipos. Este descubrimiento condujo a una rica línea 
de investigación que vincula a Teoría de Categorías e Informática. Es imposible re-
sumir el enorme cuerpo de trabajo resultante, aunque constituye un aspecto crucial 
de la piedra de Rosetta. Dos buen os puntos de partida para posteriores lecturas, son 
el libro de texto por CROLE [34] y el artículo de revisión, en línea por SCOTT [80]. 
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En lo que sigue, nuestro objetivo es más limitado. En primer lugar, en Sec-
ción 4.2, explicamos cómo cada 'lambda-teoría con tipos' da una categoría cartesia-
na cerrada y recíprocamente. Seguimos el tratamiento de LAMBEK y SCOTT [67], en 
una forma simplificada. Luego, en Sección 4.3, describimos cómo cada ‘teoría li-
neal de tipos’ da una categoría monoidal simétrica cerrada y recíprocamente. 

La idea aquí es, más o menos, que una ‘teoría lineal de tipos’ es un lenguaje 
de programación adecuado tanto para computación clásica, como para computación 
quántica. Este lenguaje difiere del cálculo lambda con tipos, en que prohíbe la du-
plicación y eliminación de datos excepto cuando esté expresamente permitido. La 
razón es que mientras todos los objetos en una categoría cartesiana vienen equipado 
con morfismos ‘duplicación’ y ‘eliminación’: 

∆
X
: X →  X ⊗ X ,  !X: X → 1. 

Una categoría monoidal simétrica, típicamente carece de éstos. Como vimos en 
Sección 2.3, un gran ejemplo es la categoría Hilb con su producto tensorial habi-
tual. Así, un lenguaje de programación adecuado para computación quántica no de-
be asumir que podemos duplicar todos los tipos de datos [28], [100]. 

Distintas versiones de cálculo lambda ‘quántico’ o ‘lineal’ ya han sido estu-
diadas, por ejemplo por BENTON, BIERMAN DE PAIVA y HYLAND [21], DORCA y 
VAN TONDER [98] y SELINGER y VALIRON [88]. ABRAMSKY y TZEVELEKOS Bosque-
jaron una versión [6]. En su lugar vamos a explicar las ‘teorías lineales de tipos’ 
desarrolladas por SIMON AMBLER en su tesis de 1991 [7]. 

4.2 El Cálculo Lambda con Tipos 

Como el original cálculo lambda ‘sin tipos’, explicado arriba, el cálculo 
lambda con tipos, utiliza términos para representar tanto datos, como programas. 
Sin embargo, ahora cada término tiene un tipo específico. Un programa que admite 
datos de tipo X y tiene salidas de datos de tipo Y se dice que es de tipo X ⊸ Y. En-

tonces, sólo podemos aplicar un término s a un término t de tipo X si s es de tipo 
X ⊸ Y para algún Y. En este caso s(t) es un, bien definido, término de tipo Y. Lla-

mamos a X ⊸ Y un tipo de función. 

Cuando introducimos una variable, debemos declarar su tipo. Escribimos 
t : X para decir que t es una expresión de tipo X. Así, en abstracción lambda, ya no 
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escribimos simplemente expresiones como (λ x. t). En cambio, si x es una variable 
de tipo X, escribimos 

(λx : X . t). 
Por ejemplo, he aquí un sencillo programa que toma un programa de tipo 

X ⊸ X y lo ‘cuadra’: 

(f : X ⊸ X . (λx : X . f (f(x)))). 

En el cálculo lambda original, todos los programas toman una sola porción 
de datos como entrada. En otras palabras, computan funciones unarias. Esto no es 
una limitación real, puesto que podemos manejar funciones que tienen más de un 
argumento usando el artificio llamado ‘encurrymiento’, discutido en Sección 2.6. 
Esto convierte a una función de varios argumentos, en una función que toma al pri-
mer argumento y devuelve una función de los argumentos restantes. Vimos un e-
jemplo en la última sección: el programa ‘veces’. Por ejemplo, veces(3̄)  es un 
programa que multiplica por 3, entonces veces(3̄)(2̄) = 6̄. 

Aunque hacer que todos los programas computen funciones unarias es eco-
nómico, esto no es muy bueno para el programador. Así, en el cálculo lambda con 
tipos, también introducimos productos: dados los tipos X y Y, hay un tipo X × Y lla-
mado tipo producto. Podemos pensar en un dato de tipo X × Y como un par forma-
do por un dato de tipo X y un dato de tipo Y. Para explicitar esta intuición, insisti-
mos en que dados los términos s : X y t : Y, hay un término (s, t) : X × Y. También 
insistimos en que dado un término u : X × Y, hay términos p(u) : X y p'(u) : Y, que 
pensamos como el primer y segundo componentes del par t. También incluimos las 
reglas de reescritura expresando: 

 (p(u), p'(u)) = u para cada u: X × Y, 

            p(s, t) = s para cada s: X y t : Y, 

  p'(s, t) = t para cada s: X y t : Y. 

Los tipos producto permiten escribir programas que admiten más de una en-
trada. Aún más, permiten lidiar con programas que producen más de una salida.  

Por ejemplo, puede que tengamos un tipo llamado ‘entero’. Entonces podr-
íamos  querer un programa que toma un entero y lo duplica:  

duplica : entero ⊸ (entero × entero) 

Este programa es fácil de escribir: 
duplica = (λx:entero.(x, x)). 
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Por supuesto, este programa que no se podría escribir cuando duplicar infor-
mación esté prohibido; pero, en esta sección, todas nuestras consideraciones son 
‘clásicas’; i. e. adaptadas a las categorías cartesianas cerradas. 

El cálculo lambda con tipos también tiene un tipo especial llama-
do ‘tipo unidad’, que denotamos por 1. Hay un término único de este tipo, que de-
notamos como (). Desde el punto de vista de Teoría de Categorías, la necesidad de 
este tipo es clara: una categoría con productos finitos debe tener no sólo productos 
binarios; sino, también, un objeto terminal (ver Definición10). Por ejemplo, en la 
categoría Set, el objeto terminal puede ser tomado como cualquier conjunto de un 
elemento, y () es el único elemento de este conjunto. Puede ser menos claro el por 
qué este tipo es útil en programación. Una razón es que nos permite pensar en una 
constante de tipo X como una función de tipo 1 ⊸ X –es decir, una ‘función nula-

ria’, una que no tiene ningún argumento. Hay algunas otras razones, pero van más 
allá del alcance de esta discusión. Baste decir que Haskell, Lisp y aún lengua-
jes imperativos muy utilizados, como C, C++ y Java incluyen al tipo unidad. 

Introducidos los ingredientes principales del cálculo lambda con tipos, de-
mos un tratamiento más formal. Como veremos, una ‘lambda-teoría con tipos’ con-
siste de tipos, términos y reglas de reescritura. A partir de una lambda-teoría con ti-
pos, podemos conseguir una categoría cartesiana cerrada. Los tipos darán objetos, 
los términos darán morfismos y las reglas de reescritura darán ecuaciones entre 
morfismos. 

En primer lugar, los tipos se dan inductivamente como sigue: 
• Tipos básicos: hay un conjunto arbitrariamente elegido de tipos llamados ti-
pos básicos. 
• Tipos producto: dados los tipos X y Y, hay un tipo X × Y. 

• Tipos función: dados los tipos X y Y, hay un tipo X ⊸ Y. 

• Tipo unidad: hay un tipo 1. 

Puede haber ecuaciones inesperadas entre tipos: por ejemplo, puede que ten-
gamos un tipo X que satisfaga X × X = X. Sin embargo, exigimos que: 

• Si X = X' y Y = Y' entonces X × Y = X' × Y'. 
• Si X = X' y Y = Y' entonces X ⊸ Y = X' ⊸ Y'. 
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A continuación se definen los términos. Cada término tiene un tipo específi-
co y si t es un término de tipo X escribimos t : X. Las reglas para la construcción de 
términos son las siguientes: 
• Términos básicos: para cada tipo X hay un conjunto de términos básicos de 
tipo X. 

• Variables: para cada tipo X, hay una colección infinita contable, de términos 
de tipo X llamados variables de tipo X. 

• Aplicación: Si f: X ⊸ Y y t: X entonces hay un término f (t) de tipo Y. 

• Abstracción lambda: Si x es una variable de tipo X y t: Y entonces hay un 
término (λx : X.t) de tipo X ⊸ Y. 

• Emparejamiento: Si s : X y t : Y entonces hay un término (s, t) de tipo X × Y. 

• Proyección: Si t : X × X' entonces hay un término p(t) de tipo X y un término 
p'(t) de tipo X'. 

• Término unidad: hay un término ( ) de tipo 1. 

Finalmente hay reglas de reescritura que van entre términos del mismo ti-
po. Dado un conjunto fijo, de variables, S, habrá reglas de reescritura entre térmi-
nos del mismo tipo, todas de cuyas variables libres se encuentran en el conjunto S. 
Para nuestros propósitos actuales, sólo necesitamos estas reglas de reescritura para 
decidir cuándo dos términos determinan el mismo morfismo en la categoría carte-
siana cerrada que construiremos. Así que, lo que importa no son realmente las re-
glas de reescritura mismas, sino la relación de equivalencia que generan. Escribi-
mos esta relación de equivalencia como s ~S t. 

La relación ~S puede ser cualquier relación de equivalencia que satisfaga la 

siguiente lista de reglas –A continuación, t [s / x] denota al resultado de tomar un 
término t y reemplazar cada ocurrencia de la variable libre x, por el término s. Tam-
bién, cuando decimos ‘término’ sin otra calificación, significa ‘término cuyas va-
riables libres están todas en el conjunto S’. 
• Preservación de Tipo: si t ~S t' entonces t y t' deben ser términos del mismo 

tipo, cuyas variables libres están todas en el conjunto S. 
• Reducción beta: Supongamos que x es una variable de tipo X, s es una expre-
sión de tipo X y t es cualquier término. Si ninguna ocurrencia libre de una variable 
en s se convierte en ligada en t[s / x], entonces:  

(λx : X . t)t(s) ~S [s / x]. 

• Reducción eta: Supongamos que la variable x no aparece en el término f. En-
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tonces: 
(X : X . f (x)) ~S f. 

• Conversión alfa: Supongamos que x y v son variables de tipo X y ninguna o-
currencia libre de alguna variable en t, aparece ligada en t[x / y]. Entonces: 

(x : X . t) ~
S
 (y : X .  t[x / y]). 

• Aplicación: Supongamos que t y t' son términos de tipo X con t ~
S
 t y supon-

gamos que f: X ⊸ Y. Entonces:  

f (t) ~
S
 f(t). 

• Abstracción lambda: Supongamos que t y t' son términos de tipo Y, todas de 

cuyas variables libres se encuentran en el conjunto S ∪ {x}. Supongamos que 

t ~S ∪ {x} t', entonces: 

(λx : X . t) ~
S
 (λx : X . t') 

• Emparejamiento: Si u es un término del tipo X × Y, entonces: 
(p(u), p'(u)) ~

S
 u. 

• Proyección: Si s es una expresión de tipo X y t es un término del tipo Y, enton-
ces: 

p(s, t) ~
S
 s,  p'(s, t) ~

S
 t. 

• Término Unidad: Si t es un término del tipo 1, entonces: 
t ~

S
 ( ) . 

Ahora podemos describir al resultado clásico de LAMBEK, que relaciona 
lambda-teorías con tipos y categorías cartesianas cerradas. De una lambda-teoría  
con tipos obtenemos una categoría cartesiana cerrada C, para la cual: 
• Los objetos en C son los tipos. 
• Los morfismos f: X→ Y, en C son las clases de equivalencia de pares (x, t) que 
constan de una variable x : X y un término t : Y, con ninguna variable libre excepto, 
tal vez, x. Aquí (x, t) es equivalente a (x', t') si y solamente si: 

t  ~{x}  t' [x / x']. 

• Dado un morfismo f: X → Y proveniente de un par (x, t) y un morfismo g: Y → 
Z, proveniente de un par (y, u) como antes, el compuesto g f: X → Y, proviene del 
par (x, u[t / y]). 

También podemos revertir este proceso y obtener una lambda-teoría con ti-
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pos, de una categoría cartesiana cerrada. De hecho, LAMBEK y SCOTT, explican 
cómo construir una categoría de la categoría de las categorías cartesianas cerradas y 
una categoría de lambda-teorías con tipos. Construyen funtores yendo y viniendo 
entre estas categorías y muestran que estos funtores son inversos salvo isomorfismo 
natural. Por lo tanto, decimos que estas categorías son ‘equivalentes’ [67]. 

4.3 Teorías Lineales de Tipos 

En su tesis [7], AMBLER describe cómo generalizar al resultado clásico de 
LAMBEK sobre categorías cartesianas cerradas, a categorías monoidales simétricas 
cerradas. Para hacer esto, sustituyó a lambda-teorías con tipos por ‘teorías lineales 
de tipos’. 

Una teoría lineal de tipos puede verse como un lenguaje de programación 
adecuado tanto para computación clásica como para la quántica.  

Como hemos visto, en una categoría no cartesiana como Hilb, no podemos 
duplicar ni borrar la información libremente. Así, las teorías lineales de tipos deben 
evitar la duplicación o supresión de datos, salvo cuando expresamente se permite. 

Para lograr esto, las teorías lineales de tipos no deben permitir que escribamos un 
programa como este: 

(λx : X . (x, x)). 
Incluso un programa que ‘cuadra’ a otro programa, como este: 

(λf  : X ⊸ X . (λx : X. f(f(x)))) , 

no está permitido, puesto ‘reutiliza’ a la variable f. Por otro lado¡ está permitido un 
programa que compone a dos programas! 

Para imponer estas restricciones, las teorías lineales de tipos tratan a las va-
riables muy diferentemente que el cálculo lambda con tipos. De hecho, en una teo-
ría lineal de tipos, cualquier término contendrá a una variable dada, a lo sumo, una 

vez. Pero las teorías lineales de tipos se apartan incluso, más dramáticamente del 
cálculo lambda con tipos, de otra manera. ¡No hacen ningún uso de abstracción 
lambda! En cambio, usan ‘combinadores’. 

La idea de un combinador es muy antigua: de hecho, es anterior al cálculo 
lambda. La Lógica Combinatoria nació en un escrito de 1924 por SCHÖNFINNKEL 
[83] y fue redescubierta y ampliamente desarrollada por CURRY [35] a partir de 
1927. En retrospectiva, podemos ver su trabajo como una versión escueta del cálcu-
lo lambda sin tipos, que evita completamente el uso de variables. A partir de un 



Categorías y Transcripción Inter-Física-Topología-Lógica-Informática 

 

 

83 

surtido básico de términos llamados ‘combinadores’, la única manera de construir 
otros nuevos es la aplicación: podemos aplicar cualquier término f a cualquier tér-
mino t y conseguir un término f (t). 

Para construir un lenguaje de programación TURING-completo, en una confi-
guración tan empobrecida, necesitamos un surtido suficiente de combinadores. No-
tablemente, basta utilizar tres. De hecho, es posible utilizar un solo combinador 
hábilmente elegido –pero esta proeza no es particularmente esclarecedora, así que 
describimos un conjunto de tres comúnmente usados.  

El primero, llamado I, actúa como la identidad, puesto que viene con la regla 
de reescritura:  

I(a) = a 

para cada término a.  

El segundo, llamado K, da una función constante K(a) para cada término a. 
Ee decir, viene con una regla de reescritura K(a)(b) = a para cada término b.  

El tercero, llamado S, es complicado. Toma tres términos, aplica el primero 
al tercero y aplica el resultado al segundo aplicado al tercero: 

S(a)(b)(c) = a(c)(b(c)). 

Más tarde se comprobó que el cálculo de combinadores puede ser inmerso en 
el cálculo lambda sin tipos, como sigue:  

      I   =   (λx, x), 
          K   =   (λx, (λy,x)), 

S   =   (λx, (λy, (λz, x(z)(y(z))))). 

Luego, las reglas de reescritura para estos combinadores siguen de las reglas de re-
escritura en el cálculo lambda. Más sorprendente aun ¡cualquier función computa-
ble mediante el cálculo lambda puede también ser computada usando sólo I, K y S! 
Aunque no necesitamos este hecho para entender las teorías lineales de tipos, no 
nos resistimos a bosquejar la prueba, ya que es un clásico ejemplo de la utilización 
de combinadores para evitar el uso explícito de la abstracción lambda. 

Nótese que todas las variables en las fórmulas de cálculo lambda para I, K y 
S son variables ligadas. Más generalmente, en el cálculo lambda definimos un com-
binador como un término en el cual todas las variables son variables ligadas. Dos 
combinadores c y d son extensionalmente equivalentes si dan el mismo resultado 
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para cualquier entrada: es decir, para cualquier término t, podemos aplicar las re-
glas de reescritura de cálculo lambda, a c(t) y d(t) de una forma que conduce al 
mismo término.  

Hay un proceso llamado ‘eliminación de abstracción’ que toma a cualquier 
combinador en el cálculo lambda y produce uno extensionalmente equivalente, 
construido a partir de I, K y S. Eliminación de abstracción funciona tomando un 
término t = (λx.u) con una simple abstracción lambda y reescribiéndolo en la forma 
(λx. f(x)), donde f no tiene ninguna instancia de la abstracción lambda. A continua-
ción, podemos aplicar reducción eta, que determina que (λx.f(x)) = f. Esto permite 
escribir a t como un término f que no involucra a la abstracción lambda. 

Utilizaremos la notación [[u]]
x
 para significar ‘cualquier término f  que satis-

faga f(x) = u. 

Hay tres casos a considerar; cada caso justifica la definición de combinador: 

1. t = (λx.x). Podemos reescribir esto como t = (λx.I(x)); así, t = [[x]]
x
 = I. 

2. t = (λx.u), donde u no depende de x. Podemos reescribir esto como t = 

(λx.K(u)(x)); así, t = [[u]]
x
 = K(u) . 

3. t = (λx.u(v)), donde u y v pueden depender de x. Podemos reescribir esto como 
t = (λx.(([[u]]

x
x)([[v]]

x
x)) ó t = (λx.S([[u]]

x
)([[v]]

x
)(x)); así t = S([[u]]

x
)([[v]]

x
). 

Podemos eliminar todo uso de la abstracción lambda de cualquier término en 
varias ocasiones, usando estas tres reglas ‘de adentro hacia afuera’. Para ver cómo 
funciona esto, considere el término en lambda t = (λx.(λy.y)), que admite dos entra-
das y devuelve la segunda. Usando las reglas anteriores tenemos:  

(λx.(λy.y))   =   (λx.( λy.[[y]]
y
(y))) 

         =   (λx.( λy.I(y))) 
         =   (λx.I) 
         =   (λx.[[I]]

x
(x)) 

         =   (λx.K(I)(x) 
         =   K(I). 

Podemos comprobar que funciona como se quería: K(I)(x)(y) = I(y) = y. 

Ahora volvamos a nuestro tema principal: las teorías lineales de tipos. De los 
tres factores descritos anteriormente, sólo I es conveniente para el uso en una cate-
goría monoidal simétrica cerrada arbitraria. La razón es que K borra los datos, 
mientras que S los duplica. Podemos ver esto directamente de las reglas de reescri-
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tura que cumplen: 
         K(a)(b)   =   a 

S(a)(b)(c)   =   a(c)(b(c)). 

Cada teoría lineal de tipos tiene un conjunto de ‘combinadores’ básicos, que 
ni duplican ni borran datos. Puesto que las teorías lineales de tipos generalizan a las 
lambda-teorías con tipos, estos combinadores básicos tienen tipos. AMBLER los es-
cribe utilizando una notación que se asemeja a la notación de morfismos en teoría 
de categorías. 

Por ejemplo, dados dos tipos X y Y en una teoría lineal de tipos, hay un tipo 

producto tensorial X ⊗ Y. Esto es análogo a un tipo producto en el cálculo lambda 

con tipos. En particular, dados un término s de tipo X y un término t de tipo Y, po-

demos combinarlos para formar un término del tipo X ⊗ Y, que denotamos como 

(s ⊗ t). Redistribuimos los paréntesis en los productos tensoriales iterados utilizan-

do el siguiente combinador básico: 

assoc
X, Y, Z

: (X ⊗ Y) ⊗ Z → X ⊗ (Y ⊗ Z). 

Este combinador viene con la siguiente regla de reescritura: 

assoc
X, Y, Z

((s ⊗ t) ⊗ u) = (s ⊗ (t ⊗ u)) 

para todos los términos s : X, t : Y y u : Z. 

Por supuesto, el combinador básico assoc
X, Y, Z

 es una versión ligeramente so-
fisticada del asociador familiar, de la teoría de categorías.  

De hecho, todos los combinadores básicos provienen de transformaciones 
naturales o dinaturales, implícitas en la definición de ‘categoría monoidal simétrica 
cerrada’. Además de éstos, cualquier teoría lineal de tipos también tiene combina-
dores llamados ‘símbolos de función’. Estos provienen de los morfismos particula-
res a una categoría determinada.  

Por ejemplo, supongamos que en alguna categoría el producto tensorial X ⊗ 

X es en realidad el producto cartesiano. Entonces la teoría lineal de tipos corres-
pondiente, debería tener un símbolo de función 

∆
X
: X → X ⊗ X 
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que nos permite duplicar datos de tipo X, junto con símbolos de función  

p: X ⊗ X → X, p': X ⊗ X → X 

que proyectan sobre el primer y segundo factores. Para asegurar de que éstos fun-
cionen según lo deseado, podemos incluir reglas de reescritura: 

              ∆(s)   =   (s ⊗ s), 

 p(s ⊗ t)   =   s, 

p'(s ⊗ t)   =   t. 

Así, aunque la duplicación y eliminación de datos no son 'características incorpora-
das’ de las teorías lineales de tipos, podemos incluirlas cuando se desee.  

Utilizando combinadores, podríamos intentar diseñar un lenguaje de progra-
mación adecuado para categorías monoidales simétricas cerradas que evite, por 
completo, el uso de variables. AMBLER sigue un camino diferente. Conserva las va-
riables en su formalismo, pero juegan un papel muy diferente –y mucho más sim-

ple– que lo que hacen en el cálculo lambda. Su única función es ayudar a decidir 
cuales términos se deben contar como equivalentes. Además, abstracción lambda 
no desempeña ningún papel en las teorías lineales de tipos, Así, no se presenta, para 
nada, el asunto de variables libres vs variables ligadas. En cierto sentido, todas las 
variables son libres. Además, cada término contiene a cualquier variable dada, a lo 
sumo, una vez. 

Después de estas reflexiones, esperamos que el lector esté listo para un tra-
tamiento más formal de las teorías de tipo lineal.  

Una teoría lineal de tipos tiene tipos, combinadores, términos y reglas de re-
escritura. Los tipos corresponderán a los objetos en una categoría monoidal simé-
trica cerrada, mientras que las clases de equivalencia de combinadores correspon-
derán a morfismos. Los términos y reglas de reescritura sólo se utilizan para definir 
la relación de equivalencia. 

En primer lugar, se define al conjunto de tipos inductivamente,  como sigue: 
• Tipos Básicos: Hay un conjunto arbitrariamente elegido, de tipos llamados ti-
pos básicos. 

• Tipos Producto: Dados los tipos X y Y, hay un tipo (X ⊗ Y). 

• Tipos  Función: Dados los tipos X y Y, hay un tipo (X ⊸ Y). 

• Tipo trivial: Hay un tipo I. 
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Puede haber ecuaciones entre tipos, pero exigimos que: 

• Si X = X' y Y = Y', entonces X ⊗ Y = X' ⊗ Y'. 

• Si X = X' y Y = Y', entonces X ⊸ Y = X' ⊸ Y'. 

En segundo lugar, una teoría lineal de tipos tiene, para cada par de tipos X y 
Y, un conjunto de combinadores de la forma f: X → Y, éstos son definidos por las 
siguientes reglas inductivas: 
• Dados los tipos X y Y hay un conjunto de f: X → Y, arbitrariamente elegidos, 
llamados símbolos de función. 
• Dado los tipos X, Y y Z tenemos los siguientes combinadores, llamados com-
binadores básicos: 

– id
X
: X → X 

– assoc
X, Y, Z

: (X ⊗ Y) ⊗ Z → X ⊗ (Y ⊗ Z). 

– unassoc
X, Y, Z

: X ⊗ (Y ⊗ Z) → (X ⊗ Y) ⊗ Z 

– braid
X, Y

: X ⊗ Y → Y ⊗ X 

– left
X
: I ⊗ X → X 

– unleft
X
: X → I ⊗ X 

– right
X
: X ⊗ I → X 

– unright
X
: X → X ⊗ I 

– eval
X, Y

: X ⊗ (X ⊸ Y) → Y 

• Si f: X → Y y g: Y → Z, son combinadores, entonces (g o f ): X → Z es un 
combinador. 

• Si f: X → Y y g: X' → Y' son combinadores, entonces (f ⊗ g): X ⊗ X' → Y ⊗ Y' 

es un combinador. 

• Si f: X ⊗ Y → Z es un combinador, entonces podemos encurryr a f para obte-

ner un combinador f ̃: Y → (X ⊸ Z). 

Generalmente no debe causar confusión si omitimos a los subíndices de los 
combinadores básicos. Por ejemplo, podemos escribir simplemente 'assoc' en lugar 
de assoc

X, Y, Z
. 
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En tercer lugar, una teoría lineal de tipos tiene un conjunto de términos de 
cualquier tipo dado. Como de costumbre, escribimos t : X, para decir que t es una 
expresión de tipo X. los términos se definen inductivamente como sigue: 
• Para cada tipo X hay una colección de variables de tipo X, infinita, contable. Si 
x es una variable de tipo X, entonces x : X. 

• Hay un término 1 con 1 : I. 

• Si s : X y t : Y, entonces hay un término (s ⊗ t) con (s ⊗ t) : X ⊗ Y, mientras 

ninguna variable aparezca tanto en s como en t. 
• Si f: X → Y es un combinador y t : X , entonces hay un término f (t) con f(t) : 
X.  

Nótese que cualquier variable dada, puede aparecer, a lo sumo, una vez en un 
término. 

En cuarto y último lugar, una teoría lineal de tipos tiene reglas de reescritu-
ra entre términos del mismo tipo. Como en nuestro tratamiento del cálculo lambda 
con tipos, sólo nos importa aquí, la relación de equivalencia ~ generada por estas 
reglas de reescritura. Esta relación de equivalencia debe tener todas las propiedades 
que se enumeran a continuación.  

En lo que sigue, decimos que un término es básico si no contiene combina-
dores. Ese término es sólo un producto tensorial iterado de distintas variables, tal 
como  

(z ⊗ ((x ⊗ y) ⊗ w)). 

Estas son las propiedades que debe tener la relación de equivalencia ~: 
• Si t ~ t' entonces t y t' deben ser términos del mismo tipo, que contienen las 
mismas variables. 
• La relación de equivalencia es sustitutiva: 

– Dados términos s ~ s', una variable x de tipo X y términos t ~ t' de tipo X, cu-
yas variables no aparecen ni en s ni en s', se tiene s[t/x] ~ s'[t'/x]. 

– Dado un término básico t con el mismo tipo que una variable x, si ninguna de 
las variables de t aparecen en los términos s ó s' y s[t/x] ~ s'[t/x], entonces s 
~ s'. 

• La relación de equivalencia es extensional: Si f: X ⊸ Y, g: X ⊸ Y y eval(t ⊗ 

f) ~ eval(t ⊗ g) para todos los términos básicos t : X, entonces f ~ g. 

• Se tiene: 
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– id(s) ~ s 
– (g � f )(s) ~ g(f(s)) 

– (f ⊗ g)(s ⊗ t) ~ (f(s) ⊗ g(t)) 

– assoc((s ⊗ t) ⊗ u) ~ (s ⊗ (t ⊗ u)) 

– unassoc(s ⊗ (t ⊗ u)) ~ ((s ⊗ t) ⊗ u) 

– braid(s ⊗ t) ~ (t ⊗ s) 

– left(1 ⊗ s) ~ s 

– unleft(s) ~ (1 ⊗ s) 

– right(s ⊗ 1) ~ s 

– unright(s) ~ (s ⊗ 1) 

– eval(s ⊗ f(t)) → f(s ⊗ t). 

Nótese que los términos pueden tener variables que aparecen en cualquier lugar 

entre ellos. Por ejemplo, si x, y, z son variables de tipo X, Y y Z y f: Y ⊗ Z → W, es 

un símbolo de función, entonces 

braid(x ⊗ f(y ⊗ z)) 

es un término del tipo W ⊗ X. Sin embargo, cada término t equivale a un término 

de la forma cp(t)(vp(t)), donde cp(t) es la parte combinadora de t y vp(t) es un tér-
mino básico llamado la parte variable de t. Por ejemplo, el término anterior es e-
quivalente a 

braid � (id ⊗ ( f � (id ⊗ id)))(x ⊗ (y ⊗ z)). 

Las partes combinadora y variable pueden ser computadas inductivamente 
como sigue: 
• Si x es una variable de tipo X, cp(x) = id: X → X. 

• cp(1) = id: I →  I. 

• Para todos los términos s y t, cp(s ⊗ t) = cp(s) ⊗ cp(t). 

• Para cualquier término s: X y cualquier combinador f: X → Y, cp (f(s)) = fcp(s). 
• Para cualquier término s: X y cualquier combinador f: X → Y, cp(f (s)) = fcp(s). 



Alberto Mejías 
 

 

90 

• vp(1) = 1. 

• Para todos los términos s y t, vp(s ⊗ t) = vp(s) ⊗ vp(t). 

• Para cualquier término s: X y cualquier combinador f: X → Y, vp(f(s)) = vp(s). 

Ahora, supongamos que tenemos una teoría lineal de tipos.  

El primer resultado principal de AMBLER es este: hay una categoría monoidal 
simétrica donde los objetos son tipos y los morfismos son clases de equivalencia de 
combinadores.  La relación de equivalencia entre combinadores se define como si-
gue: dos combinadores f, g: X → Y, son equivalente si y sólo si 

f (t) ~ g(t) 

para algún término básico t de tipo X. De hecho, AMBLER muestra que f (t) ~ g(t) 
para algún término básico t : X si y sólo si f(t) ~ g(t) para todos de tales términos 
básicos. 

El segundo resultado principal de AMBLER, describe cómo podemos construir 
una teoría lineal de tipos, de cualquier categoría monoidal simétrica cerrada, C.  

Supongamos que C tiene composición □, producto tensorial •,  hom interno 
�i  y objeto unidad ι. Consideremos a los tipos básicos de nuestra teoría lineal de 

tipos, como los objetos de C. Tomemos como ecuaciones entre tipos, aquellas ge-
neradas por: 
• ι  = I. 

• A • B = A ⊗ B. 

• A �i B = A ⊸ B. 

Los morfismos de C serán los símbolos de función. Tomamos como nuestra rela-
ción de equivalencia entre términos, a la relación de equivalencia más pequeña 
permitida tal que: 
• 1

A
(x) ~ A. 

• (g □ f )(x) ~ g(f (x)). 

• (f  • g)(x ⊗ y) ~ (f (x) ⊗ g(y)). 

• a
A, B, C((x ⊗ y) ⊗ z) ~ (x ⊗ (y ⊗ z)). 

• b
A, B(x ⊗ y) ~ (y ⊗ x). 

• l
A
(1 ⊗ x) ~ x. 
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• r
A
(x ⊗ 1) ~ x. 

• ev
A, B(x ⊗ f ̃(y)) f (x ⊗ y). 

Así, definimos 
• id = 1. 
• assoc = a. 

• unassoc = a 
–1

. 
• braid = b. 
• left = l. 

• unleft = l 
–1

. 
• right = r. 

• unright = r 
–1

. 
• eval = ev. 

• g � f = g □ f.  

¡Y listo! 

AMBLER también demuestra que este procedimiento es el ‘inverso’ de su pro-
cedimiento para convertir las teorías lineales de tipos, en categorías monoidales si-
métricas cerradas. Más precisamente, describe una categoría de categorías monoi-
dales simétricas cerradas (que es bien conocida) y también una categoría de teorías 
lineales de tipos. Construye funtores yendo y viniendo entre éstas, en base a los 
procedimientos que se han esbozado y demuestra que estos funtores son inversos, 
salvo isomorfismo natural. Así, estas categorías son 'equivalentes'. 

En esta sección nos hemos centrado en categorías monoidales simétricas ce-
rradas. ¿Qué hay de las categorías cerradas que son monoidales trenzadas o sim-
plemente monoidales? Aunque no hemos comprobado los detalles, pensamos que 
se pueden obtener lenguajes de programación adaptados a estos tipos de categorías, 
a partir del formalismo de AMBLER, mediante la eliminación de diversas caracterís-
ticas.  

Para resolver el caso monoidal trenzada, la respuesta obvia es quitar la regla 
AMBLER de reescritura para el combinador 'braid' y agregar dos reglas de reescritu-
ra correspondientes a las ecuaciones hexagonales (véase sección 2.4 para éstas).  

Para resolver el caso monoidal, la respuesta obvia es eliminar por completo, 
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al combinador 'braid' y a todas las reglas de reescritura que lo involucran. De 
hecho, JAY [53] dio un lenguaje adecuado para categorías monoidales cerradas en 
1989; El trabajo de AMBLER se basa en esto. 

5 Conclusiones 

En este trabajo hemos bosquejado cómo puede servir la Teoría de Categorías 
para aclarar analogías entre Topología, Física, Lógica e Informática. Cada campo 
tiene su propio concepto de ‘cosa’ (objeto) y ‘proceso’ (morfismo) –y estas cosas y 
procesos están organizados en categorías que comparten muchas características co-
munes. Para mantener nuestra tarea manejable, nos centramos en aquellas caracte-
rísticas que están presentes en cada categoría monoidal simétrica cerrada. Tabla 4, 
una versión ampliada de la piedra de Rosetta, muestra algunas de las analogías que 
encontramos. 

Tabla 4: La piedra de Rosetta (versión ampliada) 

Sin embargo, sólo hemos arañado la superficie. Hay mucho más que decir 

Teoría de Categorías Física Topología Lógica Informática 

objeto X 
espacio 

HILBERT X 
variedad X proposición X tipo de datos X 

morfismo 
f : X → Y 

operador 
f : X → Y 

cobordismo 
f : X → Y 

demostración 

f : X → Y 

programa 
f : X → Y 

producto tensorial 
de 

objetos: 

X  ⊗ Y 

espacio Hilbert 
del 

sistema mixto: 

X  ⊗ Y 

Unión disjunta 
de 

variedades: 

X  ⊗ Y 

conjunción 
de 

proposiciones: 

X  ⊗ Y 

producto 
de 

tipos de datos: 

X  ⊗ Y 

producto tensorial 
de 

morfismos: 

f ⊗ g 

procesos en 
paralelo: 

f ⊗ g 

unión  disjunta 
de 

cobordismos: 

f ⊗ g 

demostraciones 
llevadas 

en paralelo: 

f ⊗ g 

programas 
ejecutados 
en paralelo: 

f ⊗ g 

hom interno: 

X ⊸ Y 

espacio Hilbert 
de 

‘anti-X and Y’: 

X* ⊗ Y 

unión  disjunta 
de 

X con Y, con 
orientaciones 

contrarias: 

X* ⊗ Y 

proposición 
condicional: 

X ⊸ Y 

tipo función: 

X ⊸ Y 
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sobre categorías dotadas con estructura adicional y de cómo podemos utilizarlas pa-
ra fortalecer los vínculos entre Topología, Física, Lógica e Informática –sin men-
cionar lo que sucede cuando vamos desde categorías a n-categorías. 

Pero la diversión comienza cuando explotamos estas analogías con ideas 
nuevas y sorprendentes conexiones. He aquí, un ejemplo. 

En la década de 1980, WITTEN [99] se dio cuenta de que la Teoría de Cuer-
das estaba profundamente conectada a una Teoría Quántica Topológica de Campos 
3d y así, la teoría de nudos y marañas [65]. Esto condujo a una explosión enorme 
de trabajo, que en última instancia fue destilada en un hermoso cuerpo de resulta-
dos que se centró en una cierta clase de categorías monoidales trenzadas compactas 
llamadas ‘categorías tensoriales modulares’ [16], [97]. 

Todo esto podría parecer de interés puramente teórico, si no fuera por el he-
cho de que películas delgadas superconductoras, en campos magnéticos, parecen 
mostrar un efecto –el 'efecto HALL quántico fraccional'–  que puede ser muy bien 
modelado con la ayuda de dichas categorías [92], [93]. En pocas palabras, la idea es 
que las excitaciones de estas películas pueden actuar como partículas, llamadas ‘fu-
lanones’ (Inglés: anyons). Cuando dos fulanones intercambian lugares, el resultado 
depende de cómo lo hacen: 

. 
Así, colecciones de fulanones son descritas ¡por objetos en una categoría monoidal 
trenzada! Los detalles dependen de cosas como la intensidad del campo magnético; 
el abanico de posibilidades puede elaborarse con la ayuda de categorías tensoriales 
modulares [76], [79]. 

Por ahora esto es todo sobre Física y Topología. Informática entró en el jue-
go alrededor del 2000, cuando FREEDMAN, KITAEV, LARSEN y WANG [41] demos-
traron que ciertos sistemas de fulanones podrían funcionar como ‘computadores 
quánticos universales’. Esto significa que, en principio, se pueden elaborar cómpu-
tos arbitrarios intercambiando fulanones. Hacer esto en la práctica no será nada 
fácil. Sin embargo, Microsoft ha creado una unidad de investigación llamada pro-
yecto Q tratando de lograrlo. Después de todo, un computador quántico de trabajo, 
podría tener enormes consecuencias prácticas. 
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Pero independientemente de que la computación quántica topológica llegue a 
ser práctica alguna vez, las implicaciones son maravillosas. Un simple diagrama 
como este: 

, 
ahora puede ser visto como un proceso quántico, una maraña, una computación o 
un morfismo abstracto en cualquier categoría monoidal trenzada. Este es el tipo de 
cosa que se esperaría en una ciencia general de sistemas y procesos. 
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Resumen. Usando la noción de −C ortocentro se extienden, a planos de 

Minkowski en general, nociones de la geometría clásica relacionadas con un 

triángulo, como por ejemplo: puntos de Euler, triángulo de Euler, puntos de 

Poncelet. Se muestran propiedades de estas nociones y sus relaciones con la 

circunferencia de Feuerbach. Se estudian sistemas −C ortocéntricos formados por 

puntos presentes en dichas nociones y se establecen relaciones con la ortogonalidad 

isósceles y cordal. Además, se prueba que la imagen homotética de un sistema 

−C ortocéntrico es un sistema −C ortocéntrico. 

 

Palabras claves: −C ortocentro, sistemas −C ortocéntricos, planos de Minkowski, 

puntos de Euler, puntos de Poncelet, Circunferencia de Feuerbach. 

 

Abstract. Using the notion of −C orthocenter, the classic euclidean geometry 

notions related with a triangle, as for example: Euler points; Euler's triangle; and 

Poncelet's points, are extended to Minkowski planes in general. Properties of these 

notions and their relations with the Feuerbach's circle, are shown. −C orthocentric 

systems formed by points in the above notions are studied and its relations with the 

isosceles and chordal orthogonality are established. In addition, there is proved that 

the homothetic image of a −C orthocentric system is a −C orthocentric system. 

 

Key words: −C orthocenter, −C ortocentric systems, Minkowski planes, Euler 

points, Poncelet's points, Feuerbach circle. 
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1. Introducción. 

En 1960,  E. Asplun y B. Grünbaum introdujeron las nociones de 

−
X

S ortocentro y sistemas −
X

S ortocéntricos en planos de Minkowski 

estrictamente convexos y suaves, y mostraron algunas propiedades de las mismas 

(ver [5]). En 2007, la matemática  M. Spirova y el matemático  H. Martini 

establecieron que la condición de suavidad podía ser omitida, y mostraron una serie 

de teoremas de −C ortocentricidad relacionados con la circunferencia de Feuerbach 

y otras circunferencias relacionadas con los triángulos en planos de Minkowski 

estrictamente convexos (ver [8]). 

 

En el presente año (2014), los matemáticos  T. Rosas y  W. Pacheco 

mostraron en [15] que la condición de convexidad estricta también puede ser 

omitida para definir la noción de −C ortocentro en planos de Minkowski en 

general y por tanto, la de sistemas −C ortocéntricos. Esto les permitió generalizar 

las nociones de recta de Euler y circunferencia de Feuerbach para planos de 

Minkowski en general. 

 

En este trabajo se presentan extensiones a planos de Minkowski en general de 

nociones existentes en la geometría euclidiana clásica relacionadas con un 

triángulo, que se definen en función del ortocentro del mismo, tales como: puntos 

de Euler, triángulo de Euler, triángulo medial, puntos de Poncelet y circunferencia 

de Feuerbach. Se muestra que sustituyendo la noción de ortocentro por la de 

−C ortocentro, tales nociones se pueden definir en planos de Minkowski en general 

y se prueba la validez de algunas propiedades geométricas que se verifican en la 
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geometría euclidiana clásica. Además, se estudian algunas propiedades geométricas 

de los sistemas −C ortocéntricos relacionadas con las nociones mencionadas y las 

ortogonalidades isósceles y cordal. 

 

A pesar que trabajaremos con planos de Minkowski en general y por tanto, las 

circunferencias asociadas a la norma del plano pueden ser polígonos, con un 

número par de lados, se utilizará la circunferencia asociada a la norma euclidia en 

la mayoría de las figuras geométricas que se presentarán para ilustrar, de mejor 

manera, las ideas de las demostraciones. Para estudiar la geometría en planos de 

Minkowski y las propiedades básicas de las ortogonalidades isósceles y cordal 

véanse las referencias [6, 8, 10, 11, 15, 16] y la monografía [1]. 

 

Denotemos por ( ) M=�,R
2  a un plano de Minkowski cualquiera con origen 

O , circunferencia unitaria C  y norma � . Para cualquier punto Mx ∈  y +∈Rλ  , 

llamemos al conjunto ( ) CxxC λλ +=,  la circunferencia de centro en x  y radio λ . 

Para yx ≠ , denotemos por yx,  a la línea que pasa por x  e y , por [ ]yx,  el 

segmento entre x  e y , y por [ yx,  el rayo que inicia en x  y pasa a través de y  

(ver [15, 16]). 

 

Para puntos Myx ∈, , se dice que x  es ortogonal isósceles a y  si 

yxyx −=+ , y lo denotaremos por yx
I

⊥ . De igual forma, x  se dice 

ortogonal Birkhoff a y  si xtyx ≥+  para todo R∈t , y lo denotaremos por 

yx
B

⊥  (ver [10, 11]). Por otra parte, sean [ ]
111

qpL ,=  y [ ]
222

qpL ,=  cuerdas de 
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una circunferencia G  en M , entonces 
1

L  y 
2

L  se dicen ortogonales cordales si la 

línea que pasa a través de 
2

q  y 
2

p'  (el opuesto de 
2

p  en G ) es paralela a la línea 

11
qp , . En caso de que 

22
qp =' , se dirá que 

1
L  es ortogonal cordal a 

2
L  si existe 

una línea soporte de G  que pase por 
2

q  y sea paralela a la línea 
11

qp , . Si 
2

q'  es 

el opuesto de 
2

q  en G , entonces 
2222

qpqp ''  es un paralelogramo (ver [8]). 

Consideraremos la ortogonalidad cordal de forma natural solo con respecto a la 

circunferencia unitaria C , usando el símbolo 
C

⊥  para esto, es decir, escribir 

[ ] [ ]
22C11

qpqp ,, ⊥  automáticamente presupone que [ ]
11

qp ,  y [ ]
22

qp ,  son cuerdas 

de C . Algunas propiedades necesarias de estas ortogonalidades son las siguientes 

(ver [8, 10, 11]): para Myx ∈,  tales que yx
I

⊥ , entonces xy
I

⊥ , es decir, la 

ortogonalidad isósceles es simétrica; y para toda cuerda [ ] Cyx ∈,  existe una 

cuerda [ ] Cwz ∈,  tal que [ ] [ ]wzyx
C

,, ⊥ . 

 

Para Mp ∈ , denotemos por 
p

S  a la simetría con respecto al punto p , dada 

por la expresión ( ) wp2wS
p

−=  para Mw ∈ . 
kp

H
,

 denotará la homotecia con 

centro p  y razón k  ( R∈k ), y está dada por ( ) ( ) kwpk1wH
kp

+−=
,

 para Mw ∈ . 

Recordemos que las simetrías son isometrías en planos de Minkowski, es decir, 

( ) ( ) vwvSwS
pp

−=−  para todo Mvw ∈,  (ver [15, 16]). Para Mzx ∈, , sean e  

un punto en el segmento [ ]zx, , w  uno sobre la prolongación del [ ]zx,  y 

( )zSz
w0

= . Diremos que los puntos e  y w  son conjugados armónicos de x  y z , si 

( ) xzH
ke

=
−,

 y ( ) xzH
0kw

=
−,

, con Z∈z  (ver [4, 16]). 
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Para puntos Mxxx
321
∈,,  denotemos por 

321
xxx∆  al triángulo de vértices 

321
xxx ,, . Si Mp

4
∈ , diremos que el 1 2 3∆ p p p  es el −

4
p antitriángulo del 

321
xxx∆ , 

si ( )
4mi

pSp
i

=  para 321i ,,= , con 
i

m  los puntos medios de los lados del 
321

xxx∆ . 

Al 
321

mmm∆  lo llamaremos triángulo medial del 
321

xxx∆ . Diremos que 
4

p  es un 

circuncentro del 
321

xxx∆ , si 
342414

xpxpxp −=−=− . Si tal 
4

p  existe, es el 

centro de una circunferencia que pasa por los vértices del 
321

xxx∆ , que llamaremos 

circunferencia circunscrita y a su radio el circunradio (ver [15, 16]). Denotemos 

por ( )
321

xxxC ∆  el conjunto de los circuncentros del 
321

xxx∆ . Si ( )
3214

xxxCp ∆∈ , 

diremos que 
4

x  es el −C ortocentro del 
321

xxx∆  asociado a 
4

p  si ( )
44q

xpS = , 

donde q  es el punto de simetría del 
321

xxx∆  y su −
4

p antitriángulo (ver [15, 16]). 

 

El conjunto { }
4321

xxxx ,,,  se dirá sistema −C ortocéntrico, si existe 

( )
3214

xxxCp ∆∈  tal que ( )
44q

xpS = , donde q  es el punto de simetría del 
321

xxx∆  

y su −
4

p antitriángulo. Denotemos por ( )
321

xxxΗ ∆  el conjunto de −C ortocentros 

del 
321

xxx∆ . Llamaremos circunferencia de Feuerbach del 
321

xxx∆  a la 

circunferencia que pasa por los puntos medios del 
321

xxx∆  y los puntos medios de 

los segmentos formados por el −C ortocentro del 
321

xxx∆  y los vértices del mismo 

(ver [9, 15, 16]). 

 

2. Preliminares. 

Los siguientes resultados son necesarios para la investigación. 
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Lema 2.1: (ver [8]) Para puntos diferentes Czyx ∈,, , con xz −≠  y yz −≠ , las 

relaciones [ ] [ ]zyzx
C

,, ⊥  y [ ] [ ]zxzy
C

,, ⊥  se cumplen si y solo si x  e y  son puntos 

opuestos en C . 

 

Teorema 2.1: (ver [15, 16]) Sea M  un plano de Minkowski. Sean 
321

xxx ,,  y 
4

p  

puntos en M . Sean 
21

mm ,  y 
3

m  los puntos medios de los segmentos [ ]
32

xx , , 

[ ]
31

xx ,  y [ ]
21

xx , , respectivamente. Definamos los puntos ( )
4mi

pSp
i

= , para 

321i ,,= , entonces se cumple lo siguiente: 

1. Los segmentos [ ]
ii

px ,  tienen el mismo punto medio q , para 321i ,,= . 

Además, ( )
4ii

pxmq2 −=−  para 321i ,,= , es decir, 
2

pxxx
q 4321

−++
= . 

2. Si ( )
4q4

pSx = , entonces 
ijji

ppxx −=−  para { } { }4321ji ,,,, ⊂ . 

3. 
lkji

xppx −=− , donde { } { }4321kji ,,,,,, = . 

4. Si 
3

xxx
g 321

++
= , entonces ( )

442g
xpH =

−,
. 

 

Corolario 2.1: (ver [15, 16]) Con la hipótesis del teorema previo, se cumple lo 

siguiente: 

1. Si ( )
4q4

pSx = , entonces 
43214

p2xxxx −++= . 

2. Si 
3

xxx
g 321

++
=  y 

3

ppp
g 321

1

++
= , entonces ( )gSg

q1
=  y ( )

14g
gpS = . 

 

3. Resultados y pruebas. 

En esta sección se presentan los resultados principales del trabajo. 
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Teorema 3.1: Sean ( )
3214

xxxCp ∆∈ , 1 2 3∆ p p p  el −
4

p antitriángulo del 
321

xxx∆ , q  

el punto de simetría de dichos triángulos y ( )
4q4

pSx = , entonces se cumple: 

1. Los puntos 
i

p  y 
i

x  son circuncentros de los triángulos 
lkj

xxx∆  y 
lkj

ppp∆ , 

para { } { }4321lkji ,,,,,, = , respectivamente. Los circunradios de dichos 

triángulos son iguales entre sí. 

2. Los puntos medios de los lados del 
lkj

xxx∆  y su −
i

p antitriángulo, están en 

la circunferencia de centro q  y radio 
1

mq − , para { } { }4321lkji ,,,,,, = . 

3. ( ) ( )( )
144x1

xppCHmqqC
2
1

4

−=− ,,
,

. En particular, ( )
4x

pHq
2
1

4 ,
= . 

 

Demostración: 1. Dado que ( )
3214

xxxCp ∆∈  (ver Figura 1) se tiene que 

α=−
i4

xp  para 321i ,,= , con R∈α . Por los ítem 2 y 3 del Teorema 2.1, 

α=−
i4

px  y α=−
kj

xp  para { } { }321kji ,,,, = . Por tanto, α=−
ji

xp  para 

{ } { }4321ji ,,,, ⊂ . Así, ( )
lkji

xxxCp ∆∈  y ( )
lkji

pppCx ∆∈  para 

{ } { }4321lkji ,,,,,, = . 

 

2. Sea 
2

xx
m

ji

ij

+
=  y para { } { }4321ji ,,,, ⊂ . Veamos que ( )

1
mqqC −,  pasa 

por los puntos medios del 
lkj

xxx∆  (ver Figura 1). Como α=−
4i

px  para 

321i ,,= , entonces por el ítem 1 del Teorema 2.1 tenemos que 

22

px

2

xx

2

pxxx
mq 4kji4321

ij

α
=

−
=







 +
−

−++
=−  
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para { } { }321kji ,,,, = . Supongamos que 4i = , entonces por el ítem 1 del Teorema 

2.1 obtenemos que 

2
qmq

2

xx

2

xx

2

pxxx
mq

jk

kj4j4321

4j

α
=−=−

+
=







 +
−

−++
=−  

para { } { }321kj ,,, ⊂ . De igual forma se razona si 4j = . 

 

 

 

Figura 1: Circunferencia de los seis puntos ( )2qC α,  

 

Veamos que ( )
1

mqqC −,  pasa por los puntos medios del −
i

p antitriángulo 

del 
lkj

xxx∆ . Sean 
2

pp
d

ji

ij

+
= , para { } { }4321ji ,,,, ⊂ , entonces 

( )
ij

jiji

ij
mq2

2

xxq4

2

pp
d −=

+−
=

+
=  

y por tanto 
ijij

mqdq −=−  para { } { }4321 ,,,, ⊂ji . Así, obtenemos lo deseado. 
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3. Tomemos ( )
144

xppCw −∈ , , por tanto 
144

xpwp −=− . Veamos que 

( ) ( )
1

2
1

4

mqqCwH
x

−∈ ,
,

. Luego, por hipótesis obtenemos que: 

( )
144

4

2

1

2

1

22
1

4

xpwp
wx

qwHq
x

−=−=
+

−=−
,

 

Como ( )
141

2 mqpx −=−  por el ítem 1 Teorema 2.1, entonces 

( )
1

2
1

4

mqwHq
x

−=−
,

 obteniendo lo deseado.  

 

Un resultado que se obtiene de forma directa del Teorema 3.1 es el siguiente: 

 

Corolario 3.1: Con las hipótesis del teorema anterior se cumple lo siguiente: 

1. La circunferencia de los seis puntos (circunferencia de Feuerbach) de los 

triángulos 
lkj

ppp∆  y 
lkj

xxx∆  coinciden, y su centro es q . 

2. 
2

lkji
pxxx

q
−++

=  para { } { }4321 ,,,,,, =lkji . 

3. 
ilkji

pxxxx 2−++=  para { } { }4321 ,,,,,, =lkji . 

En la geometría euclidiana clásica las nociones de segmentos de Euler y 

segmentos de Poncelet están intrínsecamente relacionadas con un triángulo, su 

ortocentro y la circunferencia circunscrita del mismo. Estas se definen como los 

segmentos formados por un vértice del triángulo y el ortocentro, y el ortocentro y 

un punto de la circunferencia circunscrita, respectivamente. A los puntos medios de 

dichos segmentos se les denominan puntos de Euler y puntos de Poncelet, 

respectivamente. 
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Como se puede ver en [15, 16], la noción de −C ortocentro en planos de 

Minkowski coincide con la noción de ortocentro en los planos euclídeos. Por tanto, 

es natural pensar en definir las estructuras antes mencionadas de la siguiente forma: 

 

Definición 3.1: Sean el 
321

∆ xxx  en un plano de Minkowski M  y ( )
3214

∆ xxxHx ∈ . 

Se llamará segmento de Euler, al segmento [ ]
4

xx
i
,  para 321 ,,=i . Al punto medio 

de dichos segmentos se les llamará puntos de Euler. 

 

De manera similar definiremos las nociones de segmentos y puntos de 

Poncelet por: 

 

Definición 3.2: Sean el 
321

∆ xxx  en un plano de Minkowski M , ( )
3214

∆ xxxHx ∈  y 

( )λ,
4

pC  la circunferencia circunscrita del triángulo, asociada a 
4

x . Se llamará 

segmento de Poncelet, al segmento [ ]
4

xw, , con ( )λ,
4

pCw ∈ . Al punto medio de 

dichos segmentos se les llamará puntos de Poncelet. 

 

Tomando en cuenta estas definiciones, el ítem 2 del Corolario 2.1 y el ítem 2 

del Teorema 3.1, podemos ver que es valido el siguiente resultado: 

 

Corolario 3.2: Dado el 
321

∆ xxx  y ( )
3214

∆ xxxCp ∈ , entonces 

1. Cada punto de Euler del 
321

∆ xxx  es un punto de Poncelet de este. 

2. Cada punto de Euler del −
4

p antitriángulo del 
321

∆ xxx , es un punto de 

Poncelet del −
4

p antitriángulo. 
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3. Los puntos de Euler del 
321

∆ xxx  y su −
4

p antitriángulo, están en la 

circunferencia de los seis puntos del 
321

∆ xxx . 

 

El siguiente lema muestra ciertas propiedades del triángulo de Euler y el 

medial de un triángulo dado. 

 

Lema 3.1: Sea el 
321

∆ xxx , ( )
3214

∆ xxxCp ∈  y ( )
3214

∆ xxxHx ∈  tal que 

( )
44

pSx
q

= , donde q  es punto de simetría entre el triángulo dado y su 

−
4

p antitriángulo, entonces se cumple: 

1. El triángulo de Euler y el medial del 
321

∆ xxx  son congruentes. 

2. q  es circuncentro del triángulo de Euler y del triángulo medial del 
321

∆ xxx . 

Además, el circunradio de dichos triángulos es la mitad del circunradio del 

321
∆ xxx . 

3. Los puntos 
4

p  y 
4

x  son −C ortocentro, relacionados con q , del triángulo 

medial y el triángulo de Euler del 
321

∆ xxx , respectivamente. 

4. El punto ( )
4

xS
im

 está en la circunferencia circunscrita, para todo 321 ,,=i , y 

es diametralmente opuesto al vértice opuesto al lado, es decir, 

( ) ( )
ipm

xSxS
i 44

=  para 321 ,,=i . 
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Demostración: 1. Sean 
( ) ( )

2

44
pSpS

d kj mm

i

+
=  para { } { }4321 ,,,,,, =lkji . Se tiene 

que 
ijji

mmdd −=− , de manera que los triángulos 
321

∆ xxx  y 
lkj

ppp∆  son 

congruentes (ver Figura 2). 

 

 

 

Figura 2: Demostración de los ítem 1 y 2, Lema 3.1. 

 

2. Por el ítem 2 del Corolario 2.1, el triángulo medial del −
4

p antitriángulo del 

321
∆ xxx , es el triángulo de Euler del 

321
∆ xxx . Por el ítem 2 del Teorema 3.1, los 

vértices de dichos triángulos están en la circunferencia ( )2
14 xp

qC
−

, . Por tanto, esta 

es la circunscrita del triángulo de Euler y del medial asociados al 
321

∆ xxx , y su 

radio es la mitad del circunradio del 
321

∆ xxx  (ver Figura 2). 

3. Sea α=−
i

xp
4

 para 321 ,,=i , y 
2

kj

i

mm
w

+
=  para { } { }321 ,,,, =kji . Por 

el ítem 2 del Teorema 3.1, el punto q  es el circuncentro del 
321

∆ mmm . Además,  'q  
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es el punto de simetría de los triángulos 
321

∆ mmm  y 
321

∆ qqq , con ( )qSq
iwi

=  para 

321 ,,=i . Por tanto ( )
4

pqS
q

=
'

, es decir, 
4

p  es −C ortocentro del triángulo medial 

321
∆ mmm . Luego, como ( )

iqi
mSd =  para 321 ,,=i , y ( )

44
pSx

q
= , entonces 

( )
3214

∆ dddHx ∈  (ver Figura 3). 

 

               

 

Figura 3: Demostración de los ítem 3 y 4, Lema 3.1. 

 

4. Como 
4

p  es circuncentro del 
321

∆ xxx , entonces λ=−
i

xp
4

 para 

321 ,,=i . Luego, ( )
4444

2 xmpxSp
imi
+−=−  y, por el ítem 1 del Corolario 2.1, 

se tiene que ( ) λ=−=−
444

pxxSp
imi

, por tanto ( ) ( )λ,
44

pCxS
im

∈  para 321 ,,=i  

y además, ( ) ( )
444

2
4

xSxxxxpxS
imkjiip

=−+=−=  para { } { }321 ,,,, =kji  (ver 

Figura 3).  
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Una de las cosas más relevantes que muestra el siguiente lema es la 

conjugación armónica existente entre el centro de la circunferencia de Feuerbach y 

el circuncentro de un triángulo dado, con el −C ortocentro y el baricentro del 

mismo. 

 

Lema 3.2: Con las mismas hipótesis del lema precedente, sea ( )λ,
4

pC  la 

circunferencia circunscrita del 
321

∆ xxx  y 
i

m  el punto medio del segmento [ ]
kj

xx ,  

para { } { }321 ,,,, =kji , entonces se cumple: 

1. El simétrico del punto medio de un lado del triángulo, con respecto al centro 

de su circunferencia de los seis puntos, es un punto de Euler, es decir, ( )
iq

mS  

es un punto de Euler para 321 ,,=i . 

2. El simétrico de los vértices del triángulo, respecto del centro de la 

circunferencia de los seis puntos, es el simétrico de 
4

p  con respecto al punto 

medio del lado opuesto, es decir, ( ) ( )
4

pSxS
imiq

=  para 321 ,,=i . 

3. El centro de la circunferencia de los seis puntos, q , y 
4

p  son conjugados 

armónicos respecto del segmento que une al −C ortocentro y el baricentro 

del 
321

∆ xxx . 

4. Si ( )[ ]
iip

xxS ,
4

 es un circundiámetro de ( )λ,
4

pC  para 321 ,,=i , entonces los 

puntos ( )
ip

xS
4

, 
i

m  y 
4

x  son puntos colineales, es decir, ( )
iip

mxSx ,
44

∈  para 

321 ,,=i . 
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Demostración: 1. Dado que 
4

x  es −C ortocentro del 
321

∆ xxx  asociado a 
4

p , 

entonces por el ítem 1 del Corolario 2.1, 
43214

2 pxxxx −++= . Por el ítem 1 del 

Teorema 2.1, se tiene que ( )
iiq

mpxxxmS −−++=
4321

 para 321 ,,=i , es decir, 

( )
22

22

2

44

4

xxpxxx
px

xx
mS iikj

i

kj

iq

+
=

−++
=−+

+
= , 

por tanto, ( )
2

4
xx

mS i

iq

+
=  para 321 ,,=i , obteniendo lo deseado (ver Figura 4). 

 

        

 

Figura 4: Demostración del Lema 3.2 

 

2. Es claro que ( )
iiq

xqxS −= 2  para 321 ,,=i . Por el ítem 1 del Teorema 2.1, 

se tiene que 

( ) ( )
444321

pSpxxxpxxxxS
imkjiiq

=−+=−−++= . 

para { } { }321 ,,,, =kji . 
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3. Sea g  el baricentro del 
321

∆ xxx . Notemos que 

( )
4

4321321

2
2

2
3

323 p
pxxxxxx

qgqH
g

=






 −++
−






 ++
=−=

−,
, 

lo que dice que el segmento [ ]qg,  está contenido 2  veces en el segmento [ ]gp ,
4

. 

Luego, por hipótesis, se tiene que ( )
44

pxS
q

= , es decir, el segmento [ ]
4

xq,  está 

contenido 2  veces en el segmento [ ]
44

xp ,  y, por tanto, q  y 
4

p  son conjugados 

armónicos de los puntos 
4

x  y g  (ver Figura 4). 

 

4. Dado que 
43214

2 pxxxx −++= , entonces 

( )( )
i

jk
xp

xx
x −−+







 +
=

44
21

2
2  

para { } { }321 ,,,, =kji , y por tanto ( )
iip

mxSx ,
44

∈  para 321 ,,=i .  

 

El siguiente teorema nos habla un poco sobre la relación de los puntos de 

Poncelet con la circunferencia de Feuerbach de un triángulo dado. 

 

Teorema 3.2: Sea el 
321

∆ xxx  en un plano de Minkowski. Sea 
i

m  el punto medio 

del segmento [ ]
kj

xx ,  para { } { }321 ,,,, =kji . Sean ( )λ,
4

pC  la circunferencia 

circunscrita del triángulo y q  el punto de simetría del triángulo dado y su 

−
4

p antitriángulo, entonces: 

1. Los puntos de Poncelet del 
321

∆ xxx  y su −
4

p antitriángulo están en la 

circunferencia de Feuerbach ( )2
λ,qC  del 

321
∆ xxx . 

2. Las circunferencias ( )2
λ,

i
mC , para 321 ,,=i , se intersectan en el punto q . 
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Demostración: Sea ( )
3214

∆ xxxHx ∈  asociado con  
4

p  y sea ( )λ,
4

pCw ∈ . 

Definamos 
2

4
wx

m
w

+
=  (ver Figura 5) el punto medio del segmento [ ]wx ,

4
. Es 

claro que 
w

m  es un punto de Poncelet pues, por el ítem 1 del Corolario 2.1, se tiene 

que 

2222

444321
λ

=
−

=






 +
−

−++
=−

wpwxpxxx
mq

w
 

y, por tanto, los puntos de Poncelet del 
321

∆ xxx  están en ( )2
λ,qC . 

 

 

 

Figura 5: Puntos de Poncelet del 
321

∆ xxx  y su −
4

p antitriángulo. 

 

Notemos que 
4

x  y 
4

p  son circuncentro y −C ortocentro del antitriángulo, 

respectivamente. Dado que ( )
44

xpS
q

= , entonces ( )( ) ( )λλ ,,
44

xCpCS
q

=  (ver 
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Figura 5). Sea ( )λ,
4

xCz ∈ , existe ( )λ,
4

pCr ∈  tal que ( )rSz
q

= . Denotemos por 

z
n  al punto medio del segmento [ ]zp ,

4
, entonces 

( )
222

2

2

444
λ

=
−

=






 −+
−=







 +
−=−

prrqp
q

zp
qnq

z
, 

mostrando que los puntos de Poncelet del antitriángulo están en ( )2
λ,qC . 

 

Para mostrar que las circunferencias ( )2
λ,

i
mC  se intersectan en el punto q , 

para 321 ,,=i , basta ver 
2

λ
=−

i
mq . Así, 

2222

44321
λ

=
−

=






 +
−

−++
=−

pxxxpxxx
mq ikj

i
 

para 321 ,,=i .  

 

El siguiente lema muestra una serie de sistemas −C ortocéntricos formados 

por puntos relacionados con un triángulo, tales como: puntos de Euler, 

circuncentro, −C ortocentros, puntos medios de los lados del triángulo, etc. 

Además, muestra algunas relaciones de paralelismo que se cumplen en el sistema 

−C ortocéntrico respectivo. 

 

Lema 3.3: Sea el 
321

∆ xxx  en un plano de Minkowski. Sea ( )
3214

∆ xxxCp ∈  y 
4

x  el 

−C ortocentro asociado a 
4

p . Sea 
i

m  el punto medio de los segmentos [ ]
kj

xx ,  para 

{ } { }321 ,,,, =kji , entonces se cumple lo siguiente: 
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1. Existen ( ) ( )22
λλ ,,

kji
mCmCq ∩∈  tales que los puntos 

1
q , 

2
q , 

3
q  y el punto 

2

44
px

q
+

=  (centro de la circunferencia de Feuerbach del 
321

∆ xxx ) forman 

un sistema −C ortocéntrico. Además, se cumplen las siguientes relaciones: 

( )
jiji

xxqq −=−
2

1
       y       ( )

4
2

1
xxqq

ii
−=− . 

2. Si 
2

4
xx

d i

i

+
= , entonces { }

4321
xddd ,,,  es un sistema −C ortocéntrico y 

además, se cumplen las siguientes relaciones: 

( )
jiji

xxdd −=−
2

1
       y       ( )

44
2

1
xxxd

ii
−=− . 

3. El conjunto { }
4321

pmmm ,,,  es un sistema −C ortocéntrico y además, se 

cumplen las siguientes relaciones: 

( )
jiji

ppmm −=−
2

1
       y       ( )

44
2

1
pppm

ii
−=− . 

 

Demostración: Definamos los puntos ( )
ipi

xHq
2
1

4 ,
=  para 321 ,,=i . Así, ( )24

λ,pC  es 

una circunferencia circunscrita del 
321

∆ qqq  y, por tanto, el punto 

( )
2

4

2
1

4

pq
qHq

p

+
==

,
'  es el centro de la circunferencia de Feuerbach del 

321
∆ qqq  y 

( ) qpS
q

=
4'

 es un −C ortocentro del mismo triangulo. Por tanto, { }qqqq ,,,
321

 es un 

sistema −C ortocéntrico (ver Figura 6). 
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Figura 6: Demostración del ítem 1, Lema 3.3 

 

Por otro lado, ( ) ( )22
λλ ,,

kji
mCmCq ∩∈ , lo cual se puede verificar viendo que 

2222

44
λ

=
−

=






 +
−

+
=− kkii

ji

xpxxxp
mq , 

para { } { }321 ,,,, =kji . Usando el ítem 1 del Teorema 2.1 y el ítem 3 del Corolario 

3.1, se tiene que 

( )
44

43214

2

1

222
xx

xx
p

pxxxxp
qq

i

kji

i
−=







 +
−=







 −++
−

+
=− , 

para { } { }321 ,,,, =kji . También, 

( ) ( )
22

1
42

1
4

ji

jpipji

xx
xHxHqq

−
=−=−

,,
, 

y por el ítem 2 del Teorema 2.1, entonces 

( )
jiji

ppqq −=−
2

1
, 

verificando así el ítem 1 del lema. 
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Por otra parte, ( )
ixi

xHd
2
1

4 ,
=  para 321 ,,=i  y por tanto, 

( )
321321

∆∆
2
1

4

dddxxxH
x

=
,

, de manera que ( )
44

2
1

4

xxH
x

=
,

 es −C ortocentro del 

321
∆ ddd  y así, { }

4321
xddd ,,,  es un sistema −C ortocéntrico, obteniendo la validez 

de la primera parte del ítem 2 del lema. Las relaciones faltantes se deducen usando 

un razonamiento similar al usado en el ítem anterior. Por último, para deducir la 

validez del ítem 3 se emplea el mismo razonamiento usado en el ítem 2, pero 

tomando en cuenta que ( )
ipi

pHm
2
1

4 ,
=  para 321 ,,=i .  

 

El siguiente lema muestra una propiedad de ortogonalidad isósceles que 

cumple todo sistema −C ortocéntrico en un plano de Minkowski. 

 

Teorema 3.2: Sea { }
4321

pppp ,,,  un sistema −C ortocéntrico en un plano de 

Minkowski, entonces 

( ) ( )
lkIji

pppp −⊥−  

para { } { }4321 ,,,,,, =lkji . 

 

Demostración: Sea 
l

x  un circuncentro del 
kji

ppp∆ , para { } { }4321 ,,,,,, =lkji , 

entonces 
jlil

pxpx −=− . Por el ítem 3 del Teorema 2.1, dado que 

kjil
xppx −=−  para { } { }4321 ,,,,,, =lkji , se tiene que 

kjji
xpxp  es un 

paralelogramo y por tanto, ( ) ( )
jiIkl

ppxx −⊥−  pues 

( ) ( ) ( ) ( )
jlkijljikl

pxxppxppxx −=−+−=−+− 2  
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y 

( ) ( ) ( ) ( )
ilkiiljikl

pxxppxppxx −=−+−=−+− 2 . 

Por el ítem 2 del Teorema 2.1, se tiene que 
lkkl

ppxx −=−  y por tanto, 

( ) ( )
jiIlk

pppp −⊥− .  

 

El siguiente lema muestra una relación intrínseca entre la circunferencia de 

Feuerbach de un triángulo y las circunferencias circunscritas del triángulo dado y 

su antitriángulo. 

 

Lema 3.4: Sean el 
321

∆ xxx  en un plano de Minkowski, ( )λ,
4

pC  una 

circunferencia circunscrita del 
321

∆ xxx , 
321

∆ ddd  el −
4

p antitriángulo del triángulo 

dado y q  el punto de simetría de estos, entonces ( )λ,
4

pC  es circunferencia 

circunscrita del 
321

∆ ddd  si y solo si 
4

pq = . 

 

Demostración: Por hipótesis se tiene que ( )
4

pSd
imi

=  para 321 ,,=i . Supongamos 

que los triángulos 
321

∆ xxx  y 
321

∆ ddd  tienen la misma circunferencia circunscrita 

( )λ,
4

pC , entonces 
44

px =  (ver Figura 7). Por el ítem 3 del Teorema 3.1, 

obtenemos que qp =
4

. 

 

Recíprocamente, si qp =
4

, se tiene que 
2

4

λ
=−

i
mp  para 321 ,,=i . Por 

tanto, 

( ) ( )
44444

222 pSppmpmp
imii

−=−−=−=λ . 
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Figura 7: Demostración del Lema 3.4 

 

Así, ( )λ,
4

pC  es una circunferencia circunscrita del 
321

∆ ddd .  

 

El siguiente lema muestra ciertas propiedades de ortogonalidad cordal que 

cumple todo sistema −C ortocéntrico en un plano de Minkowski. 

 

Teorema 3.4: Sean M  un plano de Minkowski, 
321

∆ ppp  un triángulo de vértices 

distintos con circuncentro p , y −C ortocentro h  asociado a p . Sean 
1

m , 
2

m ,  
3

m  

los puntos medios de los segmentos [ ]
32

pp , , [ ]
13

pp ,  y [ ]
21

pp , , respectivamente, y 

sea C  (circunferencia unitaria) la circunferencia de Feuerbach del 
321

∆ ppp , 

entonces se cumple: 

1. Si { }
kkji

vmppC ,, =∩ , para { } { }321 ,,,, =kji , y [ ] { }
kk

uhpC =∩ , , 

321 ,,=k , entonces [ ] [ ]
kkCkk

uvvm ,, ⊥ . 



Tobías de Jesús Rosas Soto 
 

 

 127 

2. Si 
2

hp
u k

k

+
=  para 321 ,,=k , entonces [ ] [ ]

kCji
uhmm ,, ⊥−  para 

{ } { }321 ,,,, =kji , y [ ] [ ]
jiCji

uumm −⊥ ,,  para { } { }321 ,,, ⊂ji . 

 

Demostración: 1. Puesto que h  es −C ortocentro del 
321

∆ ppp , se tiene un sistema 

−C ortocéntrico { }hppp ,,,
321

. Como p  es circuncentro de dicho triángulo, 

entonces por el Teorema 3.1, se tiene que el centro de la circunferencia de 

Feuerbach del triángulo está dado por 
2

hp +
, y como por hipótesis esta 

circunferencia coincide con la unitaria, se tiene que 
2

hp
O

+
= , lo que implica que 

hp −= . 

 

Por el ítem 3 del Corolario 2.1, se tiene que pppph 2
321

−++=  y así, 

hpppO +++=
321

 de manera que: 

22

321
hppp +

=
+

− ,            
22

231
hppp +

=
+

− ,            
22

132
hppp +

=
+

− . 

Como 
k

u  es el punto medio del segmento [ ]hp
k
, , se tiene que 

kk
mu −=  para 

321 ,,=k  y, por tanto, son puntos opuestos de C . Dado que 
k

m  y 
k

v  están en un 

mismo lado del triángulo (ver Figura 8), entonces 
kk

mv −≠ . De manera similar 

kk
uv −≠ , pues de ser iguales se tendría que 

kk
mv = , lo que contradice la hipótesis. 

Luego, por la Proposición 2.1, se tiene que [ ] [ ]
kkCkk

uvvm ,, ⊥  para 321 ,,=k . 
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Figura 8: Demostración del Teorema 3.4 

 

2. Por el ítem 1 del Teorema 2.1, se tiene que 
2

hp
O

+
= . Por el ítem 3 del 

Corolario 2.1, 
321

ppph −−−= . Como 
2

hp
u k

k

+
=  entonces 

( ) ( )
ji

kjikk

k
mm

pppphp
uh +=

+++
=

−
=−−

22
, 

para { } { }321 ,,,, =kji . Así, el vector director de la recta 
ji

mm −,  es múltiplo 

escalar del vector director de la recta 
k

uh,− , es decir, [ ]
ji

mm −,  es paralelo a 

[ ]
k

uh,−  para { } { }321 ,,,, =kji  y por tanto, [ ] [ ]
kCji

uhmm ,, ⊥− . 

 

Notemos que 

( ) ( )
ji

kjkijiji

ji
mm

ppppppphph
uu −=

+−+
=

−
=







 +
−

+
=−

2222
. 
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De manera que la recta 
ji

mm ,  es paralela a la recta 
ji

uu ,  para { } { }321 ,,, ⊂ji  y 

por tanto, [ ] [ ]
jiCji

uumm −⊥ ,,  para { } { }321 ,,, ⊂ji .  

El siguiente teorema dice que la imagen homotética de un sistema 

−C ortocéntrico, en un plano de Minkowski, es también un sistema 

−C ortocéntrico. 

  

Teorema 3.5: La imagen homotética de un sistema −C ortocéntrico es un sistema 

−C ortocéntrico. 

 

Demostración: Sea { }
4321

pppp ,,,  un sistema −C ortocéntrico, entonces existe 

( )
3214

pppCx ∆∈  tal que 
43214

2xpppp −++= . Sean 
kw

H
,

 una homotecia de 

centro en un punto w  y razón k , ( )
ikwi

pHh
,

=  para 321 ,,=i , y ( )
44

xHy
kw,

= . 

Claramente ( )
3214

hhhCy ∆∈  y 

( )( ) ( )( )

( ) ( )
444321

4

3

1
4321

121

1212

hpwkxpppwk

kxwkkpwkyhhh
i

i

=+−=−+++−=

=+−−+−=−++ ∑
=  

lo que completa la demostración.  

 

El siguiente corolario dice que dado un triángulo, con −C ortocentro asociado 

a un circuncentro del mismo, el conjunto formado por los baricentros de los cuatro 

triángulos que se obtienen con los vértices del triángulo y el −C ortocentro dado, 

es un sistema −C ortocéntrico. 
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Corolario 3.3: Sea { }
4321

pppp ,,,  un sistema −C ortocéntrico en un plano de 

Minkowski arbitrario. Sea 
i

g  el baricentro y 
i

x  circuncentro del 
lkj

ppp∆  para 

{ } { }4321 ,,,,,, =lkji . Entonces { }
4321

gggg ,,,  es un sistema −C ortocéntrico y 

( ) ( )
jiijji

xxppgg −=−=−
3

1

3

1
. 

 

Demostración: Dado que 
3

lkj

i

ppp
g

++
=  para { } { }4321 ,,,,,, =lkji , entonces 

3333

jiijlkilkj

ji

xxpppppppp
gg

−
=

−
=







 ++
−

++
=− . 

 

 

 

Figura 9: Sistema −C ortocéntrico de baricentros. 

 

Sea { }
4321

pppp ,,,  un sistema −C ortocéntrico, entonces existe 

( )
3214

pppCx ∆∈ . Sea q  el punto de simetría del 
321

∆ ppp  y su −
4

x antitriángulo. 

Veamos que ( )
iqi

pHg
3
1−

=
,

 para 4321 ,,,=i  (ver Figura 9): 
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( )

( )
iiilkj

iii

ii

iiq

gxxppp

xpp
px

pqpH

=+−++=

=+=−






 +
=−=

−

3

2
2

3

1

3

2

3

1

3

1

23

4

3

1

3

4

3
1,

 

pues por el ítem 3 del Corolario 3.1, 
ilkji

xpppp 2−++=  para 

{ } { }4321 ,,,,,, =lkji . Luego, por el Teorema 3.5 se tiene que { }
4321

gggg ,,,  es un 

sistema −C ortocéntrico.  
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LÓGICA QUÁNTICA OPERATORAL 
(Operatoral Quantum Logic) 

Adunador: Alberto Mejías1 
 
…la relación entre las propiedades de un sistema físico, por una parte y las proyecciones, por otra, hace 

posible una especie de cálculo lógico con éstas. 

VON NEUMANN, 1932 

Recepción: Agosto 2014. Revisión y aceptación: Septiembre 2014 

Resumen. El objetivo de este trabajo es dar una presentación uniforme de lo que 
llamamos Lógica Quántica Operatoral,2 destacando, tanto su origen físico concreto, 
como su estructura puramente matemática. Para establecer un contexto a este tema, 
reseñamos algo de la evolución histórica de la Lógica Quántica, intentando mostrar 
cómo se han influenciado y enriquecido mutuamente, los aspectos físicos y ma-
temáticos de la materia. 

Descriptores: Teoría Quántica, Lógica Quántica, Informática Quántica, Filosofía 
Práctica, Teoría de Categorías. 

 Abstract. The goal of this work is to provide a uniform presentation of what we 
call Operatoral Quantum Logic, emphasizing both its specific physical origin as its 
purely mathematical structure. To establish a context to this topic, we review some-
thing of the historical evolution of the Quantum Logic, trying to show how the 
physical and mathematical aspects of the subject have influenced and enriched each 
other. 

Keywords: Quantum Theory, Quantum Logic, Quantum Computing, Practical Phi-
losophy, Categories Theory. 

1. INTRODUCCIÓN 
                                           
1 Alberto R. Mejías E. es Licenciado en Matemáticas, egresado de la Facultad de Ciencias de la 
Universidad de los Andes (ULA) Mérida-Venezuela. Es profesor de Topología jubilado de la  
Universidad de los Andes. alrame59@gmail.com 

2 Es operatoral ¡no, operacional! porque se refiere a operadores, no a operaciones. 
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 El tema de la Lógica Quántica Operatoral (LQO) —situada en algún lugar 
de confluencia de matemáticas, física y filosofía— tiene una historia larga y com-
plicada y ha generado una literatura grande, dispersa y turbulenta.  No es algo fácil 
de explicar en pocas palabras ¡como se supone que debe de ser! 

 En nuestro mejor intento decimos que LQO comprende:  
(a) al hecho de que la estructura de los observables 2-valuados, en Mecánica 
Quántica Ortodoxa, puede ser útilmente, considerada como una Lógica Proposicio-
nal No-Clásica; 

(b) al intento de dar motivación independiente, de esta estructura, como parte de 
un programa general para interpretar Mecánica Quántica (MQ) y 

(c) a la rama de la matemática pura que ha surgido de (a) y (b) y ahora se refiere 
a una variedad de estructuras “ortomodulares”, generalización de la lógica de ob-
servables quánticos 2-valuados. 

 Sea lo que sea, Lógica Quántica (LQ) es una parte viva y creciente de Mate-
máticas Contemporáneas y Física Teórica —una que ha seguido manteniendo el in-
terés de un cuerpo de matemáticos, físicos y filósofos de la ciencia. Este interés 
sostenido, refleja en parte, al hecho de que las ideas básicas y el lenguaje de LQ 
producen información para la mayoría de las discusiones acerca de los engorrosos 
problemas sobre los fundamentos de MQ (de hecho, a un grado que, a menudo, no 
es reconocido, incluso, por los disertantes). Refleja, también, al hecho de que LQ 
ha generado una autónoma y fascinante rama de Matemática Pura, involucrada con 
una variedad de estructuras –retículos ortomodulares (ROM’s) y conjuntopos (con-
juntos parcialmente ordenados), ortoálgebras, álgebras BOOLE parciales, etc.–– que 

generalizan al retículo P(H) de las proyecciones en un espacio HILBERT H. Por 

último, la llegada de Computación Quántica (CQ) y Teoría de Información Quánti-
ca (TIQ) ofrece un campo de aplicaciones prácticas de LQ, que todavía tiene que 
ser explorado. 

 Históricamente, LQ deriva de la observación (más que casual) por VON NEU-
MANN, de que los observables 2-valuados, representados en su formulación mecá-
nico-quántica, por operadores proyecciones, constituyen una especie de “lógica” de 
proposiciones experimentales. Esta idea fue proseguida por BIRKHOFF y VON NEU-

MANN.  

 Después de dos décadas de abandono, el interés por LQ fue revivido, debido 
en gran parte al análisis por MACKEY, del Cálculo Probabilístico de la Teoría Quán-
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tica Estándar, acoplado con su Teoría de Representaciones Inducidas.   

 El desarrollo posterior del tema ha ocurrido en varios niveles y en variadas 
direcciones. El trabajo de MACKEY fue ampliado significativamente por PIRON, cu-
yos Teorema de Representación y marco axiomático proporcionaron mucho impul-
so para el desarrollo posterior. Al mismo tiempo, la insatisfacción con el marco 
axiomático debido a MACKEY, condujo a una búsqueda de fundamentos más primi-
tivos y más concretamente operatorales. Aquí destaca la labor de FOULIS y RAN-

DALL y también la de LUDWIG y sus colegas en Marburgo.  

 El trabajo en Física Fundamental también ha estimulado y ha estado estimu-
lado por, la investigación puramente matemática; en particular, en el desarrollo de 
una teoría abstracta de ROM´s y, en los últimos años, estructuras más generales 
como ortoálgebras y álgebras de efectos. Más recientemente aún, el tema ha visto la 
aplicación de poderosas técnicas de Teoría de Categorías. 

 Dada la variedad algo abrumadora de estos progresos, en este ensayo intro-
ductorio, vamos a intentar un esbozo de LQ, que podría ayudar a los lectores que 
no son expertos en la materia, a entender los diversos documentos que se producen 
y también, a verlos como pertenecientes a un tema común. 

 Empezamos comentando el trabajo seminal de BIRKHOFF y VON NEUMANN y 
su desarrollo por MACKEY. Luego, pasamos a una breve exposición del Teorema de 
Representación, de PIRON y su marco axiomático, refiriendo al lector a [COECKE 
and MOORE, 2000] y [VALCKENBORGH, 2000] para exposiciones en un lenguaje ca-
tegorial (de Teoría de Categorías) más actualizado. A continuación, se discute el 
trabajo de FOULIS y RANDALL; en particular, su introducción de la noción de ortoál-
gebra y su observación de que los productos tensoriales de conjuntopos ortomodu-
lares (COM’s), generalmente existen sólo como ortoálgebras. El formalismo FOU-

LIS-RANDALL se discute detalladamente en [WILCE, 2000]. 

 Seguimos con una exposición general de la teoría matemáticamente pura, de 
estructuras ortomodulares. Para más detalles sobre ROM’s, ver a [BRUNS and HAR-

DING, 2000], para observables en COM’s, a [PTAK, 2000] y para representaciones de 
grupos sobre álgebras de efectos, a [FOULIS, 2000]. 

 Por último, consideramos a la noción de enriquecimiento categorial y la teor-
ía de quantales, revisados, respectivamente, en [BORCEUX and STUBBE, 2000] y 
[PASEKA and ROSICKÝ, 2000], antes de introducir los aspectos informáticos y lin-
güísticos, tratados, respectivamente, en [RESENDE, 2000] y [GUDDER, 2000]. 
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2. MECÁNICA QUÁNTICA VON NEUMANN 
 Aunque existían tratamientos matemáticos precisos de MQ, antes del tratado 
monumental de JOHANN VON NEUMANN [1932]; razonablemente, se podría argu-
mentar que este trabajo fijó, de una vez por todas, el marco teórico de Teoría Quán-
tica Estándar, en el que cada sistema mecánico-quántico está asociado a un espacio 

HILBERT H, cada vector unitario ψ ∈ H, determina un estado del sistema y cada 

cantidad física observable, asociada con el sistema está representada por un opera-
dor autoadjunto A sobre H. El teorema espectral nos dice que un tal operador está 
asociado con una medida espectral 

P
A
: B(R) → P(H), 

que asigna a cada conjunto BOREL real B, un operador proyección P
A
(B) sobre H. 

 Para cualquier vector unitario ψ ∈ H, la cantidad 

µ
A, ψ

(B) := 〈P
A
(B) ψ, ψ〉 

define una medida de probabilidad sobre la recta, que VON NEUMANN considera que 
da la probabilidad de que el observable (representado por) A tiene un valor en el 

conjunto B, cuando el estado del sistema es (representado por) ψ. 

 Si la función identidad tiene varianza finita en µ
A, ψ

, ψ está en el dominio de 

A y el valor esperado de A con respecto a ψ, está dado por 

Exp(A, ψ) = ∫
R

sd µ
A, ψ

(s). 

Se comprueba fácilmente, que esto funciona para Exp(A, ψ)  = 〈A ψ, ψ〉. 

2.1. Lógica de Proyecciones 
 Si Mathematische Grundlagen der Quantenmechanik (Fundamentos Ma-

temáticos de Mecánica Quántica) había señalado el paso a la madurez de la MQ, 
señaló también el nacimiento de la LQ. Evidentemente, es la medida con valores 
proyecciones P

A
, más que el operador A, lo que lleva más directamente a la inter-

pretación estadística de la MQ, descrita anteriormente. Ahora, como anota VON 

NEUMANN, cada proyección P ∈ P(H), define un observable —uno con los valores 

0 y 1. Si P = P
A
(B) es la proyección espectral asociada con un observable A y un 

conjunto BOREL B, podemos interpretar a este observable como “prueba de ensayo” 
de si A toma o no, un valor en B. 
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 VON NEUMANN considera que P representa a una propiedad física del sistema 
(o mejor dicho, de los estados del sistema). Comenta: 

“la relación entre las propiedades de un sistema físico, por una parte y las 
proyecciones, por otra, hace posible una especie de cálculo lógico con éstas. 
Sin embargo, en contraste con los conceptos de la lógica ordinaria, este sis-
tema se extiende por el concepto de ‘Decidibilidad simultánea’, que es carac-
terístico de la Mecánica Quántica.” [VON NEUMANN, 1932, p. 253]. 

 En efecto, si P y Q son proyecciones conmutativas, entonces su junta P ∨ Q 

y su concurrencia P ∧ Q, en el retículo P(H), pueden interpretarse clásicamente, co-

mo la representación de la opción y de la conjunción entre las propiedades codifica-
das por P y Q;  Además, la proyección P' = 1 − P sirve como una especie de nega-
ción de P. Sin embargo, si P y Q no conmutan, entonces no son “simultáneamente 

decidibles” y el significado de P ∧ Q y de P ∨ Q es menos claro. No obstante, P(H) 

conserva muchos elementos de un álgebra BOOLE y puede ser considerado como un 

modelo algebraico para una lógica proposicional no-clásica. En particular, P(H) es 

ortocomplementado y, por tanto, satisface leyes análogas a las de DE MORGAN; más 
precisamente, el sub-ortoretículo generado por cualquier familia de proyecciones 
mutuamente conmutativas, es un álgebra BOOLE. 

2.2. Lógica de Mecánica Quántica 
 Cabe destacar que VON NEUMANN habla de la simultánea “decidibilidad” (es 
decir, ensayabilidad) de propiedades, pero no distingue entre propiedades decidi-
bles e indecidibles per se. Clásicamente, por supuesto, cualquier subconjunto del 
espacio de estados, cuenta como una propiedad categórica del sistema y nada, en 
principio, nos impide tener la misma opinión en MQ. Sin embargo, sólo los sub-
conjuntos del espacio de estados, correspondientes a subespacios lineales cerrados, 
del espacio HILBERT, son asociados con observables y, así, “decidibles” por medi-
ción. Si se adopta un positivismo bastante severo, según el cual ninguna proposi-
ción no decidible es significativa, se llega a la doctrina aparentemente extraña, de 
que, para un sistema mecánico-quántico, el conjunto de propiedades significativas 

forma, no a un álgebra BOOLE, sino, más bien, al retículo P(H) de las proyecciones 

en un espacio HILBERT H. Esta idea fue desarrollada por VON NEUMANN en un do-
cumento conjunto con GARRETT BIRKHOFF, titulado The Logic of Quantum Mecha-

nics [BIRKHOFF and VON NEUMANN, 1936]. 



Alberto Mejías 

138 

 BIRKHOFF y VON NEUMANN observan que P(H) conserva muchas de las ca-

racterísticas familiares del álgebra de la lógica proposicional clásica —en particu-
lar, es ortocomplementado y por lo tanto, cumple con las leyes DE MORGAN.  Sin 
embargo, no es BOOLE; es decir, falla la Ley distributiva. 

 BIRKHOFF y VON NEUMANN llegan a sugerir que 

“mientras que los logicistas generalmente, han asumido que las propiedades 
L71-L73 de negación fueron las menos susceptibles de soportar un análisis 
crítico, el estudio de la mecánica apunta a las identidades distributivas L6 
como el eslabón más débil en el álgebra de la lógica.” [Birkhoff and von 
Neumann, 1936, p. 839]. 

 Como veremos en Sección 7, esta observación es algo más profunda que lo 
que uno pueda imaginar, siendo interpretable en términos de la diferencia funda-
mental entre álgebras HEYTING y ROM’s considerados como generalizaciones de 
álgebras BOOLE. Esta insinuación de que el retículo de proyecciones puede verse 
como una lógica proposicional, se ha entendido en un número de maneras muy di-
ferentes. Algunos la han visto como cuestionamiento de la corrección de la lógica 
clásica. Otros la han visto como que implica una menos drástica modificación de la 
teoría clásica de probabilidades. Como hemos visto, VON NEUMANN mismo [1932 
§3.5], es bastante cauteloso, destacando que la equivalencia entre subespacios y 
proyecciones induce a una especie de cálculo lógico. Del mismo modo, BIRKHOFF y 
VON NEUMANN [1936 §0] concluyen que, mediante argumentos heurísticos, se pue-
de, razonablemente, esperar encontrar un cálculo de proposiciones para sistemas 
mecánico-quánticos que es formalmente, indistinguible del cálculo de subespacios 
y se asemeja al habitual cálculo lógico. 

 Más radical es la opinión de FINKELSTEIN [1968, 1972], de que la lógica es, 
en cierto sentido, empírica; una opinión defendida por luminarias filosóficas tales 
como PUTNAM [1968, 1976]. FINKELSTEIN destaca las abstracciones que hacemos al 
pasar de la mecánica a la geometría y a la lógica y sugirió que los procesos dinámi-
cos de fractura y flujo, ya observados en los dos primeros niveles, también deben 
presentarse en el tercero.  

 PUTNAM, por otra parte, sostiene que las patologías metafísicas de superposi-
ción y complementariedad no son más que objetos de contradicciones lógicas gene-
radas por un uso indiscriminado de la ley distributiva. 

 Este punto de vista de la materia, que sigue siendo popular en algunos reduc-
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tos,3 depende de una lectura de la proyección P como codificación de una propie-

dad física del sistema quántico y, en el supuesto de que sólo las propiedades físicas 
cuentan, en última instancia, como significativas (o en cualquier caso, como funda-
mentales). Sin embargo, hay una forma diferente de interpretar a P; a saber, que co-
difica a una declaración sobre el posible resultado de una “medición”. Así, si A es 
el operador autoadjunto correspondiente al observable A y P = P

A
(B), es la proyec-

ción espectral de A, correspondiente al conjunto BOREL B, se podría interpretar a P 
como codificación de la proposición de que, si se hace, una medición de A  produ-

ciría un valor en B. Esta interpretación, usualmente denominada operacional, guio 
a MACKEY en su reconstrucción de la Mecánica Quántica VON NEUMANN (MQVN), 
a la que pasamos ahora. 

3. EL PROGRAMA MACKEY   
 En un influyente artículo [1957], posteriormente ampliado en una monograf-
ía [1963], GEORGE MACKEY argumentó:  
(a) que se podría reconstruir mayormente, si no todo, el aparato de la MQVN, a 
partir de la premisa de que las proposiciones experimentales forman un ortoretículo 

isomorfo a P(H)  

y  
(b) que esta misma premisa podría estar motivada independientemente, por con-
sideraciones muy generales sobre cómo se deben considerar modelos probabilísti-
cos de sistemas físicos. 

3.1. Mecánica Quántica como Cálculo de Probabilidades 
 MACKEY interpretó MQ como si fuera simplemente, un cálculo de probabili-
dades no clásico, en el cual el álgebra BOOLE de eventos, de la Teoría Clásica de 

Probabilidades, se sustituye por el retículo P(H). Más exactamente, MACKEY hizo 

hincapié en que tanto los estados, como los observables de un sistema mecánico-

                                           
3 Por ejemplo, BAMBERG y STERNBERG [1990, pp. 833-835] escriben: "de hecho, [la Mecánica 
Quántica] representa la revolución más profunda en la historia de la ciencia, porque modifica las 
normas elementales de la lógica. . . . La ley distributiva no se mantiene en Lógica Quántica. 
Como mencionamos anteriormente, la validez de la MQ se ha demostrado experimentalmente, 
una y otra vez durante los últimos sesenta años. Así que el experimento ha demostrado que se 
debe abandonar uno de los más preciados principios de lógica, cuando se trata con observables 
cuánticos." 
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quántico, pueden definirse, exclusivamente, en términos de P(H).  

 En primer lugar, cualquier estado estadístico W determina una medida de 

probabilidad en P(H), a saber, la asignación 

ω
W

: P(H) → [0, 1];      P → tr(PW). 

Un profundo teorema debido a Gleason [Gleason, 1957; DVUREČENSKIJ, 1993] 

muestra que, recíprocamente, cada medida de probabilidad, σ-aditiva en P(H) tiene 

esta forma. 

 En segundo lugar, un observable con valores en el espacio medible (S, F), se 

puede representar por una medida proyecto-valuada (con valores proyecciones)  

M: F → P(H), 

donde, para cada conjunto medible B ∈ F, la proyección M(B) se toma para codifi-

car la “proposición experimental”: ‘una medición del observable da un valor en el 

conjunto B’.  Evidentemente, podemos retrotraer medidas de probabilidad en P(H), 

a lo largo de M, para obtener una medida de probabilidad clásica, sobre F.  Inter-

pretamos que M*(ω) = ω ○ M, da la distribución estadística de los valores de M(S) 
cuando el sistema está en el estado representado por ω. En otras palabras, 

ω
W

(M(B)) = tr(M(B)W), 

representa la probabilidad de que el observable representado por M producirá un 
valor en el conjunto B, si se mide, cuando el estado del sistema se representa por W. 

 Esto conecta con la teoría VON NEUMANN de representación de observables 

como operadores, en forma natural, como sigue: Si f: S → R es cualquier variable 

aleatoria real, acotada, clásica, definida en S, podemos definir al operador autoad-
junto 

A
f 

 := ∫
S

 f(s)dM(s), 

en la forma habitual.4 Así, para cualquier medida de probabilidad µ en P(H), tene-

                                           
4 Si f es no negativa, entonces A

f
 viene dado por el supremo de los operadores A

ɡ
 = Σ

i
 ɡ

i
M(B

i
), 

donde ɡ = Σ
i
 ɡ

i
 χB

i 
es una variable aleatoria simple, con 0 ≤ ɡ ≤ f. 
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mos 
E

M*(µ)(f ) = ∫
S

 f(s)dM*(µ)(s) = tr(A
f
W), 

donde W es el operador densidad, correspondiente a µ.  

 Este punto de vista de la MQ es sorprendentemente poderoso.  

 El teorema GLEASON, junto con el teorema espectral, los resultados clásicos 
de STONE, WIGNER, WEYL y VON NEUMANN y el propio trabajo de MACKEY sobre 
representaciones unitarias inducidas, permiten esencialmente, derivar todo el apa-
rato de MQ no relativística (incluyendo su dinámica unitaria, las RCC’s, etc.), a 
partir de la premisa de que la lógica de proposiciones experimentales está represen-

tada por el retículo de proyecciones P(H). Para un esbozo de esta reconstrucción, 

véase [MACKEY, 1963] o [BELTRAMETTI y CASSINELLI, 1981]; para un recuento de-
tallado, ver [VARADARAJAN, 1968]. 

3.2. Axiomática MACKEY  
 No obstante su éxito, la consideración MACKEY de MQ como cálculo de pro-
babilidades todavía se basa en un innegable elemento ad hoc: el espacio HILBERT 
H, mismo. En efecto, una vez que se juega con la idea de que las proposiciones 
contrastables asociadas a un sistema físico, no tienen que formar un álgebra BOOLE; 
se abre la puerta a una gran variedad de otras posibilidades.  Entonces se convierte 
en un asunto de urgencia, entender por qué la naturaleza (o alguien) debería esco-
ger modelar sistemas físicos en términos de retículos de proyecciones de espacios 
HILBERT, en lugar de algo más general. MACKEY esbozó un ambicioso programa 
para hacer esto, deduciendo el modelo de espacio HILBERT, a partir de un conjunto 
de axiomas más primitivos e, idealmente, más transparentemente plausibles, para 
un cálculo de eventos. 

 El marco que adopta MACKEY, es una estructura abstracta (O, S, p), donde O 

representa al conjunto de los “observables” con valores reales y S al conjunto de 

“estados” de un sistema físico. Éstos están conectados por una asignación 
p: O × S → ∆: (A, s) ֏ p

A
( · |s) , 

donde ∆ es el conjunto de medidas BOREL de probabilidad, sobre la recta. La inter-
pretación prevista es que p

A
( ·  |s) da la distribución estadística de los valores de una 

medición del observable A ∈ O, cuando el sistema está en el estado s ∈ S. Podemos 

tomar el par (A, B), donde A ∈ O y B es un conjunto BOREL real, para representar a 
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la “proposición experimental” de que una medición de A da (daría, ha dado) un va-
lor en B. MACKEY considera a dos de tales proposiciones, equivalentes syss tienen 
la misma probabilidad en cada estado —en otras palabras, (A1, B1) y (A2, B2) son 

equivalentes syss las asignaciones asociadas P
Ai

, Bi
: = p

Ai
 (B

i
 | ·  ) son iguales. El 

conjunto L de tales asignaciones P
A, B

, que él llama cuestiones, es Lógica Quántica 

MACKEY. 

 Ahora, ordenado puntualmente sobre S, el conjunto L es un conjuntopo orto-

complementado con unidad 1 dada por P
A, R

 para cada observable A, cuya ortocom-

plementación viene dada por P′
A, B

 = 1 − P
A, B

 = P
A, R \ B

. Digamos que las cuestiones 

P, Q ∈ L son compatibles syss P = P
A, B

 y Q = P
A, C

 para algún observable común A 

y algún par de conjuntos BOREL B y C. Entonces podemos considerar a P y Q como 

“simultáneamente medibles”. Además, digamos que las cuestiones P, Q ∈ L, son 

ortogonales (o “disjuntas”, en lenguaje MACKEY) syss P ≤ Q′. En tal caso, escribi-
mos P ⊥ Q. En este punto MACKEY impone su 
 Axioma V: Si P

i
 es una familia contable de elementos mutuamente ortogona-

les, en L, entonces existe un elemento P ∈ L tal que P = P1 + P2 + ·  ·  ·. 

Este axioma garantiza que L es un conjuntopo σ-ortomodular ó un σ-conjuntopo or-
tomodular (σ-COM) —es decir, L satisface las dos condiciones 

(a) Cada familia contable de elementos mutuamente ortogonales P
i
 ∈ L tiene una 

junta (mínima cota superior)  ⋁
i Pi en L y 

(b) Si P ≤ Q, entonces (Q ∧ P′) ∨ P = Q. 
 En cualquiera de tales conjuntopos L, se pueden definir medidas de probabi-

lidad, mediante asignaciones µ: L → [0, 1] tales que µ(1) = 1 y, para cualquier fa-

milia contable de elementos mutuamente ortogonales, P
i
 ∈ L, se tiene µ(⋁

i P
i
) = 

Σ
i
 µ(P

i
). También podemos definir, dados dos cualesquiera σ-COM L y M, una me-

dida M-valuada en L, como una asignación α: L → M tal que α(1
L
) = 1

M
 y, para 

cualquier familia contable de elementos mutuamente ortogonales, P
i
 ∈ L, tenemos 

α(⋁
i Pi

) = ⋁
i α(P

i
). Para una discusión general de dichas asignaciones en términos 

de observables, ver [PTÁK 2000].   
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 Volviendo ahora al COM de cuestiones, L, MACKEY observa que 

(a) Cada estado s ∈ S, define una medida de probabilidad ɵs: L → [0, 1] por eva-

luación: 
ɵs(P

A, B) = P
A, B(s) = p

A
(B|s). 

(b) Cada observable A ∈ O, define una medida L-valuada PA: B(R) → L, vía 

PA(B) = P
A, B

, sobre los conjuntos BOREL reales (que, constituyendo un σ-algebra 

BOOLE, constituyen, sin duda, un σ-COM). 
Recíprocamente, supongamos que L es cualquier σ-COM, y que S es cualquier 

conjunto de medidas de probabilidad sobre L, que determinan orden —es decir, 

µ(p) ≤ µ(q) para todo µ ∈ S, implica p ≤ q. Sea O el conjunto de todas las medidas 

BOREL L-valuadas en la recta y definamos p: O × S → ∆(R) por p
α
(B|µ) = µ(α(B)). 

Entonces la estructura (O, S, p) satisface los axiomas MACKEY, y, además, el COM 

de cuestiones construido a partir de ella, es canónicamente isomorfo a L. 

 Como se ha observado [FOULIS 1962; GUDDER 1965], los axiomas MACKEY 
definen la teoría de estructuras determinadas por pares (L, ∆) donde L es un σ-
COM y ∆ es una familia de medidas de probabilidad que determinan orden sobre L.  
Dichos pares (habitualmente denominados lógicas cuánticas en la literatura ma-
temática en las décadas de 1960 y 1970) han sido estudiados intensamente por mu-
chos autores. Para discusiones detalladas de COM en el contexto de LQ ver [BEL-

TRAMETTI y CASSINELLI 1981; GUDDER 1985; PTÁK 2000; PTÁK y PULMANNOVÁ 

1991]. Por supuesto tales LQ’s están todavía muy lejos de la LQ estándar P(H). 

Entre otras cosas, el COM P(H) es un retículo completo: existen juntas arbitrarias, 

no sólo juntas ortogonales contables. Aun así, se podría esperar que un análisis más 
profundo — quizás involucrando axiomas adicionales — pudiera conducir a una 
caracterización significativa y, lo ideal, a una motivación para la LQ estándar. Este 
fue el objetivo expreso de MACKEY: 

“Idealmente, uno quisiera tener una lista de suposiciones físicamente plausi-
bles, de la cual se pudiera deducir [el modelo de espacio Hilbert]. Debajo de 
esto, uno quisiera una lista de la cual se pudiera deducir un conjunto de posi-
bilidades..., todas, salvo una, de las cuales podrían ser demostradas incompa-
tibles con experimentos debidamente planificados. Por el momento, dichas 
listas no están disponibles.” [MACKEY 1963, p. 72] 

Este tema se encuentra en el corazón de la axiomatización original de PIRON, que se 
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discutirá en la próxima sección. Por otro lado, como discutiremos en las secciones 
5 y 6, el estudio autónomo de dichas estructuras conduce naturalmente a más gene-
ralizaciones, en particular, a ortoálgebras y álgebras de efectos. Ahora, antes de de-
dicarnos a una rápida revisión de algunos de los acontecimientos importantes ocu-
rridos desde la obra fundamental de MACKEY, hagamos algunos comentarios. 

 En primer lugar y ante todo, la característica principal que separa al forma-
lismo MACKEY de las tendencias actuales en LQO, es la dependencia del primero, 
de la probabilidad como un concepto primitivo. Mientras que se han hecho avances 
importantes en este contexto, por ejemplo en [PULMANNOVÁ, 1986 a, b;  GUDDER y 
PULMANNOVÁ, 1987; PULMANNOVÁ y GUDDER, 1987], los trabajos más contem-
poráneos relegan  la probabilidad a una noción derivada.5 Esto no quiere decir que 
los estados estadísticos son insignificantes en LQO. Sin embargo, han pasado de la 
situación de un concepto primitivo algo vagamente interpretado, a la de un instru-
mento estructural bien definido. Aquí puede hacerse mención de la caracterización 
de los espacios de estados de la LQ estándar, que culmina en la prueba por NAVA-

RA, de la independencia del grupo de automorfismos, del centro y del espacio de es-
tados, de una lógica cuántica [Navara 1992]. Una excepción notable a esta tenden-
cia es la teoría de efectos de decisión, introducida por GÜNTHER LUDWIG durante la 
revisión de su texto clásico [1954, 1955]. Este trabajo se basa en la clasificación de 
nociones macroscópicas en piezas preparativas y efectivas que participan en las in-
teracciones de medición mediadas por portadores de acción. 

  No entraremos en los detalles del esquema axiomático de LUDWIG, sucesi-
vamente refinado en [LUDWIG, 1964, 1967, 1968; DÄHN, 1968; MIELNIK 1968, 
1969; STOLZ 1969, 1971; DÄHN, 1972; LUDWIG, 1972] y codificado en el monu-
mental tratado [LUDWIG, 1985, 1987], sino que nos remitiremos a algunas observa-
ciones generales. La noción primitiva de esta teoría es la de una relación de proba-
bilidad definida sobre el producto cartesiano del conjunto de ensambles y el con-
junto de efectos; estos dos conjuntos se toman como inmersos en un conveniente 
par de espacios BANACH.  
                                           
5 Por ejemplo, mientras que en [PIRON, 1964 §7], la probabilidad generalizada se discute como 
una útil heurística física, en [JAUCH y PIRON, 1969 §5] los estados se definen como conjuntos 
maximales de propiedades reales del sistema. Del mismo modo, mientras que el formalismo 
introducido en [RANDALL y FOULIS, 1970;  FOULIS y RANDALL, 1972; RANDALL y FOULIS, 1973] 
se refiere explícitamente a estadísticas operatorales, en [FOULIS, PIRON y RANDALL, 1983; 
RANDALL y FOULIS, 1983; FOULIS, GREECHIE y RÜTTIMANN, 1992, 1993] se pone énfasis en el 
concepto de estados en términos de concomitancias en el espacio de resultados asociado al 
sistema.  
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 En algún sentido, entonces, la obra de LUDWIG y sus colaboradores corre pa-
ralela al campo de LQO tal como la hemos presentado, centrándose más en la es-
tructura analítica funcional del problema que en sus aspectos algebraicos ordena-
dos.  Como tal quizá tiene una relación más formal con la teoría cuántica algebrai-
ca, de SEGAL [1947] y  de HAAG y KASTLER [1964], que con las teorías operatorales 
de PIRON y FOULIS-RANDALL que se debatirán a continuación.  

 Sin embargo, una característica física notable del trabajo de LUDWIG es que 
trata de lidiar con la noción de mediciones no ideales, utilizando operadores sub-
proyectivos. Nótese que dichos operadores aparecen naturalmente en las discusio-
nes de localizabilidad generalizada [JAUCH y PIRON, 1967; AMREIN, 1969].  

 Para revisiones generales de diferentes aproximaciones a la Mecánica Quán-
tica Operatoral, ver [GUDDER, 1977, 1979, 1981; LUDWIG y NEUMANN, 1981], para 
un análisis detallado de la relación entre los enfoques de PIRON y LUDWIG ver 
[CATTANEO y LAUDISA, 1994; CATTANEO y NISTICÒ, 1993] y para tener una visión 
general de la aplicación de medidas positivas con valores operadores, a cuestiones, 
en fundamentos de MQ véase [BUSCH, LAHTI y MITTELSTAEDT, 1991; SCHROECK, 
1996]. 

4. EL TRABAJO DE PIRON 
 CONSTANTIN PIRON [1964] realizó un progreso significativo en ambos extre-
mos del problema de completar y ampliar el programa MACKEY, lo cual se des-
arrolló en lo que se conoce como el enfoque de la Escuela de Ginebra, de la Física 
Quántica. 

 PIRON caracterizó abstractamente, a los ROM’s completos representables co-
mo retículos de subespacios cerrados de espacios HILBERT generalizados. También 
proveyó un análisis profundo de las ideas físicas básicas de MQ que ayudaron a 
motivar a los supuestos necesarios en su teorema de representación, como axiomas 
generales razonables. En esta sección se describe una versión formal de estos axio-
mas en el espíritu de [PIRON, 1976], antes de hacer algunas observaciones sobre a-
contecimientos más recientes. 

4.1. El Teorema de Representación 

 El retículo de proyecciones P(H) tiene una estructura mucho más regular que 

el general COM proporcionado por los axiomas MACKEY.  En particular, P(H) 

(a) es un retículo completo —es decir, existen la concurrencia y la junta para 
cualquier subconjunto de L;  
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(b) es atomístico —es decir, cada elemento de P(H) es la junta de los átomos 

(aquí, las proyecciones unidimensionales) por debajo de él; 

(c) cumple con la ley del cubrimiento atómico: si P ∈ P(H) es un átomo y Q ∈ 

P(H), entonces P ∨ Q cubre a Q, es decir, es un átomo en el retículo {M ∈ L| Q ≤ 

M}; 
(d) es irreducible —es decir, no puede factorizarse como producto directo no tri-

vial. Equivalentemente, ningún elemento de P(H), que no sea 0 ó 1, conmuta con 

todos los demás elementos.6 

 En su tesis [PIRON, 1964], PIRON probó un recíproco parcial, es decir que to-
dos los retículos L (de longitud suficiente) pueden ser interpretados como conjuntos 
de subespacios biortogonales, de un espacio HILBERT generalizado. Explícitamente, 
considerando la (esencialmente) única inmersión de L en una geometría proyectiva, 
que preserva la concurrencia y los átomos y aprovechando la realización de espacio 
vectorial estándar de las geometrías proyectivas de dimensión, por lo menos, tres, 
mostró que la imagen del retículo original podría caracterizarse por una forma her-
miteana definida.7 

                                           
6 Desde luego, no todo sistema mecánico-quántico es irreducible; sino que, en general, se des-
compone en una familia de sistemas puramente cuánticos, indizados por reglas de 

superselección. Por ejemplo, [Piron 1964] muestra que cada ROM que satisface los axiomas (a) – 
(c) es unión directa de una familia de retículos irreducibles, siendo su geometría proyectiva unión 
directa de las geometrías correspondientes. Abstractamente, los sistemas con reglas de superse-
lección discretas, pueden ser tratados tomando medidas con valores proyecciones, en un a-
propiado álgebra VON NEUMANN A. Si el ROM inducido L(A) no contiene a un sumando de tipo 

I2, entonces se aplica el teorema GLEASON: cada medida σ-aditiva de probabilidad en L(A) se 

extiende únicamente a un estado normal sobre A [CHRISTENSEN, 1982; YEADON, 1983]. Para ma-

yor discusión véase, por ejemplo, [BUNCE y HAMHALTER, 1994; BUNCE y WRIGHT, 1994; 
HAMHALTER, 1993, 1995]. 
7 Este desarrollo se ha hecho mucho más físicamente transparente y matemáticamente elegante  a 
partir del trabajo seminal de FAURE y FRÖLICHER [1993, 1994, 1995], donde la construcción de 
representaciones lineales para las geometrías proyectivas y sus morfismos es elaborada de una 
manera categorialmente natural. Por ejemplo, una relación de ortogonalidad determina un 
morfismo de la geometría proyectiva a su dual y así, una aplicación cuasilineal del espacio 
vectorial subyacente a su dual. De esta manera el producto interno de la MQ, obtiene una base 
rigurosa y limpia. 
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 Ahora, para un arbitrario espacio producto interno, V, el ortoretículo atomís-
tico completo L(V) de subespacios biortogonales, no tiene que ser ortomodular. 
Cuando lo es, V se denomina espacio Hilbert generalizado. Esta terminología está 
motivada por otro resultado llamativo; a saber, si V es un espacio producto interno 

sobre uno de los anillos de división, estándar (es decir, R, C ó H), entonces L(V) es 

ortomodular syss V es completo. Esto fue probado primero por PIRON, usando una 
hipótesis sobre extensiones de medidas, que resultó ser independiente de la Teoría 
de Conjuntos ZF; bajo influjo de STONE, más tarde, una prueba geométrica fue ob-
tenida por AMEMIYA y ARAKI [1965].8 Finalmente, diremos que el formalismo de la 
Escuela de Ginebra, que fue inspirado por este teorema, ha sido ampliamente apli-
cado a varios problemas de carácter más o menos concreto, por ejemplo, simetrías 
[EMCH y PIRON, 1962, 1963], reglas de superselección [PIRON, 1965, 1969], obser-
vables [PIRON, 1971; GIOVANNINI y PIRON, 1979; GIOVANNINI, 1981a, b, c], proba-
bilidad a priori [PIRON, 1972] y procesos irreversibles [GISIN y PIRON, 1981; GISIN, 
1981, 1982 a, b, 1983 a, b]. 

4.2. Axiomática PIRON  
 Los axiomas MACKEY producen sólo un COM σ-completo L —lo cual dista 
mucho del ROM ortomodular atomístico completo, considerado en el Teorema de 
PIRON. PIRON fue capaz de motivar la estructura adicional necesaria en el contexto 
de un marco axiomático similar al MACKEY, pero difiriendo de él, en que toma co-
mo básico, no el concepto de probabilidad, sino un concepto de propiedad física, 
basado en la certidumbre de obtener un resultado experimental. Aquí PIRON, cons-
cientemente, aprovecha el trabajo de DIRAC [1930 §1.2], que da una discusión ope-
ratoral de la polarización de la luz, en términos de la certidumbre o, de otra manera, 
del  paso a través de un cristal apropiado y la concepción de EINSTEIN, PODOLSKY y 
ROSEN [1935], de que los elementos de la realidad son condiciones suficientes para 
que uno sea capaz de predecir una cantidad física con certidumbre y sin perturbar al 
sistema. 

                                           
8 Téngase en cuenta que recientemente, se han encontrado condiciones necesarias y suficientes 
para que el anillo de división subyacente sea estándar —una de las declaraciones más simples en 
el caso infinito dimensional, es que el espacio vectorial admite una sucesión ortonormal infinita 
[SOLÈR, 1995; HOLLAND, 1995; PRESTEL, 1995]; para ver un ejemplo de un espacio HILBERT 
generalizado no estándar, ver [KELLER, 1980], para una discusión detallada de la geometría de los 
espacios HILBERT generalizados, ver [GROSS, 1979, 1990] y, para una reseña de otros resultados 
de compleción, ver [DVUREČENSKIJ, 1992]. 
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 PIRON comienza con un conjunto primitivo Q de cuestiones —que represen-

tan proyectos experimentales definidos, que tienen sólo dos resultados posibles, 
que designamos como sí y no. Para facilitar la presentación consideremos dado, un 

conjunto P de procedimientos de preparación.9 Para P ∈ P y α ∈ Q, escribimos P 

⊨ α para indicar que la preparación P es tal, que puede predecirse con certidumbre, 

que la respuesta a la cuestión α, es sí. Entonces podemos asociar, a cada cuestión α, 
la proposición 

[α] = {P ∈ P | P ⊨ α}. 

Sea L ≔ {[α] | α ∈ Q } el conjunto de todas esas proposiciones, considerado como 

conjuntopo con respecto a la inclusión de conjuntos. Nótese que [α] ⊆ [β] syss cada 
preparación que hace válida a α, también hace válida a β. PIRON procede a aducir 
varios axiomas cuya fuerza es la de hacer a L un ROM atomístico completo, que 

satisface la ley de cubrimiento. 

L es un retículo completo. El primero y, probablemente el más novedoso, de estos 

axiomas; involucra la noción de cuestión producto. Dado un conjunto no vacío de 

cuestiones, su producto es la cuestión α = ΠA, definido como sigue: para plantear 

α, se selecciona, de la manera que se quiera, una cuestión β ∈ A y, planteando esta 

cuestión, se atribuye a α la respuesta obtenida. El primer axioma de PIRON requiere 
que Q sea cerrado con respecto a  la formación de cuestiones sobre productos arbi-

trarios. Un momento de reflexión revela que [ΠA] = ∩
β ∈ A

 [β]. Por lo tanto, L es 

cerrado bajo intersecciones arbitrarias y, por tanto, un retículo completo.10 

Ortocomplementación. Si α es cualquier cuestión, podemos definir una cuestión 
inversa α~ intercambiando los papeles de sí y no. PIRON requiere que Q sea cerrado 

bajo la formación de inversas. La interpretación prevista nos obliga a suponer que  
                                           
9 Nótese que esto no es estrictamente necesario, sino que es sólo un expediente para evitar 
locuciones tales como “si el sistema está o, ha sido preparado, de tal manera que...” Del mismo 
modo, la identificación usual de proposiciones con clases de equivalencia de cuestiones, está 
hecha para facilitar la exposición y no debe tomarse formalmente, como una definición. 
10 La operación producto fue introducida primero en [JAUCH and PIRON, 1969].  La concurrencia 
había sido introducida antes, mediante conjunción semántica [Piron 1964] o filtros límites [Jauch, 
1968]. 
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[α] ∩ [α~] = ∅. Para asegurar una ortocomplementación sobre L, PIRON introduce 

otro axioma, a saber, que para cada cuestión α, existe un complemento compatible 

β ∈ [α] que satisface [β~] ∨ [α] = 1.11 

Ortomodularidad.  Aparentemente, esto no descarta la posibilidad de que existan 
varios complementos compatibles para un α dado, no equivalentes. Sin embargo, 
esto se resuelva por un tercer axioma PIRON 

 Axioma P: Si b < c y b′y c′ son complementos compatibles para b y c, respec-

tivamente, entonces el subretículo de L, generado por b, c, b′, c′, es distributivo. 

Se deduce que los complementos compatibles son únicos, definiendo, por tanto una 
ortocomplementación. Además, el axioma P determina que L es ortomodular: si b < 

c, entonces (c ∧ b′) ∨ b = c, por la distributividad de {b, c, b, c´}. 

Atomicidad y ley de cubrimiento. PIRON impone la atomicidad del retículo con un 
axioma ad hoc (A1) requiriendo que L sea atómico —es decir, cada elemento do-

mina al menos a un átomo. También impuso directamente la ley de cubrimiento 
(como axioma A2), pero con una motivación substancial, como sigue. Sea Σ

L
 el 

conjunto de los átomos de L.  Ahora, en cada conjuntopo ortocomplementado L, la 
aplicación SASAKI ϕ: L × L → L, viene dada por ϕ(a, b) = b ∧ (b′ ∨ a).  Si b es fijo, 
escribimos ϕ

b
: L → L para asignación ϕ

b
 (a) = ϕ(a, b) = b ∧ (b′ ∨ a). Nótese que L 

es ortomodular syss ϕb(a)  = a para todo a ≤ b, en cuyo caso ϕ
b
(a) ∨ b′ = a ∨ b′. Con 

estas observaciones, no es difícil demostrar que un ROM L satisface la ley de cu-

brimiento atómico syss para todo a ∈ L, tenemos a ∈  Σ
L
 & b ⊥∕ a  ⇒ ϕ

b
(a) ∈ Σ

L
.  

Entonces tenemos una formulación alternativa de la ley de cubrimiento, a saber, 
que las proyecciones SASAKI asignan átomos a átomos o a 0. 

 PIRON define al estado del sistema como el conjunto de todas las proposicio-
nes p = [α] que son válidas (en un momento dado, en una situación dada).  Natu-
ralmente se requiere que el estado sea cerrado con respecto a la intersección y la 
ampliación, es decir, que sea un filtro completo en el retículo L.  Un tal filtro es 

                                           
11 El hecho de que un axioma deba ser postulado para garantizar la existencia de una ortocomple-
mentación, se debe al hecho de que los inversos de cuestiones equivalentes no tienen que ser e-

quivalentes. Por ejemplo, 0 · I = 0 sin embargo (0 · I )∼ = 0∼ ·  I∼ = I ·  0 = 0 y 0∼ = I. Para una 
discusión de algunas confusiones sobre este punto, ver [FOULIS and RANDALL, 1984]. 
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principal y generado por un átomo. Por lo tanto, los estados pueden ser representa-

dos por átomos.12 13 Finalmente, diremos que a, b ∈ L, son compatibles syss {a, b, 

a′, b′} es distributiva syss ϕb(a) = a ∧ b. PIRON llama a las cuestiones 

(a) ideales syss cada proposición compatible con [α], que es válida antes de una 
medición de α, también es válida después, cuando el resultado de esa medición es 
sí. 
(b) de primera clase syss la respuesta a α inmediatamente después de asegurar la 
respuesta sí es válida, sea otra vez, sí. 
Considerando al axioma A2 (es decir, la ley de cubrimiento), se puede entonces 

probar que, para β una medición ideal de primera clase de b ∈ L, si a es el estado 

antes de la medición, entonces el estado, después de asegurar sí sobre la medición 
de α, es φ

b
(a). 

 Muchas personas han encontrado convincente al razonamiento físico que 
motiva los axiomas PIRON.  Sin embargo, este marco resulta tener algunas limita-
ciones agudas.  En particular, un sistema formado por dos sistemas "separados", en 
el sentido de AERTS [1981, 1982], cada una de los cuales, individualmente, obedece 
a los axiomas PIRON, conformaría como un todo, a estos axiomas si y sólo si uno de 
los sistemas es clásico.  Para probar este resultado clave, AERTS aprovecha la no-
ción de relación de ortogonalidad, según la cual dos estados son ortogonales si 
existe una cuestión que es válida para el primero e imposible para el segundo. El 
uso de esta relación se ha vuelto central en axiomatizaciones más recientes del en-
foque Escuela de Ginebra, como [PIRON, 1990; MOORE, 1999]. Para un análisis de-
tallado, ver [VALCKENBORGH, 2000]. Nótese que en estas obras, la  atención se cen-
tra en ortoretículos atomísticos completos como modelos para las axiomatizaciones 
más directas basadas en la dualidad entre el estado y las descripciones de propieda-
des de un sistema físico. Un poco paradójicamente, entonces, el enfoque PIRON 
mantiene un axioma rechazado en el enfoque COM — es decir, compleción — y 
rechaza otro que mantiene el último — a saber (alguna forma de) ortomodularidad. 
Como veremos en la siguiente sección, este escote es sintomático del hecho de que 

                                           
12

 Recíprocamente, si p ≠ 0, entonces p = [α], donde α es una cuestión que es válida para, al 
menos, una preparación.  Así, existe al menos un estado (es decir, cualquier estado compatible 
con esa preparación) que contiene a p. Por lo tanto, deben haber suficientes estados de modo que, 
para cada p en L, hay un estado/átomo a ≤ p.  Pero esto implica inmediatamente, que cada átomo 

es un estado. Por lo tanto, los estados corresponden exactamente a átomos de L. 
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uno debe distinguir conceptualmente al retículo de propiedades de un sistema de su 
lógica, aun cuando resulten ser isomorfos. 

5. EL TRABAJO DE FOULIS Y RANDALL 
 Contemporáneo con estos acontecimientos, se desarrolló el trabajo de DAVE 

FOULIS y el de CHARLIE RANDALL sobre Lógica Empírica, una síntesis feliz de i-
deas procedentes de sus respectivas tesis doctorales, en Teoría abstracta de Retícu-
los [FOULIS, 1958] y Estadística Operacional Concreta [RANDALL, 1966].  Este for-
malismo, no sólo proporciona una potente heurística general, sino, como veremos, 
también ha puesto el fundamento para varios de los desarrollos puramente matemá-
ticos que se discutirán a continuación. 

5.1. Espacios de Ensayos 
 Tanto MACKEY como PIRON comienzan con una estructura primitiva en la 
que están sin relacionar, para distintos observables, proposiciones experimentales 
de la forma "el observable A toma valores en el conjunto B".  En efecto, cada ob-
servable A se asocia a un álgebra BOOLE B

A
 de acontecimientos posibles (isomorfo 

al campo BOREL en el esquema MACKEY y a {0, 1} en el PIRON), siendo estos álge-
bras BOOLE, inicialmente, disjuntos uno del otro. Luego se hacen identificaciones 
entre álgebras BOOLE correspondientes a diferentes observables. En el esquema 
MACKEY, proposiciones primitivas (A1, B1) y (A2, B2) son identificadas syss son 

equiprobables en cada estado; en el PIRON, syss son válidas en exactamente, las 
mismas situaciones. Ambas aproximaciones a la construcción de la lógica cuántica 
han sido objeto de algunas críticas. En particular, tal como señala un número de au-
tores, ambas se hacen problemáticas cuando uno considera mediciones compuestas 
o iteradas.13 

 En una serie de documentos (p. ej. [FOULIS and RANDALL, 1972, 1974, 1978, 
1981a; RANDALL and FOULIS, 1970, 1973, 1978, 1983a]), FOULIS y RANDALL desa-
rrollaron una extensa teoría ––que denominan lógica empírica— en la cual estas i-
dentificaciones son dadas a priori, sin referencia previa a cualquier concepto de es-
tado o propiedad. Su formalismo se basa en la noción primitiva de operación o en-

sayo —es decir, un conjunto definido de posibles resultados alternativos, mutua-
mente exclusivos. La teoría FOULIS-RANDALL se enfoca en espacios de ensayos, es 

                                           
13

 Un ejemplo simple se ofrece en [COOKE and HILGEVOORD, 1981]. El punto es familiar — 
incluso en mecánica cuántica con espacios HILBERT ortodoxos, se debe hacer un seguimiento de 
las relaciones de fase al discutir experimentos iterados y estos se pierden cuando uno identifica 
proposiciones experimentales según los esquemas de MACKEY ó de PIRON. 
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decir, colecciones A de ensayos superpuestos. Se entiende que se dará la identifica-

ción de los resultados entre distintas pruebas, es decir, FOULIS y RANDALL no esta-
blecen ninguna doctrina con respecto a cómo deben hacerse esas identificaciones. 
Denotando por X = ∪A al espacio de resultados de A, un estado estadístico se de-

fine como una asignación ω: X → [0, 1], tal que Σ
x ∈ E

ω(x) = 1 para cada ensayo E 

∈ A y un estado realístico es representado [FOULIS, PIRON and RANDALL, 1983] por 

una cierta clase de subconjunto de X, llamado un soporte, que representa a la totali-
dad de los resultados posibles en ese estado. Nótese que, aparte de sus propios 
méritos, este concepto puede ser utilizado para dar un tratamiento matemático 
perspicuo de axiomática PIRON; véase [RANDALL and FOULIS, 1983b] y [WILCE, 
1997]. 

 Se puede acoplar un número de objetos algebraicos, analíticos y de orden a 
un espacio de ensayos A, cada uno sirviendo de manera ligeramente diferente, co-

mo una especie de "lógica". Bajo condiciones normativas simples sobre la estructu-
ra combinatoria de A, éstos resultan coincidir con estructuras más familiares. En 

particular, si A es “algebraico”,14 se puede construir a partir de los eventos de A, 

una bastante bien comportada, estructura algebraica parcialmente ordenada Π(A), 

llamada un ortoálgebra. Éstos se pueden definir abstractamente: un ortoálgebra es 
un par (L, ⊕) donde L es un conjunto y ⊕ es una operación binaria parcial asociati-
va, conmutativa, en L, que cumple las tres condiciones siguientes: 

(a) Existe un elemento neutro 0 ∈ L tal que, para cada p ∈ L, p ⊕ 0 = p.  

(b) Existe un elemento unidad 1 ∈ L tal que, para cada p ∈ L, hay un único q ∈ 

L, con p ⊕ q = 1; 
(c) Si p ⊕ p existe, entonces p = 0. 

 Así, los ortoálgebras generalizan a los COM’s, que se pueden definir como 
ortoálgebras en los cuales, dado que p ⊕ q, q ⊕ r y r ⊕ p existen, el elemento p ⊕ q 
⊕ r también existe. Este axioma, llamado de ortocoherencia, es en realidad una 
versión finitística del axioma MACKEY, V. Recíprocamente, desdeñando la condi-

                                           
14 Un espacio de ensayos es algebraico si dos elementos cualesquiera con un complemento 
común, comparten exactamente, los mismos complementos, donde A y B son complementos si 
son disjuntos y A ∪ B es un ensayo. 
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ción (c), obtenemos lo que se llama un álgebra de efectos, llamado ortoálgebra ge-
neralizado por [GIUNTINI and Greuling, 1989] y D-conjuntopo por [KÔPKA, 1992] 

5.2. Ortoálgebras 
 Los ortoálgebras y álgebras de efectos son objetos suficientemente regulares 
como para tener una interesante teoría matemática (una que sólo está empezando a 
ser explorada). En particular, casi todo el aparato conceptual de la LQ basada en 
COM’s, tales como centros [RÜTTIMANN, FOULIS and PULMANNOVÁ, 1995] y pro-
yecciones SASAKI [BENNETT and FOULIS, 1998; WILCE, 2000], pueden extenderse 
bastante fácilmente a este contexto más general. Por otro lado, debido a su simpli-
cidad, los espacios de ensayos son, a menudo, mucho más fácil de manipular que 
sus asociados "lógicas". También tienen la ventaja heurística de que la interpreta-
ción operatoral está, por así decirlo, concorde en la superficie, con lógicas que sir-
ven sólo como invariantes útiles. En particular, mientras que es completamente 
sencillo combinar espacios de ensayos secuencialmente, los diversos "lógicas" ra-
ramente permiten tales combinaciones. Por último, si A es algebraico, existe una 

asignación canónica que preserva orden L → L, del lógica de A en el retículo de 

propiedades asociado a cualquier entidad (A, Σ) sobre A. Tanto en los ejemplos 

mecánico-clásicos como en los mecánico-quánticos, esta asignación es en realidad 
un isomorfismo, así que L hereda de L la estructura de retículo completo y L here-

da de L una ortocomplementación y una ortomodularidad. Este isomorfismo es, sin 
embargo, la excepción más bien que la regla. Como han señalado [FOULIS, PIRON 
and RANDALL, 1983], la tendencia a identificar L y L ––aun cuando sean isomor-

fos–– ha provocado una gran confusión innecesaria en las discusiones de los fun-
damentos y la interpretación de la mecánica cuántica. 

 Además de su incomodidad en el trato con las mediciones secuenciales, otra 
dificultad que se presenta con el esquema MACKEY de LQ, de nuevo reconocida 
primero, por FOULIS y RANDALL [1979], es que no es estable en la formación de 
cualquier tipo de producto tensorial razonable. Dados LQ’s (L, ∆) y (L′, ∆′), en el 
entendido de cada uno que representa a un sistema "físico", se quiere construir un 
modelo (M, Γ) del sistema acoplado, en el que L y L′ puedan mostrar correlaciones, 
pero no interactúan directamente. Los requisitos mínimos serían que 
(a) existe una asignación L × L′→ M, que lleva p, q a alguna proposición repre-

sentativa p ⊗ q ∈ M, y 

(b) para cada par de estados µ ∈ ∆, ν ∈ ∆′, podemos formar un estado µ ⊗ ν ∈ Γ 
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tal que (µ ⊗ ν)(p ⊗ q) = µ(p)ν(q). 
Sin embargo, FOULIS y RANDALL producen un simple ejemplo que muestra que es-
to, en general, es imposible: un pequeño y finito ROM L, con un completo conjunto 
de estados tales que no existe un tal "producto tensorial" para dos copias de L. 

 El culpable resulta ser el axioma MACKEY, V —o, más precisamente, la orto-
coherencia.   

 De hecho, se puede demostrar, bajo la suposición muy tenue, de que los or-
toálgebras involucrados, cada uno lleva una familia unital de estados, que se pue-
den formar productos tensoriales de los ortoálgebras, de manera que se satisfagan 
los desiderata (a) y (b) [FOULIS and RANDALL, 1981b; RANDALL and FOULIS, 1981]. 
Sin embargo, como ilustra el ejemplo recién considerado, la ortocoherencia no es 
estable con respecto a estos productos tensoriales. Combinando estos resultados 
con los resultados negativos mencionados, de AERTS, para retículos de propiedades, 
lo que aparece es que el isomorfismo entre lógica y retículo de propiedades, carac-
terístico de sistemas clásicos y cuánticos, se descompone cuando uno forma pro-
ductos tensoriales, a menos que los sistemas en cuestión, sean clásicos. Esto no 
quiere decir que los resultados sean totalmente negativos. Investigaciones posterio-
res en la estructura de los productos tensoriales [KLÄY, RANDALL and FOULIS, 
1987; GOLFIN, 1987; WILCE, 1990, 1992; BENNETT and FOULIS, 1993; 
DVUREČENSKIJ y PULMANNOVÁ, 1994; DVUREČENSKIJ, 1995] revelaron que los 
productos tensoriales FOULIS-RANDALL de entidades mecánico-quánticas, aunque 
no estrictamente quánticos, aún conservan una rica estructura geométrica. 

 Estos resultados dieron un impulso sustancial al estudio de ortoálgebras, es-
pacios de ensayos y otras estructuras más generales que aquellas consideradas por 
MACKEY y PIRON (algunas de los cuales serán discutidas más abajo). La teoría de 
los espacios de ensayos, en particular, se ha desarrollado en varias direcciones en 
las últimas décadas. Un número de autores (por ejemplo, [DVUREČENSKIJ and PUL-

MANNOVÁ, 1994b; PULMANNOVÁ and WILCE, 1995; GUDDER, 1997]) han discutido 
los espacios de ensayos generalizados, en los que se permite a los resultados ocurrir 
con alguna multiplicidad o intensidad y éstos se han utilizado para proporcionar u-
na semántica operatoral para álgebras de efectos, que es paralela a la semántica de 
espacios de ensayos para ortoálgebras. En [HABIL, 1993] se ha discutido Teoría de 
la Medida sobre ortoálgebras. NISHIMURA [1993, 1995] ha generalizado la idea de 
espacio de ensayos, mediante la sustitución de conjuntos discretos de resultados por 
algebras BOOLE completas y locales. [WILCE, 2000] da un estudio actualizado de la 
teoría FOULIS-RANDALL; para una visión personal del desarrollo histórico de este fi-
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lamento de lógica quántica operatoral ver [FOULIS, 1998, 1999]. 

6. Estructuras Ortomodulares. 
 Hasta el momento, nos hemos centrado en LQ como un programa interpreta-
tivo o fundamental en Física. Pero el tema tiene otras raíces absolutamente inde-
pendientes en matemática pura. VON NEUMANN mismo, ha recalcado la importancia 
de métodos de teoría del orden, en el estudio de análogos infinito-dimensionales, de 
Geometría Proyectiva. LOOMIS [1955] y MAEDA [1955] independientemente, reco-
nocieron que una porción de teoría de la dimensión de álgebras VON NEUMANN, 
podría ser extendida a un entorno puramente teórico-reticular, es decir, a un ROM 
provisto de una adecuada relación de equivalencia. Esto estimuló a algunos ma-
temáticos a comenzar a investigar ROM’s en abstracto. Pronto se hizo evidente que 
tales retículos ocurren con naturalidad en una amplia gama de contextos matemáti-
cos. Si (S, ∗) es cualquier semigrupo involutivo, llamemos una proyección a un 

elemento p ∈ S que satisface p = p2 = p∗. Si S contiene un elemento cero (bilateral), 

el dextro-anulador de x ∈ S es el dextro-ideal {a ∈ S | ax = 0}. FOULIS [1958, 1960, 

1962] define a un *-semigrupo BAER como un semigrupo involutivo S, con cero, 

que tiene la propiedad de que el dextro-anulador de cualquier elemento x ∈ S es el 

dextro-ideal generado por una (necesariamente, única) proyección x′. Mostró que el 
conjunto L(S) de proyecciones cerradas p = p′′, en S, siempre forman un ROM. 
Recíprocamente, cada ROM se puede representar como L(S) para algún *-
semigrupo BAER. En efecto, aunque esta representación no es única, hay una op-
ción canónica de S; a saber, el semigrupo S(L) de las auto-aplicaciones residuadas 

de L, es decir, las asignaciones ϕ: L → L, para las cuales existe una asignación ψ: L 

→ L, que satisface ψ(x) ≤ y′ ⇔ x ≤ ϕ(y)′. Entre estas asignaciones están las proyec-

ciones SASAKI ϕ
b
, discutidas en Sección 4, que resultan ser exactamente, las pro-

yecciones cerradas en S(L). 

 En las décadas siguientes, una substancial teoría pura de ROM’s fue desarro-
llada por FOULIS y otros. El estado de esta teoría a partir de la década de 1980, está 
representado por el libro de KLAMATH [1983]. [BRUNS and HARDING, 2000] discu-
ten acontecimientos más recientes, de los cuales ha habido muchos. 

 Particularmente llamativo es el reciente descubrimiento por HARDING [1996, 
1998], de que se puede organizar al conjunto de descomposiciones en productos di-
rectos de esencialmente, cualquier objeto algebraico en un COM. 

 Por otro lado, el trabajo continuado en el programa MACKEY también produ-
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jo una variedad de estructuras más generales que ROM’s y conjuntopos ––ortoálge-
bras, los aún más generales álgebras de efectos y, en una dirección diferente, los ál-
gebras BOOLE parciales de KOCHEN y SPECKER [1967]. Todos estos son objetos 
principalmente, algebraicos parciales y, sólo secundariamente, ordino-teóricos. Han 
atraído, especialmente durante los últimos años, significativo interés matemático.15  

 La teoría de álgebras de efectos, gran parte de la cual es debida a la labor 
pionera de FOULIS y M. K. BENNETT [BENNETT and FOULIS, 1995, 1997; FOULIS 
and BENNETT, 1994], se continúa desarrollando rápidamente. De particular interés 
es aquí, su reciente reformulación de una gran parte de la teoría de álgebras de 
efectos (y por lo tanto, de la LQ) como una rama de la teoría de grupos abelianos 
ordenados, que también se discute en [FOULIS, BENNETT and RÜTTIMANN, 1996; 
FOULIS, RÜTTIMANN and BENNETT, 1998; WILCE 1995, 1998]. Este es el tema de 
[FOULIS, 2000]. 

 Finalmente, también se han estudiado ROM’s detalladamente, en el contexto 
puramente lógico y, en particular, la posibilidad de definir conectivos de implica-
ción razonables. Uno de los resultados básicos en este sentido, es el de KALMBACH 
[1974] que, aprovechando la caracterización de ROM’s libres sobre dos generado-
res [BRUNS and KALMBACH, 1973], fue capaz de demostrar que hay exactamente 
cinco polinomios reticulares a → b, satisfaciendo la condición implicativa primiti-

va a ≤ b ⇔ (a → b) = 1. Nótese que aquí, la ortomodularidad es esencial, un simple 

examen del no-ortomodular "anillo bencénico" que muestra que tales conectivos no 
existen en el caso no-ortomodular [MOORE, 1993]. Para un análisis de la más débil 

condición de exportación a ≤ b ⇒ (a → b) = 1, conjuntamente con el modus po-

nens, véase [HERMAN, MARSDEN and PIZIAK, 1975] y, para una investigación deta-
llada del teorema de deducción, ver MALINOWSKI [1990, 1992]. Por otro lado, la 
definición de una relación Kripkeana de accesibilidad inducida a partir de la no-
ortogonalidad, una idea que tiene sus orígenes en labor de FOULIS y RANDALL sobre 
ortogonalidad lexicográfica [1971], ha permitido la introducción de la LQ modal 
[DALLA CHIARA, 1977, 1983; GOLDBLATT, 1974, 1975].  Por supuesto, ha habido 
mucho otros trabajos sobre las implicaciones en LQ; Para descripciones generales, 
véase, por ejemplo, [DALLA CHIARA, 1986; VAN FRAASSEN, 1981; HARDEGREE and 

                                           
15 Un resultado notable es el de KOCHEN y CONWAY [KOCHEN, 1996], de que muy pequeños 

conjuntos de proyecciones en P(H) generan una álgebra Boole parcial que es densa en el retículo 

de proyecciones. 
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FRAZER, 1981]. 

7. ASPECTOS DINÁMICOS, CATEGORIALES Y COMPUTACIONA-
LES.  
 Cerramos considerando la reformulación categorial de las nociones básicas 
de estructuras de orden y su aplicación a la Teoría Quántica Operatoral, un tema 
con fuertes vínculos con varios desarrollos recientes en Teoría de Categorías Enri-
quecida y Semántica Computacional. El instrumento básico de esta teoría, son los 
pares f ⊣ ɡ, donde f: L → M y ɡ: M → L, son aplicaciones isótonas entre conjunto-

pos, satisfaciendo la condición de adjunción f(a) ≤ b ⇔ a ≤ ɡ(b).  

 Para un desarrollo aterrizado, de la teoría de adjunciones con un enfoque par-
ticular en sus aplicaciones operatorales, nos referimos a [COECKE and MOORE 
2000]. Es divertido hacer notar que este concepto puede utilizarse para arrojar al-
guna luz sobre la observación de BIRKHOFF y VON NEUMANN citada anteriormente, 
de que mientras que los filósofos han tendido a centrarse en la naturaleza de la ne-
gación en lógicas no clásicas, el estudio de MQ destaca la ley distributiva como el 
eslabón más débil en LQO. Para ver esto, observemos que los álgebras HEYTING, 
considerados como modelos para la lógica intuicionista, pueden definirse como 
aquellos retículos que admiten un conexión de implicación → que satisface la con-

dición de adjunción (x ∧ a) ≤ b ⇔ x ≤ (a → b) [BIRKHOFF, 1940 §161; BIRKHOFF, 

1942 §27].  

 Puesto que la condición f ⊣ ɡ implica que f preserva las juntas existentes y ɡ 

preserva las concurrencias existentes, cualquier álgebra HEYTING es distributivo. 

 Por otro lado, gran parte de la teoría de estructuras de ROM’s se basa en la 
llamada adjunción SASAKI ϕ

a
 ⊣ ϕa, donde  

ϕ
a
(x) = a ∧ (a′ ∨ x)   y   ϕa(x) = a′ ∨ (a ∧ x) 

[NAKAMURA, 1957; SASAKI, 1955]. 

 En cierto sentido, podemos considerar a los álgebras HEYTING como una cla-
se de retículos distributivos donde aquellos elementos que poseen un complemento 
pueden caracterizarse simplemente y a los ROM’s, como una clase de ortoretículos 
donde el conjunto de complementos de cualquier elemento, puede ser computado 
simplemente.  

 Para discusiones de álgebras HEYTING y retículos semicomplementados más 
generales, ver [CURRY, 1963; FRINK, 1962; KÖHLER, 1981; NEMITZ, 1965]. 
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 Una de las primeras y más importantes aplicaciones, de las residuaciones en 
ROM’s fue el trabajo pionero de FOULIS sobre ∗-semigrupos BAER, descrito ante-
riormente. Esta investigación no sólo ha conducido a una comprensión más profun-
da de la noción de residuación [BLYTH y JANOWITZ, 1972; DERDÉRIAN, 1967], sino 
que también fue crucial en el desarrollo de los aspectos dinámicos de LQO. Uno de 
los primeros de estos acontecimientos, fue el trabajo de POOL [1968a, b], que bus-
caba una interpretación fenomenológica de los *-semigrupos BAER vía la noción de 
probabilidad condicional suministrada por la teoría quántica de mediciones, con-
vencional.  

 Un enfoque más claramente operatoral, a evoluciones en general, estuvo a 
cargo de DANIEL [1982, 1989] y fue extendido por FAURE, MOORE y PIRON [1995], 
conduciendo el último a un estudio general de las categorías de espacios de estados 
y retículos de propiedades [MOORE, 1995, 1997]. Aquí una evolución externamente 
impuesta es modelada retrotrayendo proyectos experimentales definitivos, defini-
dos en el momento final, hasta sus imágenes definidas en el momento inicial. Me-
diante argumentos físicos, esta aplicación debe preservar el funcionamiento del 
producto y así, la concurrencia en el retículo. Por lo tanto, en condiciones de esta-
bilidad apropiadas, su levo-adjunto, que preserva las juntas, describe la propaga-
ción del estado del sistema. Estas observaciones han sido generalizadas por AMIRA, 
COECKE y STUBBE [1998], que explican la estructura de los ensayos operatorales 
derivados de las nociones de libertad de elección y composición. Nótese que la 
última de estas nociones en particular, juega un papel fundamental en la heurística 
de FOULIS y RANDALL antes mencionados.  

 Finalmente, la estructura abstracta de resoluciones operatorales ha sido ana-
lizada por COECKE y STUBBE [1999a, b, 2000], permitiendo, por ejemplo, un análi-
sis de los conceptos físicos de componibilidad [COECKE, 2000] y la dualidad entre 
causalidad y propagación [COECKE, MOORE and STUBBE, 2000].  

 Matemáticamente, la estructura inducida a partir de las resoluciones operato-
rales, es la de un quantaloide, es decir una categoría cuyos conjuntos de morfismos 
son retículos completos con respecto a las juntas, de modo que la composición se 
distribuye a ambos lados sobre las juntas.16 Se obtiene así, un ejemplo simple de 
categoría enriquecida, en la cual los conjuntos de morfismos son objetos de alguna 

                                           
16 El nombre quantaloide fue introducido por ROSENTHAL [1991], aunque gran parte del 
desarrollo conceptual básico ya había sido hecho por JOYAL y TIERNEY [1984] y PITTS [1988] en 
sus estudios de los topoi de GROTHENDIECK. 
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categoría base y la composición se hace mediante transformaciones naturales que 
satisfacen criterios de coherencia. Esto se ha convertido en un concepto central en 
la Teoría de Categorías y es tratado en el texto estándar [BORCEUX, 1994]; para un 
tratamiento especializado, ver [KELLY, 1982] y para un desarrollo didáctico, ver 
[BORCEUX and STUBBE, 2000].  

 Al limitar la atención a las categorías con un solo objeto, recuperamos a los 
quantales, introducidos por MULVEY [1986], como generalización no conmutativa 
de locales.17 Aquí puede mencionarse la reciente extensión de las nociones locálicas 
de simplicidad y espacialidad en el contexto de quantales [KRUML, 2000; PASEKA, 
1997; PASEKA and KRUML, 2000; ROSICKÝ, 1995], un tema tratado en detalle en 
[ROSICKÝ and PASEKA, 2000]. Es interesante señalar que estructuras similares tam-
bién han sido aprovechadas en Informática. Un ejemplo importante es la llamada 
lógica observacional de ABRAMSKY y VICKERS [ABRAMSKY, 1991; ABRAMSKY y 
VICKERS, 1993; VICKERS, 1989]. Aquí se observa que la posibilidad de que la ob-
servación induzca un cambio de estado, formalmente conduce a un tránsito de mar-
cos a quantales.  Esta línea de pensamiento ha sido extendida por RESENDE [1999, 
2000], que describe los sistemas generales en base a su comportamiento observable 
independientemente de cualquier supuesto espacio de estado.  Para una revisión ge-
neral, ver [RESENDE, 2000]. Debe señalarse, sin embargo, que estas consideraciones 
son bastante diferentes de la noción contemporánea de computación quántica (véa-
se por ejemplo la teoría general de lenguajes quánticos [Gudder, 2000], es decir, 
lenguajes aceptados por autómatas quánticos). 
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Resumen. La matematización progresiva en prácticamente todas las ciencias se ha 

profundizado durante el siglo XX. En la física como en la química y en problemas 

que se caracterizan por la simetría, ramas de la matemática como la geometría, el 

álgebra lineal y la teoría de grupo tuvieron subsiguientes aplicaciones. En 

particular, en la relación simetría-química la simetría molecular desempeña un 

papel fundamental en la descripción y predicción de las propiedades de las 

moléculas y su utilización en el campo de la espectroscopia molecular. La 

aplicación más inmediata es la clasificación de moléculas poliatómicas que posee 

estructura de grupo matemático conforme a su propio conjunto de operaciones de 

simetrías. Este artículo de divulgación está orientado específicamente hacia la 

simetría molecular. Se presenta a la matemática en forma integrada con la química 

empleando un lenguaje preciso aunque no tan riguroso y tiene el propósito de 

permitir a los lectores apreciar la relación matemática-ciencias complementado con 

aspectos históricos de los tópicos matemáticos tratados.  

 

Palabras claves: simetría, teoría de grupo, simetría molecular, perspectiva 

histórica, integración matemática-química. 

 

Abstract: The progressive mathematization in virtually every science has deepened 

during the twentieth century. In physics and chemistry and problems that are 

characterized by symmetry, branches of mathematics such as geometry, linear 

algebra and group theory had subsequent applications. In particular in the 
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symmetry - related chemically, the molecular symmetry plays a vital role in 

describing and predicting the properties of the molecules and their use in the field 

of molecular spectroscopy . The most immediate application is the classification of 

polyatomic molecules according to their own set of symmetry operations having 

mathematical group structure. This popular article is geared specifically toward 

molecular symmetry. Mathematics is presented in an integrated manner with the 

chemical using a precise although not as rigorous language and is intended to allow 

readers to appreciate the math - science relationship supplemented with historical 

aspects of mathematical topics covered. 

 
Key Words: symmetry, space geometry, group theory, molecular symmetry, 

historical perspective, integration mathematics-chemistry. 

 

Introducción 

Cuando Albert Einstein expresó que hasta donde las leyes de la matemática se 

refieren a la realidad, no son exactas; y en cuanto son exactas no se refieren a la 

realidad confirma en cierto modo el carácter dual de la matemática, pura y 

aplicada, caras de la misma moneda, que no son exactamente lo mismo pero que se 

unen con resultados sorprendentes. 

La matematización progresiva, en prácticamente todas las ciencias, se ha 

profundizado durante el siglo XX, hecho que se refleja en particular en la relación 

simetría-química.  

La palabra simetría, del latín symmetrĭa, significa la correspondencia exacta en 

tamaño, forma y posición de las partes de un todo, y el origen griego del término es 

“con medida”. En la literatura química cuando se abordan los grupos de simetría, se 

hace referencia a los cinco sólidos platónicos. De estos poliedros regulares -cuyas 

caras son polígonos regulares e iguales y en cada vértice concurren igual número de 

caras-, hay registros arqueológicos, que se remontan a aproximadamente 2000 a.C, 

ver Figura 1.   
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     Figura 1.  Poliedros esculpidos en piedra hallados en Escocia  
                   y datados  2000 A.C. (Imagen de dominio público) 

 

Fueron los griegos quienes comenzaron a estudiar los poliedros regulares con otro 

interés y les asignaron propiedades relacionadas con los cuatro elementos de la 

naturaleza: el cubo con la tierra, el tetraedro con el fuego, el icosaedro con el agua 

y el octaedro con el aire; Platón asoció el dodecaedro con el Universo, Figura 2. 

 

 

 

 
                                    tierra                fuego            agua                aire           universo  

 
Figura 2. Figuras tomadas del tratado Mysterium Cosmographicum 

de Johannes Kepler ( imagen de dominio público) 

 

Desde aquellos sólidos tallados en piedra pasaron 4000 años, se los despojó de la 

asociación que le hicieran los griegos; se los introdujo en el arte e ilustraron obras 

como La Divina Proporción (Venecia, 1509), obra del matemático Pacioli (1445-

1514) de quien Leonardo da Vinci recibía clases de matemáticas Allí da Vinci 

dibujó a los sólidos platónicos en versión hueca que permitía distinguir la caras de 

los mismos, como se muestra en la Figura 3. 

                       

                                 

 

 

 

 
Figura 3. Fragmentos de los dibujos sobre de los Sólidos Platónicos que Leonardo da Vinci 

diseñó para la célebre obra de Luca Pacioli  
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Y a partir del siglo XIX son los modelos de estructura geométrica que permiten 

visualizar moléculas reales. En la Figura 4 se muestra el esquema geométrico de 

los sólidos platónicos. Los elementos que lo componen, caras, vértices y aristas se 

resumen en la Tabla 1. 

 

 

 

 

 

 
Figura 4. Esquema geométrico de los sólidos platónicos. De izquierda a derecha: 

 tetraedro, octaedro, cubo, icosaedro y dodecaedro 
 

 
Tabla 1.  Clasificación de los poliedros según caras, vértices y aristas 

 
Poliedro Tetraedro Octaedro Cubo Icosaedro Dodecaedro 
Caras 4 triángulos 

equiláteros 

8 triángulos 

equiláteros 

6 cuadrados 20 triángulos 

equiláteros 

12 pentágonos 

regulares 

Vértices 4 6 8 12 20 

Aristas 6 12 12 30 30 

 

Respecto a los poliedros, Euclides en su libro Elementos expresa que “Existen 

cinco y sólo cinco sólidos platónicos (xiii.18)
2
 en el siguiente enunciado:  

Digo ahora que, aparte de las cinco figuras antedichas, no se construirá otra figura 

comprendida por [figuras] equiláteras y equiangulares iguales entre sí. Porque no se 

construye un ángulo sólido con dos triángulo o, en absoluto, con dos planos. Sino que el 

ángulo de la pirámide [Tetraedro] se construye con tres triángulos, el del octaedro con 

cuatro, el del icosaedro con cinco; pero no se construirá un ángulo sólido mediante seis 

triángulos equiláteros y equiangulares [colocados] en un sólo punto; porque si el ángulo 

del triángulo equilátero es dos tercios de un recto, los seis serán iguales a dos rectos; lo 

cual es imposible, porque todo ángulo sólido es comprendido por menos de cuatro 

rectos [Elementos, XI.21]. Por lo mismo, tampoco se construye un ángulo sólido con 

más de seis ángulos planos. Y el ángulo del cubo es comprendido por tres cuadrados; 

por cuatro es imposible, porque serán a su vez cuatro rectos. Y el [ángulo] del 

dodecaedro es comprendido por tres pentágonos equiláteros y equiangulares; por cuatro 

es imposible, porque, siendo el ángulo del pentágono equilátero un recto más un quinto, 

                                                 
2
 Euclides: Elementos. traduc. y notas de M.L.Puertas. Gredos. Madrid, 1996. Libro XIII, pp.355-

356. Disponible en http://divulgamat2.ehu.es/divulgamat15/index.php?option 
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los cuatro ángulos serán mayores que cuatro rectos; lo cual es imposible. Y un ángulo 

sólido tampoco será comprendido por otros polígonos en razón de la misma 

imposibilidad. Por consiguiente, aparte de las cinco figuras antedichas, no se construirá 

otra figura sólida comprendida por [figuras] equiláteras y equiangulares. Q.E.D” 

 

Dicho de otra manera, para que existan los poliedros, cada vértice debe unir al 

menos tres caras y la suma de los ángulos debe ser menor a 360º  ya que si es 

mayor, la configuración es planar, por lo tanto cada uno de los ángulos debe ser 

menor a 120º, de este modo se excluyen los hexágonos regulares como posibles 

caras de un poliedro. Es decir, las únicas posibilidades son las caras triangulares, 

las cuadradas y las pentagonales. Cuando las caras son triangulares se pueden unir 

tres, cuatro o cinco por vértice dando lugar al tetraedro, octaedro e icosaedro; si las 

caras son cuadradas la única posibilidad es de tres caras por vértice formándose el 

cubo. Y, para las caras pentagonales solo se pueden unir tres pentágonos dando 

lugar al dodecaedro. Para cada uno de los casos antes dicho no puede haber un 

número mayor de caras porque se convertirían en figuras planas ya que superarían 

el límite de 360º por vértice de encuentro.   

 
En base al teorema enunciado, que sostiene que existen solamente cinco poliedros 

en el espacio R3
, se construyeron o descubrieron, tres grupos puntuales de simetría, 

Td, Oh e Ih, a partir de los elementos y operaciones de simetría del tetraedro, 

octaedro e icosaedro, respectivamente. El número de simetrías diferentes que se 

presentan en los poliedros que dan nombre a los grupos puntuales son  24, 48 y 120 

de las cuales 6, 9 y 15 son simetrías respecto a un plano. Los grupos puntuales son 

tres porque el cubo se comporta como el octaedro y el dodecaedro como el 

icosaedro. Esto se debe a que los poliedros de cada pareja son duales entre si, es 

decir, el número de caras de uno es el de vértices del otro, excepto el tetraedro que 
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es dual a sí mismo, como puede verse en la Tabla 1. Por lo tanto, cada simetría que 

se realiza en las caras de uno de ellos se puede realizar en los vértices del otro. 

 

En matemática la simetría de un objeto matemático, lo poliedros en este caso, va 

más allá de la belleza estética del arte y la arquitectura. Tiene que ver cómo 

después de mover o rotar el objeto queda en su posición original; es como si no se 

hubiera realizado sobre ellos tales manipulaciones. Precisamente el conjunto de 

transformaciones que dejan invariante a estos objetos forman una estructura de 

grupo y por esto la matemática de la simetría es la teoría de grupos.  

Los sólidos platónicos tienen los tres tipos de simetrías que se presentan en el 

espacio de tres dimensiones: a) simetría puntual, respecto al centro del poliedro, b) 

simetría axial con respecto a ejes que contienen al centro del poliedro y c) simetría 

plana, respecto a un plano que contiene al centro de simetría y a combinaciones de 

ejes de simetría. 

Cuando se aborda el concepto de simetría se anclan las estructuras de las moléculas 

bajo estudio en un sistema de ejes cartesianos, respecto de cuyos elementos (punto, 

recta y plano) se realizan las operaciones de simetría.  

Así, los químicos elaboran catálogos y tablas que se basan en el concepto de 

simetría molecular para establecer el comportamiento cualitativo de las moléculas 

bajo estudio. Cuando se habla de simetría molecular se hace referencia a la 

geometría de la molécula: sus elementos de simetría (punto, recta y plano) y a las 

operaciones de simetría  respecto a estos elementos, es decir la inversión, rotación y 

reflexión, movimientos que hacen indistinguibles la posición y orientación del 

cuerpo respecto a su estado original.  
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La simetría en las estructuras moleculares 

Por ejemplo, si la fórmula global es AB4, como en el metano, la distribución de los 

pares electrónicos es tetraédrica y su forma geométrica es la del tetraedro, tiene 24 

simetrías diferentes, de las cuales 6 son simetrías planas (Figura 5) 

 

 

 

 

  

 

 

 
Figura 5. Geometría tetraédrica y molécula de metano CH4 

 
Cuando una de las caras del tetraedro deja de ser un triángulo equilátero, es decir, 

deja de ser un sólido platónico, se convierte en lo que se llama una pirámide 

triangular y en ese caso las simetrías se reducen a 6 como ocurre con la estructura 

del amoníaco en el que se identifican un eje de rotación y tres planos verticales 

como elementos de simetría (Figura 6) 

 

                                                                                         

                                                                                                                           

                                                                                                                      

 

                                                                                                                             
 

           Figura 6. Elementos de simetría en la molécula de amoníaco NH3 
  (obtenida con Dmolsym) 

 

En cambio, en la estructura del metano, asociada al primer sólido platónico, los 

elementos y las operaciones de simetría es mayor que en la del amoníaco. De los 

trece elementos de simetría del metano: cuatro ejes de rotación de simetría C3 (giro 

de 2π/3) que pasan por el centro de gravedad y un vértice, tres ejes de rotación de 

nitrógeno 

hidrógeno 

carbono 

Hidrógeno 
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simetría C2 (giro de 2π/2) y seis planos de simetría, se representan algunos en la 

Figura 7. 

 

                                     
         a)                                                b)                                               c) 

 
Figura 7. Elementos de simetría del metano. a) uno de los cuatro ejes de simetría C3;  

b) uno de los tres ejes de simetría C2; c) uno de los seis planos de simetría  
              

Se dijo que los elementos de simetría están relacionados con las operaciones de 

simetría de rotación, reflexión e inversión donde al menos un punto de la estructura 

molecular permanece fijo. Las 24 operaciones de simetría posibles en el metano lo 

llevan a una configuración equivalente a la inicial, indistinguible pero no 

necesariamente idéntica; nueve son rotaciones de 2π /3; tres de π, seis rotaciones 

impropias y seis reflexiones respecto a cada plano.  

 

Para cualquier molécula un conjunto completo y no repetido de operaciones de 

simetría, es decir cuando todas las combinaciones posibles de dichas simetrías 

pertenecen al mismo,
 
es un grupo matemático llamado grupo de simetría

 3
, cuya ley 

de composición interna es la aplicación sucesiva de las operaciones de simetría.  

 

La mayoría de las moléculas simples o iones poliatómicos tienen más de una  

operación de simetría, algunas con varias repeticiones de la misma operación. La 

                                                 
3
 Cotton, F, Albert. La teoría de grupos aplicada a la Química. Editorial Limusa. 1977. p.28 
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colección de éstas se le llama grupo puntual, para indicar que al menos un punto en 

la molécula aislada permanece fijo bajo todas las operaciones de simetría del grupo.  

 
Los grupos de simetría que se presentan en las estructuras moleculares reales, 

denominados grupos puntuales moleculares (GPM), se denotan 

dnhnvnnn TCCSDC ,,,,,  para indicar respectivamente: rotaciones propias de n/2π  

(un eje principal), rotaciones de eje principal y secundario,  rotaciones de eje 

principal y reflexiones de planos vertical  y diedros, rotaciones propias e impropias 

por la presencia de un plano molecular y grupos cúbicos, respectivamente.  

 

En tres dimensiones hay 32 grupos, de los cuales 30 son relevantes en química. A 

cada uno se le asigna un símbolo llamado símbolo de Schoenflies. Por ejemplo, la 

molécula NH3 pertenece al grupo puntual C3v por ser el eje de rotación principal C3  

y por la existencia de planos verticales especulares. La molécula de H2O pertenece 

al grupo puntual C2v, el cual contiene las operaciones E, C2 y dos operaciones de 

reflexión, una respecto al plano molecular y la otra respecto al plano perpendicular 

que bisecta el ángulo entre los enlaces, como se mostrará más adelante. 

 

El conjunto completo de operaciones de simetría en la molécula NH3 son tres 

rotaciones C3 y tres reflexiones σv que determinan una partición del grupo en tres 

clases de elementos conjugados4
  o clases de operaciones de simetría: vCE σ3,2, 3  

formadas por operaciones del mismo tipo. Así, el elemento identidad E forma 

siempre única clase, la clase 32C  posee las dos rotaciones y la clase vσ3  las tres 

                                                 
4 Idem, p. 31  
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reflexiones, de modo que el número de elementos en cada clase, dado por el 

coeficiente, es un divisor del orden del grupo. 

 

En el metano, caracterizado por el GPM Td, el conjunto completo de las 

veinticuatro operaciones de simetría  forman las cinco siguientes clases de 

elementos conjugados: 

 

           

 

Los grupos de rotación pura se obtienen directamente a partir de los grupos 

puntuales Td, Oh, Ih  descubiertos por la observación directa de los cinco poliedros 

regulares Si de cualquier grupo que contenga reflexiones tomamos éstas y las 

rotaciones impropias se obtienen subgrupos que constan sólo de rotaciones propias. 

Así, el grupo Td tiene un subgrupo de rotaciones puras: el grupo cúbico T de orden 

doce particionado en las clases de elementos conjugados  

                  

Las clases con más de un elemento indican que el grupo cúbico T no es un grupo 

cíclico
5
 Cn, pero ellos son otra historia que merece un tratamiento especial.      

 

Grupos de simetría 

La teoría de grupos nació en conexión al problema de resolver ecuaciones 

algebraicas de grado superior a cuatro y la demostración de la imposibilidad de 

obtener las soluciones de las ecuaciones de quinto grado, y mayor, por medio de 

radicales. Se reconoce a Galois, (1811-1832), como fundador de dicha teoría, a 

pesar que este concepto ya había aparecido con Ruffini, bajo el nombre de  

dSCCE σ6,6,3,8, 423

2

2

33 3,4,4, CCCE
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“permutaciones” y con  Cauchy como “sistemas conjugados de sustituciones”. 

Galois murió cuando apenas tenía 20 años de edad y en la noche previa a su 

muerte, se dice, creó la teoría de los grupos finitos que entró en la conciencia 

científica diez años antes del nacimiento de Albert Einstein.  

Esta teoría pasó a tener una importante aplicabilidad en mecánica cuántica y en el 

campo de la estructura molecular, pues  permite explicar aquellos aspectos de la 

naturaleza entendidos en términos de simetría abstracta solamente y forma parte del 

pensamiento de quienes investigan las partículas elementales de la naturaleza.  

El mérito de Galois fue desarrollar conceptos estructurales básicos que permitieron 

conectar una gran variedad de tipos de álgebra inventadas durante el siglo XIX e 

introducir las propiedades más importantes de esta teoría en el sentido técnico 

actual; es decir, el de clase cerrada respecto de la adición y la sustracción. 

Precisamente en su evolución, la teoría de grupos muestra la distinción entre la 

matemática clásica y la matemática actual. Si bien para ambas el proceso básico es 

la abstracción, en la matemática al modo clásico, este proceso se  hace a partir de 

entes concretos del mundo exterior, sensibles o no, y de operaciones para desde allí 

abstraer. En cambio, en la matemática de hoy, en la que se encuadra la teoría de 

grupo, el proceso de abstracción elimina toda referencia a entes concretos para 

dejar sólo el esquema formal y las relaciones que definen la estructura. Hecho que 

posibilitó hacer una teoría puramente abstracta de la simetría de las partículas 

fundamentales sin apelar a  modelos mecánicos o dinámicos arbitrarios. Siguiendo 

                                                                                                                                                              
5
 Ver Cotton p. 121 
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a Freeman Dyson, se podría decir que la teoría de grupos “tiene una base 

matemática elegante e impecablemente rigurosa”
6
.  

 
Una operación de simetría transforma la orientación o la geometría interna de la 

molécula de tal modo que la disposición inicial y la final son equivalentes 

(indistinguibles), manteniéndose inalteradas todas sus propiedades. El conjunto de 

operaciones de simetría que caracteriza a  una molécula es un grupo matemático de 

orden igual al número de operaciones de simetría posibles. En la molécula lineal, 

como el dióxido de carbono de la figura 8, el orden del grupo es infinito. 

 
             oxígeno                  carbono   

 
Figura 8. Molécula lineal.  Dióxido de carbono 

 

Las moléculas lineales tienen un eje de simetría de orden infinito que coincide con 

la totalidad de los núcleos, es decir todas las rotaciones de cualquier ángulo 

alrededor de este eje son operaciones de simetría del grupo. Además, existe un 

número infinito de planos que contienen a la molécula y al eje molecular.  

 

En las moléculas no lineales, como la del amoniaco de la Figura 6, el orden del 

grupo de simetría es finito. Las seis operaciones de simetría posibles: tres 

rotaciones y tres reflexiones forman un grupo de orden seis
7
. En la medida que 

aumenta la simetría el orden del grupo también aumenta, como en el metano que 

tiene veinticuatro operaciones de simetría y su orden  es veinticuatro. 

                                                 
6
 Dyson, F. Matemática en las ciencias físicas. En  Matemáticas en el mundo moderno. 1964.p. 

285 
7
 Mortimer, R.G. Mathematics for physical chemistry. Elsevier Academic Press. USA. 2005. 

p.295 
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En todos los casos existe una correspondencia biunívoca, es decir un isomorfismo 

entre los grupos de simetría y los grupos abstractos8
 del mismo orden.  

 

A partir de la simetría de una molécula es posible obtener información cualitativa 

de sus propiedades químicas, de las funciones de onda y propiedades moleculares, 

así como predecir o explicar transiciones espectroscópicas permitidas. 

La teoría de grupo ha llegado a formar parte del moderno análisis físico y químico 

que estudia problemas que surgen en el campo de la estructura molecular y de la 

mecánica cuántica
9
. Esta teoría se convirtió en una herramienta indispensable para 

los químicos, cristalógrafos y estructurales; tiene múltiples aplicaciones en 

espectroscopia vibracional y rotacional, en cristalografía y en la teoría del enlace 

químico, entre otras.  

El caso más sencillo para analizar es el de la molécula de agua de la Figura 9 donde 

los tres elementos de simetría son dos planos verticales, ambos contienen al eje 

principal de rotación. Estos elementos de simetría dan a cuatro operaciones de 

simetría: dos reflexiones y dos rotaciones propias  de 180º. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 910. Elementos de simetría asociado a la estructura molecular del agua OH2 . 

                                                 
8
 Cotton, op.cit. p.23  

9
 Margenau; Murphy. Las matemáticas de la Física y de la Química. EPESA. Madrid.1952. p. 

683 
10

 Figura obtenida con 3DMolSym 3.0. 
http://www.molwave.com/software/3dmolsym/3dmolsym.htm  
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El plano molecular, uno de los dos planos verticales, contiene el átomo de oxígeno 

y los dos de hidrógeno. Se observa que alrededor del eje de rotación tiene lugar una 

rotación propia de 2/2πϕ =  radianes denominada 2C . En general, el ángulo de 

rotación n/2πϕ =  radianes indica que “n” aplicaciones de la rotación m
nC  produce 

exactamente una rotación completa y  m es el número de veces que se aplica la 

rotación para obtener la configuración inicial. Cuando m= n la operación n
nC es el 

elemento neutro E  del grupo.  

En particular, para la molécula de agua  n= m=2 y las cuatro operaciones de 

simetría posibles se combinan por la ley de composición interna y dan como 

resultado siempre una de ellas por ser una operación cerrada.  En la  Figura 10 se 

representa esta situación donde los átomos de hidrógeno están enumerados para 

distinguir el efecto de las operaciones de simetría. 

                                 Operación neutra

configuración 
inicial

configuración 
indistinguible de la inicial

πφ =

π
π

φ 2
2

2
2 =








=

1

2C

2

2C

EC =2

2

O

2H 1H

O

1H 2H

 
 

Figura 1011. Composición de operaciones de simetría: una reflexión seguida de una rotación 
 

                                                 

11
 Benzal, G. Teoría de grupo finito aplicada a la Química.  2013. Material inédito de clases para la Lic. en Química 

de la Fac. de Bqca. Qca y Fcia. UNT. 
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En la figura se observa la aplicación sucesiva de la operación de rotación de 90º 

que lleva la molécula a su configuración inicial representada por la operación 

neutra 2

2CE ≡ . Además, se puede probar que la ley de cierre también se cumple 

para cualquier otro par de operaciones de simetría. Los resultados de dichas 

composiciones se resumen en la Tabla 2, en cuya parte superior y lateral izquierda 

aparecen todas las posibles operaciones de simetría. Se puede leer, por ejemplo, 

que '1

2 vvC σσ =  y '1

2 vvC σσ = . La Tabla 2 así obtenida es isomorfa a la Tabla 3 

denominada tabla de multiplicación del grupo abstracto de orden cuatro donde 

están todas las posibles composiciones de sus elementos, el inverso de cada uno y 

el elemento neutro. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

La tabla de multiplicar se conoce como Tabla de Cayley en honor al matemático 

británico Arthur Cayley (1821–1895), el primer matemático en definir el concepto 

de grupo abstracto (1854) como un conjunto con una operación binaria que 

satisface ciertos axiomas. En su artículo The theory of groups, uno de los cuatro 

artículos que escribió en 1878, formaliza y demuestra que cualquier grupo finito 

puede describirse en términos de grupos de permutaciones. Desarrolló además, 

junto a Sylvester (1814-1897),  las matrices que mas tarde resultaron esenciales 

para el progreso de la química cuántica y la química matemática, que se encarga de 

e a b c

e e a b c

a a e c b

b b c e a

c c b a e

e a b c

e e a b c

a a e c b

b b c e a

c c b a e

Tabla 2. Tabla de multiplicar del conjunto 
de operaciones de simetría del agua 

Tabla 3.  Una de las dos Tablas de Cayley 
del grupo abstracto abeliano de orden 4 

EC

CE

ECC

CEE

CE

vvv

vvv

vv

vv
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ˆˆˆˆˆ

ˆˆˆˆˆ
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ˆˆˆˆˆ

ˆˆˆˆ

1
2
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1
2

'

'1
2

1
2

'1
2

'1
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las aplicaciones de la matemática en la química. Ambos matemáticos, Caley y 

Silvestre, colaboraron “en el desarrollo de la teoría de las «formas» (o «cuánticas», 

como prefería llamarlas Cayley), de donde les vino el apodo de los «gemelos 

invariantes»”
12

 

 

Las tablas de grupo abstracto satisfacen el Teorema de Redistribución que establece 

que en la  tabla de multiplicar de un grupo finito no es posible encontrar una fila o 

una columna que contenga algún elemento repetido. Es decir, cada columna y cada 

fila contiene a cada uno de sus elementos una y sólo una vez; no puede haber dos 

renglones ni dos columnas idénticos y cada renglón y cada columna constituyen 

una lista donde los elementos del grupo tienen un orden distinto.  

En particular, se observa que la Tabla 2 satisface el Teorema de Redistribución. 

Además se cumple que:  

• cada operación de simetría no se altera si se compone con la correspondiente a la 

configuración inicial, comportándose ésta última como el elemento identidad o 

elemento neutro del grupo,  

• el orden de asociación de tres operaciones de simetrías, propiedad asociativa, no 

modifica el resultado,  

• para cada operación de simetría existe otra cuya composición lleva a la estructura a 

su configuración inicial, se reconoce como el elemento inverso, 

• el grupo es abeliano porque se obtiene el mismo resultado al conmutar la 

composición de dos operaciones de simetría, propiedad que no siempre se cumple.  

                                                 
12

 Boyer, C. Historia de la matemática. Alianza Editorial. Madrid. 1996. p. 721 
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Entonces el conjunto de las operaciones de simetría{ }'1
2 ,,, vvCE σσ  en la molécula del 

agua es un conjunto completo ya que satisface los cuatro axiomas de grupo 

matemático.  

GbaGba ∈∈∀ *,,)1                                        ley de cierre 

aeaaeGaGe ==∈∀∈∃ **,/)2                existencia del neutro 

( ) ( )cbacbaGcba ****,,,)3 =∈∀                  propiedad asociativa 

eaaaaGaGa ==∈∃∈∀ −−− 111 **/)4   existencia del inverso de cada elemento 
 

 

Simetría y Algebra Lineal  

En un objeto espacial que se mueve en forma arbitraria son posibles dos tipos de 

transformaciones, la topológica que deforma el objeto, estirándolo o 

comprimiéndolo sin llegar a romperlo, como si su consistencia fuera elástica y la 

rígida que no lo deforman llamada isometría (rotaciones, traslaciones, reflexiones); 

transformaciones que conservan las medidas de ángulo, longitud, área y volumen, 

como lo hacen las operaciones de simetría en las estructuras moleculares. Estas 

operaciones producen desplazamientos geométricos en las moléculas con respecto a 

sus correspondientes elementes de simetría, que se describen mediante 

transformaciones  matriciales. 

 

Las matrices se usan para representar operaciones de simetría dada la similitud del 

algebra de operadores con la matricial. Un operador o transformación lineal
13

 se 

identifica cuando se conoce su efecto en los vectores de una base de R
3
, lo que 

                                                 
13

  Larson, R; Falvo, D. Fundamentos de Álgebra lineal. Sexta Edición CENGACE. México. p. 

361 
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determina su representación matricial. Las propiedades de la matriz de 

transformación no dependen de la base pero como la base canónica facilita el 

cálculo en varios aspectos se elige la imagen de los vectores de dicha base como 

columnas de un arreglo rectangular. Esta matriz se  denomina matriz estándar de 

transformación lineal.  

Por ejemplo, la rotación propia de n
πϕ 2=   con n entero es la transformación lineal 

 

con matriz de transformación  

 

 

 

En particular, en la molécula de agua n=2 y la rotación propia de π radianes se 

representa con la segunda matriz de la Tabla 4, en dónde también está representada 

la operación neutra del grupo de simetría con la matriz E. Las dos últimas matrices 

representan las operaciones de reflexión obtenidas de las transformaciones lineales 

respectivas: 

 

donde el eje C2 coincide con el eje z de un sistema coordenado cartesiano y permite 

que uno de los planos verticales sea el plano xz y el otro el plano yz. 

 

Tabla 4. Representación matricial reducible cartesiana del grupo de simetría  
                     de la molécula de agua. Matrices diagonales no singulares de orden tres 
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La representación matricial de un grupo de simetría es el nexo entre la simetría 

molecular y una serie de teoremas que permiten obtener información química 

relevante. Un conjunto de matrices que representa todas las operaciones de simetría 

de un grupo es una representación del grupo y además satisfacen los axiomas de 

grupo matemático. Las matrices tienen el mismo efecto que las operaciones de 

simetría, siempre que se multipliquen en el mismo sentido.  

En particular, el conjunto de matrices de la Tabla 4 forma la representación 

matricial del grupo puntual C2v. El orden de sus matrices determina la dimensión de 

esta representación denominada xyzΓ  por ser cartesiana. 

Las representaciones de un grupo de simetría pueden ser reducibles o irreducibles. 

De las primeras se desprende el número de representaciones irreducibles, y cuáles 

son, mediante una transformación de semejanza APPB 1−=  sobre las matrices BA y  

de la representación reducible. Esta transformación mediante alguna matriz P  las 

convierte en matrices diagonales por bloques en los que se identifica las 

correspondientes representaciones irreducibles.  

 

La representación de la Tabla 4 es reducible, ya que cada matriz es diagonal en 

bloque de 1x1, de donde se obtienen tres representaciones irreducibles 

unidimensionales no equivalentes del grupo C2v. Existen diversos teoremas que 

determinan el número y dimensión de las representaciones irreducibles de un grupo 

y el número de clases de operaciones de simetría. Para el grupo que caracteriza a la 

molécula del agua las clases son cuatro por ser un grupo de simetría abeliano.  
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Desde el punto de vista matemático las propiedades de las representaciones 

irreducibles se describen en el Gran Teorema de la Ortogonalidad
14

 que establece 

relaciones entre el orden del grupo, la dimensión de las representaciones 

irreducibles y sus trazas. Para muchas aplicaciones físicas es suficiente conocer 

sólo la traza, magnitud que en teoría de grupos recibe el nombre de caracter χ de la 

matriz. 

 

En búsqueda de un invariante 

Los caracteres de las representaciones irreducibles de un grupo forman su 

correspondiente tabla de caracteres15. Es de interés para los químicos obtener la 

información cualitativa sobre las estructuras moleculares que se desprenden de 

dichas tablas, ya que la traza o carácter de las matrices de las representaciones 

reducibles o irreducibles es invariante, no dependen del sistema de referencia 

elegido, no cambia bajo una transformación de equivalencia y es útil por la 

información que proporciona.  

Por ejemplo, las trazas de las matrices de la representación reducible de la Tabla 4 

son respectivamente los caracteres 3, -1, 1 y 1. Los correspondientes a las 

representaciones irreducibles aparecen en la Tabla 5
16

  llamada tabla de caracteres 

del grupo puntual C2v.  

 

Para facilitar la lectura de la tabla es importante el concepto de clases de elementos 

conjugados, donde dos elementos a y b de un grupo pertenecen a la misma clase, es 

                                                 
14

 Teoría de grupos aplicada a la simetría molecular. p. 268 
15

 Cotton, F. p. 418-428 
16

 Anexo III de Cotton, p. 421 
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decir son elementos conjugados, si están relacionados entre sí de la forma 

axxb 1−=  donde x es otro elemento del grupo, no necesariamente distinto del 

elemento a o de b. Las clases de un grupo son subconjuntos disjuntos del mismo 

formados por elementos mutuamente conjugados. El elemento identidad forma 

siempre una única clase y si el grupo es abeliano cada elementos es una clase como 

sucede en el grupo de la Tabla 15. En su parte superior aparecen las operaciones de 

simetría por clases de elementos conjugados, la columna izquierda indica las 

representaciones irreducibles y el cuerpo contiene los caracteres.  

                 

      Tabla 5. Tabla de caracteres del grupo puntual C2v 
 

 

 

 

 

 

 

 

El carácter 1 (uno) del elemento identidad E indica que las cuatro representaciones 

irreducibles A1, A2, B1, B2 son unidimensionales. En la representación 

unidimensional totalmente simétrica
 

A1, correspondiente a un estiramiento 

simétrico, todos los caracteres son igual a uno, mientras que en el estiramiento 

antisimétrico A2 y en las deformaciones B1 y B2 los caracteres son unos negativos y 

otros positivos. Los símbolos x,y,z representan las coordenadas espaciales mientras 

que los R indican rotaciones en torno a los ejes especificados por los subíndices. 

Esta información se utiliza en la interpretación de los espectros vibracionales de las 

moléculas poliatómicas. Los cuadrados y productos binarios de las coordenadas en 

la última columna se usan en el análisis de espectro Raman. 
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La simetría en las vibraciones moleculares 

Siguiendo a Cotton
17

, la teoría de grupo se puede aplicar a diferentes áreas de la 

mecánica cuántica molecular incluyendo la simetría de las funciones de onda 

electrónicas y vibracionales y al estudio de las transiciones entre los niveles de 

energía.  

 

A cualquier temperatura cada molécula realiza continuamente movimientos 

vibracionales: aquellos en que los ángulos y distancias internas de la misma varían 

periódicamente sin que se produzcan traslados netos del centro de masa. Es decir, si 

se viaja y se gira ubicado en el centro de gravedad de la molécula el interés se 

centra en las genuinas vibraciones internas de la molécula.  

 

Los complicados, causales y aparentemente no periódicos movimientos internos de 

una molécula que vibra son el resultado de la superposición de algunos 

movimientos vibratorios relativamente simples, conocidos como vibraciones 

normales o modos normales de vibración de la molécula. Cada uno de estos posee 

una frecuencia característica propia de modo que, cuando muchos de ellos se 

superponen el movimiento resultante debe ser siempre periódico, a veces es tan 

largo que resulta difícil de distinguir. En la aproximación del oscilador armónico la 

energía vibracional de una molécula de N-átomos es la suma de las energías 

vibracionales de los 3N-6 modos normales (3N-5 para una molécula lineal). 

 

                                                 
17

 Cotton, F. p354  
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Así como la teoría de grupo permite analizar cualitativamente las vibraciones 

moleculares, los valores y vectores propios18
 permiten hacerlo en forma 

cuantitativa al relacionar las frecuencias de estas vibraciones, obtenidas 

experimentalmente, con las masas de los átomos, con los ángulos y longitudes de 

enlace y sobre todo con las constantes de fuerza de los ángulos individuales y los 

que existen entre enlaces. La matriz F de constantes de fuerzas ponderada por las 

masas introduce las energías potenciales de las vibraciones moleculares mientras, 

que a las energías cinéticas las introduce la matriz G relativa a las masas y ciertas 

relaciones espaciales entre átomos. 

Aprovechando al máximo la simetría se usa el método de Wilson
19

 de las matrices 

F  y G  combinadas en la ecuación característica que surge al resolver el 

[ ] 0det =− EFG λ , donde λ representa los 3N valores propios de la matriz FG y E la 

matriz identidad. El desarrollo de este determinante de orden 3N arroja un 

polinomio de grado λ
3N

, de modo que la ecuación característica tiene 3N raíces, 

distintas o repetidas, para λk. Cuando N es grande el cálculo computacional es 

imprescindible. 

Según Levine
20

, las frecuencias vibracionales y moleculares kν  se calculan a partir 

de la relación Nkckk 31;2/
21

⋯== πλν  donde c es la velocidad de la luz en el 

vacío. Seis de los valores propios λk serán nulos, dando lugar a seis frecuencias que 

valen cero, correspondientes a los tres grados de libertad translacional y a los tres 

grados de libertad rotacional de la molécula. Las 3N-6 frecuencias vibracionales 

restantes son las frecuencias vibracionales armónicas moleculares. 

                                                 
18

 Larson, R; Falvo, D. op.cit. p. 421 
19

 Cotton, op.cit p. 369 
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Los correspondientes vectores propios se refieren a los modos normales de 

vibración en la molécula. Indican el tipo de vibración: estiramientos y 

deformaciones en el caso de la molécula del agua, como los que se representan en 

la Figura 11.  

 

 

 

 

     estiramiento simétrico           estiramiento antisimétrico            deformación 
 

Figura 11. Modos  normales de vibración del H2O.   
 

Las flechas en la Figura 11 representan los vectores propios correspondientes a 

cada valor propio λk relacionado a la frecuencia de vibración ckk πλν 2/
21

= . Los 

vectores propios ilustra el tipo de simulación que puede ser llevada a cabo con 

paquetes de programas de química cuántica como el Gaussian21
, ampliamente 

usado por los químicos. Proporciona información útil acerca de funciones de onda 

para moléculas simétricas, optimizando la geometría, calculando frecuencias 

vibracionales y propiedades termodinámicas, busca estados de transición, entre 

otras múltiples aplicaciones en la mecánica cuántica.  

 

A modo de conclusión 

La simetría molecular desempeña un papel fundamental en la descripción y 

predicción de las propiedades de las moléculas. La teoría de grupos resultó ser un 

marco correcto para el estudio, desarrollo y profundización de las estructuras 

moleculares espaciales que gozan de propiedades de simetría al permitir enumerar 

                                                                                                                                                              
20

 Levine, I. Química Cuántica. Prentice Hall. Madrid. 2001. p 528 
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y clasificar todos los grupos que se comportan bien,  independientemente de la 

situación física donde éstos son aplicados. Por otro lado, por las leyes de la 

mecánica cuántica, los posibles estados cuánticos de una estructura molecular están 

en correspondencia exacta con la representación del grupo. 

 

Para terminar y siguiendo a Vázquez
22

, si bien la esencia de la matemática está en 

los números, figuras y relaciones, su fuerza motriz en los siglos pasados ha sido 

entender cómo funciona la naturaleza. La matemática ha sido influida y ha influido 

en la ciencia moderna en íntima relación con el método experimental y el soporte 

de la tecnología. En la actualidad, más allá de las aplicaciones en la física, la 

química y la biología, la matemática se presenta en todos los aspectos de la 

sociedad, desde la ingeniería a la información y las finanzas; sin olvidar el 

movimiento de las disciplinas sociales hacia el status de ciencias, y la posibilidad 

de visiones complementarias de la matemática, tales como su aspecto socio-

histórico-cultural, que contribuyen al conocimiento. 
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CONVEXIDAD, DUALIDAD Y EFECTOS 
 (Convexity, duality and effects) 

Adunador: Alberto Mejías1 

¡Hay tres tipos de matemáticas: las que comprendemos, las que no comprendemos 
y las que desconocemos! Crecientemente, se hace más y más difícil determinar qué 
es elemental y qué no es elemental. 

FREDERICK A. VALENTINE 
Convex Sets, 1964 

 

Recepción: Septiembre 2014. Revisión y aceptación: Octubre 2014. 

Resumen. Se describen algunas relaciones básicas entre estructuras matemáticas  
relevantes en Lógica Quántica y Probabilidades; a saber, conjuntos convexos, álge-
bras de efectos y una nueva clase de funtores, llamados ‘funtores convexos’, que 
incluyen a los que generalmente, se llaman funtores de distribución de probabilida-
des. Estas relaciones adoptan la forma de tres adjunciones. 
   
Descriptores:   Categorías, Quántica, Probabilidades, Efectos, Lógica Operatoral. 
 

Abstract. Describes some basic relationships between mathematical structures that 
are relevant in quantum logic and probability, namely convex sets, effect algebras, 
and a new class of functors that we call ‘convex functors’; they include what are 
usually called probability distribution functors. These relationships take the form of 
three adjunctions. 
  
Keywords:   Categories, Quantum, Probability, Effects, Operatoral Logic. 
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1. INTRODUCCIÓN 
Sea I = [0, 1], el intervalo cerrado unidad, de los números reales. Un conjun-

to X se denomina convexo si para cada par de elementos x, y ∈ X y cada número re-

al r ∈ I,  la ‘suma convexa’ rx + (1 − r)y está en X. Intuitivamente, esto dice que el  

segmento de recta con extremos x, y, está contenido en X, cada vez que los extre-
mos estén en X.  

La convexidad es, por supuesto, una noción bien establecida que encuentra 
aplicaciones en, por ejemplo, geometría, teoría de probabilidades, optimización, 
economía y mecánica quántica (con los estados mixtos como combinaciones con-
vexas de estados puros).  

La definición de convexidad (recién dada) determina una estructura monoi-
dal + sobre el conjunto X y también una multiplicación escalar I × X → X. Alguna 
gente ha intentado capturar esta noción de convexidad, con menos supuestos; ver 
por ejemplo [25], [27] ó [12]. Utilizaremos esta última fuente que involucra a una 

operación ternaria 〈−, −, −〉: I × X × X → X, que satisface a un par de ecuaciones, 

ver Definición 3. 

Recordemos primero, (véase por ejemplo [28, 8, 20, 6, 11]) que tales estruc-
turas convexas pueden, equivalentemente, describirse uniformemente, como álge-

bras de una mónada; es decir, de la mónada de distribuciones D, ver Teorema 4. 

Una tal asignación de álgebra, da una interpretación de cada combinación convexa 
formal r

1
 x 

1
 + · ·  ·  + rn xn, donde r

1
 + · ·  ·  + rn = 1, como un elemento de X.  Esta 

formulación algébrica de convexidad, produce una descripción de una familiar 
construcción de inmersión como adjunción entre conjuntos convexos y módulos, 
ver Proposición 2 adelante.  

La parte principal de este documental se refiere a dualidad de espacios con-
vexos. Describimos dos adjunciones duales: 

 
concretamente, en teoremas 9 y 17. Este diagrama involucra a las siguientes estruc-

    Hom(–, {0, 1})     Hom(–, [0, 1]) 

PreFrm  ⊥  Conv
op

  ⊥  EA     (1) 

    Hom(–, {0, 1})      Hom(–, [0, 1]) 
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turas. 

• La categoría Conv de conjuntos convexos, que tiene como objetos especiales 
al conjunto de dos elementos 2 = {0, 1} de los valores booleanos y al intervalo uni-

dad I de los valores de probabilidades —donde I ≅ D(2). 

• La categoría PreFrm de premarcos: conjuntopos (conjuntos parcialmente or-
denados) con juntas (joins) dirigidas y concurrencias (meets) finitas, que se distri-
buyen con respecto a estas juntas, ver [19]. Estos premarcos son ligeramente más 
generales que los marcos (o álgebras HEYTING completos) que ocurren en la duali-
dad familiar en espacios topológicos, ver [18]. 

• La categoría EA de álgebras de efectos (de [9], ver también [7] para un re-
sumen): álgebras de efectos han surgido en los estudios de fundamentos de la 
mecánica quántica y se utilizan para capturar los efectos quánticos, estudiados en 
estadística cuántica y la teoría quántica de medición, véase por ejemplo [4]. 

El diagrama (1) sugiere que los conjuntos convexos determinan una configu-
ración en la cual se puede estudiar lógicas tanto booleanas como probabilísticas. Se 
plantean nuevas cuestiones, como: ¿Se pueden refinar las adjunciones aún más, de 
manera que realmente, se obtengan equivalencias, como entre espacios STONE y 

álgebras BOOLE o entre espacios HAUSDORFF compactos y C*
-álgebras conmutati-

vos (ver [18] para un resumen). Esto queda como labor futura.  

Las dualidades son importantes en álgebra, topología y lógica, para transferir 
los resultados y las técnicas de un dominio a otro. Son utilizadas en semántica com-
putacional (ver, por ejemplo [1, 29]); pero, son relativamente nuevas en un entorno 
quántico. Pueden volverse parte de lo que se denomina en [2] "una extensa red de 
analogías interconectadas, entre lógica, informática, topología y física". 

Además de las adjunciones en (1), se presenta otra adjunción involucrando 
álgebras de efectos; a saber, una correflección: 

 
entre álgebras de efectos y lo que llamamos endofuntores convexos. Estos funtores 
capturan lo esencial del funtor de distribuciones de probabilidad (o mónada), que es 
generalizado aquí: de tomar los valores de probabilidad en I, a tomar valores en un 

D 

EA  ⊥  Conv(Sets)       (2) 

       F ֏ F(2) 
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álgebra de efectos, arbitrario. Se espera que la adjunción (2) pueda utilizarse para 
construir un "triángulo de adjunciones" al estilo de [5], relacionando escalares (o 
probabilidades), mónadas convexas y teorías LAWVERE con estructuras parcialmen-
te aditivas. 

El artículo empieza con una sección sobre paquetes (multiconjuntos) y 
mónadas de distribuciones sobre semianillos, incluyendo una adjunción entre sus 
categorías de álgebras. Sección 3 recuerda, en el teorema 4, cómo se pueden des-
cribir conjuntos convexos (reales), como álgebras de la mónada de distribuciones. 
Posteriormente, Sección 4 describe la adjunción a la izquierda en (1), entre conjun-
tos convexos y premarcos, vía filtros primos (ultrafiltros) en conjuntos convexos y 
filtros SCOTT-abiertos en premarcos. Ambos pueden ser descritos mediante homo-
morfismos al objeto dualizante {0, 1}. La adjunción a la derecha en (1) requiere 
que, primero, describamos cuestiones básicas de álgebras de efectos. Esto se hace 
en la sección 5. El intervalo unidad I, ahora, sirve como objeto dualizante, donde 
señalamos que las asignaciones de álgebras de efectos E → I, comúnmente, se es-
tudian como estados o mediciones en un sistema quántico. El documental concluye 
en la sección 7 con la adjunción (2) entre álgebras de efectos y funtores convexos. 

2. Mónadas de Paquetes y de Distribuciones  
Esta sección describe a la mónada de paquetes MS, para un semianillo S y la 

mónada de distribuciones D. El resultado principal es una adjunción, en Proposi-

ción 2, entre sus categorías de álgebras. Se supone que el lector está familiarizado 
con los conceptos básicos de la teoría de mónadas y sus álgebras. Puede hallarse 
más información en, por ejemplo, [24, 3, 23]. 

Sea S un semianillo, consistente de un monoide aditivo conmutativo (S, +, 0) 
y un monoide multiplicativo (S, · , 1), donde la multiplicación se distribuye con res-
pecto a la adición.   

Se puede definir un funtor de "paquetes" MS: Sets → Sets, por: 

MS (X)  = {φ: X → S | supp(φ) es finito}, 

donde supp(φ) = {x ∈ X | φ(x) = 0} es el  soporte de φ.  

Para una  función f: X → Y, se define MS (f ): MS (X) → MS (Y), por: 

MS (f )(φ)(y) = Σx ∈ f 
–1

(y) 
φ(x).         (3) 
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Un tal paquete φ ∈ MS (X), se puede escribir como suma formal s
1
x

1
 + ·  ·  ·  + skxk 

donde supp(φ) = {x
1
 + ·  ·  ·  + xk} y si = φ(xi) ∈ S, describe a la "multiplicidad" del 

elemento xi. Esta notación de suma formal, podría sugerir un orden 1, 2,... k, entre 

los sumandos, pero esta suma se considera, salvo permutación de los sumandos. A-

demás, el mismo elemento x ∈ X, puede ser contado varias veces, pero s
1
x + s

2
x

 
se 

considera igual que (s
1
 + s

2
)x, dentro de tales expresiones. Con esta notación de 

suma formal, se puede escribir la aplicación de MS  sobre una asignación f, como  

MS (f )(Σ i
 si xi) = Σ i

si f(xi). 

Este funtor de paquetes, es una mónada, cuya unidad η: X → MS (X) es η(x) = 1x y 

su multiplicación µ: MS (MS (X)) → MS (X), es µ(Σ i 
siφi)(x) = Σ i

 siφi(x). 

Para el semianillo S = N se obtiene al monoide conmutativo libre M
N

(X) 

sobre un conjunto X. Y si S = Z se obtiene al grupo Abeliano libre M
Z

(X) sobre X.  

El semianillo Booleano 2 = {0, 1} produce la mónada de conjuntos potencia finitos 

Pfin = M
2

. 

Un álgebra (EILENBERG-MOORE) α: MS (X) → X, para la mónada de paque-

tes, corresponde a una estructura monoidal sobre X —dada por x + y = α(1x + 1y)— 

junto con una multiplicación escalar ⋅: S × X → X, dada por s ⋅ x = α(sx). Preserva 

la estructura aditiva (de S y X) en cada coordenada por separado. Esto hace de X un 
módulo para el semianillo S. Recíprocamente, una tal estructura de S-módulo sobre 

un monoide conmutativo M, produce un álgebra MS (M) → M, mediante Σ i
 si xi 

֏ Σ i
 si ⋅ xi. Así, la categoría Alg(MS ) es equivalente a la categoría ModS  de los 

S-módulos. 

Análogamente, se define la mónada de distribuciones D como:  

  D(X) = {φ: X → I| supp(φ) es finito y Σx ∈ X
 φ(x) = 1}.  (4) 
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Los elementos de D(X) son combinaciones convexas s
1
x

1
 + ·  ·  ·  + skxk, donde las 

probabilidades si ∈ I, satisfacen Σ i
si = 1. En Sección 7 veremos cómo se puede ge-

neralizar al conjunto de probabilidades desde el intervalo unidad I, a un álgebra de 

efectos arbitrario. La unidad y multiplicación que hacen a D una mónada, pueden 

definirse como para MS . Esta multiplicación está bien definida, ya que 

Σx
 µ(Σ i 

siφi)(x) = Σx Σ i 
si ⋅ φi (x) = Σ i 

si ⋅ (Σx
 φi (x)) = Σ i 

si = 1. 

Las inclusiones D(X) ↪ M
R ≥ 0

(X), que envían  distribuciones a paquetes 

sobre los números reales no negativos R ≥ 0, son naturales y conmutan con las uni-

dades y multiplicaciones de las dos mónadas y, así, forman un ejemplo de una "a-
plicación de mónadas". 

Continuamos esta sección con un resultado básico, que se establece sin de-
mostración, pero con algunos señalamientos posteriores. 

Teorema 1. Para una mónada T sobre Sets, la categoría Alg(T) de los álge-
bras es:  
1.   completa y cocompleta, así que tiene todos los límites y colímites; 
2.   simétrica monoidal cerrada en caso de que la mónada T sea "conmutativa".         

Una categoría de álgebras es siempre "tan completa" como su categoría sub-
yacente; ver, por ejemplo, [23, 3]. Puesto que Sets es completa, así es Alg(T). La 
cocompleción es especial para álgebras sobre conjuntos y sigue de un resultado de 
LINTON, véase [3, §9.3, Prop. 4].  

La estructura monoidal en categorías de álgebras se refiere a [22, 21]. Cada 
mónada sobre Sets, es fuerte, mediante una aplicación "fortaleza" st: X × T(Y) → 

T(X × Y), dada por st(x, v) = T(λy.〈x, y〉)(v). También hay una versión alterna st': 

T(X) × Y → T(X × Y) dada por st'(u, y) = T(λy.〈x, y〉)(u). La mónada T se dice con-

mutativa si las dos aplicaciones resultantes T(X) × T(Y) ⇉ T(X × Y), obtenidas 

haciendo primero st y luego st' ó primero st' y luego st, son iguales. 

La mónada de paquetes MS  es conmutativa si S es un semianillo (multipli-

cativamente) conmutativo. La mónada de distribuciones D siempre es conmutativa. 
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La siguiente construcción se refiere a [27] y ocurre en muchas partes (véase, 
por ejemplo, [26, 20]. Pero, generalmente no es formulada de la siguiente manera. 
Puede interpretarse como un teorema de representación que vuelve a un conjunto 
convexo en un módulo sobre los reales no negativos. 

Proposición 2. El functor Mod
R ≥ 0  

= Alg(M
R ≥ 0

)  
U
→  Alg(D), inducido 

por la aplicación de mónadas D ⟹ M
R ≥ 0

, tiene un levoadjunto. 

Demostración.  Convertimos a un álgebra α: D(X) → X, en un módulo F(X), 

donde: 

F(X) = {0} + R
 > 0

 × X, 

con la adición, para u, v ∈ F(X), en los casos triviales, dada por u + 0 = u = 0 + v   y 

(s, x) + (t, y) = (s + t, α(
s

s t+
x + 

t

s t+
y)) 

Se define una multiplicación escalar ⋅: R ≥ 0
 × F(X) → F(X), por: 

s ⋅ u = 
0 0 0

( , ), ( , ) 0.

si u ó s
s t x si u t x y s





= =
= ≠·

 

Esto hace de F(X) un módulo sobre R
≥ 0

. A continuación mostramos que F es  levo-

adjunto de U: Alg(M
R
≥ 0

) → Alg (D), mediante la siguiente correspondencia bi-

yectiva. 

0

en ( )( )

en ( ).( )

f
AlgX U Y

AlgF X Y ≥

→

→
9

D

M
R

 

Funciona de la siguiente manera. 

•   Dado f: X → U(Y), en Alg(D) definirf: f (x) → Y, por f (0) = 0 y f (x, r) = r ⋅ 
f (x); donde ⋅ es la multiplicación escalar en Y. Esto produce un homomorfismo de 

módulos, es decir un homomorfismo de M
R
≥ 0

-álgebras. 

•   Recíprocamente, dada ɡ: f(x) → Y, tomarɡ: X → U(Y) comoɡ(x) = g (1, x). Es-

to produce una aplicación de D-álgebras. 
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Por último comprobamos que en realidad tenemos una correspondencia biyectiva: 

f (x) = f (1, x) = 1 ⋅ f (x) = f (x). 

Análogamente, ɡ (0) = 0   y: 

ɡ (r, x) = r ⋅ ɡ (x) = r ⋅ ɡ(1, x) = ɡ(r ⋅ (1, x)) = ɡ(r, x)./// 

3. Conjuntos Convexos 
Esta sección presenta a las estructuras convexas —o, simplemente, conjuntos 

convexos— como se describe en [12] y recuerda que estas estructuras también pue-

den ser descritas como álgebras de la mónada de distribuciones D. 

Definición 3. Un conjunto convexo consta de un conjunto X junto con una 

operación ternaria 〈−, −, − 〉: I × X × X → X, que satisface a los siguientes cuatro 

requisitos  

      〈r , x, x〉 = x       〈r, x, y〉 = 〈1 – r, y, x〉 

〈0, x, y〉 = y  〈r, x, 〈s, y, z 〉〉 = 〈r, (1 – r )s,〈
( 1 )

r

r r s+ −
, x, y〉〉, 

donde r ∈ I   y   x, y, z ∈ X   y   (r + s (1 − r)) ≠ 0 en la última ecuación.  

Un morfismo de estructuras convexas (X, 〈−, −, − 〉
X
) → (Y, 〈−, −, − 〉

Y
) con-

siste en una función "afín" f: X → Y, que satisface f(〈r, x, 〉
X
) = 〈r, f(x), f(xʹ)〉

Y
, para 

todo r ∈ I   y   x, xʹ ∈ X. Esto produce una categoría Conv. 

Un conjunto convexo a veces se llama un álgebra baricéntrica, usando termi-

nología de [27]. La tupla 〈r, x, y〉 también se puede escribir como suma indizada 

x +r y, como en [20], pero la cuarta condición llega a ser un poco difícil de leer con 

esta notación.  

El siguiente resultado recuerda una descripción alternativa de estructuras 
convexas y sus homomorfismos; a saber, como álgebras de una mónada. Se refiere 
a [28] y también se aplica para compactar espacios HAUSDORFF [20] o polacos [6]. 
Por conveniencia, se incluye un esbozo de demostración. 

Teorema 4. La categoría Conv de conjuntos convexos es isomorfa a la ca-
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tegoría Alg(D) de los álgebras EILENBERG-MOORE de la mónada de distribuciones. 

Demostración. Dado un álgebra α: D(X) → X, sobre un conjunto X, se defi-

ne una operación 〈−, −, −〉: I × X × X → X, por 〈r, x, y〉 = α(rx + (1 − r)y). No es 

difícil mostrar que se cumplen los cuatro requisitos de Definición 3.  

Recíprocamente, dado un conjunto convexo X, con operación ternaria 〈−, −, 

−〉, se define una función α: D(X) → X, inductivamente, por: 

α(r
1
x

1
 + ·  ·  ·  + rn xn) 

= 
 1 1 2

1
1 1 2 1

1

,

)
1 1

                                                     si   1;as ,   · · · ·   0 ,

,  ,  ( , en cualquier otro caso; i. e. 1.
n

n
n

r r

r r

x r í r

r x x x rα





<
− −

= = =

〈 + + 〉⋯

   (5) 

La aplicación repetida de esta definición da: 
α(r

1
x

1
 + ·  ·  ·  + rn xn) 

=   〈r
1
,  x

1
,  〈

2

1
1

r

r−
, x

2
 〈

3

1 2
1

r

r r− −
, x

3
,  〈…,〈

1

1 2
1

n

n

r

r r

−

−
− − −⋯

, x
n–1

, x
n
)〉…〉〉〉〉.           (6) 

Primero hay que demostrar que la función α en (5) está bien definida, en el sentido 
de que ella no depende de permutaciones de sumandos, ver, también [27, lema 2]. 
Mediante algunos cálculos elementales se comprueba que intercambiando los su-
mandos xiri y ri  + 1

xi  + 1
, se produce el mismo resultado. En un siguiente paso se 

demuestran las ecuaciones algebraicas: α ○ η = id y α ○ µ = α ○ D(α). La primera 

de ellas es fácil, ya que α(η(a)) = α(1a) = a, directamente aplicando (5). La segunda 
requiere más trabajo. Explícitamente, llega hasta: 

α(Σ i ≤ n
riα (Σ j ≤ mi

 si j xi j)) = α(Σ i ≤ nΣ j ≤ mi
(risi j) xi j).      (7) 

Para la demostración conviene considerar al siguiente resultado auxiliar. Maneja tu-

plas anidadas en el segundo argumento de un triple 〈−, −, −〉, al igual que la cuarta 

ecuación de Definición 3, se ocupa de la estructura anidada en el tercer argumento. 
En una estructura convexa general se tiene  

〈r, 〈s, x, y〉, z〉 = 〈rs, x, 〈
( 1 )

1

r s

rs

−

−
y, z〉〉, asumiendo rs ≠ 1. 

El resto se deja al lector.///  
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Este teorema ahora nos permite aplicar Teorema 1 a la categoría Conv de es-
tructuras convexas (reales). Primero podemos concluir que es completa y cocom-
pleta; también, que el functor olvidadizo Conv → Sets, tiene un levoadjunto que da 

estructuras convexas libres de la forma D(X). Y, puesto que D es una mónada con-

mutativa, la categoría Conv es monoidal simétrica cerrada: las aplicaciones X ⊗ Y 
→ Z, en Conv, corresponden a funciones X × Y → Z, que son "bihomomorfismos", 
es decir, homomorfismos de estructuras convexas, en cada variable por separado. 
En este caso especial el tensor unidad es el conjunto convexo (singular),  final ya 

que D(1) ≅ 1. Por lo tanto se tienen "tensores con proyecciones", ver [15]. La cali-

dad de cerrado significa que el functor (−) ⊗ Y tiene un dextroadjunto, dado por Y 

⊸ (−). Por otra parte, D(A × B) ≅ D(A) ⊗ D(B), para conjuntos A, B. 

Observación 5. Utilizaremos más tarde el hecho de que un semirretículo 

concurrental (L, ∧, 0) puede ser entendido como un conjunto convexo D(L) → L 

vía: 
r

1
x

1
 + ·  ·  ·  + rn xn · · ·  →  x

1
 ∧ ·  ·  ·  ∧ xn, 

donde se asume (implícitamente) que ri ≠ 0. Esto se puede extender a un functor 

MSL → Conv. En particular, el conjunto binario 2 = {0, 1} de los valores boolea-
nos, es un conjunto convexo. 

Observación 6. La adjunción Conv = Alg(D) ⇆ Sets induce una comónada 

en la categoría Conv, que también se escribe como D. Un coálgebra EILENBERG-

MOORE X → D(X), de esta comónada, puede ser interpretado como descomposi-

ción espectral: se asigna un elemento x en un conjunto convexo X, a una combina-

ción convexa formal Σ i
 xiri, que, cuando se interpreta en X, es igual a x. Por ejem-

plo, las matrices de densidad sobre un espacio HILBERT finito-dimensional, forman 
un conjunto convexo y llevan una tal coalgebra de descomposición espectral (que 
depende de la base elegida). Ver también, [14] para descomposiciones similares 
que involucran átomos y elementos compactos en conjuntos ordenados, capturados 
mediante la comónada inducida en una categoría de álgebras. 

4. Filtros Primos en Conjuntos Convexos 
La siguiente definición sigue a [8], pero utiliza filtros en lugar de ideales. 
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Definición 7. Sea α: D(X) → X, un álgebra de la mónada de distribuciones 

D, que hacen de X un conjunto convexo. Escribimos (Σ i ≤ n
sixi) ∈ D(X), con si  ≠ 

0, para una combinación convexa formal arbitraria. Un subconjunto U ⊆ X, se 
llama: 

• subálgebra, si ∀i ≤ n, xi ∈ U ⇒ α(Σ i 
sixi) ∈ U; 

• filtro, si α(Σ i 
sixi) ∈ U ⇒ xi ∈ U para cada i; 

• filtro primo si es un subálgebra y un filtro. 

No es difícil ver que los subálgebras son cerrados con respecto a interseccio-
nes arbitrarias y a juntas dirigidas. Por lo tanto se puede formar el menor subálge-

bra  ͞V ⊆ X que contiene un conjunto arbitrario V ⊆ X, por intersección. Los filtros 
son cerrados con respecto a juntas e intersecciones arbitrarias; por lo tanto, también 
los filtros primos son cerrados con respecto a intersecciones arbitrarias y a juntas 
dirigidas. Escribiremos pFil(X) para el conjunto de filtros primos en un conjunto 
convexo X, ordenado por inclusión. 

Lema 8. Suponga que X es un conjunto convexo. Un subconjunto U ⊆ X, es 

un filtro principal si y sólo si es el "núcleo propio" f 
−1

(1) de un homomorfismo de 
conjuntos convexos f: X → 2. Da un isomorfismo de orden: 

pFil(X) ≅ Hom(X, 2). 
Aquí consideramos a 2 como semirretículo como se describe en Observación 5. 

Demostración. Sea α: D(X) → X, un álgebra en X. Dado un filtro primo U ⊆ 

X, definir f
U

(x) = 1 syss x ∈ U. Esto produce un homomorfismo de álgebras/conjun-

tos convexos, puesto que para una suma convexa Σ i 
sixi con si  ≠ 0, 

(f
U
 ◦ α)(Σ i 

sixi) = 1 ⇔  α(Σ i 
sixi) ∈ U 

  ⇔ ∀i, xi ∈ U, ya que U es un filtro primo  

           ⇔ ∀i, f
U

(xi) = 1 

           ⇔ Σ i 
si fU

(x) =  ∧
i
 f

U
(xi) = 1 

           ⇔ (β ◦ DS (fU
))(Σ i 

sixi) = 1,  
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donde β: D(2) → 2, es la estructura convexa inducida por la estructura de semi-

rretículo concurrental, de 2. Semejantemente, se demuestra que tales homomorfis-
mos inducen filtros primos como sus núcleos propios./// 

Denotaremos por PreFrm a la categoría de los premarcos. Ellos consisten de 
un conjuntopo L con juntas dirigidas ∨

↑
 y concurrencias finitas (1, ∧) que se distri-

buyen con respecto a estas juntas: x ∧ ∨
i

↑
yi = ∨

i

↑
 x ∧ yi. Los morfismos en PreFrm 

preservan tanto las concurrencias finitas, como las juntas dirigidas. El conjunto de 
dos elementos 2 es obviamente, un premarco. Los homomorfismos de premarcos L 

→ 2, corresponden (como núcleos propios) a filtros Scott-abiertos U ⊆ L, ver [29].  
Son las sorpresas, cerrados con respecto a concurrencias finitas, con la propiedad 

de que si ∨
i

↑
xi ∈ U, entonces xi ∈ U para algún i. 

Hasta ahora hemos visto que al tener filtros primos se obtiene un funtor con-

travariante pFil = Hom(−, 2): Conv = Alg(D) → PreFrm. El resultado principal de 

esta sección demuestra que esto constituye, en realidad, una adjunción (dual). 

Teorema 9. Existe una adjunción dual entre conjuntos convexos y premar-
cos: 

 

Demostración. Para un premarco L, el conjunto de morfismos Hom(L, 2) de 

filtros Scott-abiertos, es cerrado con respecto a las intersecciones finitas: si ∨
i

↑
xi ∈ 

U
1
 ∩ ·  ·  ·  ∩ Um entonces para cada j ≤ m, hay un ij con xi ∈ Uij

. Por el carácter di-

rigido, existe i tal que xi ≥ xij
 para cada j; así que xi está en cada Uj. Por lo tanto, 

Hom(L, 2) lleva una estructura de D-álgebra. 

Para un conjunto convexo X necesitamos construir una correspondencia bi-
yectiva: 

Hom(–, {0, 1}) 

   Conv
op

           ⊥  PreFrm 

Hom(–, {0, 1}) 
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( ),  2 en

( , 2 ) en .

X Hom L

L Hom L

→

→

Conv

PreFrm
 

Que se da en la forma habitual, intercambiando argumentos./// 

Los homomorfismos de conjuntos convexos al conjunto de valores boolea-
nos, 2, capturan sólo una parte de lo que pasa. Ocurren estructuras más ricas vía ho-
momorfismos al intervalo unidad I. Dan lugar a álgebras de efectos, en vez de pre-
marcos, como se verá en las próximas dos secciones. 

5. Álgebras de Efectos 
Esta sección recuerda la definición básica, ejemplos y resultados de álgebras 

de efectos. Para empezar, tenemos la noción de monoide conmutativo parcial 

(PCM). Consiste en un conjunto M con un elemento cero 0 ∈ M y una operación 

binaria parcial ○∨ : M × M → M, que satisfacen los siguientes tres requisitos: que 

involucran la notación x ⊥ y: para x ○∨  y, está definida. 

1. Conmutatividad: x ⊥ y implica y ⊥ x   y   x ○∨  y = y ○∨  x; 

2. Asociatividad:  y ⊥ z   y   x ⊥ (y ○∨  z) implica x ⊥ y   y   (x ○∨  y) ⊥ z  y  

también   x ○∨  (y ○∨  z) = (x ○∨  y) ○∨  z; 

3. Cero: 0 ⊥ x   y   0 ○∨  x = x. 

Cuando x ⊥ y, decimos que los elementos x, y son ortogonales. Más general-
mente, un subconjunto de un PCM se llama ortogonal si todos sus elementos son 

mutuamente ortogonales. Al escribir x ○∨  y, se asume implícitamente, que x ○∨  y 

está definido, es decir, que x, y son ortogonales. 

Un ejemplo de un PCM es el intervalo unidad I de los números reales, donde 

○∨  es la suma parcialmente definida +. La notación ○∨  para la suma, podría sugerir 

una junta, pero no se pretende esto, como lo muestra el ejemplo I. Queremos evitar 
la notación ⊕ (y su dual ⊗) que es más común en el contexto de álgebras de efec-
tos porque queremos reservar estas operaciones ⊕, ⊗ para tensores sobre categor-
ías. 
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Como acotación al margen, para los más categorialmente adiestrados, un 
PCM también puede ser considerado como un monoide en la categoría de conjun-
tos y funciones parciales. Sin embargo, usaremos aplicaciones totales, como mor-
fismos entre PCM’s (y álgebras de efectos).  

La noción de álgebra de efectos aparece primariamente en [9], ver también, 
[7] para un resumen. 

Definición 10. Un álgebra de efectos es un monoide conmutativo parcial (E, 

0, ○∨ ) con un ortosuplemento. Este último es una operación unaria (−)
⊥

: E → E, 

que satisface:  

1. x⊥ ∈ E, es el único elemento de E con x ○∨  x⊥ = 1, donde 1 = 0
⊥

; 

2.  x ⊥ 1 ⇒ x = 0. 

Ejemplo 11.  Discutimos brevemente varias clases de ejemplos. 
(1)  Un conjunto singular es un ejemplo de un álgebra de efectos, degenerado, con 
0 = 1. Un conjunto de dos elementos, 2 = {0, 1}, es también un ejemplo. 

(2) Un ejemplo más interesante, es el intervalo unidad I ⊆ R, de los números rea-

les, con r⊥ = 1 − r y r ○∨  s definido como r + s en caso de que esta suma esté en I. 

De hecho, para cada número positivo M ∈ R, el intervalo [0, M]
R
 = {r ∈ R| 0 ≤ r ≤ 

M}, es un ejemplo de un álgebra de efectos, con r⊥ = M − r. 

Además el intervalo [0, M]
Q

 = {q ∈ Q| 0 ≤ q ≤ M}, de números racionales, 

para M ∈ Q, positivo, es un álgebra de efectos. Y así es el intervalo [0, M]
N
 de 

números naturales, para M ∈ N. 

La situación general involucra a los llamados "álgebras de efectos por in-
tervalos", ver por ejemplo [10] o [7, 1.4]. Un grupo abeliano (G, 0, −, +) se llama 
ordenado si lleva un orden parcial ≤ tal que a ≤ b implica a + c ≤ b + c, para todo 

a, b, c ∈ G. Un punto positivo es un elemento p ∈ G, con p ≥ 0. Para tal punto es-

cribimos [0, p]G ⊆ G, para el "intervalo" [0, p] = {a ∈ G| 0 ≤ a ≤ p}. Éste forma un 

álgebra de efectos, con p como tope, ortosuplemento a
⊥

 = p − a y suma a + b, que 
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se considera definida en caso de que a + b ≤ p. 

(3)  Una clase separada de ejemplos, tiene a una junta como suma ○∨ . Sea (L, ∨, 0, 

(−)⊥) ortoretículo: ∨, 0 son juntas finitas y la complementación (−)⊥ satisface x ≤ y 

⇒ y⊥ ≤ x⊥,   x⊥⊥ = x   y   x⊥ ∨ x = 1 = 0⊥. Este L se llama un retículo ortomodular 

si x ≤ y ⇒ y = x ∨ (x⊥ ∧ y). Un tal retículo ortomodular forma un álgebra de efec-

tos, en el cual x ○∨  y está definida si y sólo si x ⊥ y (es decir,  x ≤ y⊥ ó, equivalen-

temente, y ≤ x⊥); en ese caso x ○∨  y = x ∨ y.  Esta restricción de ∨ es necesaria pa-

ra la validez de los requisitos (1) y (2) en Definición 10. 
En particular, el retículo KSub(H) de subconjuntos cerrados de un espacio 

Hilbert H es un retículo ortomodular y por lo tanto un álgebra de efectos. Esto se 
aplica de manera más general a los subobjetos del núcleo de un objeto en una ca-
tegoría de núcleos, de dagas [13]. Estos núcleos también pueden ser descritos co-
mo endoaplicaciones autoadjuntas por debajo de la identidad, ver [13, Prop. 12] — 
en el estilo de representación de grupos, como en el anterior punto 2. 
(4) Puesto que los álgebras BOOLE son retículos ortomodulares (distributivos), 
también son álgebras de efectos. Por distributividad, los elementos en un álgebra 
BOOLE son ortogonales si y sólo si son disjuntos, es decir, x ⊥ y syss x ∧ y = 0. En 
particular, el álgebra Boole de subconjuntos medibles de un espacio medible forma 

un álgebra de efectos, donde U ○∨  V está definido si U ∩ V = ∅ y, entonces, es 

igual a U ∪ V. 

Un siguiente paso obvio, es organizar los álgebras de efectos en una categor-
ía EA.  

Definición 12. Un homomorfismo E → D, de álgebras de efectos, viene dado 
por una función f: E → D, entre los conjuntos subyacentes, que satisface f (1) = 1 y 

si x ⊥ x´ en E entonces f(x) ⊥ f(x´) en D y f  (x ○∨  x´) = f(x) ○∨  f(x´). 

Los álgebras de efectos y sus homomorfismos forman una categoría, llama-
da EA. 

Los homomorfismos son como aplicaciones medibles. De hecho, para el 
álgebra de efectos, Σ, asociado en ejemplo 11 (4), con un espacio medible (X, Σ), 

los homomorfismos de álgebras de efectos f: Σ → I, satisfacen f (U ∪ V) = f(U) + 
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f(V) en caso de que U, V sean disjuntos —porque entonces, U ○∨  V está definido y 

es igual a U ∪ V. En general, los homomorfismos de álgebras de efectos, al interva-

lo unidad E → I, son a menudo llamados estados. Los homomorfismos de álgebras 
de efectos preservan toda la estructura relevante. 

Lema 13. Sea f: E → D, un homomorfismo de álgebras de efectos.  Enton-
ces: 

f (x⊥) = f (x) ⊥ y, así, f (0) = 0. 

Demostración. De 1 = f (1) = f (x ○∨  x⊥) = f (x) ○∨  f (x⊥), obtenemos f (x ⊥) = 

f (x) 
⊥
 por la unicidad de ortosuplementos. Por lo tanto: f (0) = f (1

⊥
) = f (1)

⊥
 = 1

⊥
 = 

0.///        

Ejemplo 14. No es difícil ver que el álgebra de efectos, de un elemento, 1 es 
final, y el álgebra de efectos de dos elementos, 2, es inicial. 

El ortosuplemento (−)
⊥
 es un isomorfismo E ≅→  E

op
 en EA, es decir de (E, 

0, ○∧ , (−)
⊥
) a E

op
 = (E, 1, ○∧  , (−)

⊥
), donde x ○∧  y  = (x⊥ ○∨  y⊥)

⊥
. Esto hace de EA 

una categoría involutiva, ver [16]. 

Un elemento (o punto) x ∈ E, de un álgebra de efectos E puede, ser identifi-

cada con un homomorfismo 2 × 2 → E, en EA, como en: 

 

2 × 2 = MO(2) =           x→  E. 
 

En [17] se muestra que la categoría EA es completa y cocompleta y tiene una 
estructura monoidal simétrica. 

6. Álgebras de Efectos y Conjuntos Convexos 
El objetivo de esta sección es establecer la adjunción dual entre conjuntos 

convexos y álgebras de efectos a la derecha en el diagrama (1) en la introducción. 
Como hemos visto, el intervalo unidad I, de los números reales es un ejemplo de un 
conjunto convexo. El conjunto de estados de un álgebra de efectos — que consiste 
en aplicaciones a I— también es convexo, como se advierte, por ejemplo, en [10]. 

Lema 15. La toma de estados determina a un funtor S = Hom(−, I): EA → 
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Convop
. 

Demostración. Sean E un álgebra de efectos con estados fi: E → I y ri ∈ I, 

tales que Σi
 ri = 1, entonces podemos formar un nuevo estado f = r

1
f
1
 + ·  ·  ·  + r

n
f
n
, 

por f(x) = Σi
 ri ⋅ fi (x), utilizando la multiplicación ⋅ en I. Esto produce un homo-

morfismo de álgebras de efectos, E → I, ya que: 

• f (1) = Σi
 ri ⋅ fi (1) = Σi

 ri ⋅ 1 = Σi
 ri = 1; 

• si x ⊥ xʹ  en E, entonces,  en I: 

  f (x ○∨  xʹ)  = Σi
 ri ⋅ fi (x  xʹ)  = Σi

 ri ⋅ (fi (x  +  fi(xʹ)) 

     = Σi
 ri ⋅ fi (x)  +  ri ⋅ fi(xʹ) 

     = Σi
 ri ⋅ fi (x)  +  Σi

 ri ⋅ fi(xʹ) 
     = f (x)  +  f (xʹ). 
Además, para una aplicación de álgebras de efectos ɡ: E → D, la función inducida 

S(ɡ) = (−) ◦ ɡ: Hom(D, I) → Hom(E, I) es una aplicación de conjuntos convexos: 

    (Σi
 ri ⋅ fi) = λx.(Σi

 ri ⋅ fi)( ɡ(x)) 

      = λx.Σi
 ri ⋅ fi ( ɡ(x)) 

      = λx.Σi
 ri ⋅ S(ɡ)(fi )(x) 

      = Σi
 ri(S(ɡ)(fi ))./// 

Luego, un conjunto de estados S(E) = Hom(E, I), es convexo; pero, no tiene 

una multiplicación escalar subyacente ⋅: I × S(E) → S(E), ya que r ⋅ f = λx.r ⋅ f (x), 

no tiene que ser una aplicación de álgebras de efectos: (r ⋅ f) (1) = r ⋅ f (1) = r ⋅ 1 = 

r ≠ 1, en general. 

Curiosamente, también hay un funtor Hom en la otra dirección. 

Lema 16.  Para cada conjunto convexo X, el conjunto de morfismos Hom(X, 
I) de homomorfismos de conjuntos convexos es un álgebra de efectos. De esta ma-

nera se obtiene un funtor Hom(−, I): Conv
op

 → EA. 
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Demostración. Sea X ser un conjunto convexo. Definimos estructura de 
álgebra de efectos sobre el conjunto de morfismos Hom(X, I), de una manera pun-
tual. Hay un obvio elemento cero, es decir la función cero λx.0. Se define una suma 

parcial f + f ʹ como (f + f ʹ)(x) = f (x) + f ʹ(x), si para todo x ∈ X, f (x) + f ʹ(x) ≤ 1. Es 

fácil ver que esta f + f ʹ es, también una aplicación de conjuntos convexos. Del 

mismo modo, se define f 
⊥ 

= λx.1 − f (x), que es, también, un homomorfismo, ya 
que: 

      f 
⊥
(r

1
x

1
 + ·  ·  ·  + r

n
x

n
) = 1 − f (r

1
x

1
 + ·  ·  ·  + r

n
x

n
) 

= (r
1
x

1
 + ·  ·  ·  + r

n
x

n
) − (r

1
 ⋅ f (x1

) + ·  ·  ·  + r
n
 ⋅ f (xn

)) 

        = r
1
 ⋅ (1 – f (x

1
)) + ·  · ·  + r

n
 ⋅ (1 – f (x

n
)) 

        = r
1
 ⋅ f 

⊥
 (x

1
) + ·  ·  ·  + r

n
 ⋅ f 

⊥
(x

n
).  

La funtorialidad es fácil: para una aplicación ɡ: X → Y, de conjuntos convexos se 
obtiene una aplicación de álgebras de efectos (−) ○ g: Hom(Y, I) → Hom(X, I), por 
precomposición./// 

El siguiente resultado es ahora, una combinación fácil de los dos lemas ante-
riores. 

Teorema 17. Hay una adjunción dual entre conjuntos convexos y álgebras 
de efecto: 

 

Demostración. Tenemos que comprobar que la unidad y la counidad 

 
son aplicaciones adecuadas.  Primero comprobamos que η es un morfismo de álge-
bras de efectos: 
• η(1) = λf. f (1) = λf. 1 = 1; 

• y, si x ⊥ xʹ en E, entonces: 

     η(x ○∨  xʹ)  =  λf. f (x ○∨  xʹ)  =  λf. f (x) + f (xʹ) 
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              =  λf. η(x)(f ) + η(xʹ)(f ) 
       = η(x) + η(xʹ). 
Del mismo modo ε es una aplicación de conjuntos convexos: 

ε(r1x1 + ·  ·  ·  + rnxn) =  λf. f (r
1
x

1
 + ·  ·  ·  + r

n
x

n
) 

         =  λf. r
1
 ⋅ f (x1

) + ·  ·  · + r
n
 ⋅ f (xn

) 

         =  λf. r
1
 ⋅ ε x1

(f) + ·  ·  ·  + r
n
 ⋅ ε xn

(f) 

        =  r
1
ε x

1
(x

1
) + ·  ·  ·  + r

n
ε (x

n
).                                    

7. Algebras de Efectos y Funtores Convexos 
Sea A una categoría arbitraria con límites finitos y coproductos finitos (0, +) 

que son disjuntos y universales. Esto significa que las coproyecciones κi son móni-

cas y forman diagramas de regrediencias (pullback) como abajo a la izquierda y 
además, que en un diagrama como abajo a la derecha, la aplicación inducida Z

1
 + 

Z
2
 → Z, es un isomorfismo. 

 
En este contexto se puede probar que los diagramas como los de abajo son regre-
diencias, 

 

El objeto final 1 ∈ A puede ser utilizado para obtener (representaciones de) los 

números naturales n ∈ A, para n ∈ N. Simplemente se pone: 

0 = 0    y    n + 1 = n + 1. 

Usaremos estos "números" n ∈ A,  con coproyecciones κi: 1 → n para 1 ≤ i ≤ n. Las 

siguientes aplicaciones serán útiles. 

    n + 1 i
→

∇
 2,  donde ∇i ○ κi = 1

2

si ,

en otro caso.

i jκ

κ





=
   (9) 

(donde 0 ≤ i ≤ n y 0 ≤ j ≤ n + 1). Escribir el subrayado es tedioso, así que, a menu-
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do, lo omitiremos si no hay lugar a confusión. 

En Sets, identificamos a n (para ser más precisos: n) con el conjunto {1, 2,..., 

n}. La coproyección κi: 1 → n, es entonces, simplemente, i.  Las aplicaciones ∇i: 

n + 1 → 2, de (9), para 1 ≤ i ≤ n, satisfacen ∇i(j) = 1 si i = j   y   ∇i(j) = 2 si i = j. 

Ahora estamos listos para presentar una nueva noción de funtor convexo. Lo 
que presentamos es una versión finitaria, porque en el contexto actual sólo toma-
mos en cuenta las combinaciones convexas finitas y correspondientemente, sumas 
(parciales) finitas en álgebras de efectos. 

Definición de 18. Sea A una categoría con coproductos finitos disjuntos y 
universales y límites finitos (como antes). Un functor F: A → A, se llamará con-

vexo si satisface los siguientes tres requisitos. 

1.  F(1) →
≅  1; 

2.  F preserva las siguientes tres regrediencias, que son casos especiales de (8). 

 
3.  la siguiente tupla que involucra a las aplicaciones ∇i de (9), es mónica. 

F(n + 1)   1
( ), ( )..., nF F

→

〈 ∇ ∇ 〉
 F(2) × ·  ·  ·  × F(2).  (11) 

Escribiremos CNV(A) para la categoría de endofuntores convexos en A y las 
transformaciones naturales entre ellos. 

En principio, también se pueden definir convexidad para funtores A → B, 

entre diferentes categorías, pero aquí no hace falta tal generalidad. Un functor F 

que satisface el primer requisito F(1) ≅ 1, se denomina afín, ver, por ejemplo, [21, 
15]. 

Ejemplo 19. Pronto veremos una construcción general para obtener funto-
res convexos en forma de funtores de distribuciones de probabilidad. Pero resulta 
ilustrativo ver un no-ejemplo primero. El functor conjunto potencia no vacío P 

+
: 

Sets → Sets, es un posible candidato para un functor convexo porque P 
+
(1) = 1. 

Nos saltamos la segunda condición en Definición 18 y mostraremos por qué falla 
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el tercero. Las aplicaciones P 
+
(∇i): P 

+
(n +1) → P 

+
(2) vienen dadas por: 

P 
+
(∇i)(U)  = {1 | i ∈ U } ∪ {2 | U − i = Ø}. 

Si U, V ∈P 
+
(n + 1) satisface P 

+
(∇i)(U) = P 

+
(∇i)(V), entonces tenemos i ∈ U ⇔ 

i ∈ V para 1 ≤ i ≤ n. Pero no tenemos información sobre si n + 1 está ó no en U ó 

en V.  Por lo tanto, no tenemos suficiente información para concluir U = V. 

La siguiente construcción da una clase importante de ejemplos de funtores 

convexos en la categoría Sets. Generaliza la construcción del funtor distribución D 

en (4), desde el intervalo unidad I a un álgebra de efectos, arbitrario. 

Definición 20. Para un álgebra de efectos E, definir un funtor Sets → Sets, 

por: DE(X) = {φ: X → E| supp(φ) es finito y ortogonal y 
x
○v                        
∈ E

 φ(x) = 1}. Para una 

función f: X → Y, se obtiene DE(f): DE(X) → DE(Y) por: 

DE(f )(φ)(y) =  
x
○v
∈ f 

–1
(y)

 φ(x). 

Proposición 21. Los funtores DE son convexos y satisfacen DE(2) ≅ E. La 

aplicación E ֏ DE, produce un functor EA → Conv(Sets). 

Demostración. Comenzamos por describir qué son los conjuntos DE(1) y 

DE(2). Un elemento φ ∈ DE(1) es una aplicación φ: {1} → E con  
x 
           ○v                 
∈ {1}

φ(x) = 1. 

Por tanto, φ está totalmente determinada como φ(1) = 1. Así, DE(1) ≅ 1, haciendo 

de DE, un funtor afín.  

Un elemento φ ∈ DE(2) es una aplicación φ: {1, 2} → E, que satisface 

φ(1) ⊥ φ(2) y φ(1) ○∨  φ(2) = 1. Por lo tanto, φ(2) = φ(1)
⊥

, de modo que φ está de-

terminada por φ(1) ∈ E. Así, DE(2) ≅ E. 

Dados elementos φ, ψ ∈ DE(n + 1) que satisfacen DE(∇i)(φ) = DE(∇i)(ψ), 
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para 1 ≤ i ≤ n, entonces φ(i) = DE(∇i)(φ)(1) = DE(∇i) (ψ)(1) = ψ(i). Pero, así φ = ψ; 

como se requiere en el punto 3 de Definición 18, puesto que el valor restante en n + 
1 está determinado por los otros (al contrario que en el ejemplo 19): 

φ(n + 1) = (φ(1) ○∨  ·  ·  ·  ○∨  φ(n))
⊥

 = (ψ(1) ○∨  ·  ·  ·  ○∨  ψ(n))
⊥

 = ψ(n + 1). 

Volvemos al punto 2 y comprobamos que el funtor DE preserva a las tres re-

grediencias (10). Para la primera, supongamos que φ en DE(n + 1), satisface DE(! 

+ id)(φ) = DE(κ
1
) (∗), donde κ

1
: 1 → 1 + 1 y ∗ es el único elemento ∗ = λx.1 ∈ 

DE(1). Esto significa que φ(1) ○∨  ·  ·  ·  ○∨  φ(n) = DE(! + id)(φ)(1) = DE(κ
1
)(∗)(1) = 

1 y, por lo tanto, φ(n + 1) = 0. Así, hay un único elemento φʹ ∈ DE(n) con 

DE(κ
1
)(φʹ) = φ, a saber: φʹ(i) = φ(i) para 1 ≤ i ≤ n. 

La preservación de la segunda regrediencia se deja al lector.  

Para la tercera, supóngase que φ ∈ DE(n + 1) y ψ en DE(1 + m), satisfacien-

do DE(! + id)(φ) = DE(! + id)(ψ). Esto significa: 

φ(1) ○∨  ·  ·  ·  ○∨  φ(n) = ψ(1)         φ(n + 1)  = ψ(2) ○∨  ·  ·  ·  ○∨  ψ(m + 1). 

La χ ∈ DE(n + m), que estamos buscando debe satisfacer φ = DE(id +!)(χ) y 

ψ = DE(! + id)(χ). Es decir: 

φ(i)   =  χ(i), para 1 ≤ i ≤ n,      φ(n + 1) = χ(n + 1) ○∨  ·  ·  ·  ○∨  χ(n + m) 

ψ(1)  =  χ(1) ○∨  ·  ·  ·  ○∨  χ(n)      ψ(j + 1) = χ(n + j − 1),  for 2 ≤ j ≤ m + 1. 

Por lo tanto, hay precisamente, una elección para una tal χ, así que DE aplicado a la 

última regrediencia en (10), es, a su vez, una regrediencia. 

Finalmente, tenemos que comprobar que la asignación E ֏ DE, es funtorial. 

Dada una aplicación ɡ: E → D, en EA, existe una transformación natural ɡ ○ (−): 

DE ⟹ DD, bien definida y natural porque ɡ es un homomorfismo.///                           

El siguiente paso es demostrar que, en sentido inverso, un functor convexo 
(en Sets) da lugar a un álgebra de efectos. 

Proposición 22. Sea F: Sets → Sets, un functor convexo. Entonces F(2) es 



Convexidad, Dualidad y Efectos 
 
 

225 

un álgebra de efectos, con la siguiente estructura: 

 

Para a, b ∈ F(2), decimos  que a ⊥ b si hay un 'enlace' β ∈ F(3) tal que F(∇
1
)(β) = 

a y F (∇
2
) (β) = b, con ∇i como en (9). En ese caso definimos: 

a ○∨  b  = F(! + id)(β) ∈ F(2), 

donde ! + id: 2 + 1 → 2 envía 1, 2 ֏ 1 y 3 ֏ 2. 

Además, la asignación F ֏ F(2) induce un functor CNV(Sets) → EA. 

Puede ser instructivo ver lo que significa esta suma parcial ○∨  en F(2), para 

los funtores convexos F = DE, a partir de Proposición 21. Así, supongamos que φ, 

ψ ∈ DE(2) tienen enlace β ∈ DE(3). Las ecuaciones φ = F(∇1)(β) y ψ = F(∇2)(β) 

llevan a: 

φ(1)  = β(1)        φ(2)  = β(2) ○∨  β(3)        ψ(1) = β(2)        ψ(2) = β(1) ○∨  β(3). 

En particular, pueden añadirse los elementos φ(1), ψ(1), ya que φ(1) ○∨  ψ(1) ○∨  β(3) 

= 1. Por lo tanto, la suma φ ○∨  ψ = DE(! + id)(β) ∈ DE(2) satisface: 

(φ ○∨  ψ)(1) = β(1) ○∨  β(2) = φ(1) ○∨  ψ(1) 

(φ ○∨  ψ)(2) = β(3) = (β(1) ○∨  β(2))
⊥
  = (φ(1) > ψ(1))

⊥
 = (φ ○∨  ψ)(1)

⊥
. 

Demostración. Revisamos algunos de los requisitos que se deben cumplir 
para álgebras de efectos. 

La suma parcial ○∨  es conmutativa, puesto que si β ∈ F(3) es un enlace para 

a, b ∈ F(2), entonces βʹ = F([κ
2
, κ

1
] + id) ∈ F(3) es un enlace para b, a, con la mis-

ma suma: 

b ○∨  a = F(! + id)(βʹ) = F((! + id) + ([κ
2
, κ

1
] + id))(β) = F(! + id)(β) = a ○∨  b. 
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El 0 definido en (12) es un elemento cero para ○∨ , puesto que para un ele-

mento arbitrario a ∈ F(2), existe un enlace α = F(κ
2
)(a) ∈ F(1 + 2) para 0, a con 

suma a. 

La asociatividad de ○∨  requiere más trabajo. Sean a, b, c ∈ F(2), dados, con 

a ⊥ b, digamos, con enlace α ∈ F(3) y (a ○∨  b) ⊥ c, con enlace β ∈ F(3). El último 

significa que F(∇
1
)(β) = a ○∨  b = F(! + id)(α). Por lo tanto tenemos una situación: 

. 
Puesto que esto es una regrediencia preservada por F, ver (10), hay un elemento (ú-

nico) γ ∈ F(2 + 2) con F(id +!)(γ) = α y F(! + id)(γ) = β. Primero consideremos la 

función h: 4 → 3, dada por h(1) = h(4) = 3, h(2) = 1 y h(3) = 2. Se tiene γʹ = F(h)(γ) 

∈ F(3), que es un enlace para b, c con suma b ○∨  c. A continuación consideremos la 

función k: 4 → 3 definida por k(1) = 1, k(2) = k(3) = 2 y k(4) = 3. Ahora γʹʹ = 

F(k)(γ) ∈ F(3) es un enlace para a y b ○∨  c. Finalmente tenemos: 

    a ○∨  (b ○∨  c) = F(! + id)( γʹʹ)  = F((! + id) ○ k)(γ) 

            = F((! + id) ○ (! + id))(γ) 

            = F(! + id)(β) = (a ○∨  b) ○∨  c. 

La ecuación a
⊥
 ○∨  a = 1 puede ser probada mediante el enlace α = F(h)(a) ∈ 

F(3) para h: 2 → 3, definida por h(1) = 2   y   h(2) = 1. 

Dejamos al lector comprobar que a
⊥
 es el único elemento b ∈ F(2) con b ○∨  

a = 1 y continuar mostrando que 1 ⊥ a ⇒ a = 0. Asumir entonces, que  1 ⊥ a, di-

gamos mediante un enlace α ∈ F(3), que satisface F(∇1)(α) = 1 = F(κ1)(∗) y 

F(∇2)(α) = a. La primera ecuación nos permite utilizar preservación por F de la se-

gunda regrediencia en (10), desde ∇1 = id + !. Por lo tanto, conseguimos α = 

F(κ1)(∗) para κ1: 1 → 1 + 2 y así: 
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a = F(∇2)(α) = F(∇2 ○ κ1)(∗) = F(κ2)(∗) = 0. 

Finalmente hay que demostrar la funtorialidad de la asignación F ֏ F(2).  Si te-

nemos una transformación natural σ: F ⇒ G, entre funtores convexos F, G, enton-
ces el componente σ

2
: F(2) → G(2), es una aplicación de álgebras de efectos. Es 

fácil ver que preserva a 0, 1 ∈ F(2). Ahora, supóngase que a, b ∈ F(2), son ortogo-

nales, via el enlace α ∈ F(3), que satisface F(∇1)(α) = a y F(∇2)(α) = b. Entonces 

σ3(α) ∈ G(3) es un enlace para σ2(a), σ2(b) ∈ G(2), por la naturalidad. Por lo tanto, 

σ2(a) ⊥ σ2(b).  Además, 

σ2(a) ○∨  σ2(b) = G(! + id)(σ3(α)) = σ2(F(! + id)(α)) = σ2(a ○∨  b)./// 

Así, el principal resultado es la adjunción de estas transformaciones entre 
álgebras de efectos y funtores convexos. 

Teorema 23. El funtor EA → CNV(Sets), de Proposición 21, dado por E ֏ 

DE, es levoadjunto al functor F ֏ F(2) de Proposición 22. 

Demostración. Para un álgebra de efectos E y un endofunctor convexo F en 
Sets tenemos que demostrar que existe una correspondencia biyectiva: 

 

  
en

en ( ).Conv

EA

Sets
 

La dirección ascendente es fácil: se aplica σ: DE ⟹ F, a: 

 
No es difícil ver que esta es una aplicación de álgebras de efectos. 

La otra dirección requiere más trabajo. Así que supongamos que f: E → F(2) 

en EA. Hay que definir una transformación natural f  ̅                     : DE ⟹ F. Así que suponga-

mos φ ∈ DE(X), digamos, con supp(φ) = {x
1
,..., xn}. Los elementos φ(xi) ∈ E, son 

mutuamente ortogonales y, por lo tanto, f(φ(xi)) ∈ F(2). Esto significa que hay un 

enlace (único) β ∈ F(n + 1) tal que F(∇i)(β) = f(φ(xi)) y también: f  ̅                      
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F(! + id)(β) =  ○∨i f (φ(xi)) =                                           f (○∨i φ(xi)) = f (1) = 1 = F(κ
1
)(∗). 

Ahora necesitamos usar el hecho de que F preserva las regrediencias de la 
siguiente forma 

. 

Esto produce un único βʹ ∈ F(n) con F(κ
1
)(βʹ) = β. Finalmente ponemos: 

.

 
Los detalles restantes se dejan al lector./// 

Un siguiente paso obvio, es extender este resultado a una adjunción entre 
álgebra de efectos, con multiplicación — como tiene [0, 1] — y mónadas con-
vexos. Puede formar parte de un "triángulo de adjunciones", como en [5]. 

¡Eso es todo, por ahora!  
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SOBRE EL PRODUCTO TENSORIAL DE ESPACIOS VECTORIALES 
(On the tensor product of vector spaces) 
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Recepción: Octubre 2014. Revisión y aceptación: Noviembre 2014. 

Resumen. La idea de tensor como elemento de un espacio tensorial es la 

presentación más actual de este fructífero concepto. Este trabajo está dedicado a la 

construcción de un espacio tensorial como el producto tensorial de espacios 

vectoriales sobre un cuerpo conmutativo, estableciendo su unicidad y su existencia, 

y mostrando asimismo cómo es posible su presentación desde la teoría de 

categorías y funtores.  
 

Palabras clave: Espacio vectorial, producto tensorial, tensor, aplicación, 

homomorfismo, aplicación multilineal, cuerpo conmutativo, categoría, funtor, 

objeto, objeto inicial, 

Summary. The idea of tensor as an element of a tensor space is the most current 

presentation of this fruitful concept. This work is devoted to the construction of a 

tensor space as the tensor product of vector spaces over a commutative field, 

establishing their uniqueness and existence, and showing how its presentation is 

possible from the theory of categories and functors. 

Keywords: Vector space, tensor product, tensor, application, homomorphism, 

multilinear application, commutative field, category, functor, object, initial object, 

Introducción 

La primera idea que se conoce sobre el nombre de Tensor se remonta a 1846, 

por Willian R. Hamilton, aunque en su concepto actual como generalización de 
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ciertas entidades matemáticas, fue W. Voigt en primero en utilizarla, en 1899. Las 

primeras aplicaciones prácticas como herramienta matemática se produciría en los 

primeros años del siglo XX, en cálculos dentro de la teoría de la elasticidad, hecho 

que daría popularidad al nombre de “tensor“ o “extensor”.  

Gregorio Ricci-Curbastro (1853-1925) y un estudiante suyo, Tullio Levi-

Civitta (1873-1941), fueron los pioneros en el desarrollo del cálculo tensorial, que 

recibió el empuje definitivo al convertirse en la herramienta matemática clave que 

permitiría a Albert Einstein una exposición coherente de la Relatividad General, 

estableciendo la transformación de sistemas referenciales mediante diferenciación 

absoluta de magnitudes vectoriales y tensoriales.  

Ambos publicaron en 1901 El Cálculo diferencial absoluto (“Méthodes de 

calcul diférentiel absolu et leurs applications”, Mathematische Annalen 54, 125-201 

(1901)), su obra más famosa, que está hoy traducida a diversos idiomas y es uno de 

los textos clásicos de referencia del cálculo tensorial, más de un siglo después de su 

primera publicación.  

El moderno enfoque de la matemática de los tensores se hace hoy mediante 

los recursos del álgebra multilineal definiendo la idea de producto tensorial de 

espacios vectoriales como una correspondencia multilineal de un producto 

cartesiano de espacios vectoriales en un espacio vectorial cualquiera. Las 

condiciones de la definición de la correspondencia es lo que define la idea de 

producto tensorial. 
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Aunque en los primeros años se realizaba la exposición del concepto de 

tensor basándose en la idea de las componentes o coordenadas de los objetos que se 

denominarían tensoriales, la tendencia en la presentación actual de la teoría  es 

considerar a los tensores como los elementos de un espacio tensorial. Resulta clave, 

pues, definir la idea de producto tensorial de espacios vectoriales. 

01. Construcción básica del producto tensorial: 
 

01.1. Producto tensorial de espacios vectoriales 

Sean V1 y V2 dos espacios vectoriales sobre el cuerpo conmutativo K, y sea f 

una aplicación bilineal de 1 2V V×  en otro K-espacio vectorial T. 

Diremos que el par (f, T) es el producto tensorial de los K-espacios V1 y V2 sii 

para toda aplicación bilineal f’ de 1 2V V×  en otro K-espacio vectorial cualquiera, T’, 

siempre existe un único homomorfismo de espacios vectoriales ': TTg → , tal que 

'ffg =� . 

 

Denotaremos al espacio T por 21 VV ⊗  y la imagen ),( yxf  del par ),( yx  por yx ⊗ . Es 

decir: 

2121 ),(,),( VVTyxyxfxVVyx ⊗≡∈⊗≡∈∀  

 

cumpliéndose las condiciones de bilinealidad para la aplicación f: 

 
( ) )()()(:),,(),(, 21212121 yxyxyxxbienoyxfyxfyxxf ⊗+⊗=⊗++=+  
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( ) ( ) )()(:),,(),(, 21212121 yxyxyyxbienoyxfyxfyyxf ⊗+⊗=+⊗+=+         

)()()(:),,(),(),( yxyxyxbienoyxfyxfyxf ⊗=⊗=⊗== λλλλλλ  

 

Teorema 1: 

a) Si en el anterior diagrama 1 el par (f,T) es el producto tensorial de los espacios 

vectoriales V1 y V2, es decir, si para cualquier otro par (f’,T’) con f’ bilineal y T’ 

espacio vectorial, se verifica que existe un homomorfismo ': TTg →  único que hace 

conmutativo al diagrama, entonces el conjunto imagen )( 21xVVf  del espacio 

producto cartesiano de ambos espacios vectoriales genera al espacio T: 

': TTg → único TxVVfL =⇒ ))(( 21  

b) Y recíprocamente, si en el anterior diagrama 1 se verifica que el espacio 

generado por )( 21xVVf  coincide con T, entonces el homomorfismo g es 

necesariamente único y el par (f,T) es, efectivamente, el producto tensorial de 

ambos espacios vectoriales: 

':))(( 21 TTgTxVVfL →⇒= único 

Demostración: 

a) Sea TxVVfL ⊆))(( 21 el espacio generado por )( 21xVVf  y sea TxVVfLj →))((: 21  la 

inmersión canónica (j es la identidad sobre ))(( 21xVVfL ). 

Al ser la identidad es ( )TxVVLHomj ),( 21∈ , teniéndose el siguiente diagrama: 

 

se tiene: 
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'' ffgffj == ��  

premultiplicando la segunda de estas expresiones por j: 

digjffgjffjfgj =→=→== ������ )(')(  

Al ser gj �  la identidad di  nos encontramos que la inmersión j es realmente un 

isomorfismo, por lo que TxVVfL =))(( 21  

b) Sea ':))(( 21 TTgTxVVfL →∧=  homomorfismo 

Supongamos que existe otro homomorfismo ':* TTg →  

 

Se tendría entonces que 

fgffgf �� *'' =∧=  

es decir: 

0*)(* =−→= fggfgfg ���  

∑=→∈→∈∀ ),())(( 21 iii yxfxxVVfLxTx λ , con 21),( xVVyx ii ∈  

por lo cual ( ) =−=−=−∈∀ ∑∑ ),(*)(),(*)()*)((, iiiiii yxfggyxfggxggTx λλ  

→=−=−= ∑∑∑∑ 0),('),('),)(*(),)(( iiiiiiiiiiii yxfyxfyxfgyxfg λλλλ ��  

*0* gggg =→=−→  

 

Por tanto, g es homomorfismo único. 
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En definitiva, para probar la unicidad del homomorfismo ': TTg → bastará 

probar, equivalentemente, que el espacio engendrado por )( 21xVVf coincide con el 

espacio T de la definición. 

Si en el diagrama 1 hacemos ff ≡'  y  TT ≡' , el homomorfismo g único ha de 

ser necesariamente el isomorfismo identidad id, pues éste siempre existe, y al ser 

único, nunca podría tratarse de otro diferente: 

 
En definitiva, dado un producto tensorial (f,T) donde es TVVf →× 21: , si se 

verifica para ': 21 TVVf →×  que ': TT →ϕ  es el homomorfismo único tal que 

ff =�ϕ , entonces ϕ  es la identidad y los espacios T y T’ son isomorfos. 

01.2. Ejemplos: 

Ejemplo 1: Consideremos el cuerpo ℝ  de los números reales. Sea el ℝ -espacio 

vectorial ( ; )V ℝ , y consideremos también el mismo cuerpo ℝ  como espacio 

vectorial sobre sí mismo. 

 
Si definimos la aplicación :f V V× →ℝ por la condición de que  

( , ) , ( , )x V f x x Vα α α∀ ∈ × = ∈ℝ  
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el par ),( Vf  será producto tensorial de los espacios vectoriales ℝ  y V. 

Para comprobarlo veamos que se verifica la definición, esto es, que f es aplicación 

bilineal de V×ℝ en V, y que, si existe otra aplicación bilineal ϕ   de V×ℝ en otro 

espacio vectorial H, entonces existirá un único homomorfismo HVg →:  tal que 

ϕ=fg � . 

1.a) f es aplicación bilineal: 

                , , ,x y Vα β∀ ∈ ∀ ∈ℝ  

                

( , ) ( ). . . ( , ) ( , )

( , ) .( ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , ),

f x x x x f x f x

f x y x y x y f x f y

f x x f x f a x

α β α β α β α β

α α α α α α

λα λα λ α λ λ

+ = + = + = +

+ = + = + = +

= = = ∀ ∈ℝ

 

 

1.b) Definamos HVg →:  por la condición de que 

HxxgVx ∈=∈∀ ),1()(, ϕ y veamos su linealidad: 

 
)()(),1(),1(),1()( ygxgyxyxyxg +=+=+=+ ϕϕϕ  

)(),1(),1()( xgxxxg λλϕλϕλ ===  

 

1.c) Veamos que ϕ=fg � : 

 

[ ]( , ) , ( )( , ) ( , ) ( ) ( ) (1, ) ( , )x V g f x g f x g x g x x xα α α α α αϕ ϕ α∀ ∈ × = = = = =ℝ �  

por tanto ϕ=fg �  

 

          1.d) La unicidad de g: 

 

          De la definición de f:  

                                      ( , ) , ( , )x V f x x Vα α α∀ ∈ × = ∈ℝ  

          se tiene que ( )f V V V× = × =ℝ ℝ , por lo que es obvio que ( ( ))L f V V× =ℝ , y 

          aplicando el teorema 1, g es único. 

En definitiva, el par ),( Vf es producto tensorial de ℝ  y V. 
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Ejemplo 2: Consideremos de nuevo el cuerpo ℝ  de los números reales. El espacio 

( )
m n

M × ℝ de las matrices rectangulares reales, de m filas y n columnas, junto con la 

aplicación : ( )m n

m n
f M ×× →ℝ ℝ ℝ , es el producto tensorial de los espacios m

ℝ y n
ℝ , si 

dicha aplicación f se define en la forma: 

  ( )

1 1 1

1 1 1 1

1

...

... ... ...
( ,..., ), ( ,..., ) , ( ,..., ), ( ,..., )

... ... ...

...

n

m n

m n m n

m m n

a b a b

a a b b f a a b b

a b a b

 
 
 ∀ ∈ × =
 
 
 

ℝ ℝ  

 
Comprobamos, pues, a continuación, que se verifican las condiciones de la 

definición, esto es, que f es bilineal y que para cualquier otra aplicación bilineal 

definida hacia otro espacio H, : m n Hϕ × →ℝ ℝ , cualquiera que sea, siempre existe 

una única aplicación lineal : ( )
m n

g M H× →ℝ  tal que ϕ=fg �  

2.a) f es aplicación bilineal: 

                  Llamaremos, para simplificar:  

                           ),...,()(),,...,()( 11 nnjmmi bbbaaa == , y 

                                  



















=

nmm

n

mxnji

baba

baba

ba

...

...

...

...

...

...

...

...

)(

1

111

 

           Se tiene, por tanto: 

           ( ) ( ) ( )( ) , ( ) , ( ) , ( )m n

i m j n i m j n i j m nm n
a b f a b a b M ××

∀ ∈ × = ∈ℝ ℝ ℝ  
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          - ( ) ( )' ' '( ) ( ) , ( ) ( )
i m i m j n i i j i j i jm n m n

f a a b a a b a b a b
× ×

 + = + = +   

          ( ) ( )' '( ) , ( ) ( ) , ( )
i j i j i m j n i m j nm n m n

a b a b f a b f a b
× ×

  = + = +     

          - ( ) ( )' ' '( ) , ( ) ( ) .( )
i m j n j n i j j i j i jm n m n

f a b b a b b a b a b
× ×

 + = + = +   

          ( ) ( )' '( ) , ( ) ( ) , ( )
i j i j i m j n i m j nm n m n

a b a b f a b f a b
× ×

  = + = +     

          - ( ) ( ), ( ) , ( ) ( ) , ( )
i m j n i m j n i j i jm n mxn

f a b f a b a b a bλ λ λ λ λ
×

   ∀ ∈ = = = =   ℝ  

            ( ) , ( ) ( ) , ( )
i m j n i m j n

f a b f a bλ λ   = =     

 

2.b) Definamos : ( )
m n

g M H× →ℝ  por la condición siguiente 

 

[ ]11 12 1( ) ( ), ( ) (1,0,...,0), ( , ,..., )
ij m n m n ij m n n

c M g c c c cϕ× × ×
 ∀ ∈ = ℝ  

[ ] [ ]21 22 2 1 2(0,1,...,0), ( , ,..., ) (0,0,...,1), ( , ,..., )n m m mnc c c c c cϕ ϕ+ + +⋯  

 

Veamos que g así definido es lineal: 

 

- [ ]11 12 1 11 12 1( ) ( ) (1,0, ,0), ( , , , ) ( , , , )
ij m n ij m n n n

g c d c c c d d dϕ× ×
 + = + +  ⋯ ⋯ ⋯  

              [ ]1 2 1 2(0,0,...,1), ( , ,..., ) ( , ,..., )m m mn m m mnc c c d d dϕ+ +⋯  

              [ ] [ ]11 12 1 11 12 1(1,0, ,0), ( , , , ) (1,0, ,0), ( , , , )n nc c c d d dϕ ϕ= + +⋯ ⋯ ⋯ ⋯  

              [ ] [ ]1 2 1 2(0,0, ,1), ( , , , ) (0,0, ,1), ( , , , )m m mn m m mnc c c d d dϕ ϕ+ +⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯  

              
[ ] [ ]{ }

[ ] [ ]{ }
11 12 1 1 2

11 12 1 1 2

(1,0, ,0), ( , , , ) ... (0,0, ,1), ( , , , )

(1,0,...,0), ( , ,..., ) ... (0,0,...,1), ( , ,..., )

n m m mn

n m m mn

c c c c c c

d d d d d d

ϕ ϕ

ϕ ϕ

= + +

+ + +

⋯ ⋯ ⋯ ⋯

 

              ( ) ( )
ij m n ij m n

g c g d× ×
   = +     

            - [ ]11 12 1, ( ) ( ) (1,0, ,0), ( , , , )
ij m n ij m n n

g c g c c c cλ λ λ ϕ λ λ λ× ×
   ∀ ∈ = =   ℝ ⋯ ⋯  

              [ ] [ ]21 22 2 1 2(0,1, ,0), ( , , , ) (0,0, ,1), ( , ,..., )n m m mnc c c c c cϕ λ λ λ ϕ λ λ λ+ + +⋯ ⋯ ⋯ ⋯  

            [ ] [ ]11 12 1 1 2(1,0, ,0), ( , , , ) (0,0, ,1), ( , , , )n m m mnc c c c c cλϕ λϕ= + +⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯  

            
[ ] [ ]{ }11 12 1 1 2(1,0, ,0), ( , , ) (0,0, ,1), ( , , , )

( )

n m m mn

ij m n

c c c c c c

g c

λ ϕ ϕ

λ ×

= + +

 =  

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

 

             

            2.c) Veamos que ϕ=fg � : 
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         ( ) ( ) ( )( ) , ( ) , ( ) ( ) , ( ) ( ) , ( )m n

i m j n i m j n i m j n i j m n
a b g f a b g f a b g a b

×
   ∀ ∈ × = =     ℝ ℝ �   

         [ ] [ ]1 1 1 2 1 2(1,0, ,0), ( , , ) (0,1, ,0), ( , , )n na b a b a b a bϕ ϕ= + +⋯ ⋯ ⋯ ⋯   

        [ ] [ ]1 1 1(0,0, ,1), ( , , ) (1,0, ,0), ( , , )m m n na b a b a b bϕ ϕ+ = +⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯  

        [ ] [ ]2 1 1(0,1, ,0), ( , , ) (0,0, ,1), ( , , )n m na b b a b bϕ ϕ+ + +⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯  

        [ ] [ ]1 1 2 1(1,0, ,0), ( , , ) (0,1, ,0), ( , , )n na b b a b bϕ ϕ= + +⋯ ⋯ ⋯ ⋯  

        [ ] [ ]1 1 1(0,0, ,1), ( , , ) ( ,0, ,0), ( , , )m n na b b a b bϕ ϕ+ =⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯  

        [ ] [ ]2 1 1(0, , ,0), ( , , ) (0,0, , ), ( , , )n m na b b a b bϕ ϕ+ + +⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯  

         [ ]1 1( , , ), ( , , ) ( ) , ( )
m n i m j n

a a b b a bϕ ϕ  = =  ⋯ ⋯  

 

         Por tanto, [ ] [ ] ϕϕ =→= fgbabafg njminjmi �� )(,)()(,)()(  

 

         2.d) La unicidad de g: 

 

Demostraremos a continuación que el espacio generado por ( )m nf ×ℝ ℝ , esto 

es, ( )m nL f × ℝ ℝ , coincide con ( )
m n

M R× , lo cual, por el teorema 1, implicaría 

que el homomorfismo g es único. 

Como es ( ) ( )m n

m n
L f M R×
 × ⊆ ℝ ℝ , probaremos que también tiene lugar la 

inclusión inversa, ( ) ( )m n

m n
M L f×

 ⊆ × ℝ ℝ ℝ . 

( )

11 12 1 11

21 22 2

1 2

12

... 0 ... 0

... 0 0 ... 0
( ),

... ... ... ... ... ... ... ...

... 0 0 ... 0

0 0 ... 00 ... 0

0 0 ... 00 0 ... 0
` ...

... ... ... ...... ... ... ...

0 0 ... 0

n

n

m n ij m n

m m mn

a a a a

a a a
A M A a

a a a

a

× ×

   
   
   ∀ ∈ = = =
   
   

  

 
 
 + + +
 
 
 

ℝ

11

1 0 ... 0

0 0 ... 0

... ... ... ...

0 0 ... 0 0 ... 0mn

a

a

   
   
   =
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        [ ]12 11

0 1 ... 0 0 0 ... 0

0 0 ... 0 0 0 ... 0
(1,0, ,0), (1,0, ,0)

... ... ... ... ... ... ... ...

0 0 ... 0 0 0 ... 1

mn
a a a f

   
   
   + + + =
   
   
   

⋯ ⋯ ⋯  

         [ ] [ ]12 (1,0, ,0), (0,1, ,0) (0,0, ,1), (0,0, ,1)mna f a f+ +⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯  

         ( ) , ( ) ( , )m n

ij i m j n
a f u u L f  = ∈   ∑ ℝ ℝ  

 

          Por consiguiente, ( ) ( )m n

m n
M R L f×

 ⊆ × ℝ ℝ , 

 

                
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

m n

m n
m n

m n
m n

m n

L f M
L f M

M L f

×

×

×

 × ⊆  
 → × =  

 ⊆ ×  

ℝ ℝ ℝ

ℝ ℝ ℝ

ℝ ℝ ℝ

, de lo cual, por el  

 

          teorema 1, concluimos que el homomorfismo g es único. 

 
01.3. Generalización 

 

La idea de producto tensorial es de inmediato generalizable a un número 

cualquiera de espacios vectoriales sobre un cuerpo conmutativo, considerando 

ahora aplicaciones multilineales definidas desde 
1

n

j
j

V
=

Π  hacia un K-espacio vectorial 

T. 

Cuando se trata de n espacios vectoriales, 1, ,
n

V V⋯ , sobre un cuerpo 

conmutativo K, el producto tensorial se define como el par (f, T) donde T es un K-

espacio vectorial y 
1

:
n

j
j

f V T
=

Π →  es una aplicación multilineal tal que para cualquier 

otra aplicación multilineal 
1

' : '
n

j
j

f V T
=

Π → , cualquiera que sea el K-espacio T’, existe 

un único homomorfismo : 'g T T→  tal que 'g f f=� . 
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El teorema 1 expuesto antes para n=2, es obviamente válido para 2≥n , es 

decir, si (f, T) es un producto tensorial de los espacios 1, ,
n

V V⋯ , entonces 

( )1 nf V V× ×⋯  genera al espacio T, y, recíprocamente, si ( )1 nf V V× ×⋯  genera a T, 

siendo la aplicación f  multilineal, entonces se verifica que, cualquiera que sea el 

par (f’, T’) con 
1

' : '
n

j
j

f V T
=

Π →  multilineal, existe un homomorfismo : 'g T T→ , único, 

tal que 'g f f=� . 

 

01.4. Expresión de los tensores en una base: 
 

El teorema 1 permite la expresión de un tensor, t, elemento del espacio tensorial,  

del tipo siguiente: 

( )1 1

1 1

, , , ...
r r

i i in i i in

i i

t T t f x x x xλ λ
= =

∀ ∈ = = ⊗ ⊗∑ ∑⋯  

En particular, si consideramos  bases de los espacios vectoriales 1, ,
n

V V⋯ : 
 

{ } { } { }
1 21 1 1 1 2 1 2 2 1, , , , , ,

ni i n i n n
B u i I B u i I B u i I= ∈ = ∈ = ∈⋯  

 

un sistema de generadores sería: 

 

{ }
11 ,

ni ni j j
B u u i I= ⊗ ⊗ ∈⋯  

 

Por otra parte, es inmediato que nunca podrá identificarse el producto 

vectorial
1

n

j
j

V
=

Π con una parte del espacio producto tensorial 
1

n

j
j

T V
=

= ⊗  pues la 

aplicación  

1 1
:

n n

j j
j j

f V T V
= =

Π → = ⊗  
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no es inyectiva, ya que 

),...,,(....),...,,(),...,,( 212121 nnn xxxfxxxfxxxf ααα === , 

siendo, como es obvio,  

),...,,(....),...,,(),...,,( 212121 nnn xxxxxxxxx ααα ≠≠≠ . 

 

Coordenadas de un tensor: 

 

Si en lugar del producto tensorial de p K-espacios vectoriales distintos, 

determinamos el producto tensorial de r copias de un mismo K-espacio vectorial V 

por s copias de su K-espacio vectorial dual, W, es decir, si consideramos el espacio 

tensorial T producto de los K-espacios ( , , , , , )V r V W s W− − − −⋯ ⋯ ⋯ ⋯ : 

 

( ) ( )r sT V V W W V W= ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ = ⊗ ⊗ ⊗⋯ ⋯  

 

los tensores, elementos del espacio producto tensorial T , se pueden expresar por 

 

1 1r s
t T t x x y y∈ → = ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗⋯ ⋯  

 

que se denominan (r,s)-tensores, de orden r + s. 

 

Un tensor se dice que es contravariante de orden p si es un (p,0)-tensor, y se 

dice que es covariante de orden q si es un (0,q)-tensor. 

En general, un (p,q)-tensor se dice tensor mixto, p-contravariante y q-

covariante, con orden p + q. 

Supongamos que es { } { }1, n i n
e e e≡⋯ una base de V, y es { } { }1, ,

n j n
u u u≡⋯ una 

base del espacio dual W. La base correspondiente del espacio tensorial T sería: 

 

{ }1 2 1 2i i ri j j sj
e e e u u u⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗⋯ ⋯  
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Ejemplos: 

 

- Los elementos del espacio tensorial VV ⊗ son tensores 2-contravariantes de 

orden 2. Su expresión en la base { }
nie del espacio vectorial V es de la forma  

 

                                                           ( ).ij

i jt t e e= ⊗  

 

- Los elementos del espacio tensorial WVV ⊗⊗ son tensores mixtos de orden 

3, 2-contravariantes, 1-covariantes. Expresión en la base { }
nie de V, y { }

nju del 

dual W:  

                                                  1 2

1 2
( )

i i

j i i jt t e e u= ⊗ ⊗  

 

- Los elementos de V, es decir, los vectores del espacio, son tensores de orden 

1, 1-contravariantes. Expresión en la base { }
nie : 

 

             i

i
ett =  

 

- Los elementos del espacio dual W, covectores, son tensores de orden 1, 1-

covariantes. Expresión en la base { }
nju : 

 
            

j j
t t u=  

 

- Los elementos del espacio tensorial )()( 23 WV ⊗⊗⊗  son 3-contravariantes, 2-

covariantes, mixtos de orden 5. Expresión: 

 

                1 2 3

1 2 1 2 3 1 2
( )

i i i

j j i i i j jt t e e e u u= ⊗ ⊗ ⊗ ⊗  

 
01.5. Unicidad y existencia del producto tensorial  

El teorema de unicidad: 

Supongamos que (f,T) y (f’,T’) son, ambos, productos tensoriales de los K-espacios 

vectoriales 1, , nV V⋯ . Veamos que son isomorfos. 
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por definición, existen homomorfismos únicos  

 

'g f f=�        [1]                                ffh ='�        [2] 

entonces: 

- premultiplicando [1] por h: 

 

dighffghffhfgh =→=→== ������ )(')(  

           o sea:  ddd ighffiidentTTi =∧=→∃ ��/)(:
.

 
 

- premultiplicando [2] por g: 

 

''')(')'( dihgffhgffhfhg =→=→== ������  

           análogamente:  '''

.

''/)('': ddd ihgffiidentTTi =∧=→∃ ��  

 

en definitiva: 

oisomorfismgh
Tenidentihg

Tenidentigh

d

d 1

' )'(

)(
−=→





=

=

�

�
 

 

El teorema de existencia: 

Consideremos un cuerpo conmutativo K y un conjunto de n+1  K-espacios 

vectoriales, 1, , ,
n

V V W⋯  cualesquiera. Vamos a ver que siempre existe el producto 

tensorial de los n espacios vectoriales 1, ,
n

V V⋯ : 

Sea h  una aplicación del producto cartesiano 1 2 ...
n

V V V× × ×  en W : 

 

1 2: ...
n

h V V V W× × × → ,  

o sea: 
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1 1 2 1( , , ) , ( , , )
n n n

x x V V V h x x W∀ ∈ × × × ∈⋯ ⋯ ⋯  

 

Sea también un subpespacio WS ⊆  y una relación R en W definida por la 

condición: 

uRv u v S↔ − ∈ , Wvu ∈,  

 

que es de equivalencia por ser, trivialmente, reflexiva, simétrica y transitiva. 

 

Llamemos SW /  al conjunto cociente de W por tal relación de equivalencia, esto es:  

 
[ ] [ ]{ }SyxxyxSW ∈−∈∀= ,//  

 

y sea, finalmente, el homomorfismo de inmersión canónica SWWj /: → , es decir: 

 
                                            [ ] SWxxjWx /)(, ∈=∈∀  

(es claro que si ,WSx ⊆∈ entonces [ ],0)( =xj pues Sx ∈− 0 )  [1] 

 

Entonces, veremos que el par )/,( SWhj � , donde es 1 2: ... /
n

j h V V V W S× × × →� , será 

el producto tensorial de los n K-espacios vectoriales 1 2 ...
n

V V V× × × , siempre que el 

subespacio S sea el espacio generado por los elementos de la forma 

0 0

1 1 1( , , , , ) ( , , , ) ( , , , , )
i i n i n i n

h x x x x h x x x h x x xλ µ λ µ+ − −⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯  

 

Es decir, veremos que, con esta condición, el producto tensorial será el par ( )Tf ,  

construido en la forma que se indica en el diagrama, que será conmutativo para 

cualquier otro espacio T’ y cualquier otra aplicación n-lineal f’: 
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La prueba de que el par así construido es producto tensorial de los n k-espacios 

indicados, requiere dar tres pasos: 

- Primero, probar que la aplicación f es multilineal (n-lineal). 

- Segundo, que existe un homomorfismo g tal que el diagrama 5 es 

conmutativo, esto es, tal que fgf �=' . 

- Tercero, que el homomorfismo g es único. 

 

1) La aplicación f es n-lineal: 

 
0 0

1 1 1( , , , , ) ( , , , , ) ( , , , , )
i i n i n i n

f x x x x f x x x f x x xλ µ λ µ+ − −⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯  
0 0

1 1 1( , , , , ) ( , , , , ) ( , , , , )
i i n i n i n

j h x x x x j h x x x j h x x xλ µ λ µ= + − −� ⋯ ⋯ � ⋯ ⋯ � ⋯ ⋯  
0 0

1 1 1( , , , , ) ( , , , , ) ( , , , , ) 0
i i n i n i n

j h x x x x h x x x h x x xλ µ λ µ = + − − = ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯  

 

      puesto que, por construcción, es 

 
0 0

1 1 1( , , , , ) ( , , , , ) ( , , , , )
i i n i n i n

h x x x x h x x x h x x x Sλ µ λ µ+ − − ∈⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯  

 

      y hemos visto en [1] que [ ],0)( =xj si WSx ⊆∈ . 

 

      En definitiva, 0 0

1 1 1( , , , , ) ( , , , , ) ( , , , , ) 0
i i n i n i n

f x x x x f x x x f x x xλ µ λ µ+ − − =⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ , 

 

      con lo que 0 0

1 1 1( , , , , ) ( , , , , ) ( , , , , )
i i n i n i n

f x x x x f x x x f x x xλ µ λ µ+ = +⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ , y f es, 

 

     efectivamente,  aplicación n-lineal. 

 

2) Existe el homomorfismo g: 

 

Veamos que si f’ es n-lineal, cualquiera que sea el K-espacio H, existirá un 

homomorfismo HTg →: tal que fgf �='  

     Sea un homomorfismo cualquiera HWr →: . Se tiene 

 
0 0

1 1 1( , , , , ) ( , , , , ) ( , , , , )
i i n i n i n

r h x x x x h x x x h x x xλ µ λ µ + − − ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯  

[ ]0 0

1 1 1( , , , , ) ( , , , , ) ( , , , , )
i i n i n i n

r h x x x x r h x x x r x x xλ µ λ µ   = + − −   ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯  
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0 0

1 1 1( )( , , , , ) ( )( , , , , ) ( )( , , , , )
i i n i n i n

r h x x x x r h x x x h x x xλ µ λ µ= + − −� ⋯ ⋯ � ⋯ ⋯ � ⋯ ⋯  
0 0

1 1 1'( , , , , ) '( , , , , ) '( , , , , ) 0
i i n i n i n

f x x x x f x x x f x x xλ µ λ= + − − =⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯  

 

ya que f’ es, por hipótesis, n-lineal. 

Es decir, Szzr ∈∀= ,0)( , lo que indica que )ker(rS ⊆ , por lo que se induce un 

homomorfismo HTg →: tal que rjg =� : 

                      ')()( fhrhjghjgfg ==== ������  

 

3) El homomorfismo g es único: 

Pues si hubiera otro HTg →:*  tal que '* ffg = , repitiendo el razonamiento del 

teorema 1, diríamos que, puesto que 1( )
n

f V V× ×⋯  genera a SWT /= , se tendrá: 

1 1

1 1

/ , ( , , ) *( ) ( * )( , , )
n n

i i in i i in

i i

t T W S t f x x g t g f x xα α
= =

∀ ∈ = = → = =∑ ∑⋯ � ⋯  

1

1

'( , , ) ( ) *
n

i i in

i

f x x g t g gα
=

= = → =∑ ⋯  

 

01.6. Propiedades de isomorfía 

1) Teorema: Si denominamos por ),(
1

WVHom i

n

i=
⊗  al conjunto de los 

homomorfismos del espacio producto tensorial i

n

i
V

1=
⊗ en un espacio vectorial 

cualquiera W, y por 1( , , ; )
n n

L V V W⋯ al conjunto de las aplicaciones n-lineales 

de i

n

i
V

1=
Π  en W, se verifica el isomorfismo siguiente 

1
1

( , ) ( , , , )
n

i n n
i

Hom V W L V V W
=
⊗ ≅ ⋯  

En efecto: 

Si es ),(
1

i

n

i
Vf

=
⊗ producto  tensorial, se tiene: 

1
1

' ( , , ; ), , / '
n

n n i
i

f L V V W g Hom V W unico g f f
=

 
∀ ∈ ∃ ∈ ⊗ = 

 
⋯ �  
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Esto nos indica que existe un homomorfismo 

1
1

: ( , , ; ) ,
n

n n i
i

L V V W Hom V Wϕ
=

 
→ ⊗ 

 
⋯  

tal que  1
1

' ( , , ; ), ( ') ,
n

n n i
i

f L V V W f g Hom V Wϕ
=

 
∀ ∈ = ∈ ⊗ 

 
⋯  

Asimismo, también se tiene que 

1
1

, , ' ( , , ; ), / '
n

i n n
i

g Hom V W f L V V W g f f
=

 
∀ ∈ ⊗ ∃ ∈ = 

 
⋯ �  

Por lo que existe un homomorfismo 1
1

: , ( , , ; )
n

i n n
i

Hom V W L V V Wψ
=

 
⊗ → 
 

⋯  tal que 

 1
1

, , ( ) ' ( , , ; )
n

i n n
i

g Hom V W g f L V V Wψ
=

 
∀ ∈ ⊗ = ∈ 

 
⋯  

Por tanto, ψϕ =−1  y 1
1

, ( , , ; )
n

i n n
i

Hom V W L V V W
=

 
⊗ ≅ 
 

⋯  

Corolario: 

Se verifica, para el espacio dual 
*

1 





⊗
=

i

n

i
V del espacio producto tensorial, que 

 
*

1
1

( , , , )
n

i n n
i

V L V V K
=

 
⊗ ≅  

⋯  

Es obvio, pues sustituyendo el espacio W por el cuerpo de escalares K, se tiene que 

es 
*

11
, 





⊗=








⊗

==
i

n

i
i

n

i
VKVHom , por lo que, aplicando el teorema, se tiene que 

*

1
1

( , , , )
n

i n n
i

V L V V K
=

 
⊗ ≅  

⋯  

2) Teorema: Se verifica el isomorfismo siguiente:  VKVKV ⊗≅≅⊗  

Demostración: 

 

 

Sea ),( KVf ⊗  producto tensorial, y sea VVxKf →:'  

bilineal. Por definición, existe un único 

homomorfismo 

VKVg →⊗:  tal que 'ffg =�  

Elijamos f’ definida por la condición de que 
axaxfVxKax =∈∀ ),(',),(  

y veamos que g tiene que ser necesariamente  
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suprayectiva e inyectiva, es decir, que se trata de un homomorfismo biyectivo o 

isomorfismo. 

- g es suprayectiva:  

 Veamos que lo es f’, es decir, veamos que xaxfVxKaxVx =∈∃∈∀ ),('/),(, : 

basta elegir a=1, que obviamente existe por ser K un cuerpo: xxxf == .1)1,('  

Si f’ es suprayectiva quiere esto decir que lo es 'ffg =� , y, por tanto, g. 

- g es inyectiva: 

Veamos que { }0)( =gKer , o sea, que 00)(/ =→=⊗∈∀ ttgKVt : 

Como es 1 1 1 1, , , , , /
n n n n

t V K x x V K t x xα α α α∈ ⊗ → ∃ ∈ ∃ ∈ = ⊗ + + ⊗⋯ ⋯ ⋯  

1 1

1 1

1 1 1 ,1
n n

n n i i i i

i i

x x x f xα α α α
= =

 
= ⊗ + + ⊗ = ⊗ =  

 
∑ ∑⋯ , y es 

1

( ) ,1
n

i i

i

g t g f xα
=

  
=   

  
∑  

( ) ∑∑∑
===

=







=








=

n

i

ii

n

i

ii

n

i

ii xxfxfg
111

1,'1, ααα� . Esto quiere decir que si 0)( =tg , será  

01010
11

=⊗=⊗=→= ∑∑
==

n

i

ii

n

i

ii xtx αα  

En definitiva, los espacios KV ⊗  y V son isomorfos. 

La demostración de que también VVK ≅⊗ es del todo análoga, siguiendo los 

mismos pasos. 

 

01.7. Asociatividad y conmutatividad 
 

1) Asociatividad: 

Para tres K-espacios cualesquiera, 321 ,, VVV , se verifica el isomorfismo siguiente:  

321321321 )()( VVVVVVVVV ⊗⊗≅⊗⊗≅⊗⊗  

Demostración: 

- Veamos que 321321 )( VVVVVV ⊗⊗≅⊗⊗ : 
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Sean: 

( )321, VVVf ⊗⊗  producto tensorial. 

( )321 )(, VVVh ⊗⊗  producto tensorial. 

f’: aplicación trilineal 

h’: aplicación bilineal 

321321 )(: VVVVVVg ⊗⊗→⊗⊗  

321321 )(: VVVVVVm ⊗⊗→⊗⊗  

son los homomorfismos únicos que 

cumplen: 

'ffg =�  y  'hhm =�  

Se tiene: 

 

[ ]

[ ]

1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3 1 2 3

( , , ) , ( ) ( , , ) ( )( ( , , ))

( )( ) ( ( )) (( ) )

( , , ) ( ) ( , , ) ( , , )

x x x V xV xV m g f x x x m g f x x x

m g x x x m g x x x m x x x x x x

f x x x m g f x x x f x x x

∀ ∈ =

= ⊗ ⊗ = ⊗ ⊗ = ⊗ ⊗ = ⊗ ⊗

= → =

� � �

�

� �

 

O sea: dIgmffgm =→= ��� )( (identidad) 

 

Análogamente: 

 

[ ]

[ ]

1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3 1 2 3

( , ) , ( ) ( , ) ( )( ( , ))

( )(( ) ) ( (( ) )) ( ) ( )

( , ) ( ) ( , ) ( , )

x x x V V xV g m h x x x g m h x x x

g m x x x g m x x x g x x x x x x

h x x x g m h x x x h x x x

∀ ⊗ ∈ ⊗ ⊗ = ⊗

= ⊗ ⊗ = ⊗ ⊗ = ⊗ ⊗ = ⊗ ⊗

= ⊗ → ⊗ = ⊗

� � �

�

� �

 

O sea: dImghhmg =→= ��� )( (identidad) 

 

De lo cual:     VVVVVVoisomorfismgm ⊗⊗≅⊗⊗→=−

21321

1 )(  

 

- Veamos que 321321 )( VVVVVV ⊗⊗≅⊗⊗ : 
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Sean: 

( )321, VVVf ⊗⊗  producto tensorial. 

( ))(, 321 VVVh ⊗⊗  producto tensorial. 

f’: aplicación trilineal 

h’: aplicación bilineal 
)(: 321321 VVVVVVg ⊗⊗→⊗⊗  

321321 )(: VVVVVVm ⊗⊗→⊗⊗  

son los homomorfismos únicos que 

cumplen: 

'ffg =�  y  'hhm =�  

 

Se tiene: 

 

[ ]

[ ]

1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3 1 2 3

( , , ) , ( ) ( , , ) ( )( ( , , ))

( )( ) ( ( )) ( ( ))

( , , ) ( ) ( , , ) ( , , )

x x x V xV xV m g f x x x m g f x x x

m g x x x m g x x x m x x x x x x

f x x x m g f x x x f x x x

∀ ∈ =

= ⊗ ⊗ = ⊗ ⊗ = ⊗ ⊗ = ⊗ ⊗

= → =

� � �

�

� �

 

O sea: dIgmffgm =→= ��� )( (identidad) 

 

Análogamente: 

 

[ ]

[ ]

1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3 1 2 3

( , ) , ( ) ( , ) ( )( ( , ))

( )( ( )) ( ( ( )) ( ) ( )

( , ) ( ) ( , ) ( , )

x x x V xV V g m h x x x g m h x x x

g m x x x g m x x x g x x x x x x

h x x x g m h x x x h x x x

∀ ⊗ ∈ ⊗ ⊗ = ⊗

= ⊗ ⊗ = ⊗ ⊗ = ⊗ ⊗ = ⊗ ⊗

= ⊗ → ⊗ = ⊗

� � �

�

� �

 

O sea: dImghhmg =→= ��� )( (identidad) 

 

De lo cual:     321321

1 )( VVVVVVoisomorfismgm ⊗⊗≅⊗⊗→=−  

 

2) Conmutatividad: 

Existe un único isomorfismo qppq VVVV ⊗→⊗:ψ  tal que 

( )
pqqpqqpp xxxxVxVx ⊗=⊗∈∀∈∀ ψ,,  

Demostración: 
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Sean: 

( )21, VVf ⊗  producto tensorial. 

( )12,' VVf ⊗  producto tensorial. 

g: aplicación bilineal 

g’: aplicación bilineal 

1221: VVVVh ⊗→⊗  

2112:' VVVVh ⊗→⊗  

son los homomorfismos únicos que 

cumplen: 

gfh =�  y  ''' gfh =�                                              

Se tiene: 

 

[ ]

[ ]

1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 2 1 1 2

1 2 1 2 1 2

( , ) , ( ' ) ) ( , ) ( ' )( ( , ))

( ' )( ) '( ( )) '( )

( , ) ( ' ) ) ( , ) ( , )

x x V xV h h f x x h h f x x

h h x x h h x x h x x x x

f x x h h f x x f x x

∀ ∈ =

= ⊗ = ⊗ = ⊗ = ⊗

= → =

� � �

�

� �

 

O sea: dIhhffhh =→= ��� ')'( (identidad) 

 

Análogamente: 

 

[ ]

[ ]

2 1 2 1 1 2 2 1

2 1 2 1 1 2 2 1

1 2 2 1 2 1

( , ) , ( ') ') ( , ) ( ')( '( , ))

( ')( ) ( '( )) ( )

'( , ) ( ') ') ( , ) '( , )

x x V xV h h f x x h h f x x

h h x x h h x x h x x x x

f x x h h f x x f x x

∀ ∈ =

= ⊗ = ⊗ = ⊗ = ⊗

= → =

� � �

�

� �

 

O sea: dIhhffhh =→= ''')'( ��� (identidad) 

 

De lo cual:     1221

1 VVVVoisomorfismhh ⊗≅⊗→=−  

 

En definitiva, para k-espacios vectoriales cualesquiera, se verifica mediante 

isomorfismo, la asociatividad y la conmutatividad del producto tensorial 

              321321321 )()( VVVVVVVVV ⊗⊗≅⊗⊗≅⊗⊗  

              1221 VVVV ⊗≅⊗  

 

02. El producto tensorial de espacios vectoriales como objeto de una categoría: 
 

02.1. Introducción a las categorías y funtores 
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La teoría de categorías y funtores se construye de forma elemental desde el 

concepto de categoría, entendida como una clase cuyos objetos cumplen la 

condición de que cualquier par ordenado de los mismos tiene asociado un conjunto 

que denominamos conjunto de los morfismos correspondientes al par, teniendo a su 

vez los morfismos una ley de composición interna, asociativa y con elemento 

identidad: 

Existencia: ψψ deobjetosbabaf ,,),( ∀∈∃ . 

Ley interna: ( ) ( )( ) ( ) hgfúnicocahbagcbfgf =∈∃∈∈∀ �/,,,,,),( ψψψ  

Asociativa: ( ) ( ) ( )( ) hgfhgfadhbagcbfcba ���� )()(,,,,,,),,( =∈∈∈∀ ψψψ  

Elemento identidad: ggIfIfaaIa aaa =∧=∈∃∈∀ ��/),(, ψψ  

( )ψψψ ∈∀∈∀∈∀ cbacgbaf ,,),(,),(  

 

Así, si consideramos la categoría Φ , de objetos a,b,c,..., el conjunto 

asociado, por ejemplo, al par (a,b), diremos que se trata del conjunto de morfismos 

de dominio a y codominio b: 

( )Φba, : conjunto de los morfismos de dominio a y codominio b dentro de la 

categoría Φ . 

 

Se define también lo que se entiende como objeto inicial y objeto final de 

una categoría del modo siguiente: 

- Un objeto α  se dice que es objeto inicial de la categoría Φ , si el conjunto 

( )Φb,α  tiene un único elemento, cualquiera que sea el objeto b de la 

categoría. 

- Un objeto β  se dice que es objeto final de la categoría Φ , si el conjunto 

( )Φβ,a  tiene un único elemento, cualquiera que sea el objeto a de la 

categoría. 

 

Si definimos una función tal que a los objetos de una determinada categoría 

Φ  le correspondan los objetos de otra categoría Γ  hemos de especificar también 
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que a los morfismos asociados a cada par de la primera le correspondan los 

morfismos asociados al correspondiente  par de la segunda. Se trata, por tanto, de 

definir dos funciones, una que establezca la correspondencia entre los objetos 

(función-objeto) y otra que establezca la correspondencia entre los morfismos 

asociados a cada par ordenado de la primera y los morfismos asociados al 

correspondiente par ordenado de la segunda (función-morfismo). Con la función-

morfismo pueden darse dos situaciones, a saber, que el morfismo imagen de un 

morfismo dado tenga por dominio la imagen del dominio del morfismo original y 

por codominio la imagen del codominio del morfismo original (función-morfismo 

covariante), o bien, que ocurra lo contrario, es decir, que el morfismo imagen de un 

morfismo dado tenga por dominio la imagen del codominio del morfismo original y 

por codominio la imagen del dominio del morfismo original (función-morfismo 

contravariante). 

Función objeto:    

Γ→Φ:of , Γ∈Φ∈∀ )(, xfx o  (si )()( yfxfyx oo =→= ) 

 

Función morfismo-covariante:  
( ) ΓΦΓΦ ∈∈∀→ ))(),(()(,),(,)(),(),(: 11 bfafffbafbfafbaf oomoom  

 

Función morfismo-contravariante:  
( ) ΓΦΓΦ ∈∈∀→ ))(),(()(,),(,)(),(),(: 22 afbfffbafafbfbaf oomoom  

 

Un funtor entre la categoría Φ  y la categoría Γ  es el par constituido por una 

función-objeto, fo, y una función-morfismo, fm: 

 

Funtor covariante:       ),( 1mo ff  

 

Funtor contravariante: ),( 2mo ff  
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Un funtor es una función entre categorías que está, pues, realmente 

constituida por dos funciones, una función-objeto y una función-morfismo. Un 

funtor es covariante o contravariante según lo sea su correspondiente función-

morfismo. Ha de cumplir las condiciones de definición (axiomas) siguientes: 

Sobre la identidad: ( )( )
afam IIfaa

0
, =∈∀ ψ  

Sobre la composición de morfismos: 

   Covariante:       ( ) ( ) ( )( ))()()(,,,,, 111 gfffgffbagcbfgf mmm �� =∈∈∀ ψψ  

   Contravariante: ( ) ( ) ( )( ))()()(,,,,, 222 ffgfgffbagcbfgf mmm �� =∈∈∀ ψψ  

 

Podemos imaginar de manera obvia diversas categorías: 

 

- La categoría de los grupos: GRUP, cuyos objetos son los grupos y cuyos 

morfismos asociados a cada par ordenado de grupos son los homomorfismos 

de grupo. 

- La categoría de los anillos: ANILL, cuyos objetos son los anillos y cuyos 

morfismos asociados a cada par ordenado de anillos son los homomorfismos 

de anillos. 

 

Vemos a continuación que podemos definir la idea de producto tensorial de 

espacios vectoriales como objeto inicial de una cierta categoría, estableciéndose de 

forma natural el concepto de funtor producto tensorial. 

 

02.2. El producto tensorial como objeto incial de una categoría 
 

Como ya hemos descrito antes, el producto tensorial de un conjunto de n K-

espacios vectoriales, 1, ,
n

V V⋯ , es un par constituido por una aplicación multilineal 

(n-lineal), f, desde el conjunto producto cartesiano de dichos K-espacios en otro K-

espacio vectorial T, tal que para cualquier otra aplicación n-lineal f’ de dicho 

conjunto producto cartesiano en cualquier otro K-espacio vectorial T’ existe un 
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único homomorfismo de K-espacios vectoriales de T a T’ tal que 'ffg =� . El 

producto tensorial se define, pues, como el par ( )Tf , . 

Si representamos al espacio producto tensorial T por  

n

n

i
i VVVT ⊗⊗=⊗=

=

...1
1

 

se tiene la conmutatividad del siguiente diagrama: 

 

 

Dados n K-espacios vectoriales 1, ,
n

V V⋯ , dentro de la teoría de categorías 

podemos considerar la categoría Σ   cuyos objetos son los pares ( , ), ( , ),p pf T f T ⋯ , 

donde los , ,pT T ⋯  son K-espacios vectoriales, y las , ,pf f ⋯ . son aplicaciones n-

lineales desde el conjunto producto cartesiano de los n K-espacios vectoriales 

dados, y cuyos morfismos asociados a cada par ( )),(),,( pp TfTf  son los 

homomorfismos pTTg →: , de forma que se verifique pffg =� . Es obvio que el 

producto tensorial constituido por el par 







⊗=

=

n

i
iVTf

1

,  es un objeto inicial de dicha 

categoría, pues el par de objetos 







⊗
=

),(),,(
1

pp

i

n

i
TfVf  es el único par que contiene un 

único morfismo (el homomorfismo pTTg →: ) cualquiera que sea el objeto ( )pp Tf ,  

de la categoría, por definición de producto tensorial. 

02.3. El funtor Producto Tensorial 

Consideremos las dos categorías siguientes: 
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- Categoría Γ : Es la categoría cuyos objetos son las n-plas de K-espacios 

vectoriales 

( ) ( ) ( )' ' '' ''

1 1 1, , , , , , , , ,
n n n

V V V V V V⋯ ⋯ ⋯ ⋯  

 

y cuyos morfismos asociados a cada par de objetos ( ) ( )( )' '

1 1, , , , ,
n n

V V V V⋯ ⋯  son las 

aplicaciones producto  

':
111

i

n

i
i

n

i
i

n

i
VVf

===
Π→ΠΠ  

 

siendo las niVVf iii ,...,1,: ' =→ , aplicaciones lineales entre espacios vectoriales. 

 

- Categoría Φ : La categoría cuyos objetos son los productos tensoriales de los K-

espacios de cada n-pla de la categoría Γ : 

),...,''(),,'(),,( ''

1

'

11
i

n

i
i

n

i
i

n

i
VfVfVf

===
⊗⊗⊗  

 

siendo los morfismos asociados a cada par de objetos 







⊗⊗
==

),'(),,( '

11
i

n

i
i

n

i
VfVf  los 

homomorfismos niVVg i

n

i
i

n

i
,...,1,: '

11
=⊗→⊗

==
 tales que i

n

i
fffg

1
'

=
Π= �� , tal como se 

muestra en el diagrama: 
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Definamos ahora un funtor ψ desde la categoría Γ  hacia la categoría Φ : 

 
Φ→Τ:ψ  

 

Función-objeto: A cada objeto de la categoría Γ , es decir, a cada n-pla de K-

espacios vectoriales ( )1, , nV V⋯  le hace corresponder su producto tensorial: 

( ) ( )1 0 1
1

, , , , , ,
n

n n i
i

V V V V f Vψ
=

 
∀ ∈Γ = ⊗ ∈Φ 

 
⋯ ⋯  

Función-morfismo: podemos definir la función morfismo mψ por la condición: 

( )' ' '

1 1
1 1 1 1

( , , ), ( , , ) , ( ) ( , ), ( ', )
n n n n

i n n m i i i
i i i i

f V V V V f g f V f Vψ
Γ= = = =

Φ

 
∀Π ∈ Π = ∈ ⊗ ⊗ 

 
⋯ ⋯  

Vemos que, efectivamente, se trata de un funtor ya que se verifican las dos 

condiciones de la definición de funtor, o sea, la condición sobre el morfismo 

identidad y sobre la composición de morfismos: 

 









ΠΨ








ΠΨ==








ΠΠΨ

====
ffggff

n

i
mi

n

i
mi

n

i
i

n

i
m

1

'

11

'

1
' ���  
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IdIdi

n

i
m =








ΠΨ
=1

 

 

Tal funtor se denomina funtor producto tensorial, siendo, en definitiva las 

funciones constituyentes: 

- Función-objeto: 

( ) ( )1 0 1
1

, , , , , ,
n

n n i
i

V V V V f Vψ
=

 
∀ ∈Γ = ⊗ ∈Φ 

 
⋯ ⋯  

- Función-morfismo: 

( ) ( )' '

1 1 1 1
1 1

( , , ), ( , , ) , ( ) ( ), ( ' ')
n n

i n n m i n n
i i

f V V V V f g V V V Vψ
ΦΓ= =

∀Π ∈ Π = ∈ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗⋯ ⋯ ⋯ ⋯  
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EDMUND HUSSERL Y LA FENOMENOLOGÍA  

DEL NÚMERO NATURAL 
(Edmund Husserl and the phenomenology of the natural number) 

Joaquín González Álvarez1 
 
Recepción: Octubre 2014. Revisión y aceptación: Noviembre 2014.    

Resumen. Se presenta un análisis de los aspectos fundamentales de la corriente 
filosófica propugnada por el filósofo y matemático alemán Edmund Husserl 
conocida como Fenomenología, aspectos que fueron tomados por éste para 
desarrollar su tesis sobre el surgimiento en la conciencia del concepto de número 
natural entero y positivo o número cardinal. Se detalla como el filósofo morabo 
considera el concepto de número es precedido por el de conjunto como primitivo o 
primario en un proceso psicológico-lógico, siguiendo ideas de sus profesores 
Weierstraß (escrito Weierstrass cuando no está disponible el carácter "ß") y 
Brentano. Se definen los conceptos Intencionalidad y Reducción Eidética.   
 
Palabras claves: Fenomenología, número, conjunto, intencionalidad, reducción 
eidética. 

Abstract. An analysis of the fundamental aspects of the philosophical stream 
advocated by the German philosopher and mathematician Edmund Husserl called 
phenomenology and aspects that were taken by him to develop his thesis of the 
risen in the awareness of the concept of positive integer natural number or cardinal 
number is presented. It details how the moroccan philosopher considers the concept 
of number is preceded by the set as primitive or primary in a psychological-logical 
process, following ideas of his teachers Weierstraß (written Weierstrass when 
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unavailable character "ß") and Brentano. Concepts of Intentionality and Eidetic 
Reduction are defined. 

 

Key Words: Phenomenology, number, set, intentionality, eidetic reduction. 

 
Desarrollo 
 

El filósofo y matemático alemán Edmund Husserl propuso una de las más 

analizadas, citadas e influyentes corrientes filosóficas del siglo XX la cual se 

conoce como Fenomenología y prueba de su importancia es que hoy en la alborada 

del XXI mantiene su vigencia plena. 

La Fenomenología busca captar las cosas mismas como son dadas 

directamente a la conciencia sin implicarse en la conceptualización. En su tesis 

Husserl como él mismo declara ha recibido la influencia de sus profesores 

Weierstraß y Franz Brentano para exponer su filosofía de la aritmética, del primero 

el considerar el concepto de número como primitivo o primario en la mente, y de 

Brentano el tener el acto de captación de lo observado como dirigido a algo, a un 

objeto proceso que se denomina intencionalidad el cual está presente en la 

captación no conceptualizada, que Brentano considera y Husserl acepta como 

acción psicológica-lógica a la cual el filósofo morabo llama Reducción Eidética 

(RI).  

Fijémonos en que la RI la califica Husserl de psicológica-lógica y en efecto 

al acto psíquico de captación no conceptualizada espontáneamente sigue la 

estructuración lógica de lo percibido guiada por la intencionalidad la cual en la 

fenomenología del número natural se dirige al proceso de contar. La corriente 

hursseliana se ha denominado Fenomenología porque de los aspectos del observar, 
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fenómeno y esencia,  la captación psíquica  es sólo del fenómeno y la esencia, de la 

estructuración lógica. Se advierte en Husserl la influencia del idealismo de 

Inmanuel Kant con su tesis de la imposibilidad de conocer la cosa en sí y su 

concepto del noúmeno2.  De esos dos momentos del acto fenomenológico captación 

psíquica  y elaboración lógica trata Jacques Derrida   en su obra Génesis y 

Estructura en la que toma como ejemplo la Arithmetika de Husserl señalando que 

en la fenomenología del número  el filósofo-matemático refiere génesis al conjunto 

de los números y estructura a la forma como de éstos se establecen sus relaciones u 

operaciones las cuales dan como resultado elementos del mismo conjunto. En las 

líneas anteriores se ha utilizado los términos conjunto y estructura. El concepto 

conjunto refiere a elementos relacionados por alguna o algunas propiedades   y 

estructura es un importante concepto establecido de manera parecida por Levi-

Strauss y Piaget definiéndolo como un conjunto cuyos elementos al realizarse 

determinada operación entre dos de éstos. El resultado es un elemento del mismo 

conjunto. Ejemplo evidente es el de los números enteros y positivos los cuales 

respecto a la suma construirán una estructura pero no respecto a la resta. Este tipo 

de estructura es la de grupo. 

Ya, anteriormente, se expuso el criterio hursseliano de la naturaleza primitiva 

del concepto de número natural o cardinal, por lo cual  seguidamente se presenta 

una idea de cómo el hombre primitivo llegó a captar fenomenológicamente el 

                                                 
2 El noúmeno (del griego "νοούµενoν" "noúmenon": "lo pensado" o "lo que se pretende decir"), 
en la filosofía de Immanuel Kant, es un término problemático que se introduce para referir a un 
objeto no fenoménico, es decir, que no pertenece a una intuición sensible, sino a una intuición 
intelectual o suprasensible. Por otra parte, el término también ha sido usado para hablar de la 
cosa-en-sí, es decir, la cosa en su existencia pura independientemente de cualquier 
representación. Ver en: http://es.wikipedia.org/wiki/No%C3%BAmeno 
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crucial concepto, por simple observación mediante la RI dirigida intencionalmente 

a la necesidad instintiva de contar. La primitiva conciencia captó lo que era un 

colectivo de cosas semejantes esto es, un conjunto. Ejemplo un  conjunto de frutas 

con características iguales para el observador según su intencionalidad, tamaño, 

color, sabor u otra. Para obtener fresas, el primitivo denominado A, algunas veces 

era pidiéndolas por lo general para canje, a otro primitivo B y como notó que tenía 

que precisar cuántas fresas quería, optó por buscar la forma de mostrar  a B un 

conjunto cada uno de cuyos elementos correspondiera a cada  una de las fresas. O 

sea en términos actuales A  buscó un conjunto coordinable uno a uno o unívoca con 

el conjunto de fresas, esto es buscó que entre ambos conjuntos existiera 

correspondencia biyectiva.  

En la portada del libro Aritmética del insigne matemático cubano Dr. Aurelio  

Baldor3, uno de los mejores libros de esa materia escrito en lengua castellana, se 

representa a un primitivo levantando una mano mostrando cuatro dedos levantados 

a otro primitivo. Una lamina de ingeniosa didáctica ilustrativa de lo explicado sobre 

los primitivos A y B.  

 
 

                                                 
3 Tomado de: http://matematica1.com/category/aritmetica-de-baldor/  
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Se está entonces, ante la evidencia de cómo surgió fenomenológicamente la 

noción de número natural. En la portada del libro de Baldor ya ha nacido en la 

conciencia del hombre la noción de número natural como lo es el número cuatro. 

No es de dudar que cuando hubo que referirse a más de diez objetos en la 

transacción y por tanto no bastar los dedos, se recurriera a otros objetos para 

conformar o construir los conjuntos necesarios y se utilizarán piedras o cálculos4, 

de ahí nacen las palabras calcular y cálculo. Los conjuntos (símbolos imperfectos 

de objetos) no tienen que ser de elementos iguales,  para “simbolizar” por ejemplo  

el seis, no tienen que ser  seis piedrecitas, pueden dos fruticas, tres florecitas  y una 

hojita, la cosa es que la cardinidad sea seis. La necesidad de símbolos para abreviar 

o facilitar el manejo de conjuntos que expresan números, ya más avanzado el uso 

de la lógica, el humano ideó símbolos procediendo a la formalización de la 

matemática.   

La correspondencia biyectiva  entre un conjunto como el de los números 

enteros con el subconjunto de los pares, se cumple con cualquiera de sus 

subconjuntos como son los de los impares y los de los cuadrados,  y ésta es una 

propiedad de los conjuntos infinitos en general.  

Antes  de dar la definición de número natural en base a lo que del mismo se 

ha venido exponiendo, considérese la siguiente  pregunta: ¿qué tienen en común los 

enanitos de Blanca Nieves, los días de la semana y el nombre Joaquín? Claro que 

si, el número siete. Entonces puede darse entre otras muchas, la siguiente definición 

                                                 
4 La palabra "cálculo" viene del latín (cálculo) y se refiere a una pequeña piedra utilizada para el 
recuento.  Más en general, cálculo (cálculos plural) se refiere a cualquier método o sistema de 
cálculo guiado por la manipulación simbólica de expresiones. Ver en: 
http://translate.google.co.ve/translate?hl=es&sl=en&u=http://en.wikipedia.org/wiki/Calculus&pr
ev=search.  
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del número siete: Se llama número siete al ente común a los enanitos de Blanca 

Nieves, los días de la semana y el nombre Joaquín.  

Con todo lo antes expuesto cae por su propio peso la definición abstracta de 

número natural 

“Se llama número natural al ente abstracto común a todos los conjuntos en los 

cuales todos sus elementos están en correspondencia biunívoca entre sí.  

Los conjuntos a los cuales se ha hecho referencias son finitos y han servido 

para definir el número natural o cardinal. Seguidamente, se consideran conjuntos 

infinitos como el de los números enteros y positivos 1, 2, 3…, encontrándose con 

una interesante peculiaridad al intentar establecer la correspondencia biunívoca 

entre elementos de conjuntos infinitos para hallar el número natural por ese proceso 

definido.   

Para analizar la referida peculiaridad  se utiliza el conjunto sucesión de 

números antes citado 1, 2, 3, …, que no es posible escribirlo completo porque no 

tiene fin, por algo se dice que es infinito (esto de no poderlo escribir o construir y 

sólo intuirlo se tratará más adelante). 

Indiscutiblemente el conjunto de los números pares será un subconjunto del 

de los números enteros antes citado. Resulta claro  que dicho subconjunto será 

también infinito puesto que a cada entero n  le corresponderá un 2n, luego habrá 

correspondencia biunívoca entre los conjuntos 1, 2, 3…. y 2, 4, 6… Se está 

entonces, en condiciones  de preguntar ¿cuál es el número natural definido por esa 

biyección?  Pues esa biyección no define un número natural o cardinal finito  sino 

lo que se denomina un Número Cardinal Transfinito y se representa por el símbolo 
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Aleph Subcero. Aleph es la primera letra del alfabeto hebreo y a ese símbolo y su 

transcendental significado matemático-filosófico dedicó el genial escritor argentino 

su antológica narración El Aleph. 

El concepto de cardinal transfinito se debe al eminente matemático alemán 

de origen ruso Georg Cantor que lo introdujo en su fundamental Teoría de 

Conjuntos base de la llamada Matemática Moderna. El profundo sentimiento 

religioso de Cantor se trasluce en su obra a la vez científica y filosófica y al infinito 

conjunto de obras de la perenne Creaclón Evolutiva le supone un elemento final el 

cual simboliza con la letra griega Omega y lo identifica  con Dios. Ideas como ésta 

y la del Cardinal Transfinito provocó despiadadas críticas de matemáticos de la 

época que  llevó a Cantor a profunda depresión que en definitiva le causó la 

muerte. 

En párrafos anteriores se anunció que se iba a tratar sobre la imposibilidad de 

escribir un conjunto infinito, algo que ha dado lugar al surgimiento de importantes 

corrientes de pensamiento matemático y filosófico. La no posibilidad de escribir o 

construir  un conjunto infinito, al cual llaman los autores infinito actual los llevan a 

establecer corrientes  de pensamiento como la del matemático holandés  Jan 

Brower según la cual sostiene que el conjunto infinito actual  al no poder ser 

construido no es un conjunto real y será un infinito potencial que sólo puede ser 

intuido y considerado como un platonismo matemático. Se destaca en cursiva 

intuido porque Intuicionismo se denomina la tesis de Brower. Semejante al 

Intuicionismo existe el Constructivismo cuyas tesis  se diferencian en la 

consideración del principio lógico del tercero excluido que ambas niegan de 

manera diferente.  
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Conclusión 
 

Como se ha podido observar la Fenomenologá de Huserl y específicamente 

la Reducción Eidética constituye un método de observación de fundamental 

efectividad que todo científico y todo aquel que practique el difícil ejercicio del 

recto pensar, debe interiorizar para lograr la necesaria objetividad para analizar no 

sólo la problemática científica sino también la existencial. Objetividad libre de 

prejuicios ideológicos o de cualquier índole, o de ideas preconcebidas o consignas 

lanzadas quien sabe por qué minusválido mental o manejador consciente de 

voluntades. La Fenomenología hursseliana bien entendida permite  conocer, 

experimentar el objeto de observación. Conocer en el sentido de experimentar no es 

lo mismo que saber, un científico daltónico puede saber lo que es el color verde su 

longitud de onda, la energía de sus fotones, etc. pero no puede conocer, 

experimentar el verde porque no lo puede ver.  
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Resumen. Utilizando y ampliando conceptos categoriales de álgebra y topología, 
se desarrolla una teoría moderadamente general de dualidades entre espacios alge-
braicos donde no se consideran puntos (apuntíferos) y espacios puntíferos, que a-
barca a las dualidades STONE infinitarias, como la conocida dualidad entre marcos 
(o escenarios) y espacios topológicos y una dualidad entre álgebras Boole σ-
completos y espacios medibles, así como las clásicas dualidades PONTRYAGIN, 
GELFAND y STONE, finitarias. 

Entre las diferentes aplicaciones de nuestra teoría, nos centramos en la duali-
dad dominio-convexidad en particular: de la teoría se deriva una dualidad entre 
retículos SCOTT continuos y espacios de convexidad y se aprovechan los conoci-
mientos resultantes para identificar intrínsecamente la parte de equivalencia dual de 
una adjunción dual para álgebras de la mónada de distribuciones; la adjunción dual 
fue descubierta por BART JACOBS, pero sin ninguna caracterización de la equi-
valencia inducida, que damos aquí. En el apéndice, se establecen las dualidades ca-
tegoriales en un contexto más amplio y se dilucidan los fundamentos filosóficos de 
las dualidades. 

 
Descriptores. Dualidad, Mónada, topología categorial, teoría de dominios, estruc-
tura convexa. 
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Universidad de los Andes (ULA) Mérida- Venezuela. Es profesor jubilado de la  Universidad de 
los Andes. alrame59@gmail.com  
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Abstract. Utilizing and expanding concepts from categorial topology and algebra, 
one contrive a moderately general theory of dualities between algebraic, point-free 
spaces and set-theoretical, point-set spaces, which encompasses infinitary STONE 
dualities, such as the well-known duality between frames (aka. locales) and topo-
logical spaces, and a duality between σ-complete Boolean algebras and measurable 
spaces, as well as the classic finitary STONE, GELFAND, and PONTRYAGIN dualities.  

Among different applications of our theory, we focus upon domain-
convexity duality in particular: from the theory we derive a duality between 
SCOTT’s continuous lattices and convexity spaces, and exploit the resulting insights 
to identify intrinsically the dual equivalence part of a dual adjunction for algebras 
of the distribution monad; the dual adjunction was uncovered by BART JACOBS, but 
with no characterization of the induced equivalence, which we do give here. In the 
Appendix, we place categorial dualities in a wider context, and elucidate philosoph-
ical underpinnings of dualities. 
 
Keywords. Duality, monad, categorial topology, domain theory, convex structure. 

 

1. INTRODUCCIÓN 
Hay dos concepciones de espacio: una viene de la idea óntica de que los 

constituyentes definitivos del espacio, son puntos sin extensión; la otra no presupo-
ne el concepto de puntos en el primer lugar y comienza con un concepto epistémi-
camente más seguro como regiones o propiedades observables. Por ejemplo, un es-
pacio topológico es una incorporación de la primera idea de espacio y un marco (o 
escenario) es una incorporación de la última. 

A menudo existen dualidades entre los conceptos de espacio apuntífero (es-
pacio que no lleva puntos) y la de espacio puntífero (espacio que lleva puntos) (di-
cho de otra manera, entre epistemología y ontología del espacio; véase también el 
apéndice), ejemplificada por la dualidad bien conocida, entre marcos y espacios to-
pológicos (véase, por ejemplo, JOHNSTONE [12]). 

Este es el teorema de dualidades más general: cada categoría C es dualmente 

equivalente a su correspondiente categoría opuesta C
op

. Por supuesto, no tiene sen-
tido sustancial. Sin embargo, considérese que prescribe una forma genérica de dua-
lidad, de una manera no evidente (decimos "no evidente" porque puede haber dife-
rentes conceptos de una forma genérica de dualidad, algunas de las cuales pueden 
no basarse en Teoría de Categorías en absoluto). En este documental intentamos e-
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vitar tal trivialidad centrándonos en un contexto más específico: nuestro objetivo es 
desarrollar una teoría moderadamente general, de dualidades entre espacios apuntí-
feros y espacios puntíferos, teniendo en  mente aplicaciones a la dualidad dominio-
convexidad, donde los dominios son vistos como estructuras convexas apuntíferas. 

Nuestra teoría general de las dualidades entre los espacios apuntíferos y los 
puntíferos, se basa en la idea de una dualidad inducida por un objeto janusiano (es-
quizofrénico, ambimorfo): "una potencial dualidad surge cuando un mismo objeto 
habita en dos categorías diferentes" (palabras de LAWVERE citado en BARR et al., 
[3]).  

Nótese que en este trabajo, entendemos como dualidades a las adjunciones 
duales, en general; las equivalencias duales se interpretan como casos especiales. 
Hay diversas teorías de dualidades, basadas en la misma idea (véase, por ejemplo, 
[3, 5, 12, 17]); algunas de ellas utilizan Algebra Universal, mientras que otras son 
categoriales.  

Nuestra teoría está entre Teoría de Categorías y Álgebra Universal (aunque 
usamos terminología categorial, sin embargo, todo puede ser interpretado en térmi-
nos de Álgebra Universal y de los espacios puntíferos generales introducidos en 
MARUYAMA [15]). A continuación se expone una más detallada comparación con 
trabajos relacionados. 

Nuestra teoría de dualidades nos permite derivar una serie de dualidades con-
cretas, incluyendo dualidades STONE infinitarias, tales como la mencionada duali-
dad en topología apuntífera y una cierta dualidad entre algebras BOOLE σ-comple-
tos y espacios medibles; así como las clásicas dualidades PONTRYAGIN, GELFAND y 
STONE, finitarias (puesto que la dualidad PONTRYAGIN es una autodualidad, hay que 
tratarla de manera ligeramente diferente que a las demás, como se indica adelante). 

En el presente trabajo nos centramos, inter alia, sobre las dualidades entre 
estructuras apuntíferas y convexas de conjuntos puntíferos. Por un lado, conside-
ramos los retículos SCOTT continuos para representar estructuras convexas apuntí-
feras, por razones explicadas, en el apartado 3.1. Por otro lado, hay dos tipos de es-
tructuras convexas de conjuntos puntíferos: es decir, espacios de convexidad (ver 
VAN DE VEL [18] o COPPEL [6]; la definición está dada en Preliminares en Sección 
2) y álgebras de la mónada de distribuciones (álgebras baricéntricos; ver FRITZ [8]).  

Nuestra teoría general establece que existe una dualidad entre retículos con-
tinuos y espacios de convexidad. En contraste, JACOBS [11] muestra una adjunción 
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dual entre premarcos y álgebras de la mónada de distribución, que puede ser refor-
mulada como una adjunción dual entre retículos continuos y álgebras de la Mónada 
de distribución. Aunque JACOBS [11] deja abierta la identificación intrínseca de la 
equivalencia dual inducida, en este trabajo, damos una caracterización intrínseca de 
la parte de equivalencia dual de la adjunción dual para álgebras de la Mónada de 
distribuciones. 

Resumen Técnico. En nuestra teoría de dualidades, nos basamos principalmente en 
la Teoría de Categorías concretas como en ADÁMEK et al [1], especialmente para 
conceptos de topología categorial (ver también, [2, 4]) y álgebra categorial (en par-
ticular la teoría de mónadas). Comenzamos con una categoría monádica C sobre 
Set (que es equivalente a las variedades posiblemente infinitarias en términos de 
Álgebra Universal) y con una categoría topológica D de cierto tipo y luego asumi-

mos que existe un objeto janusiano Ω que habita en C y en D. De paso, introduci-

mos el nuevo concepto de axioma topológico clásico y lo utilizamos para identifi-
car a una cierta clase de las subcategorías completas de una categoría estructurada 
por funtor, que representan a categorías de espacios puntíferos. Bajo el supuesto de 
lo que llamamos la condición de armonía, que básicamente, significa que las opera-
ciones algebraicas son continuas en el sentido adecuado, finalmente mostramos que 

hay una adjunción dual entre C y D, dada por la determinación de morfismos a Ω. 

La adjunción dual se restringe formalmente a una equivalencia dual, median-
te el método estándar de tomar los objetos de C y D, que son fijos con respecto a la 
unidad y la counidad de la adjunción; por decirlo de forma intuitiva, los objetos cu-
yos dobleduales son isomorfos a sí mismos. Al mismo tiempo, sin embargo, es a 
menudo, altamente no trivial, identificar intrínsecamente la parte de la equivalencia 
dual de una adjunción dual, en una situación concreta, como se observa en PORST-
THOLEN [17], "esto puede ser un problema muy difícil y es hasta donde puede lle-
gar la orientación categorial.”2 

Usando métodos especializados, contextuales, en vez del genérico, mencio-
nado anteriormente, damos caracterizaciones intrínsecas de equivalencias duales 

                                           
2 Para ejemplificar lo que se quiere decir aquí, considérese la adjunción dual entre marcos y espacios, que se restrin-
ge a una equivalencia dual entre marcos y espacios cuyos dobleduales son isomorfos a sí mismos; esto es trivial. Sin 
embargo, no es trivial en absoluto, notar que esos marcos son exactamente, los marcos con suficientes puntos (es de-
cir, marcos espaciales) y esos espacios son precisamente, los espacios en los que cada conjunto cerrado irreducible 
no vacío, es la clausura de un punto único (es decir, espacios sobrios). 
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inducidas por la adjunción dual para espacios de convexidad y por la adjunción 
dual para álgebras de la mónada de distribuciones. El concepto de politopos desem-
peña un papel crucial en las caracterizaciones y en la comprensión de cómo los se-
miretículos involucran estructuras convexas. 

Comparación con trabajos relacionados. Nuestra teoría general de dualidades 
puede ser comparada con otras teorías de dualidades, de la siguiente manera. La te-
oría CLARK-DAVEY de dualidades naturales [5] se basa en la misma idea de una 
dualidad inducida por un objeto janusiano. Sin embargo, nuestra teoría es más am-
plia que la teoría de las dualidades naturales: en el sentido de que, mientras que la 
teoría de las dualidades naturales se especializa en dualidades para álgebras finita-
rios, nuestra teoría pretende abarcar álgebras infinitarios también (por ejemplo, 
marcos, álgebras Boole σ-completos y retículos continuos).  

Así, nuestra teoría abarca dualidades tipo STONE, tanto finitarias como infini-
tarias. La dualidad concreta general JOHNSTONE [12, VI.4] y la adjunción dual natu-
ral PORST-THOLEN [17] son más afines a la nuestra.3 Sin embargo, una diferencia 
crucial es que nos atengamos a la consideración de dualidades tipo STONE tanto 
como sea posible. En sus teorías, no hay ninguna preocupación concreta con res-
pecto a equipar al "espectro" de un "álgebra" con una "topología" o cómo dotar a 
las (colecciones de) "funciones" en un "espacio", con estructura "algebraica". 

Consideramos que los procesos de algebrización y topologización son esen-
ciales en la consideración de dualidades tipo STONE. En particular, algebrización y 
topologización son, sorprendentemente, diferentes procesos en la práctica; a pesar 
de esto, los dos procesos son tratados en sus teorías, como si fueran paralelos y 
simétricos, a un nivel de abstracción, que parece a una abstracción excesiva desde 
nuestra perspectiva de la práctica de las dualidades. 

Insistimos enfáticamente en la asimetría entre los dos procesos de algebriza-
ción y topologización en la consideración de dualidades tipo STONE y así preten-
demos simular los procesos dentro de nuestra teoría, lo que representa la considera-
ción de las dualidades, de una manera adecuada. Para alcanzar esta meta, nuestra 

                                           
3 La adjunción dual JOHNSTONE (lema VI.4.2) parece no ser muy rigurosa, porque él se atreve a decir 
"elegimos no involucrarnos en darle un significado preciso a la palabra 'conmutar' en la última frase" (pág. 
254) y el resultado de adjunción dual realmente se basa en la suposición de esa conmutatividad. En este 
documental, formulamos precisamente el concepto de conmutatividad como lo que llamamos la condición 
de armonía. 
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teoría no puede y no debe ser tan general como para simetrizar la asimetría; esta es 
la razón por qué llamamos a nuestra teoría "moderadamente" general. 

En comparación con MARUYAMA [15], donde se discute una teoría de duali-
dades tipo T1, basándose en espacios CHU y un concepto genérico de condiciones 

de clausura, el presente documento tiene como objetivo una teoría de dualidades ti-
po sobrio; un ejemplo de dualidad tipo T1 es una (no muy conocida) dualidad entre 

espacios T1 y marcos coatomisticos (una sutileza es que los morfismos de marcos 
deben ser "maximales" para dualizar aplicaciones continuas; ver [15]). 

Las dualidades tipo sobrio se basan en espectros primos, mientras que las 
dualidades tipo T1 se basan en espectros maximales. Las variedades afines (excepto 

conjuntos singulares) en C
n
, con topologías ZARISKI, son espacios T1 no-sobrios; 

son homeomorfas a los espectros maximales de sus anillos de coordenadas. Las 
primeras y las últimas teorías pueden aplicarse a diferentes tipos de espacios, dando 
dualidades tipo T1 y tipo sobrio, respectivamente. 

JACOBS [11] y  Maruyama [14], independientemente revelaron (diferentes) 
dualidades para la convexidad (los álgebras de convexidad en [14], se sustituyen en 
este documento por retículos continuos) y el presente trabajo pretende dilucidar un 
vínculo preciso entre ellos, que hasta ahora ha sido poco claro.  Las dos dualidades 
resultan para ser esencialmente la misma a pesar de sus diferentes perspectivas. 

2. TEORÍA GENERAL DE DUALIDADES  
Después de preliminares, primero repasamos topología categorial y luego 

consideramos una teoría general de dualidades, basada en los conceptos de mónada, 
(co)categoría estructurada por funtor y (co)axioma topológico. Entre otras cosas, 
presentamos el nuevo concepto de axioma topológico clásico, con el objetivo de 
tratar distintos tipos de espacios puntíferos, en forma unificada. 

Preliminares. Una categoría concreta es una tupla (C, U) con una categoría C y un 

functor fiel U: C → Set, donde Set denota a la categoría de conjuntos y funciones. 

U se llama el functor subyacente de la categoría concreta. Por razones de simplici-

dad, a menudo se omite y hace implícito al functor U de una categoría concreta (C, 

U). También podemos definir la noción de categoría concreta sobre una categoría 
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general. Para una categoría C y un funtor fiel U: C → D, (C, U) se llama una cate-

goría concreta sobre D. Una categoría concreta (sobre Set) en este documento, se 
llama en [1], un constructo. 
Top denota a la categoría de espacios topológicos y funciones continuas.  
Conv denota a la categoría de los espacios de convexidad y aplicaciones que pre-
servan convexidad, siendo un espacio de convexidad una tupla (X, C) tal que X es 

un conjunto y C es un subconjunto del conjunto potencia, 2
X
, de X, que es cerrado 

con respecto a uniones dirigidas e intersecciones arbitrarias; la aplicación que pre-
serva convexidad es tal que la imagen inversa de cada conjunto convexo con res-
pecto a ella, es convexo (véase VAN DE VEL [18] y COPPEL [6], que desarrollan gran 
cantidad de geometría convexa basándose en este concepto general de espacio de 
convexidad).  
Meas denota a la categoría de espacios medibles y funciones medibles.  
Frm denota a la categoría de los marcos y sus homomorfismos.  
ContLat denota a la categoría de retículos continuos y sus homomorfismos (es de-
cir, aplicaciones que preservan a las juntas (joins) dirigidas y a las concurrencias 
(meets)). 
BAσ denota a la categoría de los álgebras Boole σ-completos con σ-distributividad 
y sus homomorfismos, donde σ-distributividad significa que las juntas contables se 
distribuyen sobre concurrencias contables. 
Q: Setop → Set, denota al funtor contravariante conjunto potencia. 

2.1. Una concepción Categorial de Espacios Puntíferos  
Aquí presentamos un concepto general del espacio que abarca espacios to-

pológicos, espacios de convexidad y espacios medibles. Nuestra teoría de dualida-
des se desarrollará en base a ese concepto de espacio (generalizado). Para los fun-
damentos de categoría (co)estructurada por funtor y (co)axioma topológico, nos re-
ferimos a ADÁMEK et al. [1]. Primero repasamos la noción de categoría estructura-
da por funtor. En lo siguiente, sea (C, U: C → Set) una categoría concreta. 

Definición 2.1 ([1]). Se define una categoría Spa(U) como sigue. 

1.   Un objeto en Spa(U) es una tupla (C, O) donde C ∈ C and O ⊆ U(C). 

2.   Un morfismo en Spa(U) desde (C, O) a (Cʹ, Oʹ) es un morfismo f: C → Cʹ, en 

C, tal que U(f )[O] ⊆ Oʹ. 
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Una categoría de la forma Spa(U), se llama una categoría estructurada por funtor. 

Una categoría de la forma (Spa(U))
op

 se llama una categoría coestructurada por 

funtor. 

Consideramos a Spa(U) como una categoría concreta equipada con un funtor 

fiel U ○ F: Spa(U) → Set, donde F: Spa(U) → C, es el funtor olvidadizo que asig-

na (C, O) a C. 

Entonces podemos mostrar lo siguiente (para la definición de la categoría to-
pológica, véase [1]; aunque hay diferentes nociones de una categoría topológica, 
seguimos la terminología de [1]). 

Proposición 2.2 ([1]). Tanto la categoría estructurada por funtor Spa(U), como la 

categoría coestructurada por funtor (Spa(U))
op

 son topológicas. 

El concepto de (co)axioma topológico se define como sigue. 

Definición 2.3 ([1]). Un axioma topológico en (C, U) se define como un morfismo 

p: C → Cʹ, en C, tal que 

1.   U(C) = U(Cʹ); 

2.   U(p): U(C) → U(C), es el morfismo identidad sobre U(C). 

Un objeto C en C, satisface un axioma topológico p: D → Dʹ, en (C, U) syss para 

cada morfismo f: D → C, en C, hay un morfismo f ʹ: Dʹ → C, en C tal que U(f) = 

U(f ʹ). 

Un coaxioma topológico se define como un axioma topológico con el si-
guiente concepto de satisfacción. Un objeto C en C, satisface un coaxioma topoló-

gico p: Dʹ → D, en (C, U) syss para cada morfismo f: C → D, en C, hay un mor-

fismo f: C → Dʹ, en C tal que U(f ) = U(f ʹ). 

Axiomas y coaxiomas topológicos son lo mismo, pero las correspondientes 
nociones de satisfacción son duales una de otra. Para ejemplos de (co)axiomas to-
pológicos, nos referimos a [1]. 
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Definición 2.4 ([1]). Sea X una clase de (co)axiomas topológicos en una categoría 
concreta C. Una subcategoría completa D de C es definible por X en C syss los ob-
jetos en D, coinciden con los objetos en C, que satisfacen todos los (co)axiomas to-
pológicos en X. 

Al igual que en la siguiente proposición, podemos demostrar un análogo to-
pológico del teorema BIRKHOFF en Álgebra Universal (para más detalles, véase teo-
rema 22.3 y corolario 22.4 en [1]). 

Proposición 2.5 ([1]).  Sea C una categoría concreta.  Las siguientes proposiciones 
son equivalentes: 
1.   C es de fibras pequeñas y, también, topológica; 
2.  C es isomorfa a una subcategoría de una categoría funtor-estructurada, que es 
definible por una clase de axiomas topológicos en la categoría funtor-estructurada.  
3.   C puede ser inmersa en una categoría funtor-estructurada como una subcategor-
ía completa que es cerrada respecto a la formación de productos, subobjetos inicia-
les y objetos indiscretos. 

Ahora introducimos el nuevo concepto de (co)axioma topológico clásico, 
que deberá desempeñar un papel crucial en la formulación de nuestro teorema de 
adjunción dual. 

Definición  2.6.  Un axioma topológico clásico en Spa(U), es un axioma topológi-

co p: (C, O) → (Cʹ, Oʹ) in Spa(U) tal que 

≡ Cada elemento de Oʹ \ O puede expresarse como una combinación booleana 

(posiblemente infinitaria) de elementos de O. 

Un coaxioma topológico clásico en (Spa(U))
op

 se define como un coaxioma to-

pológico p: (C, O) → (Cʹ, Oʹ) en (Spa(U))
op

 tal que  

≡ Cada elemento de O \ Oʹ puede expresarse como una combinación booleana 

(posiblemente infinitaria) de elementos de Oʹ. 

Sea Q: Set
op

 → Set, el functor contravariante conjunto potencia. Cada una 

de las categorías Top de espacios topológicos, Conv de espacios de convexidad y 

Meas de espacios medibles, es una subcategoría completa de (Spa(Q))
op

, que es 
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definible por una clase de coaxiomas topológicos clásicos como en la siguiente 
proposición, que se puede demostrar detallando las definiciones involucradas. 

Proposición 2.7.  Top  es definible por la siguiente clase de coaxiomas topológicos 

clásicos en (Spa(Q))
op

: 

(i) 1
S
: (S, {Ø, S}) → (S, Ø), 

(ii) 1
S
: (S, {X, Y, X ∩ Y}) → (S, {X, Y}), 

(iii) 1
S
: (S, O ∪ {∪O}) → (S, O) 

para todos los conjuntos S, todos los subconjuntos X, Y de S y  todos los subconjun-

tos O del conjunto potencia, 2
S
,de S. 

Conv es definible por la siguiente clase de coaxiomas topológicos clásicos en 

(Spa(Q))
op

: 

(iv) 1
S
: (S, {Ø, S }) → (S, Ø); 

(v)  (S, C ∪ {∩C}) → (S, C) 

(vi) 1
S
: (S, Cʹ ∪ {∪Cʹ}) → (S, Cʹ) 

para todos los conjuntos S, todos los subconjuntos C de 2
S
 y todos los subconjuntos 

Cʹ de 2
S
, que están dirigidos con respecto a la inclusión. 

Meas es definible por la siguiente clase de coaxiomas topológicos clásicos en 

(Spa(Q))
op

: 

(i) 1
S
: (S, {Ø, S }) → (S, Ø); 

(ii) 1
S
: (S, {X, X

c}) → (S, {X}); 

(iii) 1
S
: (S, B ∪ {S, ∪B}) → (S, B) 

para todos los conjuntos S, todos los subconjuntos X de S y todos los subconjuntos 

B de 2
S
, que tienen cardinalidad ≤ ω. 

Por lo tanto, con el fin de desarrollar una teoría general de dualidades, nos 
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centramos en una subcategoría completa Spa, de (Spa(Q))
op

, que es definible por 

una clase de coaxiomas topológicos clásicos en (Spa(Q))
op

. 

Llamaremos a (S, O) ∈ Spa, un espacio generalizado y a O una topología 

generalizada. 

Dado un subconjunto P, de 2
S
, para algún conjunto S, podemos generar una 

topología de S, a partir P, que es la más débil topología de S, que contiene a P. 

También podemos hacer lo mismo en el caso de topología generalizada. 

Proposición 2.8. Para un conjunto S, sea P un subconjunto de 2
S
.  Entonces, hay 

una topología generalizada más débil, de S, que contiene a P, en Spa, es decir, hay 

(S, O) en Spa, tal que, si P ⊆ Oʹ  (S, Oʹ) en Spa, entonces O ⊆ Oʹ. En tal caso, de-

cimos que O es generado en Spa, por P. 

Demostración.  Definir O = ∩{X ; P ⊆ X y (S, X) ∈ Spa}. Es suficiente demostrar 

que es una topología generalizada de S, en Spa, es decir, (S, O) cumple con la clase 

de coaxiomas topológicos que definen a Spa. Sea p: (X, Bʹ) → (X, B), uno de esos 

coaxiomas y sea f: (S, O) → (X, B) un morfismo en (Spa(Q))
op

. Para B ∈ Bʹ \ B, se 

tiene f
 −1

(B) ∈ X para cada X tal que P ⊆ X y (S, X) ∈ Spa, lo que implica que  

f
 −1

(B) ∈ O. 

 
2.2. Adjunción Dual vía Condición de Armonía  

A lo largo de esta subsección: 
≡ Alg denota a una subcategoría completa de la categoría EILENBERG-MOORE de 

una mónada T en Set;  

≡ Spa denota a una subcategoría completa de (Spa(Q))op que es definible por una 

clase de coaxiomas topológicos clásicos en (Spa(Q))op . 

Nuestro objetivo es establecer una adjunción dual entre Alg y Spa bajo los dos su-
puestos: 
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≡ Hay un objeto Ω que habita tanto en Alg como en Spa, es decir, existen Ω ∈ 

Set y una asignación estructurante h
Ω

: T(Ω) → Ω, tal que (Ω, h
Ω

) ∈ Alg y con 

una topología generalizada O
Ω

 ⊆ Q(Ω) tal que (Ω, O
Ω

) ∈ Spa; 

≡ (Alg, Spa, Ω) satisface la condición de armonía en definición 2.9, abajo. 
 

Intuitivamente, Ω es un conjunto de valores veritativos y obrará como, un 

llamado, objeto dualizante (no usamos el término "esquizofrénico", ya que tiene un 
significado técnico diferente en un determinado contexto). Escribiremos simple-

mente Ω, en vez de (Ω, h
Ω

) o de (Ω, O
Ω

), cuando no haya lugar a confusión. 

La condición de armonía, intuitivamente, significa que la estructura algebrai-

ca de Alg y la estructura geométrica de Spa están en armonía vía Ω. La definición 

precisa se expone a continuación. 

Definición 2.9.  Se dice que (Alg, Spa, Ω) satisface la condición de armonía syss 

para cada S ∈ Spa, 

(HomSpa (S, Ω),  h
S
: T(HomSpa (S, Ω)) → HomSpa (S, Ω)) 

es un objeto en Alg, tal que, para cada s ∈ S, (siendo p
s
 la proyección correspon-

diente desde Hom
Spa

(S, Ω) a Ω), el siguiente diagrama es conmutativo: 

 
Observación 2.10.  El diagrama conmutativo anterior significa que las operaciones 

inducidas de Hom
Spa(S, Ω) se definen puntualmente. La condición de armonía 

consiste entonces, en las dos partes: 

(i) Hom
Spa(S, Ω) es cerrado con respecto a las operaciones puntuales; 
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(ii) Hom
Spa(S, Ω) con las operaciones puntuales está en Alg. 

Aquí, (ii) no es tan importante, por la razón de que podemos desechar la condición 
(ii) si Alg es la categoría EILENBERG-MOORE de una mónada sobre Set, en lugar de 
una subcategoría completa; esto se desprende del hecho de que, puesto que Alg es 

cerrado con respecto a los productos y subálgebras, tenemos un producto Ω
S
 en 

Alg y, por tanto, Hom
Spa(S, Ω) en Alg como subálgebra de Ω

S 
(obviamente, en 

realidad basta suponer que Alg es una cuasi-variedad o una subcategoría implica-
cional completa de la categoría EILENBERG-MOORE de una mónada sobre Set, en el 

sentido de [1]). Considerando a Hom
Spa(S, Ω) como el conjunto de funciones con-

tinuas generalizadas en S, (i) anterior, significa que las funciones continuas son ce-

rradas con respecto a las operaciones algebraicas definidas puntualmente, que es la 
parte más importante de la condición de armonía y por la cual se llama condición 
de "armonía". 

Asumimos la condición de armonía en la parte siguiente de esta subsección. 

La estructura geométrica del HomAlg (A, Ω) para A ∈ Alg puede suministrar-

se como sigue. Por Proposición 2.8, se dota a HomAlg(A, Ω) con la topología gene-

ralizada (en Spa) por 

{〈a〉
O

; a ∈ A y O ∈ O
Ω

} 

donde 

〈a〉
O

 :=  {v ∈ HomAlg(A, Ω); v(a) ∈ O}. 

La estructura algebraica de Hom
Spa(S, Ω) es proporcionada por h

S
 ya descri-

ta. 
Se puede demostrar que los Hom-funtores contravariantes inducidos HomAlg 

(-, Ω): Alg → Spa y Hom
Spa (-, Ω): Spa → Alg, están bien definidos y forman una 

adjunción dual entre las categorías Alg y Spa, es decir, tenemos el siguiente teore-
ma de adjunción dual: 

Teorema 2.11. Hay una adjunción dual entre Alg y Spa, dada por funtores contra-

variantes HomAlg(-, Ω) y HomSpa(-, Ω). Para ser precisos, HomAlg(-, Ω) es levoad-
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junto de HomSpa(-, Ω)
op

. 

Se da una prueba del teorema después la siguiente observación. 
 

Observación 2.12.  El teorema abarca la adjunción dual, bien conocida, entre los 

marcos y los espacios topológicos; en este caso, Ω es el marco de dos elementos 

con la topología SIERPINSKI y la condición de armonía se resume en el hecho obvio 
de que la colección de conjuntos abiertos es cerrada con respecto a las operaciones 
de uniones arbitrarias e intersecciones finitas. La dualidad marco-espacio es así un 
corolario inmediato del teorema anterior; esto muestra un marcado contraste con las 
teorías generales de dualidades que requieren trabajo sustancial en derivar resulta-
dos concretos. Nuestra teoría es de dualidad en contexto, ideada para ser eficaz en 
situaciones concretas. 

De manera similar, podemos derivar una adjunción dual entre espacios me-

dibles y álgebras BOOLE σ-completas dejando a Ω ser el álgebra de dos elementos 

con la topología discreta (de hecho, cualquier álgebra con la topología discreta sir-

ve como Ω), donde los álgebras Boole σ-completos pueden ser vistos como espa-

cios apuntíferos medibles. En Sección 3, discutimos detalladamente una adjunción 
dual entre retículos continuos y espacios de convexidad. 

El caso más simple es la adjunción dual entre Set y Set, inducida por el con-

junto de dos elementos como objeto dualizante Ω (en realidad cualquier conjunto 

funciona); en este caso la condición de armonía no es nada. La adjunción discreta 
STONE entre álgebras Boole y Set es bien conocida. El teorema anterior nos da una 
amplia generalización de ello: hay una adjunción dual entre cada categoría alge-

braica (o variedad en términos de Álgebra Universal) y Set, inducida por cada Ω ∈ 

Alg;  también este caso la condición de armonía no es nada, gracias a la naturaleza 

discreta de Set (es decir, el conjunto de todas las funciones f: S → Ω, es cerrado 

con respecto a operaciones arbitrarias en él). 

Además, el teorema anterior abarca la adjunción topológica STONE entre 
álgebras BOOLE y espacios topológicos, sus diversas extensiones para retículos dis-
tributivos, MV-álgebras (en este caso [0, 1] funciona como un objeto dualizante) y 
álgebras de lógicas subestructurales y la adjunción GELFAND entre C*-álgebras 
conmutativos con unidades 1 y espacios topológicos; nótese que la categoría de C*-
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álgebras conmutativos con 1, es monádica sobre Set (véase [16]). Cada adjunción 
dual, automáticamente, se reduce a una equivalencia dual como se explica más ade-
lante y el método se puede aplicar a todas las adjunciones duales antes menciona-
das, para obtener equivalencias duales (aunque, a menudo, no es fácil dar caracteri-
zaciones intrínsecas de las equivalencias duales resultantes como ya se discutió en 
Sección 1). 
 

Consideremos a la auto-dualidad PONTRYAGIN para grupos abelianos localmente 
compactos. Aunque por razones de simplicidad no hemos asumido una estructura 
topológica en Alg y una estructura algebraica en Spa en nuestra configuración, esto 
se hace pertinente con el fin de tratar la dualidad PONTRYAGIN dentro de nuestro 
contexto.  Es realmente sencillo: comenzamos con Alg topológica y Spa algebraica 
y asumimos dos condiciones de armonía y la siguiente demostración se puede a-
daptar fácilmente, a esa situación (sólo hay que repetir los mismos argumentos para 
las estructuras adicionales en Alg y Spa). 

 
2.2.1. Demostración del Teorema de Adjunción Dual 

Primero mostraremos que los dos Hom-funtores están bien definidos. 

Lema 2.13.  El functor contravariante HomAlg (-, Ω): Alg → Spa está bien defini-

do. 
Demostración.  La parte del objeto está bien definida por la Proposición 2.8. De-

mostraremos que la parte de morfismo está bien definida. Sea f: A → Aʹ, un mor-

fismo en Alg. Probaremos que HomAlg(f, Ω): HomAlg(Aʹ, Ω) → HomAlg(A, Ω) es 

un morfismo en Spa. 

Para a ∈ A y O ∈ O
Ω

, tenemos: 

 HomAlg(f, Ω)
−1

(〈a〉
O

) = {v ∈ HomAlg(Aʹ, Ω); HomAlg(f, Ω)(v) en 〈a〉
O

} 

    = {v en HomAlg (Aʹ, Ω); v ○ f (a) ∈ O} 

    = 〈 f (a)〉
O

. 

Puesto que Spa es definible por una clase coaxiomas topológicos de tipo BOOLE y 
puesto que las operaciones conjuntistas BOOLE son preservadas por la función ima-

gen inversa f
 −1

, esto implica que HomAlg(f, Ω) es un morfismo en Spa. 
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Lema 2.14. El functor contravariante Hom
Spa (-,Ω): Spa → Alg está bien definido. 

Demostración.  La parte del objeto está bien definida por la condición de armonía 
(o puede ser verificada como en (i) o (ii) en observación 2.10 si empleamos a cual-
quiera de las otras dos definiciones de Alg). 

Demostraremos que la parte del morfismo está bien definida. Sea f: S → Sʹ 

ser un morfismo en Spa. Demostraremos que Hom
Spa(f, Ω): Hom

Spa(Sʹ, Ω) → 

Hom
Spa(S, Ω) es un morfismo en Alg, es decir, el diagrama siguiente es conmuta-

tivo: 

 

Por la condición de armonía aplicada a S (o la conmutatividad del cuadrado inferior 

en la figura de abajo), esto es equivalente a la conmutatividad del cuadrado exterior 

en el siguiente diagrama para cada s ∈ S: 

 

donde, recuérdese, p
s
 denota la proyección correspondiente. Por la condición de ar-

monía aplicada a Sʹ, tenemos: para cada sʹ ∈ Sʹ, h
Ω

 ○ T(psʹ) = psʹ ○ h
S ʹ

. Poniendo sʹ 

= f (s) en esta ecuación, tenemos h
Ω

 ○ T(p
f (s)

) = p
f (s)

 ○ h
Sʹ

. Es sencillo verificar que 
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p
f (s)

 = ps ○ Hom
Spa

 (f, Ω). Así obtenemos h
Ω

 ○ T(ps ○ Hom
Spa

) = ps ○ Hom
Spa

(f, 

Ω) ○ h
Sʹ

. Puesto que T es un functor, esto produce la conmutatividad del cuadrado 

exterior de arriba. Por lo tanto, la parte de morfismo está bien definida./// 

 

Ahora definiremos dos transformaciones naturales con el fin de mostrar la adjun-
ción dual. 
 
Definición 2.15. Se definen transformaciones naturales  

Φ: 1
Alg  
→ Hom

Spa 
(Hom

Alg 
(-, Ω), Ω) 

y 

Ψ: 1
Spa 
→ Hom

Alg 
(Hom

Spa 
(-, Ω), Ω) 

como sigue. Para A ∈ Alg, Φ
A
 viene dado por Φ

A
(a)(v) = v (a) donde a ∈ A y v ∈ 

HomAlg (A, Ω). Para S ∈ Spa, Ψ
S
 viene dado por Ψ

S
 (f )(x) = f (x) donde x ∈ S y f  ∈ 

Hom
Spa (S, Ω). 

Tenemos que demostrar que Φ y Ψ están bien definidas. 

Lema 2.16.  Para  A en Alg y a ∈ A, Φ
A

(a) es un morfismo en Spa. 

Demostración.  Para O ∈ OΩ , se tiene 

Φ
A

(a)−1 (O) = {v ∈ HomAlg (A, Ω); Φ
A

(a) (v) ∈ O} = 〈a〉
O

. 

Por tanto,  Φ
A

(a) es un morfismo en Spa./// 

Lema 2.17. Para  S en Spa y x ∈ S, Ψ
S
(a) es un morfismo en Alg. 

Demostración. Este lema se deduce inmediatamente,  de la condición de armonía 

aplicada a Hom
Spa (S, Ω) junto con el hecho de que p

x
 = Ψ

S
(x)./// 

También tenemos que demostrar que Φ
A

 es un morfismo en Alg y que Ψ
S
 es 
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S

un morfismo en Spa. 

Lema 2.18.  Para A en Alg,  Ψ
A

 es un morfismo en Alg. 

Demostración. Sea h
A
: T(A) →A, la asignación de estructura A. Para simplificar 

la descripción, denotemos por H(A) a HomAlg(A, Ω) y por H ○ H(A) a Hom
Spa( 

HomAlg(A, Ω), Ω). Para probar la conmutatividad del cuadrado superior en el si-

guiente diagrama, es suficiente probar que es conmutativo para cada v ∈ H(A), ya 

que el cuadrado inferior es conmutativo por la condición de armonía aplicada a H ○ 

H(A). 

 

Es sencillo verificar que pv ○ ΦA = v. Así que basta probar que v ○ h
A

 = h
Ω

 ○ T(v). 

Esto no es más que el hecho de que v ∈ H(A)./// 

Lema 2.19. Para  S en Spa Ψ
S
 es un morfismo en Spa. 

Demostración. Para f ∈ HomAlg(Hom
Spa(-, Ω), Ω) and O ∈ OΩ , se tiene 

Ψ
S

−1(〈f 〉
O

) = {x ∈ S; Ψ
S
(x) ∈ 〈f 〉

O
} = f −1(O). 

Puesto que Spa es definible por una clase de coaxiomas topológicos tipo BOOLE y 
puesto que las operaciones booleanas de conjuntos son preservadas por la función 

imagen inversa Ψ−1, esto implica que Ψ
S
 es un morfismo en Spa./// 

Ahora es sencillo verificar que Φ y Ψ, en realidad, son transformaciones na-
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turales. 

Finalmente damos una prueba del teorema de adjunción dual, Teorema 2.11: 

Hom
Alg

(-, Ω) es levoadjunto a Hom
Spa

(-, Ω)
op

, con Φ la unidad y Ψ
op

 la counidad 

de la adjunción. 
Demostración.  Sean A ∈ Alg y S ∈ Spa. Es suficiente demostrar que, para cada f: 

A → Hom
Spa

(S, Ω) en Alg, hay un único ɡ: S → Hom
Alg

(A, Ω), en Spa tal que el 

siguiente diagrama es conmutativo: 

 

donde H(S) denota a Hom
Spa
(S, Ω), H(ɡ) denota a Hom

Spa
(ɡ, Ω), H(A) 

denota a Hom
Alg

(A, Ω) y H ○ H(A) denota a Hom
Spa

(Hom
Alg

(A, Ω), Ω). Pri-

mero mostraremos que existe tal ɡ. Definimos ɡ: S → Hom
Alg

(A, Ω), por ɡ(x)(a) 

= ΨS(x)(f(a)) donde x ∈ S y a ∈ A. Entonces tenemos 

(Hom
Spa

(ɡ, Ω) ○ ΦA(a))(x) = (ΦA(a) ○ ɡ)(x) = g(x)(a) 

     = ΨS(x)(f(a)) = f(a)(x). 

Así, el diagrama de arriba conmuta para este ɡ. Queda por demostrar que ɡ es un 

morfismo en Spa. Para a en A y O ∈ O
Ω

, tenemos 

   ɡ
−1(〈a〉

O
) = {x ∈ S; g(x) ∈ 〈a〉

O
} 

= {x ∈ S; ɡ(x)(a) ∈ O} 

= {x ∈ S; f(a)(x) ∈ O} 

 = f(a)−1(O). 

Puesto que f(a) ∈ Hom
Spa

(S, Ω) y Spa es definible por una clase de coaxiomas 

topológicos tipo BOOLE, esto implica que g es un morfismo en Spa. 
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Finalmente, para demostrar la unicidad de tal ɡ, supongamos que ɡʹ: S → 

Hom
Alg

(A, Ω), en Spa hace que el diagrama de arriba sea conmutativo. Entonces 

tenemos 

f(a)(x) = (Hom
Spa 

(ɡʹ, Ω) ○ Φ
A
(a))(x) = (Φ

A
(a) ○ ɡʹ)(x) = ɡʹ(x)(a). 

Puesto que también tenemos f(a)(x) = ɡ(x)(a), se sigue que ɡ = ɡʹ.  Esto completa 

la prueba./// 
 
2.2.2. Derivación de equivalencia a partir de la adjunción 

Repasaremos brevemente métodos estándar para derivar una equivalencia 
(dual) de una adjunción (dual). 

Supongamos que F: C → D es levoadjunto de G: D → C, con Φ y Ψ la 

unidad y la counidad de la adjunción, respectivamente. 

Definición 2.20. Fix(C) es una subcategoría completa de C, tal que C ∈ Fix(C) 

syss Φ
C
 es un isomorfismo en C. Fix(D) es una subcategoría completa de D tal 

que D ∈ Fix(D) iff Ψ
D

 es un isomorfismo en D. 

Proposición 2.21.  Fix(C) y Fix(D) son categorialmente equivalentes. Por otra 

parte, esta equivalencia es la máximal que puede derivarse de la adjunción entre C 
y D. 

Si se requiere una condición sobre la adjunción original, tenemos otra mane-
ra de describir Fix(C) y Fix(D). Primero introducimos las siguientes anotaciones. 

Definición 2.22. Img(C) es una subcategoría completa de C tal que C ∈ Img(C) 

syss C ∼ G(D) para algún D ∈ D. Img(D) es una subcategoría completa de D tal 

que D ∈ Img(D) syss D ∼ F(C) para algún C ∈ C. 

Proposición 2.23. Sean F(C) ∈ Fix(D) para cada C ∈ C y G(D) ∈ Fix(C) para cada 

D ∈ D.  Entonces Img(C) = Fix(C) e Img(D) = Fix(D). Por lo tanto, Img(C) e 
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Img(D) son categorialmente equivalentes. 

Nótese que la suposición anterior queda satisfecha en el caso de la dualidad 
entre marcos espaciales y espacios topológicos sobrios y también en el caso de una 
dualidad entre retículos continuos espaciales y espacios de convexidad sobrios, que 
se presenta a continuación. 

3. DUALIDAD DOMINIO-CONVEXIDAD   
En esta sección, aplicamos la teoría general para obtener una adjunción dual 

entre retículos continuos y espacios de convexidad y luego refinar la adjunción dual 
en una doble equivalencia entre retículos algebraicos y espacios de convexidad so-
brios, que permita caracterizar la parte de equivalencia dual de la adjunción JACOBS 
dual para álgebras de la mónada de distribuciones, con la ayuda de la noción de i-
dempotencia para esos álgebras. 

3.1    Dualidad por Teoría de Convexidad para Retículos SCOTT Continuos   
El concepto de retículo continuo generalmente se define en términos de rela-

ciones de por debajo: es decir, un retículo continuo es un retículo completo en el 
que cada elemento se puede expresar como junta de los elementos que están por 
debajo de él. Desde nuestra perspectiva de la dualidad entre los espacios apuntífe-
ros y los púntíferos, otra caracterización de retículos continuos es útil: 

Proposición 3.1 (Teorema  I-2.7 en [7])).  Un conjuntopo es un retículo continuo 
syss satisface lo siguiente: (i) tiene juntas dirigidas que incluyen a 0; (ii) tiene con-
currencias dirigidas que incluyen a 1; (iii) las concurrencias arbitrarias se distribu-
yen con respecto a las juntas dirigidas. 

La proposición anterior sugiere que los retículos continuos pueden ser consi-
derados como espacios de convexidad apuntíferos. Recordemos que un espacio de 

convexidad es una tupla (S, C) donde S es un conjunto y C es un subconjunto de 

P(S), cerrado con respecto a uniones dirigidas e intersecciones arbitrarias; C se 

llama la convexidad del espacio. Muchos teoremas en geometría convexa, como los 
teoremas tipo HELLY (véase [9]), pueden ser tratados en términos de espacios de 
convexidad, con condiciones adecuadas (véase [6, 18]). 

Así como un marco es una abstracción apuntífera de un espacio topológico, 
un retículo continuo es una abstracción apuntífera de un espacio de convexidad;  
esto es lo que nos dice la proposición anterior. Tenga en cuenta que el punto 1 ante-
rior, es matemáticamente redundante, pero sugiere la definición de un homomor-
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fismo, que preserva a las juntas dirigidas y a las concurrencias arbitrarias. 

Esta idea a su vez, sugiere que existe una dualidad entre ContLat y Conv. 
Para aplicar nuestra teoría de dualidad, recordemos que los retículos continuos son 
los álgebras de la Mónada de filtros sobre Set (véase [7]) y que los espacios de 

convexidad se pueden expresar como una subcategoría completa de (Spa(Q))
op

 que 

es definible por una clase de coaxiomas topológicos clásicos. 

Podemos ver a 2 (es decir, {0, 1}) como un retículo continuo por su ordena-

miento natural 0 < 1 y también, como un espacio de convexidad, dotándolo de la 

convexidad SIERPINSKI {∅, {1}, 2}. Para mostrar que determinar morfismos a 2, da 

una adjunción dual entre retículos continuos y espacios de convexidad, es suficien-
te verificar la condición de armonía. Esto es inmediato porque la condición de ar-

monía en este caso se reduce al hecho de que HomConv(S, 2), que puede verse co-

mo el conjunto de conjuntos convexos en S, forma un retículo continuo. Así, obte-

nemos el siguiente teorema. 

Teorema 3.2.  Hay una adjunción dual entre ContLat y Conv, dada por funtores 

contravariantes HomConv (-, 2) y HomContLat (-, 2). 

Podemos refinar formalmente, la adjunción dual en una equivalencia dual, en 
la manera canónica ya discutida. Sin embargo, es no trivial, encontrar una descrip-
ción intrínseca de la equivalencia dual inducida. Lo lograremos en lo que sigue. 
Aunque no tenemos espacio para dar las pruebas en esta subsección, las pruebas 
pertinentes se encuentran en MARUYAMA [14]; tenga en cuenta que no provoca 
ningún cambio fundamental en las pruebas, reemplazar álgebras de convexidad en 
[14], por retículos continuos. 

HomConv(X, 2) puede ser visto como la colección de conjuntos convexos en 

X, por lo que escribiremos Conv(-) en vez de HomConv(-, 2).  Asimismo, escribire-

mos Spec(-) en vez de HomContLat(-, 2), por la razón que HomContLat(L, 2) puede 

ser visto como la colección de filtros SCOTT-abiertos, de L, completos con respecto 
a concurrencias; donde la compleción con respecto a concurrencias se define como 
la cerradura con respecto a concurrencias arbitrarias. 
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Definición 3.3. Denotar por Φ: Id
ContLat

 → Conv ○ Spec y Ψ: Id
Conv

 → Spec ○ 

Conv a la unidad y a la counidad de la adjunción dual entre ContLat y Conv, res-

pectivamente. 

La cuestión es cuándo la unidad Φ y la counidad Ψ dan isomorfismos. 

Definimos la noción de espacialidad de retículos continuos como la existen-
cia de suficientes filtros SCOTT-abiertos, completos con respecto a concurrencias: 

Definición 3.4.  Un retículo continuo L es espacial syss para cada a, b ∈ L con a � 

b, existe un filtro P Scott-abierto, completo con respecto a concurrencias, de L, tal 

que a ∈ P y b ∉ P. 

La siguiente proposición es crucial. 

Proposición 3.5. Un retículo continuo L es espacial syss Φ
L
: L → Conv ○ 

Spec(L) es un isomorfismo. 

La espacialidad se caracteriza como algebraicidad. 

Proposición 3.6. Sea L un retículo continuo. Entonces, L es espacial syss L es al-

gebraico (es decir, cada elemento se puede expresar como la junta de un conjunto 
dirigido de elementos compactos). 

Los espacios de convexidad sobrios se definen en términos de politopos, lo 
cual tiene sentido en los espacios de convexidad generales, como sigue. 

Definición 3.7. La cápsula convexa ch(Y) de un subconjunto Y de un espacio de 

convexidad (X, C) se define como ∩{Z; Z ∈ C y Y ⊆ Z}. Entonces, un politopo en 

un espacio de convexidad, se define como la cápsula convexa de un conjunto finito 
de puntos. 

Un conjunto convexo C  en C, se dice que es dirigido-irreducible syss C = ∪
i 

∈ IC i
 para un subconjunto dirigido {C

 i
; i ∈ I }, de C implica que existe j ∈ I tal que 
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C = C
 j
. 

Proposición. 3.8. Un subconjunto convexo de un espacio de convexidad es dirigi-
do-irreducible syss es un politopo. 

Los politopos forman una base canónica para cada convexidad (si asumimos 
el axioma de elección): 

Proposición 3.9.  Cada conjunto convexo en un espacio de convexidad se puede 
expresar como la unión de un conjunto dirigido de Politopos. 

La sobriedad se define como sigue (politopos puede reemplazarse por con-
juntos dirigidos-irreducibles). 

Definición 3.10.  Un espacio de convexidad es sobrio syss cada politopo en él, es la 
cápsula convexa de un único punto. 

En contraste con la primera impresión, la sobriedad es un concepto natural.  
Veamos ejemplos. 

Definición 3.11. Dado un espacio de convexidad S, podemos equipar el conjunto 

de politopos en S con la convexidad ideal: es decir, un conjunto convexo es un ide-

al del retículo de politopos. 

El espacio de politopos entonces es sobrio y da la sobrificacion del espacio 
original. El espacio de politopos corresponde al espacio de variedades irreducibles 
en geometría algebraica; dicho de otra manera, "un único punto" por encima, juega, 
en geometría convexa, el papel de "un punto genérico" en términos de geometría 
algebraica. 

En Geometría Algebraica, se sobrifica a una variedad agregando variedades 
irreducibles como puntos genéricos adicionales (en otras palabras, el espectro del 
anillo de coordenadas de una variedad principal da la sobrificación). En geometría 
convexa se sobrifica a un espacio mediante la adición de politopos como puntos 
genéricos (en otras palabras, el espectro principal del retículo de conjuntos con-
vexos, da la sobrificación). Recordar aquí que los politopos pueden caracterizarse 
por irreductibilidad dirigida. 

Proposición 3.12.  Para un espacio de convexidad S, S es sobrio syss Ψ
S
 es un  iso-
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morfismo en Conv. 

Sean SobConv la categoría de espacios sobrios y aplicaciones que preservan 
la convexidad, AlgLat la categoría de retículos algebraicos y homomorfismos y 
SpaContLat la categoría de retículos espaciales continuos y homomorfismos.  Fi-
nalmente obtenemos el siguiente 

Teorema 3.13.  AlgLat (= SpaContLat) y SobConv son dualmente equivalentes. 

3.2 Dualidad JACOBS para Álgebras de la Mónada de Distribuciones 
 

Sea D: Set → Set, la mónada de distribuciones sobre Set. La parte de objeto 

viene definida por: 

D(X) := {f: X → [0, 1]; Σ
x ∈ X

 
f(x) = 1 y f tiene soporte finito}. 

La parte de morfismo viene definida por: 

D(f: X → Y)(ɡ: X → [0, 1])(y) = Σ
f(x) = y

ɡ(x). 

Como en [8, 11], los álgebras de D pueden ser descritos concretamente, como 

álgebras baricéntricos, que básicamente son conjuntos con operaciones de combi-
nación convexas; la definición precisa se expone a continuación. 

JACOBS [11] muestra una adjunción dual entre premarcos y álgebras de D.   

Primero observamos que podemos restringir la categoría de premarcos a la categor-
ía de retículos continuos, puesto que el dual de un álgebra de D (es decir, PF(X) 

más abajo) es en realidad, un retículo continuo. Y entonces se caracteriza la equiva-
lencia dual inducida mediante el concepto de álgebras idempotentes de D. 

Definición 3.14. Un D-álgebra (álgebra baricéntrico) es un conjunto X con una 

función ternaria 

〈-, -, -〉: [0, 1] × X × X → X 
tal que 

1.   〈r, x, x〉 = x; 

2.   〈0, x, y〉 = y; 

3.   〈r, x, y〉 = 〈1 − r, y, x〉; 
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4.   〈r, x, 〈s, y, z〉〉 = 〈r + (1 − r)s, 〈r/(r + (1 − r)s), x, y〉, z〉. 

Los morfismos de D-álgebras son aplicaciones afines; es decir, aplicaciones f 

que preservan a 〈-,-, -〉 de la siguiente manera: 

f〈〈r, x, y〉〉 = 〈r, f(x), f(y)〉. 

Alg(D) denota a la categoría de D-álgebras y aplicaciones afines. 

Alg(D) en el sentido antedicho es equivalente a la categoría EILENBERG-

MOORE de la mónada de distribuciones (véase [11, 8]). 

Los semiretículos pueden considerarse como D-álgebras, de forma canónica. 

Proposición 3.15. Cada semirretículo por concurrencias L forma un D-álgebra: de-

finir 〈-, -, -〉: [0, 1] × L × L → L por  

〈r, x, y〉 = x ∧ y, 
 

si r ∈ (0, 1); de lo contrario, definir 〈r, x, y〉 = x si r = 1 y 〈r, x, y〉 = y si r = 

0. Del mismo modo, Cada semirretículo por juntas forma un D-álgebra (reempla-

zando a ∧ como arriba, por ∨). 

En lo siguiente, suponemos que cada semirretículo está equipado con la es-
tructura convexa definida en la proposición anterior. Repasamos los siguientes con-
ceptos, de JACOBS [11]. 

Definición 3.16.  Para un D-álgebra (X, 〈-, -, -〉), un subconjunto Y de X se define 

como  

≡ un subálgebra syss y
1
, y

2 
∈ Y implica que, para cada r ∈ [0, 1], 〈r, y

1
, y

2
〉 ∈ Y; 

≡ un filtro syss 〈r, x
1
, x

2
〉 ∈ Y  y r = 0, 1, conjuntamente, implica que x

1
, x

2
 ∈ Y; 

≡ un filtro primo syss es un subálgebra y un filtro. 

Definamos un funtor contravariante 
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PF(-): Alg()
op

 → ContLat. 

Para un D-álgebra X, PF(X) es el retículo de filtros primos de X. Para una aplica-

ción afín f, ponemos PF(f) = f −1. 

Definimos un funtor contravariante  

Sp(-): ContLatop → Alg(D), 

como sigue. Para un retículo continuo L, definir Sp(L) como el conjunto de filtros 

en L, Scott-abiertos, completos con respecto a concurrencias, dotado de una estruc-

tura de semirretículo por intersecciones finitas y, por tanto, con una estructura de 

D-álgebra (ver Proposición 3.15). Para un homomorfismo f, ponemos Sp(f) = f
−1

. 

Puesto que PF(X) siempre forma un retículo continuo, los métodos de JA-

COBS [11] funcionan totalmente en la situación actual, dando así el siguiente teore-
ma de adjunción dual. 

Teorema 3.17. Hay una adjunción dual entre ContLat y Alg(D), dada por  

Sp: ContLat
op

 → Alg(D)   y   PF: Alg(D)
op

 → ContLat. 

A continuación, tenemos como objetivo identificar la equivalencia dual in-
ducida por la adjunción dual anterior. Con este fin, se introduce el concepto de D-

álgebras idempotentes. 

Definición 3.18.  Un D-álgebra (X, 〈-,-, -〉 es idempotente syss para cada x, y ∈ X 

y para cada r, s ∈ (0, 1) (es decir, el intervalo unidad abierto), 

〈r, x, y〉 = 〈s, x, y〉. 

Es fácil ver lo siguiente. 

Proposición 3.19. Cada semirretículo por concurrencias y cada semirretículo por 

juntas forma un D-álgebra idempotente. En particular, Sp(L) es un D-álgebra 

idempotente. 
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Proposición 3.20. Para un D-álgebra X, PF(X) es un retículo algebraico. 

Demostración. Esto se desprende del hecho de que PF(X) es un subálgebra del 

retículo algebraico del conjunto potencia P(X) con respecto a las uniones dirigidas 

e intersecciones arbitrarias y que la clase de los retículos algebraicos es cerrada con 
respecto a subálgebras.///                                                               

Proposición 3.21. Si L es un retículo algebraico, entonces L es isomorfo a PF ○ Sp(L). 

Demostración. En primer lugar, Sp(L) puede considerarse como Hom
ContLat

(L, 2) 

mediante la identificación de subconjuntos con sus funciones características. Asi-

mismo, PF ○ Sp(L) puede ser considerado como Hom
Conv

(Sp(L), 2). Entonces, 

la dualidad previamente obtenida, entre retículos algebraicos y espacios de con-

vexidad sobrios, inmediatamente nos dice que L es en efecto isomorfo a PF ○ 

Sp(L)./// 

Proposición 3.22.  Si X es un D-álgebra idempotente, entonces X es isomorfo a Sp 

○ PF (X). 

Demostración. Para x, y ∈ X, definir y ∧ x por 〈1/2, x, y〉. Por idempotencia, X 

con ∧ forma un semirretículo por concurrencia. Puesto que por Proposición 3.19, 

Sp ○ PF(X) es un D-álgebra idempotente, Sp ○ PF(X) también forma un semi-

rretículo por concurrencia, de la misma manera. Se tiene que si los semiretículos 
por concurrencia de dos D-álgebras idempotentes son isomorfos, entonces los D-

álgebras originales también son isomorfos. Por lo tanto, es suficiente demostrar que 
X es isomorfo a Sp ○ PF(X), como semirretículo por concurrencia. 

Ahora, X a su vez, puede ser equipado con la convexidad ideal: los conjuntos 
convexos se definen como los ideales de X. Así, X es un espacio de convexidad so-
brio (con los conjuntos convexos de X formando un retículo algebraico). Los poli-

topos de X, denotado Poly(X), forman un semirretículo por juntas: para dos polito-

pos ch(X) y ch(Y) con X, Y finitos, su junta se define como ch(X ∪ Y), donde ch(-), 
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recordemos, denota la operación capsula convexa. Y, así, Poly(X)
op

,  el orden dual 

del semirretículo por juntas de politopos Poly(X), es isomorfo a X como semirretí-
culo por concurrencias; esto se da para cada semirretículo por juntas X, por una 
equivalencia entre las categorías de los semiretículos por juntas y de los espacios de 
convexidad sobrios como se apunta en MARUYAMA [14]. Dado que PF(X) es el 

retículo de ideales de X, resulta que Sp ○ PF(X) es el semirretículo por concurren-

cias de los elementos compactos (dirigidos-irreducibles) del retículo ideal, el cual 

es precisamente Poly(X)
op

 (ver Proposición 3.8); Recordando que Poly(X)
op

 es 

isomorfo a X, concluye la demostración./// 

Denotemos por IdemAlg(D) a la categoría de D-álgebras idempotentes. Las 

proposiciones 3.21 y 3.22, arriba, finalmente nos dan el siguiente teorema que iden-
tifica la parte de equivalencia dual de la adjunción dual entre ContLat y Alg(D). 

Teorema 3.23. La adjunción dual entre ContLat y Alg(D) se restringe a una doble 

equivalencia entre AlgLat y IdemAlg(D). Esta es la más grande equivalencia dual 

inducida por la adjunción dual. 

Puesto que las recíprocas de las proposiciones 3.21 y 3.22 son válidas por las 
proposiciones 3.19 y 3.20, respectivamente, el teorema anterior da la equivalencia 
dual maximal que puede resultar de restringir la adjunción dual entre ContLat y 
Alg(D). Aunque no tenemos espacio para trabajar en detalles, la dualidad de arriba, 

está estrechamente relacionada con la clásica dualidad HOFMANN-MISLOVE-STRAL-
KA [10]; De hecho, la dualidad anterior revela un aspecto teórico-convexital de la 
dualidad HOFMANN-MISLOVE-STRALKA.  

Resumiendo, hemos obtenido las siguientes dualidades en esta sección: 

IdemAlg(D) ∼ AlgLatop ∼ SobConv. 

Por lo tanto, se deduce que IdemAlg(D) ∼ SobConv; detrás de la equivalencia, en 

realidad se tiene una adjunción entre IdemAlg(D) y Conv. Y el functor de Conv a 

IdemAlg(D) tiene un significado claro en términos de politopos: aplica un espacio 

de convexidad S al D-álgebra de Poly(S)
op

, es decir, el orden dual del semirretícu-
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lo por juntas de politopos de S. Estas dualidades de dominio-convexidad nos dicen 

que la teoría de dominios y la geometría convexa están naturalmente entrelazadas 
en el universo de las matemáticas (a veces hermoso, a veces loco). 
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Anexo  

DUALIDAD CATEGORIAL COMO FILOSOFÍA DEL ESPACIO 

Finalmente especulamos sobre dualidad categorial en un contexto más am-
plio y tratamos de dilucidar los fundamentos conceptuales de la dualidad categorial, 
especialmente en lo referente a la filosofía del espacio. Comencemos con el si-
guiente cuadro (rudimentario) de dualidades categoriales en diversas disciplinas, 
casi todas de las cuales pueden ser concebidas como emergentes entre lo episte-
mológico y lo ontológico. El concepto de dualidad entre ontología y epistemología, 
pensamos, da una perspectiva unificadora sobre dualidades categoriales en campos 
de amplio rango; es como "dualidad entre lo conceptual y lo formal" en términos de 
LAWVERE en su hiperdoctrinario artículo seminal "Adjointness in Foundations" 
(más vinculos con otros pensadores se plantearán luego). 
 

 Ontológico Epistemológico Dualidad 
Lógica Modelo Teoría STONE 

Lógica Algebraica  Semántica Algebraica  Sistema Lógico TARSKI 

Geometría Compleja   Superficie RIEMANN  
Campo de Funciones 

Algebraicas   
RIEMANN 

Geom. Alg. Clásica   Variedad sobre k k-Algebra HILBERT 
Geom. Alg. Moderna   Esquema Anillo GROTHENDIECK 

Teoría de Representación  Grupo Representación PONTRYAGIN 
Topología Punto Conjunto Abierto ISBELL,  PAPERT 

Geometría Convexa   Punto Conjunto Convexo   MARUYAMA 
Teoría GALOIS  G-conjunto (Profinito)  Extensión del Algebra   GALOIS 

Semántica de Programas  Denotación de Programas Propiedad Observable  ABRAMSKY 
Ciencia de Sistemas   Sistema de Computación  Su Comportamiento Coalg|Alg 
Relatividad General  Variedad Espaciotiempo  Campo WEYL 
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Física Quántica  Estado Observable GELFAND 
 

La mencionada dualidad entre denotaciones y propiedades observables de los pro-
gramas básicamente asciende a variantes dominio-teóricas de dualidades STONE in-
finitarias, tales como la ISBELL-PAPERT. La teoría de dualidades del presente trabajo 
es relevante para dualidades finitarias e infinitarias STONE, GELFAND, PONTRYAGIN 
e incluso HILBERT (porque las dualidades HILBERT y STONE están estrechamente re-
lacionadas como se explica más abajo). La dualidad anterior entre sistemas in-
formáticos y sus comportamientos se reduce a la dualidad álgebra-coalgebra en 
términos matemáticos. El caso más básico es la dualidad ABRAMKSY entre álgebras 
modales y coalgebras del endofunctor VIETORIS sobre la categoría de espacios 
STONE, que más tarde fue redescubierta y explicada por KUPKE-KURZ-VENEMA. 
Una teoría general algebraico-universal de estas dualidades álgebra-coalgebra se 
desarrolla en trabajo anterior de MARUYAMA "Natural Duality, Modality and Coal-
gebra" en Journal of Pure and Applied Algebra. 

Algunas de las dualidades anteriores están, de hecho, firmemente entrelaza-
das. La dualidad STONE para la lógica clásica es exactamente equivalente a una 

dualidad HILBERT para la geometría sobre GF(2) (es decir, el cuerpo primo de dos 

elementos). Además, compleción lógica para la lógica clásica corresponde a Null-
stellensatz para la geometría sobre GF(2), de una forma matemáticamente rigurosa; 
nótese que esto es diferente de la correspondencia en teoría de modelos entre la 
lógica y la geometría algebraica. Aquí cabe señalar que la compleción lógica nos 
habla de una dualidad de conjuntopos entre modelos y teorías y Nullstellensatz de 
una dualidad de conjuntopos entre variedades afines e ideales radicales, que pueden 
actualizarse a las dualidades categoriales correspondientes, es decir la dualidad 
STONE y la dualidad HILBERT, respectivamente (notar que la dualidad STONE es una 
generalización de la compleción, la equivalencia sintaxis-semántica, en un sentido 
matemáticamente preciso). En este sentido, puede decirse que compleción y Null-
stellensatz son "predualidades". La correspondencia entre lógica y geometría alge-
braica puede resumirse como sigue: 
 

 Lógica Geometría Algebraica  
Álgebra Fórmulas Polinomios 
Espectro Modelos Variedad 

Dualidad de conjuntopos  Compleción Nullstellensatz 
Dualidad Categorial  Dualidad STONE   Dualidad HILBERT 

 

Investigaciones recientes de MARUYAMA muestran que esta correspondencia entre 
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lógica y geometría algebraica se extiende a lógica GF(pn)-valuada y geometría so-

bre GF(pn) donde p es un número primo, y n es un entero mayor que 1 (y GF(pn) 

es el cuerpo GALOIS de orden pn). 

El concepto de espacio ha inducido una revolución en la modernización de 
las matemáticas, al desplazar el énfasis de espacios subyacentes, de conjuntos 
puntíferos, a estructuras algebraicas sobre ellos; para ponerlo más concretamente, 
de espacios topológicos a marcos (escenarios) (o topología formal como marco de 
predicados), toposes, esquemas (es decir, haces de anillos) y espacios apuntíferos 
no conmutativos (como álgebras C* y VON NEUMANN). La dualidad categorial ha 
apoyado y facilitado el cambio de espacio puntífero al apuntífero, ya que básica-
mente nos dice que la estructura algebraica apuntífera en un espacio puntífero, 
mantiene la misma cantidad de información que el espacio puntífero original, per-
mitiéndonos recuperar los puntos como el espectro de la estructura algebraica. 

Después de haber visto que diferentes dualidades categoriales, aparentemen-
te, comparten cierta esencia conceptual, parece natural preguntar acerca del origen 
(matemático) de esas dualidades, aunque puede no haber ningún origen único y el 
concepto de origen per se puede ser erróneo. Puesto que la dualidad nos permite 
considerar al álgebra mismo, como espacio (apuntífero), otra importante cuestión 
es dónde se origina el cambio de espacio puntífero a  espacio apuntífero. 

El primer matemático que dilucidó la cuestión podría haber sido RIEMANN, 
que demostró que (lo que ahora se llama) una superficie RIEMANN puede ser recu-
perada de su campo de funciones. Al mismo tiempo, sin embargo, podemos pensar 
en varios contendientes serios, especialmente KRONECKER y DEDEKIND-WEBER por 
un lado, que se consideran (por ejemplo, por HAROLD EDWARDS) precursores de la 
geometría aritmética y BROUWER por el otro. Mientras parece que RIEMANN no 
tomó al álgebra mismo como espacio, KRONECKER y DEDEKIND-WEBER algebraiza-
ron a la geometría compleja (por ejemplo, el teorema de RIEMANN-ROCH), conside-
rando a los campos de funciones algebraicas per se, como (equivalentes a) espacios 
(y descubriendo un gran vínculo con teoría de números algebraica, la analogía cru-
cial entre campos de números algebraicos y campos de funciones). BROUWER, aun-
que entró en escena después que ellos, vigorosamente formuló y articuló, en térmi-
nos de las llamadas dispersiones y secuencias de elección, el concepto de continuo 
que no presupone puntos, transformando una idea especulativa, desnuda en una 
empresa completamente desarrollada, matemáticamente substancial. 
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Cambios comparables parecen haber sido causados también en filosofía. La 
filosofía de procesos de WHITEHEAD pone más énfasis en procesos dinámicos que 
en sustancias estáticas. Su filosofía del espacio es, en su espíritu, muy similar a la 
idea de topología apuntífera: 

El pensamiento básico de WHITEHEAD fue que obtenemos la 
idea abstracta de un punto espacial teniendo en cuenta el límite de una 
secuencia de la vida real, de volúmenes que se extienden unos sobre 
otros, por ejemplo de manera muy semejante a como podríamos con-
siderar una serie de muñecas rusas anidadas o una secuencia anidada 
de ollas y sartenes. Sin embargo, sería un error considerar a un punto 
espacial como algo más que una abstracción. 

Esto proviene del artículo de IRVINE en la Stanford Encyclopedia of Philosophy, 

sobre WHITEHEAD y, de hecho, puede interpretarse como un brillante ejemplo de la 
idea de ideales primos (o filtros) como puntos en teoría de la dualidad y geometría 
algebraica: recordar que las vecindades abiertos de un punto en un espacio topoló-
gico forman un filtro completamente primo de su marco conjunto abierto, cuyo 
complemento da un ideal primo. Aunque la filosofía del espacio, de Whitehead, 
tiende a ser discutida en el contexto de la mereología, que es una clase de matemá-
ticas peculiar, sin embargo, es de hecho muy relevante para la idea central de la 
geometría moderna en matemáticas dominante; la idea de puntos como ideales pri-
mos es particularmente importante en la geometría algebraica y no conmutativa. 

La filosofía de procesos de WHITEHEAD sería relevante para la teoría de ca-
tegorías en general: por ejemplo, afirma JOHN BAEZ "una categoría es el marco más 
simple donde podemos hablar de sistemas (objetos) y procesos (morfismos)" en su 
artículo “Physics, Topology, Logic and Computation: A Rosetta Stone”.   

La mecánica quántica categorial de ABRAMSKY-COECKE sigue una línea si-
milar de pensamiento, con respecto a una categoría †-compacta como un "universo" 

de procesos quánticos expresado en un lenguaje gráfico intuitivamente significati-
vo; esto es el pictoralismo quántico de BOB COECKE. Al mismo tiempo, sin embar-
go, debemos tener cuidado de la posibilidad de que la formalización distorsione o 
pierda un punto crucial de una original idea filosófica. De hecho, el concepto de 
proceso de Whitehead sería informalizable por su propia naturaleza. Esta observa-
ción es aplicable a toda la discusión aquí dada y tenemos que ser cautelosos con la 
distorsión mediante formalización, un error común que el matemático o el logicista 
tiende a cometer. 
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Otro filósofo del espacio apuntífero es WITTGENSTEIN: "¿Qué es lo que hace 
evidente que el espacio no es una colección de puntos, sino la realización de una 
ley?" (Philosophical Remarks, p. 216). El enfoque intensional de WITTGENSTEIN 
sobre el espacio es una consecuencia convincente de su persistente desacuerdo con 
el enfoque extensional conjuntista de las matemáticas: 

Las matemáticas están montadas a lo  largo y ancho con los mo-
dismos perniciosos de teoría de conjuntos. Un ejemplo de esto es la 
forma en que la gente habla de una recta como compuesta por puntos.  
Una recta es una ley y no está compuesta de nada en absoluto (Philo-

sophical Grammar, p. 211). 

¿Qué significa "ley" para él?  BROUWER define su concepto de dispersión como 
cierta ley para aproximar a un "punto" y esto podría ser un caso particular de la in-
fluencia de BROUWER en la filosofía de WITTGENSTEIN. Hay una discusión más de-
tallada en el escrito de Maruyama: “Wittgenstein’s Conception of Space and the 
Modernist Transformation of Geometry via Duality”, Papers of 36th International 

Wittgenstein Symposium, Austrian Wittgenstein Society, 2013. 
¿Dónde está el origen de esa modalidad de pensamiento filosófico? Tal como 

se comentó en el caso del origen matemático, puede no haber ningún origen y hasta 
podría ser erróneo buscar un origen en todo. Algunos filósofos posmodernos afir-
man que la idea del original tiende a ser inventada a través de un número de copias: 
después de todo, puede haber sólo copias sin esencia ni origen común. De todos 
modos, podríamos sólo prever un montón de copias con parecido de familia (que 
posiblemente no compartan ninguna característica genuina en común) en forma de 
una lista de dicotomías: 
 

Cambio CASSIRER Substancia Función 
Cambio WHITEHEAD Material Proceso 
Cambio BROUWER Punto Secuencia de Elección   

Cambio WITTGENSTEIN Tratado Investigaciones 
Cambio BOHR Realismo Clásico   Complementariedad 

Cambio GÖDEL Derecha Izquierda 
Dualidad LAWVERE Conceptual Formal 
Dualidad GRANGER Objeto Operación 
Paradoja de ZENÓN Continuo Discreto 

ARISTÓTELES Materia Forma 
Filosofía Natural NEWTON LEIBNIZ 

KANT La Cosa Misma Apariencia 
Fenomenología Objeto Sujeto 

Teoría del Significado DAVIDSON DUMMETT 
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"Cambio" significa que cada pensador enfatiza en su dicotomía, el traslado desde 
un concepto en el lado izquierdo al del lado derecho. CASSIRER posiblemente podr-
ía ser un origen filosófico del modernista cambio discutido hasta ahora. En contras-
te con "cambio", "dualidad" no implica nada acerca de cuál concepto es anterior al 
otro; por el contrario, sugiere equivalencia entre dos opiniones interesadas. Final-
mente, no se pretende que se mantengan relaciones uniformes entre los dos concep-
tos en cada una del resto de dicotomías, que no se centran particularmente en el 
cambio de un concepto a otro. Podría ser conceptualmente significativo reflexionar 
sobre la tabla de dualidades categoriales, a la luz de estas dicotomías filosóficas. 

Dualidad es más que dualismo, así como la dualidad categorial en geometría 
apuntífera comienza con el dualismo de espacio y luego nos dice que los dos con-
ceptos de espacio son equivalentes vía funtores (reduciendo en un cierto sentido el 
dualismo a monismo o, podría decirse monismo en la cima del dualismo). La teoría 
de categorías, a menudo va más allá del dualismo. Otros tipos de dualismo incluyen 
"geometría vs álgebra" y "semántica de teoría de modelos vs. semántica de teoría 
de la demostración". Por ejemplo, el concepto de álgebras de mónadas abarca in-
cluso, estructuras geométricas como espacios topológicos y estructuras convexas. 
La lógica categorial nos habla de suficiente semántica de teoría de modelos, para 
interpretar la lógica en categorías basadas en conjuntos y semántica de teoría de la 
demostración para interpretar la lógica en las llamadas categorías sintácticas. Por 
tanto, podemos decir que la teoría de categorías trasciende al dualismo. 

El cambio de GÖDEL de "derecha" a "izquierda" debería de ser explicado. En 
su obra “The modern development of the foundations of mathematics in the light of 
philosophy” GÖDEL dice: 

El desarrollo de la filosofía desde el renacimiento, en general, 
ha ido de derecha a izquierda [...] Particularmente en física, este desa-
rrollo ha alcanzado un pico en nuestro tiempo, en que, en gran parte, 
se niega la posibilidad del conocimiento de los estados objetivizables 
de los asuntos y se afirma debemos contentarnos con predecir resulta-
dos de observaciones. Este es el final de la ciencia teórica en el sentido 
habitual [...] 

En el contexto físico, por lo tanto, para GÖDEL "derecha" significa el énfasis en rea-
lidad, sustancia y todo eso e "izquierda": algo así como fenómenos observaciona-
les. En otros contextos, Gödel considera "derecha" a la metafísica y lógica formal 
es "izquierda" en su terminología. 

Finalmente podemos articular tres sentidos para fundamentos de las matemá-
ticas, argumentando que la filosofía del espacio cuenta como fundamentos de las 
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matemáticas en uno de los tres sentidos. Una concepción popular, predominante de 
fundamentos de las las matemáticas es lo que puede llamarse un " Fundamento Re-
ductivo absoluto ", que reduce todo a un marco, dando un contexto para trabajar, 
absoluto, independiente del dominio. Lo más popular (actualmente) son los funda-
mentos conjuntistas; pero, la teoría de categorías (por ejemplo, ETCS de LAWVERE 
y toposes) puede hacer ese trabajo también. 

Teoría de categorías puede dar otro sentido a fundamento. Esto es un "fun-
damento estructural relativo", que cambia de marco según nuestro enfoque estruc-
tural (y ver lo que permanece invariable y lo que no) y da un dominio-contexto es-
pecífico relativo en el que trabajar: por ejemplo, la categoría de cintas para los fun-
damentos de la teoría de nudos y categorías †-compactas para los fundamentos de 

la mecánica cuántica y la información (en estos dos casos, ciertas estructuras mo-
noidales o lógicas lineales son compartidas e invariantes). Recuérdese el punto de 
vista relativo de GROTHENDIECK y que el cambio de base es una idea fundamental 
de la teoría de categorías. La distinción reductivo-estructural se toma de las nocio-
nes PRAWITZ de teoría de demostración reductiva y estructural.  

La filosofía del espacio como hemos comentado anteriormente, creemos, 
cuenta como una " Fundamentación Conceptual de las Matemáticas", cuyo objetivo 
es dilucidar la naturaleza de los conceptos fundamentales en las matemáticas y, 
presumiblemente, son apremiantes para el trabajo matemático también (donde nos 
referimos básicamente a espacio matemático más que a espacio físico o intuitivo).  
En esta línea, la Categorical Universal Logic de YOSHIHIRO MARUYAMA propone 
un concepto lógico universal de espacio para unificar toposes y categorías de espa-
cios quánticos en términos de las hiperdoctrinas LAWVERE mónada-relativizadas, 
permitiendo conciliar la mecánica quántica categorial ABRAMSKY-COECKE y la 
lógica quántica tradicional BIRKHOFF-VON NEUMANN, de las cuales se ha dicho (de 
manera ligeramente engañosa) que están mutuamente en conflicto (varios docu-
mentos sobre CUL están disponibles en la página web de YOSHIHIRO MARUYAMA). 
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Aldana M. Alexander. Instructor Molina G. Ramón M.Sc. Dr.- Asociado 
Barazarte Gerson. M.Sc. Asociado Mora Adelaida, M.Sc. Asistente 
Barrientos Reinaldo, M.Sc.-Agregado Moreno Olga, M.Sc.- Asistente. 
Becerra Lorenzo, M.Sc. – Asociado.  Núñez Carlos. M.Sc. Dr. -  Titular. 
Borrero Alicia Msc. Asistente Ontiveros Efrén, Asistente. 
Bravo Antonio, M.Sc. Dr.- Asociado Ortega Jhon, M.Sc. - Agregado. 
Cárdenas Yelitza, Instructora Parada Gloria. M.Sc. Agregada. 
Carrizal Blanca, Instructora. Pardo Susana, M.Sc.-Asistente. 
Casanova Berlitz. Asistente Paredes Gilberto M.Sc, Agregado. 
Chacón Gerardo. M.Sc.- Agregado Peña Tania M.Sc. – Agregada 
Chacón R. Miguel Arturo. Titular Pérez Leonardo M.Sc. Agregado. 
Contreras C. Luis F. M.Sc.- Asociado Pérez Jenny, Instructora 
Contreras  Fernando  M.Sc.-Asociado Porras  Yazmira, M.Sc.-Asociada. 
Díaz Janneth  A. M.Sc. Dra.- Asociada Rivera Hender, M.Sc. – Asistente. 
Díaz Leidy, M.Sc. Asistente.  Roa Mary Luz, Instructora 
Escola Giovanni. Instructor. Sanabria Irma M.Sc, Asociada 
Gámez Blanca. M.Sc.- Agregada Saldivia de N. Carmen Msc, Asociada 
Gandica Elizabeth, Agregada. Soto Hernán – Instructor  
González Javier, M.Sc. Dr. Asociado Suárez Omar, M.Sc. Asistente 
González Alfredo, M.Sc. Asistente Torres Ângela E. M.Sc- Titular 
Guerrero Atilio, M.Sc.  Dr. Asociado Valera Jorge M.Sc. – Asistente 
Guerrero José, Instructor Velásquez Edwin, Instructor 
Guerrero Néstor, Instructor. Villarreal Luis, Instructor 
Guerra Karyna, M.Sc. – Asistente. Zambrano, Juan Carlos - Asistente 
Guillén Blanca, M.Sc.- Agregada Zambrano, Aleyani del V. Instructor 
Hernández Pablo, Agregado  
Luna Ch. Celis José. Asistente  
Labrador, José. M.Sc.-Instructor.  
Leal, Laura. Mgtr. Instructora.  
López Jorge, Instructor.  
Moncada Jeraldyne, M.Sc. Asistente.  
Molina Alexander, M.Sc. Agregado  
Molina William, M.Sc. Asistente.  
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