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Algunas aplicaciones de los números complejos en la geometría  plana
[image: image1.png]Sea (0,7,7 lun sistema de referencia orto-normal en el plano P. Las coordenadas Del punto

Ae Pson las coordenadas del vector OA enlabase 7,7 . Si OA=x,i +y,J diremos que el punto
A tiene la abscisa x, y la ordenaday,. El punto Ase puede indicar por sus coordenadas de la

manera siguiente A(x,., |. La representacién del nimero complejo z, = x, + i en el plano P

eselpunto Alx,.y,) v se dice que el nimero complejo z, es el afijo del punto 4. Por tanto, en
el plano, para indicar un punto hay tres maneras: dando su vector de posicién, con sus coordenadas

o por su afijo.




Puesto que

[image: image2.png]AB=0B-GA= Gtpt +ysf =g +ya] 1= =X, i+ (ys =y )] (1)
, resulta que

23=24=\Xp —x )t Y- ya)t (2)
AB=Relz,~z,)7 +Imiz, ~z,] ]

(3)0A=Relz, i +Imiz,)] < ARelz,).Tmiz, )
4)

El médulo de un nimero complejo z =x+yi es:

le|=vzz = G+ y) G- yil=yfx" + 7 (5)

zesreal = z=%Z & z-2=0 (6)

zes imaginario puro & Z=-z & z+Z=0 Yl




La distancia de de los puntos [image: image3.wmf]B

y

A

 se calcula por la fórmula:

[image: image4.png]d(4,B)=A (8)

La distancia d tiene las propiedades:

d(4,5)=0 = A=5
d(4,5)=d(5,4) (@)
d(4,51<d(4,C)+d(C,B)

Las primeras dos propiedades son obvias y la tercera se puede justificar de la manera siguiente: Es
facil comprobar que E?es un espacio euclideo sobre R. El producto escalar de los elementos
W= (,p1) Y v = (%59, | estd definida por v = %%, + y,y; -
Cualquiera que sea £ € R,

(vl + 1) 20 (v % + 2y i+ (e,20) 1 20
,y entonces el discriminante del trinomio tiene que ser negativo o nulo,

2 a
Ay Al 120 = Gy +pp, [ <xf +x2 iyt +p7 )




Introduciendo las notaciones
[image: image5.png]X0 N1

c=Yar

“Xe Y2 =V5 Ve

, resulta que

=Rt = Ya
Asi,

(d(A,BIF =52+ y2 = (x4, P (3 + 9,

2,2 -
XL+ 2000 + g 14+ 0

2
<x?+xl +1Ju,’ +allyt eyt e 4yt =k 4l 4yl 4yl T 2ldiaci+dic BIf




, de donde resulta  que la tercera propiedad de las distancias se puede escribir también en la forma siguiente:

[image: image6.png]les —za <fa—ze|+J2e — 23| (10)
Con otras palabras, en un tridngulo un lado es siempre menor o igual que la suma de los otros dos.
Si se tienen en cuenta los desarrollos en serie Taylor de las funciones x — ¢*, sin y cos y las
potencias dei (i* = -1 se obtiene la célebre formula de Euler:

£ = cosar+isena=1, (11)

Si 2,, 2, y 2, son los afijos de los puntos 4, 5 y C del plano, entonces

Z,t2y | Z.tZytZe

3 3 (12)

, son los afijos del punto medio I del segmento [A4, B] y del centro de gravedad G del tridngulo
ABC, respectivamente.
En efecto, segin la relacién (4), los puntos A4, B y C tienen las coordenadas siguientes:

AlRelz,),Im(z,)). B(Re(z;). Imiz,)). C(Re (z, ). Imiz, )}




Entonces, según la geometría analítica, 

[image: image7.png]I+ Imiz \]

G[Re‘zA [+Relz, |+ Relzy | Tmiz, 1+ Tm(z, }+ Imfz, ]
3 3




Así,

[image: image8.png]LY por tanto

Evidentemente, para un poligono de nlados (2> 3) y de vértices 4.4,..

A

ZyzZy ttz,

(12)

n

1+ Y1 Y 2y =X, +y,3, entonces

0

20z, esredl = Relz ) Imlz +Inlz -Relz,

(13)7, /2, es imaginariopuro <> Relz, -Relz, 1+ Iz, - Iz,

(14)




En efecto, 
[image: image9.png]Z_ %t G IR 2 pil 6% A0, PG TN, §
Ea Ea
Z; X+l G +): G +):

, es real siy solamente si

7 -1y, =0 =Imiz ) -Relz, -Re(z Iz,

| luego, es imaginario puro siy solamente si,

%%+, =0 SRelz -Relz, +Im(z )} Imiz,




Utilizando el lema 1, resulta que:

Teorema 1: 
[image: image10.png]Si 24.25.2¢.2; son los afijos de los puntos 4, 5, C, D , respectivamente

, entonces
(15)

En efecto,

=





Teorema 2: 
[image: image11.png]Si ABC es un tridngulo rectdnguloen B, de afijos z, = —p.z, =hi y z; =g (ver figura 0). Obviamente,

el afijo del punto O es 2, = 0.,y segiin el teorema 1, de (AB) L (BC), resulta que

z-2, hitp_(hvplhitg)_pg-k —ilph+ghl

Ze-z q-h R+q g

, es imaginario puro, es decir,

h=pg o BB =BABC (16)
£
= Figura 0
n
>




Teorema 3  (de Pitágoras): 
[image: image12.png]Si ABC es un tridngulo recténgulo en B entonces,
CB* = CBC4, AB® = AB"AC
AC*=B' 4+ B'C* +2B'B*, AC" = 457 + 5C?

En efecto, segdn la figura 0y las notaciones del teorema 2,

8 by zof = |- qenif = gt 41
CB-CA=le5 ~z| ey —2zc|=al- p-al=pa+a’ = 4" + i

487 =], i+ of = p* i

ABAC=|zp—z4 e —z)| = plg+pl=p +i°

4ct = lg+p[ =lg+pi =g +p +2pg =g’ + p*+ 20
BC? = f=lg-if =g+

=lee-zf =l =q"+
AB+ BC? =(p*+ k4 lg? + i l=q? + p+2pg = AC?

(17)

(18)




De los cálculos anteriores resultan todas las afirmaciones del teorema.
Teorema 4: 
[image: image13.png]Cualquiera que sea el tridngulo ABC'

(19)

, donde a, b, cson los lados del tridngulo ABC opuestos a los dngulos 4, B, C, respectivamente.

Figura 1

En efecto, seguin la trigonometria elemental, @ =bcos C+ ccos By fi = bsenC = csenB. Asi,
a=beosC+eccos B

0= bsenC'— csenB

Restando de la primera igualdad la segunda multiplicada por i, resulta que

= bleos C'+ isenC |+ cloos B—isenB |=be'® + ce™





Por permutación circular se obtienen las otras dos igualdades de las fórmulas (19).
Teorema 5 (del coseno): 
[image: image14.png]Cualquiera que sea el tridngulo ABC (ver figura 1)
a* =b%+ ¢ ~2bccos A
b*=c? +¢* —2cacos B (20)

*=a® +b* - 2abeosC

En efecto, segdn (19)

i £l

a=be'frcet 5 a=be™ 4o

,y multiplicando las dos igualdades, resulta que
it

= e 1 0a P e 4 o6 1= b7 4 o 4 bl B, (B

|=b* +¢* —2bccos A

b +¢? +2becos| B+ Cl=b* + ¢ + 2becoslr —





Las otras igualdades de (20) se obtienen por permutación circular.

Observación 1: 
[image: image15.png]El teorema de Pitdgoras se puede obtener también del teorema del coseno, cuando uno de los

4ngulos del tridngulo ABC es recto.




Teorema 6:
[image: image16.png]Si 24.25.24.2; son los afijos de los puntos 4, 5, C, D , respectivamente, entonces

z,

24 g5 real (1)

i5|p =

2p-2¢

4B |Cpe de«[XBEDj:OQ‘x,m [ R P

SRelZy—Z, - InZ,~Z, )-ImlZy 2, -RelZ, - Z,

SIn(Zy~Z, - RelZy~Z, |-RelZy— Z, - InZ, - Z,,

es real





Teorema 7: 
[image: image17.png]Los puntos 4,8,C, de afijos 2,2 5.2, respectivamente, estén alineados

,siy solamente s,

(22)

En efecto, si en el teorema 6 se considera C = 4y D= C, los puntos 4, 5,C estan alineados, si y

solamente si,





Teorema 8: 
[image: image18.png]Si los puntos 4 y M'tienen los afijos z,, ¥ Zy. v €l puntoM" es la imagen del punto 1 por la
traslacién de vector & = af +b7 y u = a+bientonces

L (23)

En efecto,





Observación 2: 
[image: image19.png]Las translaciones conservan las distancias. En efecto si zy, =z, +4 Y,z = Zy +% entonces





Teorema 9: 
[image: image20.png]Si los puntos 2 y M tienen los afijos z,, y 2, v el punto}d" es la imagen del punto M por una
rotacién de dngulo &y de centro | de afijo z, entonces

Zu =2 =2 — 2 1, (24

,donde 1, =™ = cosa+isena.

En efecto, Si I=Oentonces z; =0 y la férmula (24) es consecuencia de la multiplicacién de los

numeros complejos en la forma polar. Si I # Oy las imégenes de los puntos 4, 'e I por la

translacién de vector 10 son P, P'y O (de afijos 2.z, y 2, =0). Teniendo en cuenta que las

traslaciones conservanlos éngulos, el punto P'esimagen del punto P en la rotaciénde centro Oy,
de 4ngulo . Por tanto,

2221, (25)

Aplicando ahora la traslacién de vector OF a los puntos P, P'y O, sus imgenes serén M, M'e
y segtin el teorema 8,
Zp=2 =z ¥ 2 =22 (26)

Las relaciones (25) y (26) implican, evidentemente, la relacién (24).




Observación 3: Las rotaciones conservan las distancias. En efecto, si

[image: image21.png]Zy =2 =2 =2, 1y ¥ Zy— 2 =2y -2, 1L,
, entonces

M=y =z |=l2as ~2 VL] = [eas = 2] = 24N




Teorema 10: 
[image: image22.png]Sea el punto " la imagen del punto 1 por la homotecia de centro Oy de coeficiente & € R”. Si

V1Yo, Zu=XtiVu Y  Zw =X +iymson los afjos de los puntos

O,M y M’ (respectivamente), entonces

i (27)

En efecto, OM'=kOM y asi

Luego,

~Z




Observación 4: 
[image: image23.png]Si la homotecia de centro O y de coeficiente k transforma los puntos
A'y B (respectivamente), entonces de

=kiz

, se deduce que

Por tanto,

% ey ey -z
Zp—Zy

etz =24l

, de donde resulta que

(4B (4Bl y A'B'=]|- 4B

Ay Ben los puntos




Teorema 11: 
[image: image24.png]Si ABCDes un cuadrilétero convexo y sobre cada uno de sus lados se construye, en el exterior, un

tridngulo recténgulo isésceles, de vértices principales 2,.M, .14, y M,, entonces las diagonales

del cuadrilstero 4,M,M,}, son iguales y perpendiculares. Luego

M1

u2
ue
Figura 2
(M0, 1| (M£,M;) = (ABI|(DC) y AB=DC (28)
(10, 1] (13045) = (DAI|(CBI y DA=CE (29)

Sean ab,c,d, los afijos de los puntosA4, B,CyD y z.2;.23,7, los afijos de los

puntos, .M, 2, y M,. Si B.B,. B y B son los puntos medios de los lados 4B, 5C,CD y DA,

respectivamente, entonces

a+b b+e c+d d+a
Zn= B 2 Zn = B 2 Zm = B VZp= B

LR ISVANCHE R IS VS RS ISRV L. NV





Así, según el teorema 3,
[image: image25.png]evd _[diud] Z‘ia+d:1”_[aia‘;d] (30)
z 2
, 6 bien

(31)





De las relaciones (31) se deduce que:
[image: image26.png]ct+d-a-b d-c-b+a
R |

z,-7
N 7 7

d+a-b-c a-d-c+b
E R e

Finalmente, de las relaciones (32) resulta que:

Por consiguiente:

MMy =y -z,

Z
z,—

Luego, segin el teorema 1, puesto que

(MM, L (MM, )

(32)

(33)

(34)

(35)




Para demostrar la equivalencia (28), hay que observar que la fracción siguiente: 
[image: image27.png]la+ec-2d)i] _

247

2oz catlate-2b)i [e—atiate-2bli]a

Z-z a-ctlate-2d)i la—cf +late

la—ci +late=2bla+e=2d |+[lc=al-a—c+2d+(a=cla+e=2b]i

la—cP+(a+c-2d/

, es real siy solamente si,

(c—al—a—c+2d)+la—cla+e—2bi=2la—cla+c—b-d

| es decirsi,

a-b

-c

atc-b-d=0 o

=1lreal| (36)

s

Seglin el teorema 6, la relacion (36) implica que (4B) || (DC), luego

otk





La demostración de la relación (29) es análoga: El cociente
[image: image28.png]z-z, _d-b+brd=2eii _[d=b+ibrd=2)i]-[p-d=(b+d-2a)i]

z-z, b-d+btd-2ali d-bf+b+rd-2ar

_|b-a 4 brd-2cibrd=2a|+[b-dibrd-2c1+d=bi-b-d+2a]i

la—cP+(a+c-2d 1
, esreal siy solamente si
b-dib+d-2c)+(d=bl-b-d+2a)=2b-d|-a+b-c+d|=0
, es decirsi,

b-c

—a+b-c+d=0 & = 1lreat)

A

Seglin el teorema 6, la relacién (37) implica que (CB) | (DA, luego

CB=p-c|=ld

(37)




Observación 5: 
[image: image29.png]Si ABCD es un paralelogramo 14,M,M,M, seré un rombo. Si ABCD es un recténgulo (6 un

cuadrado), MMM, M, seré un cuadrado.




Observación 6: 
[image: image30.png]Los puntos 14,.M,.M, y M, se pueden considerar también como los centros de los cuadrados

construidos sobre los lados del cuadrilétero ABCD (ver [1] 6 [2]).




Observación 7: 
[image: image31.png]En el cuadrilétero ABCD considerado en el teorema 9, los tridngulos isdsceles rectangulares se
pueden construir también hacia el interior del cuadrilétero, aunque, esta vez, los vértices

principales podrén caer fuera del cuadrildtero.




Teorema 12: 
[image: image32.png]Si el cuadrildtero convexo ABCDno es un cuadrado y sobre cada uno de sus lados se construye
(hacia el interior) un tridngulo recténgulo isésceles, de vértices principales N, NI, y I,

entonces las diagonales del cuadrilétero NN, N, ]V, son iguales y perpendiculares. Luego

.
(N, 1] (N, ) = ABHDC y AB=DC (38)

S =
(NN, 1| () = DAHCBy DA=CB (39)

Figura 3





Sean 

[image: image33.png]a,b,c,d, los afijos de los puntos 4, 5,C y D

2.2,.23.2,, 0s afijos de los puntos Ny, N, N, y N,

BB y B sonlos puntos medios de los lados 4B, BC,CD y DA, respectivamente, entonces

a+b b+e c+d d+a
Zn= B 2 Zn = B 2 Zm = B VZp= B

BRRL) o AR g sesmn) g BB
; ; i




Así, según el teorema 9,

[image: image34.png](40)

, 6 bien

(41)





De las relaciones (41) se deduce que:
[image: image35.png]ct+d-a-b cfd7a+%
2 2

z,-2 =

d+a-b-c d-a-b+c
Zymzy= T

2 2 2





Finalmente, de las relaciones (42) resulta que:
[image: image36.png]iv(zy—

(43)
Por consiguiente:

N, (a9)

s -2l

Luego, segin el teorema 1, puesto que

(N2 L (2N, ) 45)




La demostración de (38) y (39) es idéntica con la demostración de (28) y (29).
Observación 8: 
[image: image37.png]Puede ocurrir que algunos de los vértices N, N,.}N; y N, no estén situados en el interior del

cuadrildtero ABCD y también podria ocurrir que el cuadrilstero NN, VN, no sea convexa.




Teorema 12 (de Napoleón): 
[image: image38.png]Los centros de gravedad de los tridngulos equiléteros construidos sobre los lados de un tridngulo
cualquiera ABC (hacia el exterior) forman un tridngulo equildtero.

En efecto, sean z.z,.z;, los afijos de los puntos 4,5,C ; 7,2, .z, los afijos de los puntos 4',5',C"
Y 14y.145,145, 105 afijos de los centros de gravedad G1,32,G3 de los tridngulos ABB' BCC'y CAA'

(figura 4), respectivamente. Si @ = 60° y R es la rotacién de centro Xy de dngulo &, entonces

AR L g p_RAD g o HED o (46)

Asi, segin la relacién (24),

(47)

Luego, los afijos de los centros de gravedad son:

z+z, 42,
3

(48)





Luego, teniendo en cuenta las relaciones (48), resulta que 
[image: image39.png]2z 4z, 42,41 -z
3

22,42,

—z, 427,41, -2z —
3

(49)

7,=2z,+2,+1, (5 +2, -2z,

= (}4

Figura ¢





Eligiendo el sistema de referencia en el plano tal que 

[image: image40.png]2=02,=p y z,=g+ri (50)

|y enlas relaciones (48) teniendo en cuenta que 1, = cos60°+1sen60°=1/2 +ix/3 /2

, se obtiene:

23p+Sg+3r

6

“3p+3g+afr | ~ip-Sgrir
6 6

(pB-248g

6

Teniendo en cuenta que el médulo de un nimero complejo v =s+1t se calcula segin la férmula

i - . . ) o
[P =2-Z=(s+it s —it)= * +¢*, después de unos calculos se obtiene el resultado siguiente:

pa=Bpr

(51)

[=k

Por tanto,

G1G2

G3G1=G3G2

,aslel tridngulo G1 G2 G3es equilétero.




Observación 9: Sumando las igualdades (46) resulta que 
[image: image41.png]VZ 4z, =z 42,4z, (52)

Luego de las igualdades (47) y teniendo en cuenta la igualdad (42), resulta que

2,4z, 4z, 22 42

1y iy 3

+z,+z,

, es decir los tridngulos ABC, GiG,G; y A'B'C" tienen el mismo centro de gravedad.




Teorema 13 (de Napoleón): Los centros de gravedad de los triángulos equiláteros construidos sobre los lados de un triangulo cualquiera ABC (hacía el interior) forman un  triángulo equilátero. 

[image: image42.png]En efecto, sean z.z,.z;, los afijos de los puntos 4,5,C ; 7,2, .z, los afijos de los puntos 4',5',C"

Y 14y 45,145, los afijos de los centros de gravedad G1,G2,G3 de los tridngulos ABB' BCC''y CAA'

(figura 5), respectivamente. Si & = ~60° y R es la rotacién de centro Xy de dngulo &, entonces

AR L g p_RAD g o HED o (53)

Figura S





Así, según la relación (24),

[image: image43.png]j (54)

Luego, los afijos de los centros de gravedad son:

z+z, 42, “ R
3 3

(55)

R





Luego, teniendo en cuenta las relaciones (34), resulta que  

[image: image44.png](56)





Eligiendo el sistema de referencia en el plano tal que 

[image: image45.png]5=02,=p y z,=q+n

,y enlas relaciones (54) teniendo en cuenta que 1, = cos60°+i5en60°=1/2 143 /2
, se obtiene que:

2Gp-
7%:34+Ir+x-ﬁp Bg+3r

2

6 6
73p+34*ﬁr+xq/§p+w/§q+3r
6 6
_3p-2r -p3r23g
6 6

Luego

P a s g fipr
3

[=fe-

[

(57)

(58)




A continuación se va a exponer una demostración del teorema de Napoleón basada en el teorema del coseno y del seno:
[image: image46.png]Figura €

De la misma manera, en el tridngulo ACB"

b3

CG}:—j
3




[image: image47.png]Evidentemente, £G2CG3 = C+60° y aplicando el teorema del coseno en el tridngulo GLCG2 se

GG

2 .
- 77ib[7coscf
312

obtiene que

f

G1G3?

22 coslC+ 607

W\s

(59)





Si R es el radio de la circunferencia circunscrita al triángulo ABC, según el teorema del seno y coseno, respectivamente,
[image: image48.png](60)

L. .
senC =52 y cosC

Sustituyendo los valores (60) en (59) resulta que

3 lab[l o +b

:
fe3Ye Rl A ek, CC
ERER G 1R

Puesto que la expresién obtenida para G2G3° no cambia por una permutacién circular de los lados

y vértices, resulta que

GIG2 =AG3* =32 G3*

B

Por tanto,





, y el teorema de Napoleón queda demostrado.
Teorema 14: 
[image: image49.png]Si en el tridngulo ABC'se construyen tridngulos equiliteros sobre los lados (en el caso que de los

lados by ¢ hacia el exterior del tridngulo y en el caso del lado @ hacia el interior), entonces los

centros de gravedad de los tridngulos equildteros construidos estan alineados si y solamente si
A=120°.

En efecto, sean z.z,.z;, los afijos de los puntos 4,5,C ; 7,2, .z, los afijos de los puntos 4',5',C"

Y t.14,.145, los afijos de los centros de gravedad G1,G2,G3 de los tridngulos ABB' CAA'yBCC!

(figura 6), respectivamente. Se observa que:

A_Hem) g g RASH g o RESD) oo (61)
B Figura €2
5 B
6l
a3
e c
G2
Figura 65





Entonces,
[image: image50.png](62)

242,42, _2+2, 41, (2, —
: 3 3

1,




Si el sistema de referencia orto-normal se elige tal que 
[image: image51.png](001, B(p.01. Clg.r), se obtiene que:

3431 p+ 3-Bilg+ W3 +3ilr
B+3ilpr B-3ilg+ N3 +3ir
6

3-Bilg+WB3+3ilr
6

B+l
6

Y
B-Bilg+ B +3ilr
1y -y = SNGE NI
6
3+Bilp
UmUy = ————
6
w—i, _ B=ailg+ B3t _ [3=Bilg+ W3 +31)r]3-45)
0~y 3+43ilp 12p
-, _12q+633+(-6\8g+6r)i _2g+3r+l-\Bg+rli
-1 12r 2
) u )
si r=A3g, es un nimero real, y los centros de gravedad estan alineados.

h
1w




Luego
[image: image52.png]r=ig e tgh=23 6 A= 60°6 4=120°
Sin embargo, segin la figura 68, G2, G3€ (4'B) y Gle(4'B) y portanto el caso A=60°no es
sostenible. Asi A=120° y el teorema queda demostrado.
si (O,)e un sistema de referencia orto-normal en el plano y los nuimeros complejos

2 =n(cosa; +isenay ) z, = fcosa, +isenay ) son los afijos de los puntos M, y M, entonces

Zleosiay ~+iseniay -3 ] (3
)
.Y

ZM,0M, = 0y~ &y = arg(z,) - arglz, = arg [i‘j] o
Considerando un tercer punto M, de afijo 2z, =rnlcosa, +isenay), para hallar el

angulo LMyM,M;, 3l tridngulo MMM, se le spiica la traslacion o . Se obtiene el triangulo

MMM, donde M; = O.

Figura 7 Figura &

Los afijos de M;, M, M, son z, = 2~ 2,, 2, = O, 2, = 2; - 7,, respectivamente.




Puesto que las translaciones conservan los ángulos, según la fórmula (63) resulta que
[image: image53.png]ZM, MM, = ZM,0M,

g B 5 (65)
- 5=

El dngulo  ZM,M,M,es positivo si se obtiene rotando la media-recta [14,14, | sobre la media-

recta [M,M, | en el sentido directo. Si ZM,M,M, =0 & LM M M, =z entonces el nimero

L I3z . < .
complejo 222 es real y asilos puntos 14,.M,.M; estén alineados.
-5

Sean MMM, y M, cuatro puntos del plano cuyos afijos son 2.2,.2, y ,, respectivamente

Entonces los puntos M, .14,.M; y M, estdn sobre una misma circunferencia, siy solamente si,
ZMMM, = ZMM M, 6 ZMMM,+ ZM MM, =7

En el primer caso,

LM, MM, = ZM,M M, (66)

z-2

= (67)

z-2




Las  afirmaciones (66) y (67) son equivalentes  puesto que el cociente de dos números complejos de argumentos iguales  tiene el argumento cero, y así es un número real positivo.
En el segundo caso,
[image: image54.png](68)

(69)

, puesto que el producto de nimeros complejos de argumentos suplementarios tiene el argumento 77 y asi
el producto es u niimero real negativo.

Segln la geometria elemental, los tridngulos ABC y 4'5'C’'son directamente semejantes, si, y
solamente si, son semejantes y tienen la misma orientacién. Luego los tridngulos ABC y

A'B'C"son directamente semejantes, si y solamente si,

AB_AB  Lcap=soa® (70)
AC AT
| es decirsi,
—z, z,
2 7 -
—z, Ze





Luego, teniendo en cuenta que si dos números complejos tienen el mismo módulo y el mismo argumento entonces son iguales, resulta que (70) y (71) son equivalentes a las igualdades siguientes: 

[image: image55.png](72)

Puesto que,

11 1
z; Zy Z¢|=0 (73)
fe Zo Zo




Observación 10: Los triángulos directamente semejantes son también semejantes, pero al revés no.
Ejemplo 1: 
[image: image56.png]Segun la figura 0, los tridngulos B'BA y B'CBson directamente semejantes puesto que

1 1
0 ki —p|=h-pg=0
o ¢ H

En los tridngulos ABC y A'B'C" la proporcionalidad de los lados correspondientes garantiza
solamente la semejanza de los dos tridngulos pero no la semejanza directa. Asi, el cumplimiento de

las igualdades siguientes:





, implica solo la semejanza de los triángulos y son directamente semejantes si y solamente si  tienen la misma orientación.

Ejemplo 2:
[image: image57.png]Los tridngulos AB'By ABC (en la figura 0) son semejantes pero no directamente. En efecto,

-p 0 hi|=—phi-phi+h*+ pg=2h{k-pi)# 0
Fp hog




Ejemplo 3: 
Cualquier triángulo ABC es directamente semejante con sigo mismo, puesto que un determinante con dos filas iguales es nulo.

Ejemplo 4:
[image: image58.png]Si el tridngulo A'B'C'es la imagen del tridngulo ABCpor una traslacién, entonces los dos
tridngulos son directamente semejantes. En efecto si z4.25.2¢Y ZgZz.Ze 50N los afijos de los

vértices de los dos tridngulos, entonces existe un nimero complejo # tal que

Zp =gt U Ty =T U2 =

oL

,y asi, segun las propiedades de los determinantes,

11 o1 1 1 111
7o 2o zel=| za oz 2o |mwlz, 2z zg]=0

o Za Zo| [Patu zytu zg+u 111




Ejemplo 5: 
[image: image59.png]Si el tridngulo A'B'C'es la imagen del tridngulo ABCpor una homotecia de centro O y de
coeficiente &, entonces los dos tridngulos son directamente semejantes. En efecto si 2,.2.2py
2.2 .7 50n los afijos de los vértices de los dos tridngulos, entonces segun la relacién (24),

Zg

(U-k)zg +hz g 25 = L= K)zp +hz5. 20

— Bz, +hze

, donde z, es el afijo del punto O. Por tanto, segin las propiedades de los determinantes,

111 11 1 11 1
2o 2z ze|=kelzy 2y zo|+(U-K)zp-lz, 2y ze|=0

Ce 2o Zo| s 2z Ze 11 1




Ejemplo 6: 
[image: image60.png]Si el tridngulo A'B'C"es la imagen del tridngulo ABC por una rotacién de centro O, entonces los
dos tridngulos son directamente semejantes. En efecto si z,.2 5,20y Zg 252 son los afijos de los
vértices de los dos tridngulos, entonces segdn la relacién (21),

Zp= =™z, +6%2,, 25 = (- ™)z, +€72,, 2 = (- )z, +he2,

, donde z, es el afijo del punto O. Por tanto, segin las propiedades de los determinantes,

111 11 1 111
2oz ze|=e% by zy Zo|tU-6)zp ol 2z ze|=0
fe Zp Ze . Za Ze 111




Observación 11: Si la transformación t es una composición de traslaciones rotaciones y homotecias La imagen de un triángulo por t es directamente semejante con el triángulo inicial.
Observación12: 
[image: image61.png]Las raices de la ecuacién &> =1 son 1,5y 52, donde &= (~1+if3 |/ 2. Entonces es facil verificar

las igualdades siguientes:

=yl aiy—zf+lz—xf =22 +y? +2° —xp—yz—m=x) (74)

Paytat—xy-yr-m=lxs+yst+z)xst+ystz) (75)




, donde x, y, z son números reales o complejos.
Observación 13: Si

[image: image62.png]Ixs+yst+z)lxz+ys+z=0 (76)
,y los nimeros x,y,z son dos a dos distintos, entonces solo uno de los factores es nulo. En efecto,
si xs+ys’+2=0 yz#0 entonces z=—xs—ys’ yasi
x8t+ys+z=lx-yl’ +ly—xle=sls-1lx—y)=0
, implicaria que x =y , lo que es imposible. Luego, en el caso z = 0 resultaria que x5+ y5° =0, es decir

—y&. Entonces

x8' +ys+z=—ys +ys=—y+ys=y(e-1)=0

Implicaria y = 0=z, lo que s también imposible.




De manera análoga se puede ver que si el segundo factor  es nulo, entonces el primer factor es no nulo.
Teorema 15: Un triángulo ABC es directamente semejante con el triángulo BCA si, y solamente si,
[image: image63.png]5 ; 5
zy5+z,8 4z, 6 2,8 +z,5+2,=0 (77)
, donde &y &” son las raices complejas de la ecuacién &° = 1. En efecto, segin (75)

1 1 1

L 2

2
2~ %

'y Zy Ze|=ZZatZZotZZy—

Ps 2o Za

—lz8+2,8 +2,) 2,8 +2z,5+2,




, y la propiedad queda demostrada. 
Observación 14: En particular, un triángulo equilátero es siempre directamente  semejante con sí mismo y con aquellos triángulos que se deducen de el por permutación circular de los vértices (que conserva la orientación). Por tanto, si ABC es un triángulo equilátero, ABC  es directamente semejante con cualquiera de los triángulos  ABC , BCA, y CAB, y puesto que  la segunda igualdad de (77) se deduce de la primera por permutaciones  circulares de los vértices, se cumple  siempre la igualdad:
[image: image64.png]z5+2,8 +2,=0 (78)
Entonces, segin (74) y (75), en el caso de un tridngulo equilétero se cumple también la igualdad
siguiente:

(z4=25 P+ lzg—2p Ptlzg—2, F =0 (79)




Teorema 16: 
[image: image65.png]Sien el tridngulo ABC los vértices 4 B,C tienen los afijos 2.2 5,2, que cumplen la relacién (75),
entonces el tridngulo ABC es equildtero. En efecto, siendo A'B'C" el tridngulo, cuyos vértices

) " 2 )
tienen los afijos 1,5, & (respectivamente), entonces

11 1
2 2
e 2, zo|=2,8" —zp5-z,8 +zp+z5-2, =

1 & &

(28+2,8" +2,) 2,54 2,8 +2, 1= (1-8) 2,5+ 2,5 +2,) =0
Asi el tridngulo ABC es directamente semejante [y por tanto semejante también) con el tridngulo
A" B'C" Puesto que en la semejanza de dos tridngulos, si uno es equildtero el otro tendrd que serlo

también, al ser el tridngulo 4" B'C" equilétero, resulta que el tridngulo ABC lo es también.




Teorema 17: 
[image: image66.png]En un tridngulo cualquiera, el centro O'de la circunferencia circunscrita, el ortocentro Hy el centro

de gravedad G estén alineados. G divide el segmento [OH] en dos partes, tal que [GH]=2[0G].

En efecto, sea O'el punto simétrico del punto O, respecto a la recta( BC) y sea X el punto de la
altura A5, tal que AX = 0O, Entonces el cuadrildtero A0O 'X es un paralelogramo, ya que tiene

dos lados paralelos e iguales (los lados [ 4% ] y[00]).




Tenemos:
[image: image67.png](80)

, de donde resulta que

22 (81)

Para simplificar los c4lculos se toma el punto O como el origen del sistema de referencia y por tanto

tendremos z, = 0. Por consiguiente,

Zg=Zp+zg (82)
El paralelogramo ACO'X tiene las diagonales [AX] y [0O1], cuyo punto de interseccién I
seré el punto medio de cada una de ellas.

+z.

+2,

2
TX (83)

, donde resulta que

(84)





Dado que 

[image: image68.png], donde

Puesto que

%5 = 2475

2425 =245 ~Z4Z5 =

4Z3
,tanto ¥ como © son imaginarios puros. Por consiguiente, segun el teorema 2, (CXX | L (AB) y asf

X = H ylaigualdad (84) se transforma en la siguiente:

z, tzytze (85)

Por otra parte, segun (11),

(86)

Puesto que O es el origen del sistema de referencia G €[OH] y GH=20G. En la figura 9 el

punto G es la interseccion de la mediana (AP) con el segmento [0X]=[0H].




Observación 15: 
[image: image69.png]Si TyQ son los puntos medio de los segmentos [AH] y[PT] (respectivamente), entonces
teniendo en cuenta las relaciones (78) y (83), resulta que

Z4t2y 22447542,
2 2

Zy4Zy _Z 42542
2 2

(87)

Por otra parte en el paralelogramo OAFO 'el segmento [TF] une los puntos medios de dos lados
opuestos y por tanto [TP] y la diagonal [OH] tienen el mismo punto medio . Finalmente, la
circunferencia que tiene el segmento [TP] como didmetro, tiene el centro C y pasa por el punto S,
puesto que el tridngulo PST es recténgulo en S. Si 7 es el radio de esta circunferencia y R es el

radio de la circunferencia circunscrita al tridngulo ABC, entonces es obvio que,

1 1 1
E[PT] = E[OA] >R (88)

Si se repite los razonamientos anteriores a partir de las alturas correspondientes a los vértices
By C se llegarian a otros puntos P',§',T'y P §" T", respectivamente, que se encontrarian
sobre la misma circunferencia de centro Q2 y de radio r, puesto que la expresion (80) es simétrica
en A B,C. Teniendo en cuenta que los puntos P, P, P" son los puntos medios de los lados del

tridngulo, §,", 5 sonlos pies de las alturasy que 7,T",7" son los puntos medios de los segmentos

determinados por un vértice y el ortocentro, se puede enunciar el teorema siguiente:




Teorema 18 (de Euler):
[image: image70.png]En un tridngulo ABC, los puntos medios de los lados, los pies de las alturas y los puntos medios de
los segmentos determinados por el ortocentro y los vértices, se encuentran sobre una misma
circunferencia (de Euler) cuyo centro Q es el punto medio del segmento determinado por el
ortocentro y el centro de la circunferencia circunscrita al tridngulo y cuyo radio es la mitad del radio
de la circunferencia circunscrita. Los puntos ©,G,H y Q estén alineados.

Si el sistema de referencia orto-normal del plano es ©, 7., la ecuacién de la circunferencia de

centro Q2 (de afijo z,)y de radio R es:

le-z5|=Re (22, -z-2, 1= R (89)





Teorema 19 (teorema de Napoleón ampliado): 
[image: image71.png]Los centros de gravedad de los tridngulos equildteros construidos sobre los lados de un tridngulo
cualquiera ABC (hacia el exterior) forman un  tridngulo equilstero. Ademds, (ver figura 10) los
tridngulos ABC, A'B'C" y GGG, tienen el mismo centro de gravedad y se tienen las igualdades
AC'= BA'=CB'.

Se supone que el origen del sistema de referencia orto-normal es el punto O, centro de la
circunferencia circunscrita al tridngulo ABC'. Los tridngulos BCC', ABB 'y ACA' (ver figura 3) son
equiliteros y segin (78),

2y 42,8474 8

0
Zy 42,5428 =0 (90)
Zy 425t 2,80 =0
.
B
= vl
1 ‘
N J

Figura 10

A




Sumando las igualdades (90) resulta que
[image: image72.png](zg+zg+2p L4 81+ lz 4425 +20 187 (91)
[ 1%

(2t zs+ze o 4 lzpvzp b 20 )5 (92)

2oty Ze =2 42y bZe (93)

De las relaciones (86) y (93) resulta que los tridngulos ABC'y A'5'C'tienen el mismo centro de

gravedad. Segin la figura 3,

Zy42, 42, tzytz, Zotz 7,
2z, = . 2y = (04)
3 3 3
Por otra parte, multiplicando las relaciones (20) por £, resulta que
2 2 2
Zo = 2pe-208’ Zy=-2s5-258" § Zp=-Zp—2gE (95)




Luego, combinando (94) con (95) se obtiene que:
[image: image73.png](96)

Zell-s)tz,l-&)
3

Sumando las igualdades (96) y teniendo en cuenta que — resulta que
2525, 425 =24+ 2342, (97)
Las igualdades (93) y (97) implican que los tridngulos ABC, A'B'C'y G,G,G, tienen el mismo
centro de gravedad. Por otra parte se observa que
24+ 8726, + 525, =0 (98)
, puesto que de las relaciones (97) resulta que

( { 2 g - lg* = lg—&* -
zll=zltz,=5") 2, Ll zls’ 5]z le- o vz le-1)

0 99,
3 3 3 (99)

Asi, segun el teorema 16, el tridngulo GiG,G, es equildtero. Finalmente, teniendo en cuenta que

s=25%y & =&, seglin (96) se obtiene que:

.
2o + (247 + 2275 + 2073 Vo + (2,25 4207 + 2075 )6°

La expresién obtenida siendo simétrica en 2,252, es decir no cambia por una permutacién de

las letras 4,5 y C, resulta que AC''= BA'= CB'.




Teorema 20: Si ABCD es un cuadrilátero, entonces los segmentos que unen los puntos medios de loa lados opuestos y el segmento que une los puntos medios de las diagonales (cuyo soporte es la recta de Gauss) son concurrentes en el centro de gravedad del cuadrilátero. Luego
[image: image74.png]1
OS*+PR* = 7 lac* + 807 |
4.Ur* = 4B* + BC* + CD* + DA* - AC* - BD?

En efecto, sean z,.2;.2, y z;; los afijos de los vértices del cuadrilétero y sean P,Q, R, § los puntos

medios de los lados [4B] ,[BC], [CD] y [DA], respectivamente. Luego sean U y ¥ los puntos

medios de las diagonales [AC] y [BD]





En efecto,
[image: image75.png]2,42y _Z4tZy 2542,
2 4

ZgtEs _ZatZHZetZpy

2 4

Zytzy _2,tZ42+2p
2 4

Puesto que el centro de gravedad del cuadrilétero es el punto medio comdn de los segmentos

[PR],[25] v [U7], dichos son segmentos son concurrentes.




Por otra parte,

[image: image76.png]os*=

PRY=(zz-2,)

Efectuando las multiplicaciones, la suma y reduciendo términos semejantes, se obtiene que

1
0s* +PR? E‘zAzA 42,25+ 2020 +2p2p~ 2pZp ~24Z¢ — 2329~ 20Z4)

De manera andloga,

ACt=(z,—

7+ Zc

Luego de (100) y (103) resulta que:

1
OS*+PR* = EwAc’ +BD*)

(100)

(101)

(102)

(103)




Finalmente,
[image: image77.png]w?
— iz, -
Y-z )|
vz, -2y
Zy
wr?
z
atZe

4B
B =z, -2,





Utilizando las relaciones anteriores y las igualdades (101) y (102), y calculando las expresiones
[image: image78.png]p 2 a_ I _ _
AUV + ACP 4+ BD? = 2,2, + 2,2, = 2,2, = 2,2, + 2,24+ 2,24~ 252, ~ 242,

AB* +BC*+CD* + DA = 2lz,z,+2,2, +2,2,

Z5-ZpZp—Z,

, se observa que:

4.Ur* + AC* + BD® = 4B* + BC* + CD* + DA®




Teorema 21: 
[image: image79.png]Si ABCDes un cuadrilitero entonces

AC-BD< AB-CD+ BC- AD (104)
En un sistema de referencia orto-normal sean z,,z5.2,.25s0n los afijos de los vértices del
cuadrildtero. Si

(105)

, entonces

AP Zp=z, 4Pt q.zp =z prgET (106)




Así, teniendo en cuenta las relaciones (105) y (106), resulta que
[image: image80.png]AB-CD=|p|-|r|
BC-AD=|g|-[p+q+7|

AC-BD=|p+q|lg+|

Luego, de la identidad

, resulta que

(p+glg+ri=pr+glp+g+r)

lp+al-b+Azlorralprgrri=lpl b+l lp+a+s

(107)
(108)

(109)

(110)

(112)




Teniendo en cuenta las relaciones (107), (108) y (109), de (111) resulta  (104).
Lema  de Ptolomeo: 
[image: image81.png]Sizp=rozy re B entonces |24+ 2| = gl + |oal

Enefectosi re K, entonces

Patzsl=r+lizd=r-bdrld=lzd+ i =kd+ sl




Teorema 22 (de Ptolomeo) 
Si el cuadrilátero convexo ABCD es  cíclico
 entonces el producto de las diagonales es igual a la suma de los productos de los lados opuestos:
[image: image82.png]AC-BD= AB-CD+ BC- AD

En efecto, de £ CBA+ LADC =1, segin (67), resulta que:

Por tanto,

gdlpratri_y g
Pr

,y segun el lema de Ptolomeo,

lpr+aip+g+r|=lprl+lalp+g+r|=|pl-[rl+|al-lp+q+|

(112)




Así de (110) y  (112) resulta que
[image: image83.png]|p+al-la+r=lg|-||+lsl-lp+a+7| = AC-BD=4B-CD+BC-AD (113)

g

s

a

a

Figura 13

Figura 12





Observación 17: 
[image: image84.png]En la figura 14 se ve el cuadrilitero cruzado ABCD. Si se considera el cua

disgonales CD y AB), segin la férmula (113), CD- AB= AD- BC'+ BD- AC §i llamaremos AC y BD

tero convexo CADB (con las

diagonales externos del cuadrilétero cruzado, el producto de las diagonales es la diferencia entre el producto
de los lados que se cruzan (ABy CD)y el producto de los lados opuestos (AD y BC):
AC- BD= AB-CD- BC- AD (114)




 Teorema 23  (de Ptolomeo): Si el cuadrilátero convexo ABCD es cíclico, entonces
[image: image85.png]AC _ AB. AD+CB.CD

S (115)
BD  AB-BC+AD DC




En efecto, conservando el sistema de referencia y las notaciones del teorema 19, se considera la identidad siguiente:

[image: image86.png]pta_(p+alptri_ar+plptgtr)

(116)
g+r  lgtrip+ri pgtriptq+r)
Entonces,
+ +pipta+r|
AC _|ptd|_lr+plptatr e
B0 fg+r| lpatripratr)
,donde 2,4, son nimeros reales o complejos. Por un lado, segin (106),
AB-AD=|p| Jp+q+r| (118)
CB-CD=|| b| (119)
AB-BC =|p| o] (120)
AD-DC=lp+q+r|J| (121)
Puesto que ZDAB +/DCB = 1y LCDA+ZCBA =t resulta que
B e _(pratrr g
2372 Z3=Zc g
2e-2p e = =y
242, 24-2, (ptatr
 respectivamente. Luego, Segin el lema de Ptolomeo,
ler+pp+a+r)=lo| p+lp| lp +4+7|=CD-CB+ 4B AD (122)
|pa++rip+q+r|=|p| la+}| [+ +r|= 4B- AC+ 4D . DC (123)

Asi, de la relacién (117) resulta que

AC _ AB. AD+CB-CD
BD AB.BC+AD.-DC




Observación 18: 
Si el cuadrilátero cíclico es cruzado (ver figura 13), aplicando el segundo teorema de Ptolomeo en el cuadrilátero cíclico convexo CADE se obtiene que
[image: image87.png]ac
cD_ AD-BD+4c-BC AP+ 35 BC

4B AC-AD+BC-BD /BiC AD+ BC

[7 AD+ Bcj =4D+ZZ.5C
BD AB BD

E[AD'CDf Bcj: ap-5c. 2
BD\ 4B 4B

AC_AB AD-5C . CD
BD  AD CD-AB . BC

(124)




Si se conocen los lados del cuadrilátero cíclico cruzado y tiene sentido la fórmula (124), las fórmulas (114) y (124) permiten calcular los diagonales externos.
Teorema 24:
[image: image88.png]Si ABCD es un cuadrilitero convexo ciclico entonces las circunferencias de Euler
correspondientes a los tridngulos ABC, ABD,ACDy BCD tienen un punto comdn y los centros de
estds circunferencias estén situados sobre una circunferencia, llamada circunferencia de Euler del
cuadrilitero.

Como en algunos casos anteriores, se considera el sistema de referencia orto-normal (©.7,7),

donde O es el centro de la circunferencia circunscrita al cuadrildtero ABCD, y cuyo radio es R. Se

supone también que “ ‘ =

]‘ = R=1. Entonces

Fal= sl =[ecl = ol =1
Obviamente, la circunferencia circunscrita al cuadrildtero es también la circunferencia circunscrita a

cada uno de los tridngulos ABC, ABD,ACDy BCD.




Según lo visto en los teoremas 17 y 18, los afijos de los centros de estas  cuatro circunferencias de Euler son

[image: image89.png]_ztzetzy | _zytzetz,
R A

, respectivamente teniendo cada uno el radio 1/2. Las ecuaciones de estas circunferencias son:

le-zal 1,234 (125)

El punto E de afijo

Z,tZytzet2Z,

(126)

ol





Teorema 25: Si ABCD es un cuadrilátero cíclico entonces las rectas que pasan por el punto medio de un lado y son perpendiculares sobre el lado opuesto, son concurrentes en un punto E. Las perpendiculares sobre una diagonal que pasan por el punto medio de otro, también pasan por el mismo punto E.
[image: image90.png]En efecto, en un sistema de referencia orto-normal, cuyo origen es el centro © de la circunferencia
en la cual estd inscrito el cuadrilétero, sean z,.z5.2, ¥z, so los afijos de los vértices del

cuadrildtero. La mediatriz del lado CDtiene la ecuacién

z,+7,
2

— 2 _kikeR
Zp—Z¢

Puesto que la mediatriz de una cuerda pasa por centro de la circunferencia, para z =0 resulta que
Zp 2z,
227%¢ o5 imaginariopuro

Zp—Z¢

Por permutaci

n circular resulta que
Zytzy  Zptz,  Zetzs
Z4—Zp Zp—Zy4 Ze—Zp

, son también imaginarios puros. Luego, la recta que pasa por el punto medio del lado AB y es

ortogonal al lado CD tiene la ecuacién




De la misma manera, las rectas que pasan por los puntos medios de los lados BC, CD, y DA  y son ortogonales sobre los lados opuestos, tienen las ecuaciones: 

[image: image91.png], respectivamente, donde t,.1;.t, € R. Se observa que el punto E (centro de la circunferencia de

Euler del cuadrildtero) cuyo afijo es z, (ver 126), cumple la condicién:

22tz 2z, ZatZ
2 3 lztz

A A
Ly donde LeR
2z,-2, 2 2

Asi el punto E es un punto de la recta 4. De la misma manera resulta que E es un punto de las
rectasry,r; y r,. Por tanto las rectas 7,7, 7; ¥ 7,500 concurrentes en el punto E.

La mediatriz de la diagonal BD tiene la ecuacién:

tio, el




[image: image92.png]Puesto que BDes una cuerda, la recta r; pasa por el origen y asi
Z+2p
Z3~Zp

, s imaginario puro. Por otra parte, la recta que pasa por el punto medio de la diagonal AC y es
perpendicular sobre BD tiene la ecuacién

_z4tz,
2
r = tf ot eR
23-2p

La recta r, pasa por el punto E puesto que

Z, 42,42 k2, 2t
2 2 Z+2p
Z -2 2zy-2,)
, es imaginario puro. De manera andloga se demuestra que la recta que pasa por el punto medio de

la diagonal BD y es ortogonal sobre la diagonal AC', pasa por el punto E.




En el aparatado (86) ya se ha visto que la ecuación de una circunferencia. Las ecuaciones de las rectas y todos los problemas afines, también se pueden transcribir utilizando los números complejos. En la geometría analítica se establece que la ecuación general de la recta es:
[image: image93.png]ax+by+c=0, a*+b*20 y aboceR (127)
Teniendo en cuenta que si z = + yies un nimero complejo, entonces

z+z z-z
e
y 7 2

x

alz+z| blz-z|

@by re=0 o itc=0 o pz+pztc




, y así, la ecuación de la recta se puede escribir de la manera siguiente:
[image: image94.png]pz+pz+c=0, donde p=la—bil/2 (128)

Si 4 ¥ Zson los afijos de dos puntos distintos 4 y B, situados sobre la (AB], entonces

pzy+pz te=0 129)
Pz +pzy+e=0

Restando la segunda ecuacién de (129) de la primera y teniendo en cuenta que Z, # Zj,

Plzy—zz 1+ plzy -z

Asi,

p=klz,-z;

r en la forma siguiente:

z z 1
b, 2z, 1 (130)
2y zp 1
Obviamente, los puntos 4, 5,C estén alineados si
e z; 1
2, z, 1 (131)





Dos rectas, de ecuaciones 
[image: image95.png]pz4pz+c=0y gz+gz+d=0 (p.g#0) (132)

 son paralelas si y solamente si

(133)

o
ol




En efecto, si las dos rectas de  las ecuaciones (132) corresponden a las ecuaciones  cartesianas  siguientes:

[image: image96.png]ax+by+e =0y ax+by+c,=0 (134)

 entonces
p=la-bil2 y g=la,-bill2

{

Resolviendo los sistemas

 resulta que

Puesto que

%ﬁx@‘p+ﬁ'475‘:‘p*ﬁ“%?‘@ﬁ%pézoﬁt:%

9-9

o





La condición del paralelismo de las rectas (132) queda demostrada.

Las rectas (132) son perpendiculares si
[image: image97.png](135)

En efecto, los vectores normales de las rectas (134) son 7 (a.8,) ¥ 7, (¢;.;). Las rectas son

perpendiculares si el producto escalar de sus vectores normales es nulo, es decir si @,a, +bb, = 0.

Luego, puesto que

4

s
ite

ag, +bb, =0 = (p+plg+7)+(p-Plg-71=0=pF+pg=0&




, la condición (133) queda demostrada.

[image: image98.png]La ecuacién de una recta que pasa por el punto de afijo z, y es perpendicular sobre la recta

Wiz +v=0 (136)
Les

alz-z,) (137)

uiz-z,

En efecto, sea pz+ PZ+¢ = 0 una recta. Para que esta recta pase por el punto de afijo z,, debe

cumplirse la igualdad pz; + FZ, + ¢ =0. Restando estas dos igualdades se obtiene la ecuacion de

una recta que pasa por el punto de afijo z,

plz—z 1+ Blz-2,1=0 = (138)

condicién (135):

®l =
°
LT




Por consiguiente la ecuación (137) se transforma en:
[image: image99.png]= uiz-z,

Para hallar la proyeccién ortogonal del punto de afijo z, sobre la recta (136) hay que resolver el
sistema:

uz+EZ+v=0 uz+@z+v=0

ulz—z, )=z~

j uz -7z =uz, -

Sumando las ecuaciones del dltimo sistema, resulta que:

= (139)





Teorema 26 (de Simpson): 
Las proyecciones ortogonales de un punto M de la circunferencia circunscrita al triángulo ABC sobre los lados, están alineados (Ver [1]).

[image: image100.png]Para simplificar los calculos, se trabajar en un sistema de referencia orto-normal(0.7.,7 | cuyo

origen Oes el centro de la circunferencia circunscrita al tringulo 4BC y donde |

siendo el radio de la circunferencia. Entonces

[=tz2 = sl =1.ze2e = el =1, 22 =l =1

Las ecuaciones de las rectas (45), (AC), (BC) son:
UB) z42,2,2=2,+z,
(AC) z+z,z2=z2,+2;

(BO) z+zp202=25+7¢

Figura 14

(140)

(141)

(142)
(143)

(144)




La justificación se dará solo en el caso de la recta (AB). 
[image: image101.png]Teniendo en cuenta la relacién (141)y que z, # z,, resulta que

z z 1 z z 1

2y 7z =0 = [z, 1z, 1|=0

2y 7z 2y 1z, 1
Z_g
z

e 2
& (zp-zale-z4z5lz4-25 B+ 25-25

S lzy-z,lz42,2,02, -2, B2, —24 V2, 42,
o ztzzZ=z,.47,
Sea M un punto de la circunferencia circunscrita al tridngulo ABC' del afijo z,,. Segin la relacién

(142), la ecuacién de la recta (45) se puede escribir en la forma:

[ P 7 S

Z,+Zy  Z4+2Zs

-1=0 (145)

Luego segin la relacién (139), el afijo de la proyeccién ortogonal del punto M sobre la recta (4B)

es
1 22, —
. et —
L _zavz M zz, Zw I 24t
2 2
Zit2;
Es decir,

2+ Zat 25~ 27570 (146)





[image: image102.png]De manera anéloga se obtienen las proyecciones ortogonales z,, ¥ zy del punto M sobre las

rectas (AC)y (BCY), respectivamente:

g =zt 2t 22202y (147)
2=z 2yt 2, 25202y (148)
Hay que observar que z,,z,, = =1yque
Za %o _ 25— Zo (20 —25 CuZa _ 1232 M=2.2y ) _Z3-Zc Zw—24 (149)
Zy Ty Zy-Ze+Zy-Z4C0Zy (Zg—Zo N—ZoZy| Zi-Ze Za—Zg

Puesto que los puntos A4, 5, son ciclicos, segun (67) y (69),

Z,-2¢ 2y -Z

Z4=Ze Zn—Zc
, es real y asf segtn la relacion (149)

Zas~Za

Zas =750

, lo es también. Por tanto segln (21), los puntos de los afijos 2 5.

407 Z5c estén alineados y la

recta de soporte de estos puntos es la recta de Simpson, asociado al punto M de la circunferencia

circunscrita al tridngulo ABC'.




Por otra parte la ecuación de la recta que pasa por los puntos X e Y  se puede escribir de las dos siguientes maneras equivalentes:
[image: image103.png]29

En efecto, desarrollando ambas expresiones se llega a la misma ecuacién:

z oz
br zr =0 o zlzg-2z, -Z(zp—z, l4zy2, — 0
2z

2z, 0z, —
e lz-z,lz; -z,

o zlzg-z)-Z(zy-2,)

& zlzg -z - Z(zy 2, 4 252y ~2gz, -

= zlzy -

(150)




Por tanto, la ecuación de la recta de Simpson se puede escribir de la manera siguiente:

[image: image104.png](151)

Luego,





Así la ecuación (151) se transforma en:
[image: image105.png]- Z 7| - . [} Z. -
22-22,2,202y T 24t g b 2y 2 2520y V242520 20y g 2 2y 0

Teniendo en cuenta que:

| - | -
ZAZaZp Ty Z gyt 2y — 2752y = 2,257,022 ¥ 2 2y - 2,

%

,la ecuacién (152) toma la forma definitiva [3] siguiente:

22-22,2,702y T~ 2,4 24 2+ 2y W22 2020 24t 2520 423 =0

(152)

(153)

Teniendo en cuenta que, segln la relacién (85), el afijo del ortocentro del tridngulo ABCes

4

es la siguiente:

4+25+2,, se llega a la conclusion de que el afijo del punto medio U del segmento [HM]

(154)

(155)




Observación 19: 
[image: image106.png]Las ecuaciones de las rectas de Simpson correspondientes a los puntos M y N de la circunferencia

circunscrita al tridngulo ABC se pueden escribir de la manera siguiente:

Sy T 2,Zp702yE Tyt 2425702 2y =0

4Z5Z0%0

, es decir si el origen del sistema de referencia es el punto medio del segmento [MN]. Asi, S,y Sy

son ortogonales si y solamente si los puntos My N diametralmente opuestos sobre la

circunferencia circunscrita al tridngulo ABC'.




Observación 20:
[image: image107.png]Dos rectas de Simpson asociadas a dos puntos distintos (3y V), no pueden ser paralelas. En

efecto, segln (132),

s = z,=7, & M=N





Teorema 27 de [3]: 
[image: image108.png]Si ABCD es un cuadrildtero convexo ciclico entonces las 4 rectas de Simpson, correspondientes a
los a los vértices y al tridngulo de los otros tres puntos, son concurrentes en el centro de la
circunferencia de Euler del cuadrilitero.

En efecto, si .55, 5, Sp sonlas rectas de Simpson mencionados, enel caso 24 = 4, la relacién
(154) se transforma en z, =z, y segin la relacién (155), la ecuacién de la recta S, serd la

siguiente:





Por permutación circular  se obtienen las otras tres rectas de Simpson:

[image: image109.png]z-27,

z-27,

Obviamente §,55.57 5, pasan por el punto E de afijo z,.

La potencia de un punto U con respecto a la circunferencia (89) por definicion es:

~R'=lzy -2, lz,-2, - R?

Sin restringir la generalidad y para simplificar los calculos, se puede suponer que

fi-

1 & zz=1

$i(90) es la ecuacién de la circunferencia circunscrita al tridngulo ABC, entonces

|7|= R = 1. Entonces z—z, =z y la ecuacién de la circunferencia se transforma en:

(157)

(158)




Por definición, 
[image: image110.png]la potencia de un punto de afijo z, respecto a una circunferencia de ecuacién (156) es la

siguiente:

(pol=1hpol+1)

Figura 15

Entonces, cuando el punto U es exterior a la circunferencia (figura 10),

UP=ly|-1=0U-0P y UQ=|zy|+1=0U+0Q

(159)




Por tanto,
[image: image111.png]Pot (U)=UP-UZ>0

Sean ahora M y N los puntos de corte de una recta que pasa por el punto U con la
circunferencia. Puesto que en los tridngulos UMQ y UPN tenemos LMUQ = ZPUN y
ZMQU = ZUNP, dichos tridngulos son semejantes (no directamente) y asi los lados

correspondientes (que se oponen a los dngulos iguales) son proporcionales:

w e < UP.UQ=UM.UN = Pot (U)=UT? (160)
[

, donde (UT) es una de las tangentes a la circunferencia que pasa por el punto U .




Cuando el punto U es interior a la circunferencia (figura 15)

[image: image112.png]Figura 16

~UP=|y|-1=0U-0P y UQ=|py|+1=0Q+0U
, Yy por tanto
Pot (U)=-UP-UZ<0
Si la cuerda [1V] pasa por el punto U, los tridngulos UMQ y UPN son semejantes, puesto que
ZUMP = ZUQN'y ZUPM = ZUNQ . Asi los lados correspondientes son proporcionales

UP_UM ., up.ug=UM-UN=-Pot U) (161)
UN Ug
Obviamente, si el punto Use encuentra sobre la circunferencia, su potencia respecto la

circunferencia es nula.




Teorema 28: 
[image: image113.png]Si tenemos dos circunferencias de centros G, y 0, y de radios R, y K, , respectivamente, el lugar
geométrico de aquellos puntos de afijo z, que tienen la misma potencia respecto a las dos
circunferencias, es una recta perpendicular a la recta determinada por los centros de las
circunferencias.

En efecto escribiendo que el punto de afijo ztiene la misma potencia respecto a las dos

circunferencias, se obtiene qu:

(z-2, llz-2,

& 2Z-2,2-2,2+2,2, - Rl =22-2,2-2,2+2,2, — R}

(162)

& 2z, ~z,2+\25 2, E+252, ~25 2 + R - R}




Así los puntos que tienen la misma potencia respecto a las circunferencias mencionadas es la recta

[image: image114.png]pZ+EE+g=0 (163)

,donde p=z, —2, Y q=2,2g —Zo 2o + K2 — R} =0. Larecta (162) se llama el eje radical de

las dos circunferencias. Por otra parte, segin la relacién (144), la ecuacién de la recta (G,0,) esla

siguiente:

0 (164)





Según la relación (135), las rectas (162) y (164) son ortogonales, puesto que:

[image: image115.png]Por tanto el eje radical de dos circunferencias es ortogonal a la recta determinada por los centros.
Si las dos circunferencias C, y Cyno tienen puntos en comin, el eje radical es exterior a las
circunferencias. En efecto, si el eje radical tuviera un punto comdn X con la circunferencia C;, la
potencia del punto X conrespectoa C; serfa nula. Puesto que X pertenece al eje radical, el punto
X deberfa tener la misma potencia nula respecto a G, es decir . serfa también un punto de C;.
Por tanto las dos circunferencias tuvieran un punto comin X . La contradiccién obtenida
demuestra que el eje radical tiene que ser exterior a las circunferencias.

Obviamente silas dos circunferencias son secantes, los dos puntos de interseccién 4 y B tienen la
potencia nula respecto a las dos circunferencias, y asi la recta(4B)es el eje radical de las

circunferencias.




 Si las dos circunferencias son tangentes (externas o internas) el punto de tangencia y los centros de las circunferencias están alineados (en cada circunferencia los radios que unen el centro con el punto de tangencia son perpendiculares al tangente común y  hay una sola recta perpendicular a la tangente en el punto de tangencia).   La tangente común es el eje radical puesto que contiene un punto del eje radical (el punto de tangencia, que tiene potencia nula respecto a las dos circunferencias) y es ortogonal a la recta determinada por los centros. 
Para hallar el afijo de la intersección entre el eje radical y la recta determinada de los centros hay que resolver el sistema formado por las ecuaciones (162) y (164):
[image: image116.png]\zp 2, b+lzy ~2, E=-2,2, +2, 2, +RI -}
4

(165)

7y =25 btlzy -

2,2, +2,2,




Restando de la primera ecuación la  segunda, resulta que:
[image: image117.png]2 g
0 Z0 ¥20 2o ¥252y —Z5 Zp + B — Ky

202y +2020 +25 25 —Z0 2o + B - B}

2zp =2

o 420 By ol 220 Tyt B g 4, 15

b -

20z =2, | 2z, 24 )

z





Luego, 

[image: image118.png]22,2, 42242, ~242, 2525 +2,2,

oz
:
2z, -2z,
P S
2% +20%0 *20 %0 270 * B K
-z,
o
: g
l20 2 B R
-z,

2z, 24 )

Finalmente, suponiendo que R, 2 &, , resulta que:

12, ~2, \zo —2, 1+ RE-R?
fo-zy|== P00 )P0 E0 RO K (166)
2z, —z, |
Si se tiene en cuenta que d = [z, ~ z, | = 0,0, dela férmula anterior resulta que:
eIR-K
‘zfzg \ — (167)
Si, R, < R, por motivos de simetria resulta que
SRR
SRR (168)

20 |-
= 2d




Observación 21: 
[image: image119.png]Segin la geometria analitica real, la ecuacién de una circunferencia de centro Q(a,b) y de radio
Rtiene la forma:

4yt 2a-2bp+a?+b - =0 = x4y 4pregyer=0 (169)
, donde

p=-lag=-dbyr=a’+b’-F’ (170)

T . L . ;
Laecuacién x* + y? + px+gy + r =0 representa una circunferencia si las relaciones (170) permiten

hallar los nimeros reales a,b y R (R >0)],

) 22 2 . .
Sino se cumple la condicién p? +g° ~4r? >0, no se trata de una circunferenci

; 2, 2 . . )
Suponiendo que x”+y + px-+qy + r =0 representa una circunferencia y que en un sistema de
referencia orto-normal z = x+ iy es el afijo del punto M(x, y |, tendremos

s a_ o _ZHZ z-2
P Hyl=zzx= ey=
2 2

(171)

Sustituyendo los valores (171) en la ecuacién de la circunferencia, resulta la ecuacién:

_ . plz+z) glz-z)
L PlzxZ) gz-2)

+r=0 & Zta+a@Z+y=0
2 2

,donde a=(p-gill2yy




Si las ecuaciones de dos circunferencias son
[image: image120.png]Crizztoaz+a@+y=0
Cyizz+ e+ Bz+8=0
, entonces
Potg(2)=Z+oz+@+y, Potg()=22+fz+FE+8
,la ecuacién del eje radical es:

la-glz+@-Bz+y-8=0 (172)




Observación 22:
[image: image121.png]Los ejes radicales de tres circunferencias o bien son concurrentes o bien paralelas. Si C;,C; ¥ Cy
son las tres circunferencias y los ejes radicales de C, y C; y de C; y Cyse cortan en un punto T
entonces Pot, (I) = Pot, (I)= Pot, (I) y por tanto I pertenece también al eje radical de las
circunferencias C; y Cy. Asi los tres ejes radicales son concurrentes en el punto I. Si no hay dos

ejes radicales con un punto comn, entonces es obvio que son paralelas.




Teorema 29: 
[image: image122.png]El cuadrilitero ABCDes circunscrito a una circunferencia si y solamente si la suma de dos lados
opuestos es igual con la suma de los otros dos.

En efecto, segin la relacién (160) y la figura 17,

AP=\[Pot(A) = AS , BP = \[Pat(B) = BQ . C@= {[Pat(C) = CR, DR = /Pat) D) = DS 169)

Asi, segln (169),
AB=AP+BP  CD=CR+DR
BC=BO+CQ  AD=AS+DS
Luego,
AB+CD= AP+ BP+CR+ DR = AS+BQ +CQ+ DS

BC+AD = BQ+CQ + DS + AY




Por tanto,  
[image: image123.png]AB+CD=BC+AD (170)
Al revés, suponiendo que el cuadrilétero cumple la relacién (170), se considera la circunferencia
tangente a loa lados AB, BC y CD (cuyo centro Oes la interseccién de las bisectrices de los dngulos
By C y cuyo radio es OP). Si AD no fuera tangente a esta circunferencia, la tangente a esta

circunferencia (distinta de (AP)) corta (CD) en D’ ABCD' es un cuadrildtero circunscrito y segdn la
primera parte de la demostracién,

AB+CD'= BC+ AD' (171)

Figura 17





Así, restando  de (170) a (171) resulta que:
[image: image124.png]CD-CD'= AD - AD' & CD - (CD+ DD'

=AD- AD'< DD'= AD - AD' (172)
Puesto que (172) es imposible (En el tridngulo ADD' la diferencia de dos lados tiene que ser mayor

que el tercer lado), resulta que D=D' y asi ABCD es un cuadrildtero circunscrito.




Teorema 30 (de Newton): 
[image: image125.png]Si ABCD es un cuadrilitero circunscrito a una circunferencia de centro Oy de radio R y los lados
[4B][BCl[CD] y[D4] son tangentes a la circunferencia en los puntos P,Q,Ry S,
respectivamente, entonces la recta (U7} (de Gauss) pasa por el centro de la circunferencia (Ver
figura 17).

En efecto, se puede suponer que el sistema de referencia orto-normal tiene su centro en el punto

0y que las unidades sobre los ejes son R=1. Asi,

(173)

El punto A se encuentra a la interseccién de las tangentes en los puntos P y § . Teniendo en

cuenta que el punto A pertenece a la tangente en el punto Py que [4P] L [OP], segin (7)

De la misma manera, teniendo en cuenta que el punto A pertenece a la tangente en el punto Sy
que [45]L[0s] se obtiene que:

z,z5+42,

Asi, el afijo z, se puede hallar considerando el sistema:

2zy-z, | 2zg-z,) 2z
= 2, s =% _21Zg-2, sZp (174)
2,2,-2,2 Z3+2,





De manera análoga resulta que:
[image: image126.png]~

(175)

~

~

(176)

~

~

(177)

~





Luego,
[image: image127.png]_ZatZe | I | s FiEp ¥ EEaVEZgTa ¥ TiZp7

2 z+z, zp+z, z+z, 12, +2,)

2y Pefp | ZaZs _ZefpPa ¥ ZeZpZs ¥ 2pZiZs tZpZiZy

2 ztz, zptz, 2, +2 12, 125

Para que tenga lugar O € [UF] hay que comprobar que

Zy=2p_7-0_z,

es real.
Zv-20 -0 2z

Si los puntos O'y R'son diametralmente opuestos a los puntos © ¥ R sobre la circunferencia,

entonces z, =-z, y z, =—z,. Luego, puesto que P,Q, R, son ciclicos entonces los puntos

P,0',R",5 lo son también. Asi, segun (67) y (69) resulta que

z, ZitZp Zi+Zy Z,-Zp Z;-Z,

z, z,+z, zptz, Z,-zy Z,-Z

Por consiguiente la recta (U7 ) pasa por el punto O.




Teorema 31: 
[image: image128.png]Si P,0,Ry§ son cuatro puntos de una circunferencia de centro Oy de radio R y los puntos
AB,Cy D son las imégenes de los puntos medios de los lados (del cuadrildtero PORS) enla
inversién respecto a la circunferencia, entonces recta de Gauss del cuadrildtero ABCD pasa por
el punto 0.

En efecto, como en el teorema anterior, se puede suponer que el sistema de referencia orto--
normal tiene su centro en el punto O y que las unidades sobre los ejes son R=1. Asi,

2,2, =

Si I=P*Q,J=Q*5, K=R*y L=S§*Pson los puntos medios de los lados del cuadrilétero

PORS , entonces

22,=1.2,2, =1, 2,2, =Lz,;z, =1 &=





Los afijos de los puntos medios de las diagonales del cuadrilátero ABCD, siendo:

[image: image129.png]24z,  ZatZi 2,47 tz, Zs+Z+Zp+za

Zy
2 2gtziz vz,

2 2z tzpiztz

La recta de Gauss pasa por el punto O si
2,-0 z, \zptzlztz,) z,tz, 7,47,
w0 _zp 2tz etz sty

Zp=Zp _
=0z, z,+z, 02,42, ) z,+2, z,+2,

Zy=Zp %y

Si los puntos ©' y §'son diametralmente opuestos sobre la circunferencia con los puntos @ 5,

2, ydel hecho de que P,Q,R,S son ciclicos resulta que P, 0", R, 5'lo

entonces z, =~z y Zy =

son también. Por tanto,

Zy ZytZ, Zo4Z, Zy-Z, Z,-Z, .
v o o o 2 R

Zy, Zytzg ZptzZg Zz-zg

.,y asila recta de Gauss del cuadrilétero ABCD pasa por el centro Ode la circunferencia.




Teorema 32 (de Newton): 
[image: image130.png]Si el cuadrilétero ABCDestd circunscrito a una circunferencia entonces las diagonales y las rectas
determinadas por los puntos de tangencia de los lados opuestos son concurrentes.

En efecto, supongamos que los lados [AB.( BC'\[CD] y [DA]] son tangentes a la circunferencia en
los puntos P,Q, Ry §, respectivamente. Se supone también que el sistema de referencia orto-
normal tiene su origen en el centro O de la circunferencia de radio unitario. Asi,

Z:2Zp

1y 2z,

Entonces las ecuaciones de las rectas (PR y (£ )son las siguientes:

Z4z,2,2=2, 42,

Z+zpzE=zy+2s
Restando las dos ecuaciones anteriores, se obtiene el afijo del punto de interseccién de las

rectas(PR)y (05):

z,+2, -2

-
2,25 —2pZ5 2,2, -2,2,

(178)

A continuacién se debe verificar que el punto de afijo z estd alineado conlos puntos A y €'y luego
con los puntos B y D también. En el teorema (30) ya se han calculado los afijos de los puntos

A,B,C, D enfuncién de los afijos de los puntos P,Q, R,§ (ver las férmulas (174)-(177)):

2z, 2z, 2257, 22,2,
Z4= Z5= Ze Zp=
+z, TN z,+2, Zp+z,





Puesto que,
[image: image131.png](2, +2, -2, Iz, 42,1~

2,2, -2z, )z +2,)

(2t 2525 252, 125 1= 222412, 2, —

2222 -2525 )25 +25)

iz, +z, —z. — z.z, -
2oz, _2y%% 747 Nz 42, )-22,2, 12,2,

-2z,

- T Tz
Zozo zstz 2,42, ey vz, 222, 02,2,

Z-z, ZgtZs ZE =28 ZZ 427, 42p7, 27,

Z-2p 2342 —Z,2) 42,2, ~Z7)+2,2, ~Z 2, + 27,




, y teniendo en cuenta las factorizaciones

[image: image132.png]|
oz 4z 4z -z
- =z, -z, Zp+zp+zg
+2pZp ~ 252y =125~ 25

2,25 2,25 —ZpZy + 2,7, + 297,

- + - + - + Zotzatz, 2y
(2g=23 -2, +Z5+25 -2;
Zp7+252, = 2y 2, -2,
2,2y + 2,2y — 252y + 2,25~ 2gZ,s




, se obtiene que:
[image: image133.png], va que los puntos P,Q, R, son ciclicos y asf lo son también los puntos de afijos z,.,2,

Por consiguiente el punto de afijo z se encuentra sobre la diagonal (4C)

Figura 18




De  manera análoga,
[image: image134.png]- [
Nz, 2y)-22,2)02,7,

(2,2, -2p25 )z, + 2, )

2y lzg bz - 22,2022, — 2525 )

2022 -2525 125425 )

7=z, _ZatZy ZZ T ZR 27 27, =257

z-2z, Z;+7, 22,27





, y teniendo en cuenta las factorizaciones
[image: image135.png]Zp +252, + 2,2y — 2,2 — ZZ,

2,2, 4292, ~ 2,2, —

, se obtiene que:

2=z, _Z+2s Z %y __zy-(25)

-2, Z,4Z; Z,-2Z, B

, puesto que los puntos P,Q,R,Sson ciclicos y asi lo son también los puntos de afijos

2,,24,2_5.2_y. Asi el punto de afijo z se encuentra sobre la diagonal (8D). Por consiguiente las

rectas que unen los puntos de contactos de loa lados opuestos y las diagonales son concurrentes en
el punto de afijo z que se puede hallar segin la férmula (178), si se conocen los puntos de

contacto de los lados con la circunferencia.




Teorema 33: 
[image: image136.png]Si el cuadrildtero ABCDestd inscrito en una circunferencia de centro O y de radio R, los lados
opuestos y las tangentes en los vértices opuestos se cortan en cuatro puntos alineados.
En efecto, en la demostracién de este teorema también se puede suponer que el sistema de

referencia orto-normal tiene su origen en el centro O de la circunferencia de radio unitario. Asi,

L, zza=fal=1 . zeze =fel=1 y 252, =fs|=1

Figura 19





Primero se escriben las ecuaciones de los lados (ver fórmulas (142)- (144))
[image: image137.png](AB) z4zz,2=z,+z, (BC) z+zpzp2=25+42

+z, (DA) z+zy22=2,+2,

Los puntos £ y F vienen determinados por los sistemas:

z4zz,7=2,+2,

Z4+2;2,2=2,+2, 2+ 202,2= 2, +2,
De los sistemas anteriores resulta que:

_ZptZimZ—

2524257 Z574-257¢





Las ecuaciones de las tangentes en los vértices del cuadrilátero son:
[image: image138.png]TyizZ+zz=2 TyizgZtzgz=2 T,izZ+zz=2 TyizZ+z,

Los puntos G y H se determinan de la manera siguiente:

zZ+za=2 dzy-z,) _2zy-z,)_2z,2,z,-2,) _ 2z.z,
2z, = - - -
~ g
ZeZ+2Zp2Z 2 Z4Zo—ZoZ, Zy Ze Zy—Zy Z4+zZo
Ze 24





Luego,
[image: image139.png]Zy=Zs _ Z5tZp |ZamZy-Zg+Zplz.t2e)-22,200252, 252 )

Zy-Zn  ZytZo (24— 25-2g 42512542, - 22,2,020 2,25 25 )

Zy=Zs _Zy+Zy 2425240242y 42624~ 2025~ 2eZp

Zy=Zy Za4HZe —Z30,-232¢ ¥Z3Zp+ZpZ - ZpZs ¥ZpZ¢

Zy42p (2o -2402,-25+2-25) Zy+2Zy Zo—2Z, _

Z4+Zg (2p-2502,-25+20-2,) Zg+Zc Zp-2Z;

Zy-25 2,42, Zo-Z, Z,-Z,

Zy-Zy Z44Zg Zp-2Z5 Zp—Zy Ze-Z4

, puesto que si 4,8, C, D son ciclicos, los puntos de afijos z_ 2, lo son también. Asi, los

puntos £, H,G estén alineados.




Para averiguar si  F , H, G   están alineados, los cálculos son las siguientes:
[image: image140.png]Zp-Zg  Zy4Zp 2442525250244 20 - 02,25\2,25 ~ 252, )

Zp—Zy ZitZo (24425 Ze- 2512542y 0242512425~ 202,

Zp=Zg  Zy+Zp ZuZy—Z4Z0+Z.Z5 2024~ ZeZy—ZeZg

Zp=Zy ZgtZo ZyZ tZyZg—ZyZp-ZpZgtZpZy—ZpZg

Zp=2Zg  Zy4Zp (2,-Zo|-Z,442Z;-2,425) 2342, Z,-2¢

Zp=Zy Zg+Zo \Zp-Zyl-Z4tZ;-Zg+Z,| Za+Ze Zp-Z;

Zr-25 _2,+Zy Z4-Ze __Zp~Z.

Zp-Zy Z4tZp Zp-Z5  Zp—Zy Ze-Z4

, puesto que si 4,8, C, D son ciclicos, los puntos  de afijos Io son también. Asi, los

puntos 7, H,G estén alineados. Teniendo en cuenta que tanto E como F estn alineados con

G y H, resulta que E,F.G.H estén alineados.
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