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Conjetura de Collatz

Sea la siguiente operación, aplicable a cualquier  número entero positivo:

· Si el número es par, se divide entre 2.

· Si el número es impar, se multiplica por 3 y se suma 1.

[image: image2.png]Formalmente, esto equivale a una funcionf : N — N

sin es par
sin es impar





La conjetura dice que siempre alcanzaremos el 1 (y por tanto el ciclo 4, 2, 1) para cualquier número con el que comencemos.

Iniciaremos el análisis para un número  n de la forma 2a con
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2.1-  Se aplicará el primer criterio y habrán divisiones  hasta que el cociente es 1; dado que 1 es impar,  se  aplica  el  segundo  criterio (3n +1) iniciando así el ciclo 4,2,1. 

2.2-  Si n es un número par, compuesto,  admite divisiones por 2, el cociente llegará a ser un número impar, se aplicará el segundo criterio (3n + 1), lo cual inevitablemente genera un número par.
2.3- Si n es un número impar, directamente aplica el segundo criterio (3n + 1)

En consecuencia de lo descrito anteriormente, en proceso de iteraciones sucesivas pasará por el segundo criterio (3n + 1) por lo menos una vez.
[image: image4.png]3-Sedefineel conjuntoK={k € N:k=012345,

}

Si tomamos los n impares y determinamos los valores de f(n) = 3n + 1:
obtendremos f(nimpsr) = 4,10,16,22,28,34 .40,

De forma auxiliar, utilizaremos el conjunto K para generar los numeros impares, en
otras palabras, tenemos

n = 2k + 1; asi, tendremos una funcién h(k) que tiene el mismo rango que
f(nimesr), para estudiar sus caracteristicas o propiedades. Si h(n) = 3n +1 al sustituir n
por su expresion queda

h(k)= 6k +4




Al sustituir k obtendremos los siguientes valores:
                                                      TABLA N° 1
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De los elementos mostrados en la tabla N°1, se desprende que podemos determinar a simple vista cinco progresiones aritméticas de la forma  ax + b; donde a será treinta (30) y b será los elementos h(k) menores a treinta (30). Podemos expresar lo siguiente:

Si se define:
[image: image6.png]Elconjunto H={k € N:h=6k+4}
Elconjunto C={c € N:c=30x+4} conx €K.
Elconjunto D={d € N:d=30x+10} conx €K.

Elconjunto E={e € N: e=30x+16} conx €K.

El conjunto G={g € N:g=30x+22} conx K.

Elconjunto J={j € N: j=30x+28} conx €K.

Entonces podemos afirmas que H=C U D U E U G U J; también podremos.

decir que CnDNENGNnJ=0




 Congruencia

Mostramos en la tabla N° 2, nueve  elementos de los conjuntos C,D,E,G y J.
                                              TABLA N° 2
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Queda claro que los elementos del mismo conjunto son congruentes entre sí,  y que no hay congruencia  entre elementos de conjuntos diferentes.
El conjunto H agrupa a todos los n con clase residual 4,10, 16,22 y 28. 
[image: image8.png]Como casos interesantes tenemos los numeros de la forma 421 1, 167, 107
adicionalmente en su clase residual 16 y 28, agrupa a los nimeros perfectos mayores o
iguales a 28 y otros no perfectos que cumplen con la forma N = 212 — 1). En la Tabla
N 3, se muestran algunos valores para la expresion N = 2-5.(2"-1)y parte del desarrollo
de Collatz para el numero perfecto 496. No debemos dudar en esperar que el primer
numeroimpar que se genera en el desarrollo de Collatz, donde N es un nimero perfecto,
sera el numero primo de Mersenne Nm = 2 — 1 donde np es un nimero primo.




Los elementos en azul son números perfectos; los elementos resaltados en naranja y verde, identifica el ciclo de la clase residual mod(30): 0,16,6,28. 
TABLA N° 3

[image: image9.jpg]DESARROLLO DE Collatz para N= 496
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5.- Al aplicar  CONJETURA DE COLLATZ
                            [image: image10.png]sin es par

2,
3n+1, sin esimpar





Se cumple que necesaria y obligatoriamente se pasa por determinar el valor de f(n) para un número impar, aplicación del segundo criterio, este valor, cualquiera que sea, es congruente con uno de los cinco elementos b < 30 para x = 0.
                                                  Tabla N°  4
[image: image11.png]Dado un numero impar cualquiera N, se cumple:

Clase residual

Clase residual

inicio finj=3n +1 final
1 _— 4
3 —_— 10
5 —_—— 16
1 _— 22
9 _— 28
1" —_— 4
13 —_— 10
15 — 16
17 —_— 22
19 —_— 28
21 —_— 4
23 _— 10
25 _— 16
27 —— 22
29 —_— 28





Si n es par, habrá divisiones sucesivas hasta que el cociente sea impar y los cambios de clases residuales se muestran en la siguiente tabla.
                                                  TABLA N° 5
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Para validar y explicar en detalle este punto, definamos los conjuntos siguientes de la forma   Ca = 30k + a
TABLA N° 6
[image: image13.png]TTEM CONJUNTO _C:=30k+a DONDE k € W
1 C=30k + 1 DONDE k € W
7 3 DONDE k € W
3 <3 DONDE k € W
7 B DONDE k € W
5 5 DONDE k € W
5 =6 DONDE k € W
7 =7 DONDE k € W
g 8 DONDE k € W
g =9 DONDE k € W
0 =1 DONDE k € W
il il DONDE k € W
2 1 DONDE k € W
3 =1 DONDE k € W
i T DONDE k € W
5 T 15 DONDE k € W
i 1 DONDE k € W
7 =T DONDE k € W
8 T DONDE k € W
i =1 DONDE k € W
i =@ DONDE k € W
o il DONDE k € W
E4 Tz DONDE k € W
7 =5 DONDE k € W
" T DONDE k € W
5 + 5 DONDE k € W
7 % DONDE k € W
a7 a7 DONDE k € W
i =% DONDE k € W
5 =5 DONDE k € W
30 DONDE k € W

Queda claro que N= Co U C1 U
cada conjunto son congruentes entre si'y que no existe congruencia entre elementos de

conjuntos diferentes

U Cze U Czs; ademas, los elementos de




Para adelantarnos definiremos lo siguiente:
· Número Conector, NC: 

Dado el desarrollo de la función de Collatz entre dos  números, llamaremos Número Conector al último número común entre ambas columnas visto en forma ascendente.
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Figura N° 1
Este número permite unir dos columnas o más. Tienen una ubicación única, pertenecen al conjunto H y por lo tanto, puede poseer una clase residual: cuatro (4), diez (10), dieciséis (16), veintidós (22) o veintiocho (28).
Para dar un ejemplo de esto, veamos la Tabla N° 7. 
                                                  TABLA N°7
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Se muestra tres elementos desarrollados con la función de Collatz, para el número NC 16, su ubicación es cinco (5), clase residual 16, para el número NC 34, su ubicación es 14, su clase residual es cuatro (4).
· Número de Transito, NT:

Dado el desarrollo de Collatz de dos números naturales, llamaremos Número de Transito a aquel N cuyos elementos de desarrollo incluyendo N, estén incluidos en el otro. Por ejemplo:
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Figura N°2

El número 28 es un número de transito en relación al número 37.


Para el análisis siguiente se tomaron los primeros 40 elementos de cada uno de los conjuntos definidos en la Tabla N° 5. El detalle por conjunto se hace muy denso, por lo tanto se muestra en el anexo un ejemplo. 
[image: image17.png]De aqui se desprende que todo nimero NC € al conjunto H; en otras palabras el conjunto que agrupa
las clases residuales 4,10,16,22 y 28.




Dicho de otro modo:
H = C4 U C10 U C16 U C22 U C28

Recordemos que los cambios de columnas pueden ser por dos razones, dado un Número Conector NC o Número de Transito NT. Debe coincidir en la misma fila, celdas del mismo color e identificadas con el mismo número.


La función de Collatz, divide por dos a todo número n par, cuando el cociente llega a ser impar o el número de inicio es impar, la función de Collatz para n impar es igual a  3n + 1, transforma a n  en un valor par pero restringido en su clase residual.

 Elaborando un diagrama de flujo  desde los resultados  de los cambio de clase residual mostrados en la Tabla 4 y 5, podemos obtener como cambia la clase residual por cada iteración, la decisión  depende de la magnitud de n, por ejemplo:
[image: image18.png]Elnimero 2 € clase residual
Elnimero 32 € clase residual
Elnimero 62 € clase residual
Elnimero 92 € clase residual
Elnimero 122 € clase residual
Elnimero 152 € clase residual

cambia a la clase residual 1
cambia a la clase residual 16
cambia a la clase residual 1
cambia a la clase residual 16
cambia a la clase residual 1
cambia a la clase residual 16




DIAGRAMA  N°1

DIAGRAMA DE FLUJO

CAMBIO DE CLASE RESIDUAL POR ITERACIÓN.
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En el diagrama N° 1, cada clase residual está representada en un círculo y se identifica con un número, de este modo se representa los cambios de clase residual por cada iteración, puede iniciar por cualquiera de los círculos, siempre llegara a la clase residual uno,  a la unidad y luego al ciclo 4, 2, 1. Sin duda alguna, la trayectoria dependerá  de la magnitud de N pero terminará irremediablemente en uno y en el ciclo 4,2,1.

Adicionalmente, se demuestra en el anexo, que la función de  Collatz tiene la propiedad de que cualquier número N sometido a este proceso de iteración, entre los diferentes elementos que se generan están los números NC, este número entrelaza y hace común el camino o desarrollo de estas dos columnas. Este efecto, desplaza, si se quiere, la trayectoria descrita por el elemento en desarrollo a recorridos transitados por elementos menores y congruentes. De forma que cada elemento nuevo a desarrollar se conectará con un elemento anterior  a través de  números conectores o simplemente, ese nuevo elemento es un número de transito. En cualquier caso,  habrá un cambio de columnas, este cambio de columna  termina en la columna uno (1) para cada conjunto de elementos congruentes y por lo tanto de la misma clase residual; hasta que son reducidos a la unidad y al ciclo 4, 2, 1. 
[image: image20.png]Esta tendencia es igual para todos 10s conjuntos que unidos representan al conjunto N




Bajo cualquiera de los dos argumentos planteados, la función de Collatz conduce a  un número natural hasta la unidad y luego al ciclo 4, 2, 1.
[image: image21.png]En consecuencia, noexisten € N,tal que al ser sometido a las

condiciones de la FUNCION DE COLLATZ, no termine en uno (1) y por
lo tanto en un ciclo 4,2,1





Anexo
DESARROLLO DE COLLATZ PARA CLASE RESIDUAL 2

Función   C 2 = 30k +  2

[image: image22.emf]CONJUNTO 30K + 2

124 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40

123

2 32 62 92 122152 182 212 242 272 302 332 362 392 422 452 482512 542 572 602 632 662 692 722 752 782 812 842 872 902 932 962 992 1022 10521082111211421172

122 782

121 391

120 1174 1172

119 587 586

118 1762 293

117 881 872 880

116 2644 436 440

115 1322 218 220

114 661 109 110

113 332 1984 328 55

112 166 992 164 992 166

111 83 496 82

110 250 248 41

109 125 752 124 124

108 62 376 376 62

107 31 188

106 94 94 572

105 47 286

104 142 143

103 71 430

102 214 215

101 107 646

100 322 323

99 161 970

98 484 485

97 242 242 1456

96 121 728

95 364 364

94 182 182

93 91

92 274

91 137

90 412

89 206

88 103

87 310

86 155 932

85 466 466

84 233

83 700

82 350

81 175 1052

80 526 526

79 263

78 790

77 395

76 1186

75 593

74 1780

73 890

72 445

71 1336

70 668

69 334

68 167

67 502

66 251

65 754

64 377

63 1132 1022

62 566 511

61 283 1534

60 850 767

59 425 2302

58 1276 1151

57 638 3454

56 319 1727

55 958 902 5182

54 479 451 2591

53 1438 1354 7774

52 719 677 3887

51 2158 2032 11662

50 1079 1016 962 5831

49 3238 508 481 17494

48 1619 254 1444 8747

47 4858 722 127 722 26242

46 2429 361 382 13121

45 7288 1084 191 39364 10821112

44 3644 542 542 574 19682 541 556

43 1822 271 287 9841 1624 278

42 911 814 812 842 862 29524 812 139

41 2734 422 407 406 421 431 14762 418

40 1367 211 1222 2031264 1294 7381 209

39 4102 634 611 632 610 632 647 22144 628

38 2051 317 1834 316 305 1942 11072 314

37 6154 952 917 158 916 971 5536 157

36 3077 476 2752 79 458 2914 2768 472

35 9232 238 1376 238 229 1457 1384 236

34 4616 119 688 692 688 4372 692 118

33 2308 358 344 346 2186 59

32 1154 179 172 173 1093 178 1142

31 577 538 86 520 3280 89 571

30 1732 269 43 260 1640 268 1714

29 866 808 130 130 820 134 857

28 433 392 404 65 410 67 2572

27 1300 196 202 196 205 202 1286

26 650 98 101 662 616 643

25 325 49 304 331 308 1930

24 976 152 148 152 994 154 965

23 488 76 74 482 497 77 2896

22 244 38 37 241 1492 232 1448

21 122 122 19 112 724 746 116 724

20 61 58 362 56 362 373 58

19 184 29 181 28 1120

18 92 92 88 544 14 602 560

17 46 44 272 302 272 7 301 280

16 23 22 136 151 22 904 140

15 70 11 68 454 452 452 70

14 35 34 212 34 227 226

13 106 17 106 682 113

12 53 52 341 340

11 160 26 1024 170

10 80 13 512 85 512

9 40 40 256 256

8 20 128

7 10 64

6 32 5 32

5 16 16

4 8

3 4

2 2 2

1 1

FIN


[image: image23.emf]CLASE RESIDUAL CONJUNTO 30K + 2

124 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40

123

2 32 62 92 122 152 182 212 242 272 302 332 362 392 422 452 482 512 542 572 602 632 662 692 722 752 782 812842 872 902 932 962 9921022 1052 1082 1112 1142 1172

122 2

121 1

120 4 2

119 17 16

118 22 23

117 11 2 10

116 4 16 20

115 2 8 10

114 1 19 20

113 2 4 28 25

112 16 2 14 2 16

111 23 16 22

110 10 8 11

109 5 2 4 4

108 2 16 16 2

107 1 8

106 4 4 2

105 17 16

104 22 23

103 11 10

102 4 5

101 17 16

100 22 23

99 11 10

98 4 5

97 2 2 16

96 1 8

95 4 4

94 2 2

93 1

92 4

91 17

90 22

89 26

88 13

87 10

86 5 2

85 16 16

84 23

83 10

82 20

81 25 2

80 16 16

79 23

78 10

77 5

76 16

75 23

74 10

73 20

72 25

71 16

70 8

69 4

68 17

67 22

66 11

65 4

64 17

63 22 2

62 26 1

61 13 4

60 10 17

59 5 22

58 16 11

57 8 4

56 19 17

55 28 2 22

54 29 1 11

53 28 4 4

52 29 17 17

51 28 22 22

50 29 26 2 11

49 28 28 1 4

48 29 14 4 17

47 28 2 7 2 22

46 29 1 22 11

45 28 4 11 4 2 2

44 14 2 2 4 2 1 16

43 22 1 17 1 4 8

42 11 4 2 2 22 4 2 19

41 4 2 17 16 1 11 2 28

40 17 1 22 23 4 4 1 29

39 22 4 11 2 10 2 17 4 28

38 11 17 4 16 5 22 2 14

37 4 22 17 8 16 11 16 7

36 17 26 22 19 8 4 8 22

35 22 28 26 28 19 17 4 26

34 26 29 28 2 28 22 2 28

33 28 28 14 16 26 29

32 14 29 22 23 13 28 2

31 7 28 26 10 10 29 1

30 22 29 13 20 20 28 4

29 26 28 10 10 10 14 17

28 13 2 14 5 20 7 22

27 10 16 22 16 25 22 26

26 20 8 11 2 16 13

25 25 19 4 1 8 10

24 16 2 28 2 4 4 5

23 8 16 14 2 17 17 16

22 4 8 7 1 22 22 8

21 2 2 19 22 4 26 26 4

20 1 28 2 26 2 13 28

19 4 29 1 28 10

18 2 2 28 4 14 2 20

17 16 14 2 2 2 7 1 10

16 23 22 16 1 22 4 20

15 10 11 8 4 2 2 10

14 5 4 2 4 17 16

13 16 17 16 22 23

12 23 22 11 10

11 10 26 4 20

10 20 13 2 25 2

9 10 10 16 16

8 20 8

7 10 4

6 2 5 2

5 16 16

4 8

3 4

2 2 2

1 1

FIN
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