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Todos sabemos que el estudio de “Matematica” implica conocer y familiarizarse con
enunciados, reglas, propiedades, conceptos, teoremas, procedimientos y muchas cosas
mas.

Pero resulta interesante destacar que toda la estructura de esta ciencia, desde la mas
elemental “aritmética”, hasta los mas complejos desarrollos del “analisis matematico” se
basan en dos conceptos (que se consideran fundamentales):

El primero es la nocién de “NUMERO”; el segundo es el concepto de “FUNCION”.

Se podria decir que éstos son como las dos “piernas” o “columnas” sobre las que se
asientan la totalidad de los capitulos en que puede dividirse la compleja estructura que
forma la “Matematica actual”.

Este trabajo se refiere, con cierto detalle, al concepto de “FUNCION” v a las
diferentes e infinitas formas que pueden adoptar en general “las FUNCIONES”.
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Funciones; conceptos basicos:

En el mundo que nos rodea existen muchos ejemplos sencillos de la nocién de funcién .

En efecto supongamos un simple viaje en taxi. Claramente en este caso hay dos variables
gue son, una la “distancia a recorrer (d)” y |la otra el “precio del viaje (p)”. Por supuesto que

n_n

todos sabemos que a cada distancia “d” le corresponde un precio “p” y solo uno.

En este ejemplo las dos variables tienen una diferencia fundamental, mientras que la
distancia “d” la impone el pasajero de acuerdo a su necesidad, el precio del viaje “p” lo
suministra el sistema. La variable “d es independiente” pero la variable “p es dependiente”
de la primera.

Si aceptamos que la palabra “depende”, puede reemplazarse por la expresion “es funcion”,
podemos decir que el precio del viaje “depende” o “es funcion “de la distancia recorrida.
No hay ningun inconveniente en usar el siguiente simbolismo:

p = f(d)

y decir que “p” es funcion de “d”.
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Se puede generalizar lo anterior y definir “funcion” empleando un lenguaje sencillo, pero
no demasiado riguroso.

(l ” (l ”

Se dice que una variable es funcion de otra variable _cuando entre ellas existe una
ow_. .7

expresion matematica tal que, a cada valor de “x” le hace corresponder un valor de “y” vy

soélo uno.
y = f(x)

Esta correspondencia “uno a uno” entre las variables se conoce como “univoca”.

II ” ll ”

La variable se llama “variable independiente” o “argumento”, mientras que a la se la

conoce como “variable dependiente” o “funcion”.

II ”

El conjunto de valores que pueden ser asignados a se llama “Dominio D” o “conjunto
de partida” mientras que se conoce como “Codominio CD” o “conjunto de llegada”, el que

o, n

agrupa a los valores que puede tomar “y”.

Dentro del codominio pueden existir elementos que no se correspondan con elementos
del dominio; en ese caso se puede definir como “conjunto imagen” al que contiene solo
aquellos valores que coincidan, por la funcién, con elementos del conjunto “x”
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Destacamos que una funcidon no es la expresion matematica o formula que relaciona a las
variables, sino que es el conjunto de todos los pares ordenados ( x; ; y; ) que satisfacen a la
expresion dada. No obstante, suele decirse que la formula define a la funcién, pero resulta
indispensable expresar claramente el “dominio” de la misma.

Varios son los métodos de representacion de las funciones:

1° - Mediante diagramas de Venn
2° - Con una matriz de dos columnas en correspondencia con las variables x e vy.
3° - Mediante un grafico Cartesiano.

Nos apoyaremos en un cuadro de valores o matriz, para lo cual, utilizando la expresion
dada, se calcularan en cada caso los valores numéricos correspondientes a “y”, para cada
valor numérico arbitrario de “x”. Si bien el niumero de puntos que se calculen es
obviamente limitado, una razonable interpolacion grafica permitira conocer la “forma” de

la funcion llevando los pares a coincidir con los puntos de un “grafico Cartesiano”.

Debemos considerar que las expresiones matematicas que relacionan a las variables son
“infinitas”. Se tratara de probar esta afirmacion, pero para un estudio sistemadtico de las
funciones las agruparemos en “familias” con caracteristicas particulares.
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1. Primera clasificacion de las funciones matemadticas:

Funciones Algebraicas

Funciones Funciones

Matematicas Trascendentes

Funciones Especiales

[ Pero veremos una clasificacion mas detallada: }
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Racional Entera Lineal o de 1° grado

Cuadratica o de 2° grado

Cubica o de 3° grado

Polinomio general grado “n”

Racional Fraccionaria—T1—— Hiperbdlica

- Homografica

Fraccionaria General

Irracional
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~ Exponencial

Creciente

Decreciente

Logaritmica

Trigonométricas —

Log. Decimales
Log. Naturales

— Directas: Sen, Cos, Tg, Ctg, Sec y Cosec

Hiperbdlicas

—— Inversas: arc.sen, arc.cos, etc.

— Directas Sh, Ch, Th.

—— Inversas: arg.sh, arg.ch, etc.
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4. Lineales Modulo

— Signo

Parte Entera

Mantisa

Funciones

Especiales Operaciones entre funciones.

Suma, Resta, Producto y
Cociente

Compuesta o funcién de funcion.

Parameétricas

Definida por tramos
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_[Algebraicas}—

—[Trascendentes]_

——Racional Entera

= Racional Fraccionaria —

____Irracional

Lineal o de 1° grado

—— Cuadratica o de 2° grado
Cubica o de 3° grado
——Polinomio general grado “n”
— Hiperbdlica
___Homografica
____Fraccionaria General

— Exponencial

Creciente

——Decreciente

— Logaritmica

Log. Decimales
| Log. Naturales

— Trigonomeétricas

.L[Especiales]—

Directas: Sen, Cos, Tg, Ctg, Sec y Cosec

“—Inversas: arc.sen, arc.cos, etc.

—— Hiperbodlicas

Directas Sh, Ch, Th.

—Inversas: arg.sh, arg.ch, etc.

— Lineales

— Operaciones entre

Maodulo
——Signo
—— Parte Entera

funciones.

— Compuesta o funcién de
funcion.
Paramétricas

e Definida por tramos

Funciones matematicas
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[2° cuadrante ]

ty
Eje de ordenadas

1° cuadrante

o = @ngulo de una recta

3° cuadrante

1= +X
X Eje de abcisas

L Origen (0;0) ]

[4° cuadrante ]

y | <
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Funciones desde el comienzo

. F. Lineal

. F. Cuadratica

. F. Cubica

4. F. Polinomio gral.

. F. Hiperbdlica

. F. Homografica

. F. Racional fraccionaria

8. F. Irracional

9. F Exponencial

10. F Logaritmica

Ciones mate gy

Elem. de Trigconometria

11. F. Trigconométricas

12. F. Trigonomét. Inversas

13. F. Hiperbdlicas Trascen.

14. F. Hiperb. Inversas

15. F. Especiales lineales

16. Operaciones entre Func.

17. F. Compuesta o Fde F.

18. F. Paramétricas

19. F. definidas por tramos

Apéndice | <
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1 - Funcién de 1° grado o
Funcion Lineal

[ v=ax + b ]
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La primera funcidon que se estudia es la llamada: Funcion lineal: vy=ax+b

El nombre de “lineal” es debido a que, como se vera, en todos los casos la representacion
cartesiana de esta funcion es una “linea recta” situada en algun lugar del plano. El dominio
y el codominio, debido a su simpleza, se extiende a todos los numeros reales: R

Como ejemplo tomemos la expresion: y=2x+3

Dandole a la variable “x” valores numéricos cualesquiera, se calculan los correspondientes
valores de “y”. Luego se puede construir el siguiente “cuadro” o “tabla de valores”:

Cada par de valores (x;y) se puede representar en un grafico cartesiano por

n un punto, haciéndole corresponder al mismo las coordenadas (x;y) en ese
1 5 orden.

Si se unen con un trazo continuo los puntos indicados, se vera que estan

2 ! alineados segun una recta. Se pueden obtener por calculo todos los pares
3 9 (x;y) de valores que se deseen y los puntos que se grafiquen seguiran estando
) -1 sobre la recta anterior.

35 4 Los infinitos pares de valores (x;y) tienen una correspondencia biunivoca con

los infinitos puntos de la recta.
0 3 Por supuesto que, se puede trazar la recta correspondiente, calculando solo
dos puntos cualesquiera (dos puntos determinan una recta).
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Y=2x+3 : Graficocartesiano

Cuadro de Puntos aislados Recta completa
valores "

10
ERv)

({s]

9
8
7
1 5 © 6
5 < 5
3—{ 3
39 /
2
-2 -1 1 3
'3,5 4 A B 2 .9 ! 5 4 n B - L, p 1 5 4
2 2
0 3 . ]
— 4 4

En lo que sigue, estudiaremos separadamente la influencia que tienen en la posicion de la
recta, los infinitos valores numéricos posibles para los parametros “a” y “b” de la
funcion lineal y=ax + b.
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Funcion lineal:

Comenzamos con:
Vy=1Xx (celeste)

Y luego al
coeficiente “a”, le
asignamos varios
valores menores

que 1.

y=ax + b ; para: 0<a<eo(siempre positivo) y b=0

H
D

[0}

(o))

IS

y N

v

H
D

Funciones matematicas
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Funcion lineal:

Comenzamos con:

Vy=1X (celeste)

Y luego al
coeficiente “a”, le
asignamos varios
valores menores

que 1.

y=0,1x (azul)

v=ax + b ; para: 0<a<eo(siempre positivo) y b=0

[0}

(o))

IS

y N

v

H
D
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Funcidn lineal: v=ax + b ; para: 0<a<eo(siempre positivo) y b=0

Comenzamos con:
Vy=1Xx (celeste)

[0}

N

Y luego al

coeficiente “a”, le /
asignamos varios

valores menores

\
\

que 1.

y=0,1x (azul)

y=0,3 X (rojo) /

fo)) ES

N

H

D
<
<
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Funcidn lineal: v=ax + b ; para: 0<a<eo(siempre positivo) y b=0

Comenzamos con:
Vy=1Xx (celeste)

[0}

N

Y luego al

coeficiente “a”, le /
asignamos varios

valores menores

\
\

que 1.

y=0,1x (azul)

y=0,3 X (rojo) /

y = 0,5 x (verde)

fo)) ES

N

H

D
<
<
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Funcidn lineal: v=ax + b ; para: 0<a<eo(siempre positivo) y b=0

Comenzamos con:

[0}

V=1X (celeste)

Y luego al

(o))

coeficiente “a”, le // P
asignamos varios 4

valores menores ////

que 1.

y=0,1x (azul) 1o L

N

y=0,3 X (rojo) // //

1S

(o))

Y =0,8 x (violeta)

y = 0,5 x (verde) / //

co
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Funcion lineal:

Comenzamos con:
y=1x

(celeste)

Y luego al
coeficiente “a”, le
asignamos varios
valores menores

que 1.
y=0,1x (azul)
y=0,3 X (rojo)

y = 0,5 x (verde)

Y =0,8 x (violeta)

v=ax + b ; para: 0<a<eo(siempre positivo) y b=0

[0}

(o))

IS

/.
A%l

No

A

y N

—

N

4 Si “a” es menor )

1S

que 1, el angulo a
aumenta desde 0°,

P
~

(o))

pero no sobrepasa

\ los 45° y

co

H

D
<
<
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Funcion lineal: v=ax + b ; para: 0<a<eo(siempre positivo) y b=0

H
D

Ahora al coeficiente “a”,

0o

le damos algunos valores
mayores que 1

[e)}

Comenzamos con:

1S

Vy=1x (celeste)

No

D

A

\ 4

No

B

an

[0 ¢]

H

D
&
<
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Funcion lineal: v=ax + b ; para: 0<a<eo(siempre positivo) y b=0

H
D

Ahora al coeficiente “a”, /

0o

le damos algunos valores /
mayores que 1

[e)}

Comenzamos con:

Vy=1x (celeste)

N

y =1,5 x (naranja)

D

A

\ 4

No

B

)]

[0 ¢]

/

/

H

D
&
<
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Funcion lineal: v=ax + b ; para: 0<a<eo(siempre positivo) y b=0

H
D

Ahora al coeficiente “a”, / //
le damos algunos valores

0o

mayores que 1

[e)}

Comenzamos con:

1S

Vy=1x (celeste) / /
/

No

y =1,5 x (naranja)

A
D

vy= 33X (azul)

\ 4

7.

i

)]

[0 ¢]

A1

D
&
<

H
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Funcion lineal:

Ahora al coeficiente “a”,
le damos algunos valores
mayores que 1

Comenzamos con:
Vy=1x (celeste)

y =1,5 x (naranja)
vy= 33X (azul)

y= 10X (rojo)

v=ax + b ; para: 0<a< oo (siempre positivo) y b=0

0o

/

/

/

[e)}

N

D

A

\ 4

N

A1

D
&
<
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Funcion lineal: v=ax + b ; para: 0<a<eo(siempre positivo) y b=0

Ahora al coeficiente “a”, l / //
le damos algunos valores

0o

mayores que 1 /

Comenzamos con:

D
Te———

Vy=1x (celeste) ) // /
/

N

y =1,5 x (naranja)

A
D

vy= 33X (azul)

\ 4

/ /
y= 10X (rojo) /

y =100 x (verde)

N

A1
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Funcion lineal:

Ahora al coeficiente “a”,
le damos algunos valores
mayores que 1

Comenzamos con:
Vy=1x (celeste)

y =1,5 x (naranja)
vy= 33X (azul)
y= 10X (rojo)

y =100 x (verde)

v=ax + b ; para: 0<a< oo (siempre positivo) y b=0

/

/

/

0o

4 A

Cuando el valor de

o_n

[e)}

a’ es>1,el
angulo aumenta

A
&

desde 45°, pero no

A

11

&sobrepasa los 90°.}+

D

\ 4

N

A1

D
<
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Funcion lineal:

~

-

y=0,1x (azul)
y=0,3 X (rojo)
y =0,5 x (verde)
Y =0,8 X (violeta)
Vy=1Xx (celeste)
y =1,5x (naranja)
y= 3X (azul)
y= 10x (rojo)

y =100 x (verde)

\_ /

v=ax + b ; para: 0<a< oo (siempre positivo) y b=0

Y ahora tenemos
todo el haz de

au_n

rectas con "a

[e)}

/

/

/

L positivo. 4 //
: 74 /,//
T
t = EEEEE
T /// 7/
ARDARA
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Funcion lineal:

-

Y
Y

Y

Y
Y
y
Yy

Y

\_

Y =0,8 X (violeta)

~

=0,1x (azul)
=0,3 X (rojo)

=0,5 X (verde)

=1X (celeste)
= 1,5 X (naranja)
= 3 X (azul)
= 10 X (rojo)

=100 x (verde)

v=ax + b ; para: 0<a< oo (siempre positivo) y b=0

o

RVaRyd
/

(o))

A

IV ar s
e
//

L
— //

//%

4 6 8

ou_n

coeficiente “a” es
positivo, la orientacion
de larecta esdel 1° al 3°

cuadrante, en todos los
casos. El angulo varia

A1/

Q
O

( Conclusion: Si el \

N desde 0° hasta 90°. j

1
ES
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Funcion lineal: v=ax + b ; para: 0>a>-oo (siempre negativo) y b=0

H
D

A continuacion al coeficiente

[0 ]

“a” le damos valores
entre— ooy -1 (valores

()]

negativos).

iS

y =-100 x (verde)

N

7 N
(en)

v

No

H

(2}

(0 ¢]

D
-

H
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Funcion lineal: v=ax + b ; para: 0>a>-oo (siempre negativo) y b=0

H
D

A continuacion al coeficiente

[0 ]

“a” le damos valores
entre— ooy -1 (valores

negativos).

y =-100 x (verde) 0\

N

y=-10x (rojo)

(en)

7 N

No

v

H

(2}

(0 ¢]

H
D
P
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Funcion lineal: v=ax + b ; para: 0>a>-oo (siempre negativo) y b=0

H
D

A continuacion al coeficiente \

[0 ]

“a” le damos valores
entre— ooy -1 (valores

negativos).

y =-100 x (verde)

y=-10x (rojo)

c>/5/ .

7 N

y= -3x (al) -10 8 6 4 b c\ 2 4

No

v

H

(2}

(0 ¢]

D

H
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Funcion lineal:

A continuacion al coeficiente
“a” le damos valores
entre— ooy -1 (valores
negativos).

y =-100 x (verde)
= -10 X (rojo)
y= -3X (azul)

y=-1,5x (naranja)

v=ax + b ; para: 0>a>-oo (siempre negativo) y b=0

\

N\

\

[0 ]

A

No

v

(2}

(0 ¢]
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Funcion lineal:

A continuacion al coeficiente
“a” le damos valores
entre— ooy -1 (valores
negativos).

y =-100 x (verde)
= -10 X (rojo)

v= -3Xx (azul

y=-1,5x (naranja)

y=-1X (celeste)

v=ax + b ; para: 0>a>-oo (siempre negativo) y b=0

N

[0 ]

—e

4

Cuando “a@” se hace
negativo, la recta
sobrepasa los 90°.
El angulo “a” va hasta
135°, conforme el

(en)

valor crece hasta -1.
\_ J

A

No

AN

(2}

(0 ¢]
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Funcion lineal: v=ax + b ; para: 0>a>-oo (siempre negativo) y b=0

H
D

Y finalmente el coeficiente

[0 ]

o n

a” variaraentre-1y0

()]

(valores negativos).

iS

y=-1Xx (celeste)

N

7 N
(en)

v

No

H

(2}

(0 ¢]

D
-

H

Funciones matematicas



Funcion lineal: v=ax + b ; para: 0>a>-oo (siempre negativo) y b=0

H
D

Y finalmente el coeficiente

[0 ]

o n

a” variaraentre-1y0

(valores negativos). \\ :
\ )
N\
y=-1X (celeste) \ )
\ Z
Y=-0,8 x (violeta) . \ :
10 3 5 - > 0 ) I I
2 \\
4 \
N

/

(0 ¢]

D
-

H
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Funcion lineal: v=ax + b ; para: 0>a>-oo (siempre negativo) y b=0

H
D

Y finalmente el coeficiente

[0 ]

o n

a” variaraentre-1y0

(valores negativos). \\ 6
N\ 4
N

y=-1Xx (celeste) \ i
NE 2

Y=-0,8 x (violeta) . \ :

fo 2 b A 2 0 4 6 8
y=-0,5Xx (verde) , \\
A N\
N

/

(0 ¢]

D
-

H
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Funcion lineal:

Y finalmente el coeficiente

o n

a” variaraentre-1y0
(valores negativos).

y=-1Xx (celeste)
=-0,8 X (violeta)
y=-0,5 X (verde)

y=-0,3 x (rojo)

v=ax + b ; para: 0>a>-oo (siempre negativo) y b=0

[0 ]

()]

//

N

A

No

v

(2}

(0 ¢]
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Funcion lineal: v=ax + b ; para: 0>a>-oo (siempre negativo) y b=0

Y finalmente el coeficiente

o n

a” variaraentre-1y0
(valores negativos).

y=-1Xx (celeste)

Y=-0,8 x (violeta)

y=-0,5 X (verde)

y=-0,3 x (rojo)

=-0,1x (azul)

N

[0 ]

4 )

o_,n

El angulo “a” sigue
creciendo hasta el

AN «\~ valor 180°, para a=0
N \ \ J
\\\ \\\
\
0 8 9 -4 -2 ‘\ 5 '1
NS T~

No

N

(o))

[0}
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Funcion lineal:

(y

y=-0,3 X (rojo)

\

-0,1 x (azul)

=-0,5 x (verde)
Y=-0,8 x (violeta)

=-1X (celeste)
=-1,5 X (naranja)
-3 X (azul)

y:

= -10 X (rojo)

v=ax + b ; para: 0>a>-oo (siempre negativo) y b=0

N

[0 ]

Y ahora tenemos
todo el haz de

\\ \‘\* rectas cgn “a”
\\\ \\\ A negativo.
\
\
AN
) N

(o))

\y =-100 x (verde) j

[0}

Funciones matematicas

40



Funcion lineal:

(, )

y=-0,3 X (rojo)

-0,1 x (azul)

=-0,5 x (verde)
Y=-0,8 x (violeta)

=-1X (celeste)
=-1,5 X (naranja)
-3 X (azul)

y:

= -10 X (rojo)

v=ax + b ; para: 0>a>-oo (siempre negativo) y b=0

N

[0 ]

AN
N

Conclusidn: cuando
“a” es negativo, las
rectas van del 2° al 4°
cuadrante en todos
los casos y en
consecuencia los

ingulos son mayores

A

1y

No

a
wue 90° v hasta 180°J

AN

(o))

N

\y =-100 x (verde) j

[0}
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Hemos podido comprobar que la influencia del coeficiente “a” de la funcion lineal
determina en forma univoca el angulo de la misma.

Por lo tanto queda justificado el nombre que recibe de, “coeficiente angular” o
“pendiente”.

En efecto repetimos que, si “a” es positivo la recta se orienta del primero al tercer
cuadrante; en cambio si es negativo la direccion de la recta es del segundo al cuarto
cuadrante.

Cuando siendo “@” positivo pero menor que 1, el angulo es menor que 45°. Si vale
exactamente 1, a = 45° y si el valor es mayor que 1, a supera los 45°. Pero debe quedar
claro que cuando el coeficiente “a” tiende a infinito, el dngulo a_no supera los 90°.

Mas aun se puede afirmar que la recta de 90° no existe como funcion.
Asimismo, cuando “a@” es negativo y para valores entre menos infinito y “-1” el angulo varia

desde 90° hasta 135° . Finalmente el angulo a, ird desde 135° a 180° para valores de “a”
entre-1vyO0.
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Funcidn lineal: y=ax + b ; para: a=constante (y arbitrario) y b =variable

Tomamos por ejemplo:

y=0,8 x (Azul)

Ahora se mantiene a=0,8y

tomamos varios valores para
ubn .
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Funcidn lineal: y=ax + b ; para: a=constante (y arbitrario) y b =variable

Tomamos por ejemplo:

y=0,8 x (Azul)

Ahora se mantiene a=0,8y

tomamos varios valores para
ubn .

Y=0,8x + 5 (verde)

o
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N
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N
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o
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Funcion lineal:

Tomamos por ejemplo:

y=0,8 x (Azul)

Ahora se mantiene a=0,8y

tomamos varios valores para
ubn .

Y=0,8x + 5 (verde)

Y=0,8x + 2 (rojo)

y=ax + b ; para: a=constante (y arbitrario) y b =variable

o

N\

()]

F -

N

l,
4
{ P 8
A/ o 10
Y
7 7 2
/

p 4

o pd 4
7

p 4
y.d P
J
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Funcion lineal:

Tomamos por ejemplo:

y=0,8 x (Azul)

Ahora se mantiene a=0,8y

tomamos varios valores para
ubn .

Y=0,8x + 5 (verde)
Y=0,8x + 2 (rojo)

Y=0,8x — 3 (violeta)

y=ax + b ; para: a=constante (y arbitrario) y b =variable

o

N\

()]
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N
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Funcion lineal:

Tomamos por ejemplo:

y=0,8 x (Azul)

Ahora se mantiene a=0,8y

tomamos varios valores para
ubn .

Y=0,8x + 5 (verde)
Y=0,8x + 2 (rojo)
Y=0,8x — 3 (violeta)

Y=0,8x — 6 (celeste)

y=ax + b ; para: a=constante (y arbitrario) y b =variable

o

N\

\
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Resulta evidente que el parametro “b” no afecta para nada el angulo de la recta.

El valor numérico de “b”, corresponde al valor de la funcion “y” cuando la variable
independiente “x” se hace “0”, es decir que el punto (0;b) es aquel donde la recta corta
al eje de ordenadas “y”.

Por lo dicho, histéricamente a “b” se lo denomina “ordenada al origen”, aunque se lo
debiera llamar “ordenada en el origen”.

Sabemos que una recta necesita solo dos puntos para su trazado. El primer punto estd

“u o,

dado directamente por el valor de “b” sobre el eje “y”; mientras que el segundo debera
ser calculado con la expresién de la funcion y = a.x + b.

Es decir que la representacion grafica de la recta solo exige calcular un Unico valor
numeérico, lo que implica una gran sencillez.

Recordemos que se ha dicho que las funciones matematicas son infinitas.

Pues bien, ya en esta primera familia, la funcién lineal permite las infinitas combinaciones
de “@” y de “b”, que se corresponderan con las infinitas rectas del plano.
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Representamos ahora,
diversas funciones lineales:

y=ax+b
Ellas tendran diferentes
valores, tanto para sus
coeficientes angulares, como
para las ordenadas al origen.
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Representamos ahora,
diversas funciones lineales:

y=ax+b
Ellas tendran diferentes
valores, tanto para sus

coeficientes angulares, como
para las ordenadas al origen.

y=0,8x + 1,5 (azul)

H
D

o

o A

1
q \ No » o)) %

N

A 4

variable.dependiente Y

'S

()]

q
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Representamos ahora,
diversas funciones lineales:
y=ax+b
Ellas tendran diferentes
valores, tanto para sus

coeficientes angulares, como
para las ordenadas al origen.

y=0,8x + 1,5 (azul)

y=2,2x - 4 (marrdn)

N

///
e

o

o A

A 4

variable.dependiente Y
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Representamos ahora,
diversas funciones lineales:

y=ax+b
Ellas tendran diferentes
valores, tanto para sus
coeficientes angulares, como
para las ordenadas al origen.

y=0,8x + 1,5 (azul)
y=2,2x - 4 (marrdn)

Y=-2,6x + 3,2 (verde)

N

///
e

o

o A

A 4

variable.dependiente Y

/ 1in V
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Representamos ahora,
diversas funciones lineales:

y=ax+b
Ellas tendran diferentes
valores, tanto para sus
coeficientes angulares, como
para las ordenadas al origen.

y=0,8x + 1,5 (azul)
y=2,2x - 4 (marrdn)
Y=-2,6x + 3,2 (verde)

y=-0,5x - 3 (violeta)

H
D

N

///
e

o

variable.dependiente Y
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Se ha analizado el comportamiento de la funcidn lineal con la llamada “forma explicita”:

[ y=ax+Db ]

Suele expresarse la recta, también en su “forma implicita”:

Ax+By+C=0

donde A, B vy C , son valores numéricos cualesquiera. Operando se obtiene la forma
explicita:

Finalmente también puede presentarse la recta en su “forma segmentaria” :

X y . :
—+==1 donde M Y N, son respectivamente la medida de los
m n
segmentos que la recta determina en su interseccion con los ejes X e Y . Operando se
n
obtiene asimismo la forma explicita: y=-—X-1
m
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Habiendo visto en detalle las
influencias de los parametros “a”
y “b” , podemos “imaginar” de
antemano la posicion de la recta
antes de representarla con
exactitud.

Esto debe servirnos para
comprobar en forma rapida
cualquier resultado intermedio o
final de un calculo de “geometria
analitica lineal”.

Asimismo se sugiere que se
representen varias funciones
lineales y que se estimen en
forma “aproximada” las
expresiones de las rectas de Ia
figura.

Tener agilidad en este tema, se
aconseja como altamente
conveniente.
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2 - Funcion de 2° grado o
Funcion cuadratica

[ y = ax’ + bx

© |
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Funcién cuadrética: y=ax? + bx + ¢ (pardbola de segundo grado).

Se verd primero la curva elemental (pardbola bésica): y = x2. Para esta funcién no hay

Cuadro de valores

x| v

0
t+1
+ 2
+ 3

+4

T 6
+ 7
+ 8
+9

+ 10

0

16
25
36
49
64
81

100

ninguna limitacién si su dominioes: R

Puntos aislados Parabola continua

10
ERv)

®
\ 4
ey
@

Yo}
D
$s}
D

5 08
//
5 B
\\

<2}
D

1L ! Nl L
JENERE \L Ll [ 1/
26 \ 26 /
4 4
136 * \\ 16 //
tolat Nl

-10

Funciones matematicas 57



Para la funcién basica
y = a.x?
modificaremos el valor
del coeficiente “a”
del término cuadratico.

Se tomaran en este caso
solo valores positivos
mayores y menores que
111”
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Para la funcién basica
y = a.x?
modificaremos el valor
del coeficiente “a”
del término cuadratico.

H

Se tomaran en este caso
solo valores positivos
mayores y menores que
II1”

y=1.x? (azul)

-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10
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Para la funcién basica
y = a.x?
modificaremos el valor
del coeficiente “a”
del término cuadratico.

Se tomaran en este caso
solo valores positivos
mayores y menores que
II1”

y=1.x? (azul)

y = 2.x? (rojo)

-10

-8 -6 -4
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Para la funcion basica

Y= a.xz 100
modificaremos el valor \ \ / /
del coeficiente “a” 9
del término cuadratico.

Se tomaran en este caso
solo valores positivos
mayores y menores que
II1”

y=1.x? (azul)
y = 2.x? (rojo)

y = 4.x? (verde)

-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10

Funciones matematicas 61



Para la funcion basica

y=a.x? 100
modificaremos el valor \ \ / /
del coeficiente “a” 90

del término cuadratico.
Se tomaran en este caso
solo valores positivos

mayores y menores que
II1”

y=1.x? (azul)
y = 2.x? (rojo)
y = 4.x? (verde)

y =0,5.x2 (violeta)

-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10
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Para la funcion basica

y=a.x? 100
modificaremos el valor \ \ / /
del coeficiente “a” 90

del término cuadratico.
Se tomaran en este caso
solo valores positivos

mayores y menores que
II1”

y=1.x? (azul)

y = 2.x? (rojo)

y = 4.x? (verde)

y =0,5.x2 (violeta)

y=0,2.x2 (celeste)

-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10
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Para la funcion basica
y=a.x?

modificaremos ahora el
valor del coeficiente “a”
del término cuadratico;
pero en este caso se
tomaran soélo dos valores
negativos.
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Para la funcion basica
y=a.x?

modificaremos ahora el
valor del coeficiente “a”
del término cuadratico;
pero en este caso se
tomaran solo dos valores
negativos.

y =-2.x? (azul)
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Para la funcion basica
y=a.x?

modificaremos ahora el
valor del coeficiente “a”
del término cuadratico;
pero en este caso se
tomaran solo dos valores
negativos.

y =-2.x? (azul)

y =-0,5.x2 (marron)
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Hemos comprobado que el coeficiente “a” del término cuadratico, hace que la parabola
correspondiente tenga las ramas infinitas hacia “arriba” cuando es positivo. En cambio si
el signo es negativo esas ramas son hacia “abajo”.

Todas las parabolas son simétricas respecto del eje vertical, independientemente del signo
de “a”. El vértice de las mismas es, en todos los casos, el punto (0;0).

un

Se sefiala que las ramas se van cinendo al eje cuando el valor absoluto de “a” es mayor
que “1”, mientras que se apartan del eje cuando ese valor es menor que “1”.

Veremos ahora la influencia que tiene el coeficiente del término lineal “b”, agregado a la
expresion anterior.
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Agregamos a la basica, el
coeficiente “b”,
gue tomara valores
cualesquiera, tanto positivos
como negativos.

y = 1.x? (azul)

N
(en]

B

(e}

D
[e=]
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Agregamos a la basica, el
coeficiente “b”,
gue tomara valores
cualesquiera, tanto positivos
como negativos.

y = 1.x? (azul)

y = 1. x% +10 (rojo)

[Ny

[oYa}

ouU

D
(en]

AN

D
[e=]
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Agregamos a la basica, el
coeficiente “b”,
gue tomara valores
cualesquiera, tanto positivos
como negativos.

y = 1.x? (azul)
y = 1. x? +10 (rojo)

y = 1. x% + 30 (verde)

100
10U

[oYa}

ouU

\ o /. [/
\\\\\\ 40 / /////
N
NN VD4
\\___/ /

-8 6 -4 -*. 4 6 3
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Agregamos a la basica, el

coeficiente “b”, .

que tomard valores \ o

cualesquiera, tanto positivos
como negativos.

y = 1.x? (azul)

y = 1. x? +10 (rojo)

\| |

y = 1. x% + 30 (verde)

y = 1.x?% - 15 (violeta)

\.

Funciones matematicas 71



Agregamos a la basica, el
coeficiente “b”,
gue tomara valores
cualesquiera, tanto positivos
como negativos.

y =1 .x% (azul)

y =1.x2 +10 (rojo)

y = 1.x% + 30 (verde)
y = 1.x%-15 (violeta)

y = 1. x% — 50 (celeste)

]

//

i
//

7
\
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Agregamos a la basica, el
coeficiente “b”,
gue tomara valores
cualesquiera, tanto positivos
como negativos.

y =1 .x% (azul)

y =1.x2 +10 (rojo)

y = 1.x% + 30 (verde)
y = 1.x%-15 (violeta)

y = 1. x% — 50 (celeste)

)

)4

\\\ \\

\

\
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A continuacidon agregamos
el término lineal completo:

y =ax? + bx

Para diferentes valores de
“b”, en valor y signo

y = 1.x% + 0 (azul)
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A continuacidon agregamos
el término lineal completo:

y =ax? + bx

Para diferentes valores de
“b”, en valor y signo

y = 1.x% + 0 (azul)

y = 1.x% 4+ 10.x (rojo)

w
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A continuacidon agregamos

el término lineal completo:

y =ax? + bx

Para diferentes valores de
“b”, en valor y signo

y = 1.x% + 0 (azul)
y = 1.x% 4+ 10.x (rojo)

y = 1.x% — 6.x (verde)
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A continuacidon agregamos
el término lineal completo:

y =ax? + bx

Para diferentes valores de
“b”, en valor y signo

y = 1.x% + 0 (azul)
y = 1.x% 4+ 10.x (rojo)
y = 1.x% — 6.x (verde)

y = -1.x% + 6.x (celeste)
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A los coeficientes “a”, “b” vy al término independiente “c”, se le pueden asignar valores
numeéricos reales cualesquiera. Existen infinitas combinaciones posibles y cada terna
correspondera a una de las infinitas parabolas del plano cartesiano.

A titulo informativo veremos algunas de ellas, con diferentes “a”, “b” y “c”.
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A los coeficientes “a”, “b” vy al término independiente “c”, se le pueden asignar valores
numeéricos reales cualesquiera. Existen infinitas combinaciones posibles y cada terna
correspondera a una de las infinitas parabolas del plano cartesiano.

A titulo informativo veremos algunas de ellas, con diferentes “a”, “b” y “c”.

&0
\viv)

50 =

y=0,8 x%-2x+25 (rojo)

40 -

Ny

20 -

10

[« »]

S
A 4

-10 -

A\ 4

20
ravy
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A los coeficientes “a”, “b” vy al término independiente “c”, se le pueden asignar valores
numeéricos reales cualesquiera. Existen infinitas combinaciones posibles y cada terna

correspondera a una de las infinitas parabolas del plano cartesiano.
A titulo informativo veremos algunas de ellas, con diferentes “a”, “b” y “c”.

y=0,8 x%-2x+25 (rojo)

y=1x%-8x - 6 (azul)

&0
\viv)

50 +
40 -

Ny

20 -

S

4 NG

\ 4

20
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A los coeficientes “a”,

“b” vy al término independiente “c”, se le pueden asignar valores

numeéricos reales cualesquiera. Existen infinitas combinaciones posibles y cada terna

correspondera a una de las infinitas parabolas del plano cartesiano.
A titulo informativo veremos algunas de ellas, con diferentes “a”, “b” y “c”.

y=0,8 x% - 2x + 25

(rojo)

y=1x%-8x - 6 (azul)

y=-1x2%+2x+48

(verde)

&0
\viv)

/

50 =

Ny

20 -
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A los coeficientes “a”, “b” vy al término independiente “c”, se le pueden asignar valores
numeéricos reales cualesquiera. Existen infinitas combinaciones posibles y cada terna
correspondera a una de las infinitas parabolas del plano cartesiano.

A titulo informativo veremos algunas de ellas, con diferentes “a”, “b” y “c”.

&0
\viv)

a2

50 =

y=0,8 x%-2x+25 (rojo) / \
40 =

y=1x%-8x - 6 (azul)

30 =
y=-1x2+2x+48 (verde) \\

20 +

y=-1x%2+10x -5 (violeta)

N\

S

~
=

an Y NG "/
rav,
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A los coeficientes “a”, “b” vy al término independiente “c”, se le pueden asignar valores
numeéricos reales cualesquiera. Existen infinitas combinaciones posibles y cada terna

correspondera a una de las infinitas parabolas del plano cartesiano.
A titulo informativo veremos algunas de ellas, con diferentes “a”, “b” y “c”.

y=0,8 x%-2x+25 (rojo)
y=1x2-8x - 6 (azul)
y=-1x%+2x+48 (verde)
y=-1x2+10x -5 (violeta)

y=0,5x% — 5x + 8 (celeste)

&0

\

0U

50 =

S

= N w B
o / O\\
(f 4 4 4

N\
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A\ 4
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~
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20
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A los coeficientes “a”, “b” vy al término independiente “c”, se le pueden asignar valores
numeéricos reales cualesquiera. Existen infinitas combinaciones posibles y cada terna
correspondera a una de las infinitas parabolas del plano cartesiano.

A titulo informativo veremos algunas de ellas, con diferentes “a”, “b” y “c”.

&0

50 =
o

y=0,8 x%-2x+25 (rojo)
y=1x%-8x - 6 (azul)
y=-1x2+2x+48 (verde)
y=-1x%2+10x -5 (violeta)
4 :

7oL
\_/

y=0,5x% — 5x + 8 (celeste)

S

(o)
(9]

y=1x%+2x+1 (naranja)

an Y NG "/
oJ
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Como es sabido, las raices de la ecuacion de segundo grado, se calculan en funcion de las
—b+Vb2-4ac

2a
siendo los dos valores x1 y x,, los que se obtienen con el doble signo de la raiz cuadrada.

constantes, con la expresion: X =

Pueden darse tres casos en base al valor del llamado “discriminante”: A = b? - 4ac

1). Que A > 0 (positivo), o sea que b? > 4ac . Existen en este caso dos raices reales vy
distintas. La parabola corta al eje horizontal en x1 y x».

2).Que A=0,0 seaque b?=4ac . Claramente sumar o restar “0” da una raiz Unica, que
se conoce como una raiz doble. La curva es tangente al eje x .

3). Que A > 0 (negativo), o sea que b? < 4ac . Las dos raices seran “néimeros complejos
conjugados”. La parabola esta definida fuera del eje horizontal (no lo corta).

En todos los casos, para que sea sencilla la representacion grafica de la funcidén de segundo
b
2a
y seguirla con la determinaciéon de y, =f (x,). Luego calcular las raices reales x1 y x5,

vértice” con la expresion : X, =

III

grado, es conveniente calcular las coordenadas de

si existen.
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Representamos una parabola genérica:

y=05x%-5x + 8 Ji“

Las raices de acuerdo con la expresién dada \

son: x1=8 y X, =2

[0 ]

Y el vértice es: V (5;-4,5) 7 \

[e)}

/Cuac;l(ro de val\c(Jres \

v

-1 13,5 3
0 8 )
1 3,5 )
2 0 t
3 -2,5 “0
4 4 .Y
5 -4,5 ,
6 -4 .
7 -2,5 )
8 0 4
9 3,5 5 ¥
10 8

13,5 /

-
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La parabola puede estar definida
totalmente en el semiplano superior o en
el semiplano inferior, respecto del eje “x”.

Pero cuando ocurre que la curva atraviesa
el eje horizontal, lo hace en dos puntos que,
se conocen como "x41" y "xy".

Ellos son precisamente las raices de la
ecuacion de segundo grado:

ax’+bx+c=0

Se ha visto que los parametros numeéricos
determinan la forma y posiciéon de la
parabola, pero en todos los casos sin

U

[0 ]

(e}

(€]

H

w

No

[IEY

A
(]

v

H

excepcion, la figura tiene un eje de simetria
vertical que corta al eje horizontal en el
punto x,, = (x4 + x3) / 2
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Representacion cartesiana de varias funciones de segundo grado o cuadraticas.
y=ax*+bx+c



Representacion cartesiana de varias funciones de segundo grado o cuadraticas.
y=ax?+bx+c

D
(en]

y=x%-8x -6 (azul) \

[en]

—
(4}

N
(e}

(=)
S

T
N
\

v

H
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Representacion cartesiana de varias funciones de segundo grado o cuadraticas.
y=ax?+bx+c

y=x%-8x -6 (azul) \

\

y=0,8x% —2x + 25 (marrén)

NG
\
\

]
~
\

v
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Representacion cartesiana de varias funciones de segundo grado o cuadraticas.
y=ax?+bx+c

. \
y=x“-8x-6 (azul) \ 504 /
y=0,8x* —2x + 25 (marroén) R 4 /

y=-1x%+2x+48 (verde) \

A

[T INCE TN
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Representacion cartesiana de varias funciones de segundo grado o cuadraticas.

y=x%-8x -6 (azul)
y=0,8x% —2x + 25 (marrén)
y=-1x%+2x+48 (verde)

y=-1x%+4+10x-5 (violeta)

y=ax?+bx+c

\

\

A

/
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Representacion cartesiana de varias funciones de segundo grado o cuadraticas.
y=ax?+bx+c

y=x%-8x -6 (azul)
y=0,8x% —2x + 25 (marrén)
y=-1x%4+2x+ 48 (verde)
y=-1x%+10x-5 (violeta)

y=0,5x%-5x+ 8 (celeste)

\\

\

A

/

Funciones matematicas




3 — Funcién de 3° grado o
Funcion Cubica

[

3

- bx? + cx

y=ax’ -

|

94



La tercera funcidon que analizamos es la funcion de tercer grado o funcion cubica, cuyo
dominio y codominio son los numeros reales (R).

y=ax3+ bx? + cx+d

Donde “a” es el coeficiente del término de 3° grado,
“b” es el coeficiente del término de 2° grado,
“c” es el coeficiente del término lineal
y “d” es el término independiente.

Resulta obvio (y en lo sucesivo no lo diremos mas), que estamos frente a otra familia de
funciones “infinita” ya que “a, b, cy d” pueden ser numeros reales cualesquiera y por
supuesto admiten infinitas combinaciones.

Salvo para el término de tercer grado, no veremos en detalle las influencias de cada
coeficiente por separado:
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y=x

(azul)

Comenzaremos con la mas elemental y luego
conoceremos la influencia de “a” , en magnitud y signo.
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Comenzaremos con la mas elemental y luego

conoceremos la influencia de “a” , en magnitud y signo.

(azul)

(marrdn)
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Comenzaremos con la mas elemental y luego
conoceremos la influencia de “a” , en magnitud y signo.

y=x3 (azul)

y=3x3 (marrén)

y=0,5x3 (verde)
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Comenzaremos con la mas elemental y luego

conoceremos la influencia de “a” , en magnitud y signo.

3

y= X (azul)

y=3x3 (marrén)
y=0,5x3 (verde)

y=-2x3 (violeta)

\

20
zY

=
(€]

[IEY
(e}

Las figuras son suficientes para comprender la
influencia del coeficiente “a”.

Solo se sefala que el signo positivo hace que
las ramas infinitas se situen en el primero y
tercer cuadrante, mientras que el signo
negativo las lleva del segundo al cuarto
cuadrante.

Este comportamiento se mantiene aun
cuando la funcién cubica se complique.
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Funcion cubica

x3—3x + 2x

y

Senalamos las ramas infinitas o
ramas monotonas

Las raices son:

X1 = 0
X1 = 1
X1 = 2

(€]
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w
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ou_n

Varios casos de funciones cubicas con el coeficiente “a” positivo.

()}

x3— 3x% + 2x

B

(verde)

N

D

= A

N

IS
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ou_n

Varios casos de funciones cubicas con el coeficiente “a” positivo.

()}

y =x3—3x% + 2x

(verde)

B
\

/TN /

N

x3— 6x% + 9x -1 \
(violeta)

<
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D

No
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Varios casos de funciones cubicas con el coeficiente

y =x3—3x% + 2x
(verde)

y=x3—6x%+ 9x -1
(violeta)

y=x3-6x*+ 11x-6
(azul)

()}

positivo.
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D

= A

¢

Yl
O
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oun

Varios casos de funciones cubicas con el coeficiente “a” negativo.
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oun

Varios casos de funciones cubicas con el coeficiente “a” negativo.
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Varios casos de funciones cubicas con el coeficiente “a” negativo.

y=—-x>—3x* + 4x
(azul)

y=-x3—2x* + 5x+8
(marrén)

y = —2x3 — 5x* + 3x+2
(verde)
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La funcion de tercer grado puede no tener las tres raices reales. Pero cortara al eje “x” al
menos en un punto: la raiz x;. Las dos raices restantes seran complejas.

\ ‘.

y=—x3+ 4x%* - 4x—4 \
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La funcion de tercer grado puede no tener las tres raices reales. Pero cortara al eje “x” al
menos en un punto, la raiz x;. Las dos raices restantes seran complejas.

y=—x3+ 4 x?

4x — 4

y=—x> - 4x* + 4x-4
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Vale la pena destacar que las raices (o ceros) de los polinomios completos de 3° grado no
son “facilmente” calculables con una férmula, como en el caso de la expresion de 2°
grado. En realidad existen las expresiones de Cardano — Tartaglia, pero su aplicacion es
muy complicada, por lo que no se usan habitualmente.

Es conveniente recordar el teorema fundamental del dlgebra o “Teorema de D’alembert”:
Todo polinomio de grado “n” : P(x) = a,,.x™ + a1 X" 1+ an—2 x" +...a1x+ aqq

puede escribirse como producto de “n” factores de primer grado, de la forma (x-x;),
multiplicados por el coeficiente del primer término: P(x) = a. (x-x1) (x-x2) (x-x3),
donde x1, x2,x3,... son las raices de la ecuacion P(x) = 0, sean éstas reales o complejas.

Si se opera sobre el polinomio o funcién de 3° grado: y=ax® + bx? + cx+d, pueden

expresarse los coeficientes a, b, ¢ y d, de manera que las raices x1, x2 y x3, estén

prefijadas.
Con a =1 se obtiene: = - (x1 +x2 +x3)
(x1.x2 + x2.x3 + x1.x3)

- (x1.x2.x3)

b
C
d

Expresiones éstas con las que puede dar una funcion cubica, con raices previamente
determinadas.

Funciones matematicas 109



A titulo de ejemplo ilustrativo, se calcularan los coeficientes correspondientes para que la
funcion de 3° grado resultante tenga por raices los siguientes valores reales arbitrarios:
X1 = -1,23 ; X9 = 1,44 Yy X3 = 2,67

Aplicando las expresiones vistas se tiene:
a=1
b=-(-1,23 + 1,44 + 2,67) = -2,88
c=(-1,23.1,44) + (1,44 . 2,67 ) + (-1,23 . 2,67) = -1,21
d=-(-1.23.1,44.2,67) = 4,73

Y reemplazando se llega a:
y=x3-2,88x%-121x +4,73

Se aclara que para obtener la expresién cubica con el coeficiente a# 1, se deben

multiplicar tanto “a” como “b”, “c” y “d” por el nuevo valor "a1 " elegido.

Obtendriamos lo mismo, aplicando directamente el teorema de D’alembert:

y=a.(x+1,23) (x-1,44) (x-2,67)
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Representacion grafica de la funcion cubica que se acaba de calcular,
para las siguientes raices: x;=-1,23; x,=144 y x53=2,67

10

xq=-1,23

-10 -

15 Y
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4 - Polinomio general de
grado o“__7)

7

.

y = ax® + bx™ D 4+ ex2) 4, + ix+ k

| <
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Ahora estamos ante una funcién polindmica de grado “n”.
Tendremos asi “n+1” ceficientes numéricos reales arbitrarios, incluyendo la constante “k”
(a,b,c,. . .i,k). Resulta clara la infinitud de esta funcion.

Vale por supuesto el teorema de D’alembert visto.

Destacamos que pudieron haberse estudiado las funciones lineal, cuadratica y cubica
como casos particulares de la funcién polindmica. En efecto vemos que:

y =ax®+ bx™ D + ox("2 4, +ix+k
y=ax3 + bx* + cx+d

y=ax*+ bx + c

y=ax+ b

Todas tienen la misma estructura, pero por su importancia se las consideré en forma
particular.

Se vera la diferencia entre las funciones polindmicas cuando “n” es par y cuando es impar.

Ademds comprobaremos el comportamiento destacable de la funcidon y = x™ cuando los
valores de la variable “x” son, en valor absoluto, menores que “1”.
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Veremos el comportamiento de
la funcién y=x" para distintos
valores del exponente “n”:
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Veremos el comportamiento de
la funcién y=x" para distintos
valores del exponente “n”:

y = x? (violeta)

N
(o]

A

|

v

N
D
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Veremos el comportamiento de
la funcién y=x" para distintos
valores del exponente “n”:

y = x? (violeta)

y = x3 (verde)

A

N \\\

T\

v

U/
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Veremos el comportamiento de
la funcién y=x" para distintos
valores del exponente “n”:

— 2 (i
y = x* (violeta)

y = x3 (verde)

y = x* (marrén)

TN —

T\

~ \ 28 =

A \\ J .

3 -4 3 / y ; g
7 20
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Veremos el comportamiento de
la funcién y=x" para distintos
valores del exponente “n”:

y = x? (violeta)
y = x3 (verde)
y = x* (marrén)

y = x° (azul)
Se ve claramente que para valores
pares de “n”, las ramas mondtonas
infinitas de los graficos se dirigen
hacia el mismo lado (en este caso
para arriba), mientras que si “n” es
impar, ambas ramas van en sentido
opuesto. Por supuesto el valor vy
signo del coeficiente afectara los
graficos, invirtiéndose el sentido de

las ramas si es negativo.

A

N
D

v
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. . _ n
Las funciones potencia y = x,

para “x” en valor absoluto menores
que “1”, son también valores
absolutos menores que “1”; pero
destacamos que son numeros cada
vez mas pequeios en la medida que
aumenta el valor del exponente “n”.
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. . _ n
Las funciones potencia y = x,

a.,n

No

para “x” en valor absoluto menores L2y
que “1”, son también valores

[REY

absolutos menores que “1”; pero

D
o)

destacamos que son numeros cada

vez mas pequefios en la medida que
aumenta el valor del exponente “n”.

(=}
e

>

(=}

o)
8

D

A 4

A

y=x (rectaazul)

)
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H

)

)
9

(=)
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. . _ n
Las funciones potencia y = x,

a.,n

No

para “x” en valor absoluto menores L2y
que “1”, son también valores

[REY

absolutos menores que “1”; pero

destacamos que son numeros cada \ o8 /
vez mas pequeios en la medida que \ 0,6 /
aumenta el valor del exponente “n”. \ /
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No
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A

y=x (rectaazul)

A 4

)
No

y=x? (pardbola marrén)
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. . _ n
Las funciones potencia y = x,

a.,n

No

para “x” en valor absoluto menores L2y
que “1”, son también valores %

[REY

absolutos menores que “1”; pero

destacamos que son numeros cada \ o8 //
vez mas pequeios en la medida que \ 0,6 /
aumenta el valor del exponente “n”. \
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. . _ n
Las funciones potencia y = x,

a.,n

No

para “x” en valor absoluto menores L2y
que “1”, son también valores \ ﬂ

[REY

absolutos menores que “1”; pero

destacamos que son numeros cada \\ o8 /
vez mas pequeios en la medida que \ 0,6 //
aumenta el valor del exponente “n”. \ )

(=}

A

y=x (rectaazul)
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y=x2 (pardbola marrén) /
y=x3 (pardbola cubica verde) // 0.6
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y=x* (violeta)
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. . _ n
Las funciones potencia y = x,

a.,n

No

para “x” en valor absoluto menores 5
que “1”, son también valores \

[REY

absolutos menores que “1”; pero

destacamos que son numeros cada \\ o8 /
vez mas pequeios en la medida que \ 0,6 /

ao_ 7 /
aumenta el valor del exponente “n”. /

(=}

N
N

o)
8

A

y=x (rectaazul)

N4
/

A\ 4

1,2 -1 0,8 4 0,2 0,2 0,4 0,6 0,8 |
y=x2 (parabola marrén) ///
y=x3 (pardbola cubica verde) //// 06
— 14 . 0,8
y=x* (violeta)
y=x> (celeste) Ly
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Varias funciones polindmicas:

y=4x* —5x3 — 5x2

[0 ]
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Varias funciones polindmicas:

y=4x* —5x2

| g
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Varias funciones polindmicas:
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5 — Funcién Hiperbdlica.

=N

|
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Se recordara que la division por “0” esta algebraicamente excluida. Esta divisidn ni siquiera
tiene sentido aritmético.

Se demostrara esta afirmacion por “reduccion al absurdo”:

En efecto, supongamos que la division de un numero por “0”, tuviera un resultado “k”, es
: a , .
decir que: 0" k . Habria que admitir que: k.0 = a, lo cual es un absurdo, porque

cualquier numero multiplicado por 0, da como resultado también 0. Luego el resultado
“k” es aritméticamente imposible.

Por otra parte algebraicamente podemos suponer que: b=a
Ambos miembros se pueden multiplicar por “a”: a.b = a?
A ambos miembros se les puede restar “b?”:  a.b-b? = a? -b?
Y factoreando se tiene: b (a-b) = (a+b).(a-b)
Se pueden eliminar de los dos miembros (a-b): b =a+b

Pero como se supuso que a = b: b =2.b === 1=2 jjj..!"!
El absurdo algebraico resulta de |la encubierta division por “0” en la simplificacion, ya que
se supuso que a=b y entonces (a-b) =0

Asi que en lo que sigue el dominio de la funcidn que nos ocupa sera: “todos los numeros
reales menos el 0 ”,
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La hipérbola basica con

a=1
1
y_x

Es el caso mas sencillo de
hipérbola equilatera.

Cuadro de valores

H + H I+
> o

+
O O O~ N

-

-+

(o]
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N
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(0 ¢]
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Hipérbolas equilateras con

1NN
[en]

diferentes valores de “a”:
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Hipérbolas equilateras con

1NN
[en]

diferentes valores de “a”:
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Hipérbolas equilateras con
diferentes valores de “a”:

y= % (azul)
y= % (verde)

3 ,
y=< (marrdn)
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Hipérbolas equilateras con

1NN
[en]

diferentes valores de “a”:

©

[0 ¢]

1
y—;(azul)

(o))

(€]
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y= % (verde)

3 ,
Y= (marrdn) N

y= % (violeta) ‘

[REY
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Hipérbolas equilateras con

1NN
[en]

diferentes valores de “a”:
y=- (azul) ) \\
_2 (verde) Z
y = (ver ) \C
: N
2 \ =i
3 7 T ——
y == (marron) 0
* 1 = 11 (0] | ) 4 > 6 / 8 9
\\ \ -
4 N .
=—(vi N
y =~ (violeta) \ \
_10 \
y=- (celeste) \
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Hipérbolas equilateras con

1NN
[en]

diferentes valores de “a”:
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Y= (marrdn)

D
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y=- (violeta) N\
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y= % (celeste) \\

y =— (naranja
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Como sabemos la funcidon hiperbdlica, no esta definida para x = 0; el comportamiento es
tal que tiende a un valor infinito positivo cuando la variable “x” disminuye
monodtonamente hacia “0”. En la representacion grafica la curva se acerca indefinidamente

o, n

hacia el eje “y”, pero sin alcanzarlo.

Este comportamiento de la funcién se llama “asintotico” y la recta hacia la que tiende sin
llegar (en nuestro caso el eje “y”), se conoce como “asintota”.

También es asintético el caso de la curva tendiendo a “0”, cuando “x” crece
indefinidamente (sabemos que por divisidon no se llega a cero).

La asintota ahora es el eje “x”.

Un comportamiento similar pero con signos opuestos corresponde a la parte negativa.

ou_n

Ademas se comprobd que cuando la constante “a” es positiva, ambas ramas de la
ou_n”n

hipérbola estan definidas en el 1° y 3° cuadrante, mientras que si “a” es negativa la grafica
estara en el 2° y 4° cuadrante.

Cuando “@” crece en valor absoluto, la curva se aparta algo de los ejes, pero se mantienen
los comportamientos asintéticos. |<
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6 — Funcién Homografica.

r

a.x+b
Y= c.x+d

~\
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a.x+b
cx+d

debe ser “c # 0”.
Sabemos que el denominador “c.x + d” no puede valer “0”; en consecuencia planteamos

La funcion y = es conveniente verla como el cociente entre dos rectas, para lo cual

d
quesi: ¢.X+d =0 = elvalorde x dado por x;= - - debe ser excluido del dominio de

la funcion homografica. En correspondencia con ese valor, debe existir una asintota
vertical.

Al valor x; que hace que en su proximidad la funcién tienda a infinito, se lo suele llamar
“polo” de la funcidn.

o _,n

Por otra parte se puede considerar que cuando “x” crece tendiendo a infinito, pueden

o

despreciarse los valores de “b” y “c” en la expresion original y también simplificar la

a

variable “x”, por lo que queda: y =—, que define una “asintota horizonta
c

|H

Resumiendo, después de determinar las asintotas vertical y horizontal se puede proceder a
a. . n

d L4
dar valores a “x” a ambos lados de x;= - ~Y comprobar, al representar la funcion, que se
trata de una hipérbola cuyos ejes se han desplazado.
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Sea la funcion homografica:

_2.x—3
o x+3

Y

III

La asintota vertical es el “cero”

del denominador:
xO =-3
Y la asintota horizontal es el

cociente entre los coeficientes
angulares de las dos rectas:

y0=2/1=2
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Y ahora la funcioén es:

_ —10.x+2
T 2.x—6

La asintota vertical esta en el
“cero” del denominador:

2X—6=0
X=6/2=3

Mientras que la asintota
horizontal sera:

y=-10/2=-5
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7 — Funcion Racional Fraccionaria.
P (x)
[ YT 0w ]
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La funcion Racional Fraccionaria es el cociente de dos “polinomios”. Tanto el numerador
P(x), como el denominador Q(x), pueden ser lineales, cuadraticos, cubicos o de cualquier
grado “n”. Se comprende facilmente que las combinaciones planteadas pueden ser
multiples.

Resulta claro que las dos funciones recientemente estudiadas, la hiperbdlica y Ia
homografica pudieron considerarse como casos particulares de la funcion fraccionaria que
nos ocupa. Se sefala que cualquiera sean los polinomios dados, estos tendran raices reales
qgue pueden determinarse algebraicamente. Excluimos los casos de raices imaginarias.

En tal sentido se puede decir lo siguiente:
Se llaman “polos”, los “ceros” o “raices” de polinomio denominador. En esos puntos, como

sabemos, la funcidén no esta definida y en las adyacencias los valores absolutos crecen. El
dominio de la funcidn, por supuesto, seran los numeros reales menos los polos.

Se conocen como “ceros”, las “raices” o “ceros” del polinomio numerador. En esos puntos,
la funcidn se anula.

A titulo demostrativo y sin pretender ahondar el tema, estudiaremos dos casos,
relativamente simples.
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Sea la funcioén racional
fraccionaria:
_ x% —4x+3
Y T o
Compuesta por polinomios
de 2° grado tanto en el
numerador como en el
denominador.

Calculando las raices
respectivas se tiene:
X1=1
X2=3
Son los “ceros” y

X3=0
X4 =2
Son los “polos” o “infinitos”

La asintota horizontal es el
cociente de los coeficientes
de x?2
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La funcidn racional fraccionaria:

No tiene ceros porque el
numerador es una constante.

Tiene en cambio dos polos en
correspondencia con las raices del
denominador:

x1=-1
X2=1

La asintota horizontal coincide

o, . n

con el eje “y”.
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8 — Funcion Irracional.

-

y=anx+b

~
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Todas las funciones vistas hasta ahora utilizaron solo las operaciones de suma, resta,
producto, cociente y potenciacién, es decir “operaciones racionales”.

Por primera vez, con la funcion irracional, introducimos basicamente la “radicacion” de
indice “n”, aplicada a la variable “x”.

A esta altura de nuestro estudio, se considera que no hace falta insistir sobre las
influencias que tienen en las funciones, la existencia de coeficientes multiplicativos o de
constantes aditivas.

La funciones irracionales pueden dividirse en dos clases: las que contienen raices de indice
“par” que admiten como dominio solo los numeros reales positivos y las raices de indice

“impar” en las que el dominio se extiende también a los reales negativos.

Recordemos que las raices pares de numeros negativos originan los “numeros
imaginarios”, que estan totalmente fuera de nuestro estudio actual (solo funciones reales).

Veremos como casos tipicos solamente el comportamiento de las raices cuadradas y
cubicas.
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ow.”n

Recordemos que el valor de “x”, solo
puede ser “0” o positivo y ademas:

V25 = +5 y -5
V16 = +4 y -4

V4 = +2 y -2; etc.

Es decir que a cada valor de “x” le
corresponden numéricamente dos valores
de “y”.

Esto no cumple con la definicion de
funcidon que exige la correspondencia “uno
a uno” entre las variables.

Para evitar esto se conviene que y = i/x
corresponde solo a los valores positivos de

o, ., n

y”.
O dicho de otra manera, limitamos tanto
el dominio como el codominio solo a los

valores reales positivos: RT

A\ 4
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La otra rama se identifica con
y=-%/x  (curva marrén)
O lo que seria lo mismo limitar

el codominio a los reales
negativos: R~

A\ 4
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g _ 3 : .
La funcion Yy = 3/X es tomada como representante de las funciones irracionales de
indice impar; ellas si pueden tener como dominio y codominio a todos los numeros reales.

Esta curva no presenta ninglin comportamiento extrano.
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9 — Funcién Exponencial.
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A partir de esta funcidn se veran las llamadas “funciones trascendentes” que son funciones
que “trascienden”, o “van mas alla” del algebra, en el sentido de que no pueden ser
expresadas en términos de una secuencia finita de polinomios algebraicos convencionales.
Es un nombre mas bien historico.

En el caso particular de las “funciones exponenciales” , nos encontramos con que por

. . . . 7/ — x
primera vez, [a variable independiente ”"x” esta en el exponente: Y = A

Las condiciones que se le imponen a la constante “a” sondos: “a>0 y a# 1". Esdecir
gue puede ser cualquier valor positivo, menos “0” o “1”.

Hay claramente dos situaciones diferentes: a > 1, se tiene la “exponencial creciente”.

ycon 0<a<l1,la“exponencial es decreciente”.
También se tiene una “exponencial decreciente” cuando siendo “a > 1” , la variable “x”
esta afectada por el coeficiente -1: y=a™*

Se aclara que en todos los casos la variable “x” puede ser tanto positiva como negativa. El
dominio, en consecuencia, son “todos los numeros reales”.
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En la funcidon exponencial y = a*, por facilidad, hacemos el valor de la constante: a =2y
calculamos con cierto detalle los valores, para algunos numeros negativos. Para reales
positivos se hacen los valores mondtonamente crecientes: y=2*

ESEE

-4 0,0625
-3 0,125
-2 0,25
-1 0,5

0 1

1 2

2 4
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En la funcidon exponencial y = a*, por facilidad, hacemos el valor de la constante: a =2y
calculamos con cierto detalle los valores, para algunos niumeros negativos. Para reales
positivos se hacen los valores mondtonamente crecientes: y=2*

“- Puntos aislados

40,0625 . R
3 0125 >
2 025 L 1
-1 0,5 2 Y S
0 1 ¢
1<

2 2
1 2 L 2 0,5
y) 4 °%—2 b4 ? Y T o—Y >
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En la funcidon exponencial y = a*, por facilidad, hacemos el valor de la constante: a =2y
calculamos con cierto detalle los valores, para algunos niumeros negativos. Para reales
positivos se hacen los valores mondtonamente crecientes: y=2*

“- Puntos aislados Curva continua

40,0625 . R -

3 0,125 i i /
3 Py 3 ,

2 0,25 0 | /

1 05 2 * 2

(€]

o
=
O ’ laad
H [4,]
*
*
& L
\
.y

A\ 4
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Se representa la exponencial creciente
y=2% (azul) anterior.
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Se representa la exponencial creciente

[0}

y=2% (azul) anterior.

Ahora representamos en el mismo
grafico la exponencial decreciente

[e)}

y=(1/2)* =271* (marrén)

(6]

IS

w

N

(258
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Se representa la exponencial creciente
y=2% (azul) anterior.

Ahora representamos en el mismo
grafico la exponencial decreciente
y=(1/2)* =271 (marrén)

Vemos la total simetria de ambas curvas
respecto del eje vertical.

Se destaca que el punto (0; 1) es comun a
todas las funciones exponenciales, sean
crecientes o decrecientes y para cualquier
valor de la base “a”; porque recordemos
gue todo numero elevado a la potencia “0”

vale “1” .

Funciones matematicas

[0}

~

[e)}

(6]

IS

w

N

[IEY

D

I

1
w n\
1

158



Asi como el nimero TT(Pi) = 3,14159265...
es un irracional geométrico, en algebra

aparece con cierta frecuencia el nimero
irracional e=2,71828182...

Las funciones exponenciales que tienen
por base el numero “e”, tienen gran
importancia en “analisis matematico”, a tal
punto que constituyen habitualmente las

“exponenciales propiamente dichas”.

Practicamente cuando en matematica se
cita un resultado exponencial,
generalmente se refiere a las

exponenciales crecientes y decrecientes:
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10 — Funcion Logaritmica.

[ y=log, x J

| <
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Es bueno recordar que el logaritmo, junto con la raiz, es una de las dos operaciones
inversas de la potencia. Se lo define como: “el exponente al que hay que elevar la base
para obtener el numero dado”. Por ejemplo si: 93 =729 —>implica que logg 729 =3

O sea que la funcion: y=loga X
muestra el valor de “y” tal que : a’ =x.

El dominio de la funcidn logaritmica es “solo los valores reales positivos (sin el “0”)”.

La invencion de los logaritmos se debe a J. Neper, quien alrededor de los afios 1614, hizo

a_n

una tabla con base en el niumero “e”. Por ese motivo fueron llamados logaritmos
neperianos o naturales. La funcién correspondientees: y=log, x =In x

Por razones de facilidad operativa se desarrollaron los logaritmos en base 10, llamados
logaritmos decimales o de Brigss: y=logiy x =log x

Una relacién cdmoda entre ellos es: In x = 2,302 . log x
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Se muestra primero la funcién y = log x

(marrén) en dos graficos, que difieren 2
entre si en la escala horizontal.

El objeto de esto es mostrar lo que ocurre |

A

para valores de “x” menores que 1, en ¢/ 1}

A 4

comparacion con el lento crecimiento de -
la funcion para grandes nimeros. l’

A 4
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Se muestra primero la funcién y = log x
(marrén) en dos graficos, que difieren
entre si en la escala horizontal.

El objeto de esto es mostrar lo que ocurre
para valores de “x” menores que 1, en

comparacion con el lento crecimiento de -

la funcion para grandes nimeros.

En efecto, para que la funcién aumente en

una unidad, x debe variar desde 1 hasta 10
al principio, pero luego debe hacerlo
desde 10 hasta 100 y después desde 100 a
1000, etc.
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Se muestra primero la funcién y = log x
(marrén) en dos graficos, que difieren
entre si en la escala horizontal.

El objeto de esto es mostrar lo que ocurre
para valores de “x” menores que 1, en

comparacion con el lento crecimiento de la -

funcion para grandes niumeros.

En efecto, para que la funcién aumente en

una unidad, x debe variar desde 1 hasta 10
al principio, pero luego debe hacerlo
desde 10 hasta 100 y después desde 100 a
1000, etc.

Ahora se superpone en ambos graficos, la
funcion
y =Inx (azul)

con el fin de comparar las curvas
respectivas.

Funciones matematicas

\\

A 4

A 4

| <

164



Elementos de Trigonometria

Medicion de angulos y algunas definiciones,
expresiones y dibujos utiles.

| <
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Sobre una circunferencia
cualquiera de radio “r”, se
dispone un angulo central “a”,
tal que, el arco que abarca tenga
igual longitud que el radio.

[arco: r]
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Ahora tomamos otra
circunferencia concéntrica de
radio “r’ “ y se verifica que el
mismo angulo cumple con
qgue el nuevo arco es igual al
radio r’.

arco’ =r’

Funciones matematicas
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Como la igualdad senalada,
se cumple para cualquier
circunferencia, nos
encontramos con una
propiedad geométrica:

Siempre que el
arco=r,
el angulo central «

. tiene el mismo valor.
o = 1\radian
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Definimos entonces:
Radian: es el angulo central
gue abarca o subtiende un arco
de longitud igual al radio de la
circunferencia respectiva
(cualquiera sea esta).

o = 1\radian

Tl = Lc / diametro
360° = 2 1T radianes

1 radian = 57° 17" 44,8
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Respecto de la medicion de angulos se puede decir que, el uso de los clasicos “grados
sexagesimales”, impuestos por la costumbre, si bien son arbitrarios como los “grados
centesimales”, pueden ser utilizados en expresiones y planteos trigonométricos puros.

Pero cuando, como se vera mas adelante, en una misma expresion o en una funcion, el
valor de la variable “x” puede significar a la vez un numero real cualquiera y también un
angulo, éstos se deberan expresar exclusivamente en “radianes”.

Debemos sefalar que es comun dar el valor de angulos en radianes, como fracciones del

o__

numero “mt”.

Si tenemos en cuenta que los 360° de la circunferencia completa se corresponden con el
valor “2mnt”, entonces:

360° = 21 radianes
180° = m radianes,
90° = m/2
45° = n/4, etc.
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Circunferencia dividida en angulos Ahora los mismos angulos notables
notables, indicados en radianes como estan indicados en grados
fracciones de . sexagesimales.
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Correspondencia entre grados v radianes.
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Signos de las funciones trigonomeétricas.
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//upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/9/9a/Degree-Radian_Conversion.svg

Definicion de las funciones trigonométricas:

Recordar que en triangulos B AB Cateto opuesto

semejantes, se cumple la
Igualdad de cocientes entre .
lados correspondientes: B

0A Cateto adyacente
5 / y

c OB  Hipotenusa
d
X
O b A A A
cateto opuesto cateto adyacente
Seno « = _ Cotangente « = 4
hipotenusa cateto opuesto
cateto adyacente hipotenusa
Coseno & = — Secante X =
hipotenusa cateto adyacente
cateto opuesto hipotenusa
Tangente X = Cosecante « = P
cateto adyacente cateto opuesto
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Circunferencia trigonomeétrica.

En una circunferencia de centro “O” y radio arbitrariamente igual a “1” , se toma como
referencia una semirrecta horizontal con origen en “O”. En sentido antihorario (positivo)
se hace girar el “radiovector” que determina un angulo central cualquiera “o< “.

Aplicaremos las definiciones anteriores teniendo en cuenta, en todos los casos, que el
denominador respectivo sea precisamente el radio de valor “1”

radiovector
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Circunferencia trigonomeétrica.

En una circunferencia de centro “O” y radio arbitrariamente igual a “1” , se toma como
referencia una semirrecta horizontal con origen en “O”. En sentido antihorario (positivo)
se hace girar el “radiovector” que determina un angulo central cualquiera “o< “.

Aplicaremos las definiciones anteriores teniendo en cuenta, en todos los casos, que el
denominador respectivo sea precisamente el radio de valor “1”

radiovector L
Seno < = medida de AB

Coseno < = medida de 0A
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Circunferencia trigonomeétrica.

En una circunferencia de centro “O” y radio arbitrariamente igual a “1” , se toma como
referencia una semirrecta horizontal con origen en “O”. En sentido antihorario (positivo)
se hace girar el “radiovector” que determina un angulo central cualquiera “o< “.

Aplicaremos las definiciones anteriores teniendo en cuenta, en todos los casos, que el
denominador respectivo sea precisamente el radio de valor “1”

radiovector L
Seno < = medida de AB

E |
x ¢ F Coseno & = medida de 04
Tangente « = medida de CD
e _ _
Cotangente x = medida de EF
O A|C
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Circunferencia trigonomeétrica.

En una circunferencia de centro “O” y radio arbitrariamente igual a “1” , se toma como
referencia una semirrecta horizontal con origen en “O”. En sentido antihorario (positivo)
se hace girar el “radiovector” que determina un angulo central cualquiera “o< “.

Aplicaremos las definiciones anteriores teniendo en cuenta, en todos los casos, que el
denominador respectivo sea precisamente el radio de valor “1”

radiovector L
Seno < = medida de AB

E |
x ¢ F Coseno & = medida de 04
Tangente « = medida de CD
e _ _
Cotangente x = medida de EF
O A|C

Secante o« = medida de OD

Cosecante « = medida de OF
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En la circunferencia trigonométrica se han definido tres triangulos rectangulos, a cada uno
de los cuales se le puede aplicar el “teorema de Pitagoras”:

}di@ﬁctor

F
1. Tridngulo OAB: sen®x + cos’x = 1
2 . Tridngulo OCD : 1 + tg?x = sec?x
3. Tridngulo OEF: 1 + ctg?x = cosec?x
) o sen x AB/OB AB
Ademas se puede ver facilmente que: = — =

_ =—=1{gX
COS X OA/OB 0OA 5

Resulta destacable el hecho de que teniendo en cuenta las tres expresiones Pitagoricas,
junto con las definiciones fundamentales vistas y esta ultima relacién, por simple

trasposicion algebraica y reemplazos, puede expresarse cualquiera de las funciones
trigonométricas en funcion de otra dada.
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Circunferencia trigonométrica para discutir el tema:



//upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/4/4f/Trigono_d00.svg

Resumen de algunas relaciones trigonométricas
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//upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/a/a5/Identidades_trigonom%C3%A9tricas_fundamentales.gif

11 — Funciones Trigonomeétricas

O circulares.

4 ™
y=senx; y=cosx, y=tgx;
y=ctgx; y=secx; Vy=cosecXx

\- Y,

| <
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Se representaran las funciones seno y coseno en un mismo grafico. La variable
independiente se toma en este caso en grados sexagesimales. Aungue el dominio de estas
funciones es “todos los reales”, tomamos solo un periodo (0° - 360°).

Funcidon y=sen x (marrdn)

12 3

1 -
0,8
0,6
0,4 o

0,2 -

0

-0,2 -

-0,4 -

-0,6 -

-0,8 -

1

12 Y

120 150 18 210 240 270 300 330 60
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Se representaran las funciones seno y coseno en un mismo grafico. La variable
independiente se toma en este caso en grados sexagesimales. Aungue el dominio de estas
funciones es “todos los reales”, tomamos solo un periodo (0° - 360° ).

Funcidon y=sen x (marrdn) Funcion y=cos x (verde)

12 3

1 -
0,8
0,6
0,4 o

0,2 -

0

-0,2 -

-0,4 -

-0,6 -

-0,8 -

1

12 Y
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Influencia del coeficiente “b”, en la funciéon y =sen (b.x):

y = sen x (azul)

1,2

"4 ~
08 / .

2d N\
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Influencia del coeficiente “b”, en la funciéon y =sen (b.x):

y = sen x (azul)
y = sen (2.x) (verde)

12 A
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Influencia del coeficiente “b”, en la funciéon y =sen (b.x):

y = sen x (azul)
y = sen (2.x) (verde)
y = sen (3.x) (marron)

12 A
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Todas las funciones trigconométricas — dngulos en grados
y =sen x (azul)

— T —
\
\\‘
N
90 120 150 1'0\"\‘2.0 240 270 300 >
TN
\\ /'
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Todas las funciones trigconométricas — dngulos en grados

y=sen x (azul) ; y=cosx (marron)

— e T —
N N "
90 ™~ 120 150 180 ™~ 210 240 .~ 270 300 >
N N 7~
\\ /'A&“\ —
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Todas las funciones trigconométricas — dngulos en grados
y=senx(azul) ; y=cosx(marron) ; y-=tgx(verde)
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Todas las funciones trigconométricas — dngulos en grados

y =sen x (azul) ;

y = cos X (marrdn) ;

y = ctg x (violeta)

y = tg x (verde)
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Todas las funciones trigonométricas — angulos en grados
y=senx(azul) ; y=cosx(marron) ; y-=tgx(verde)
y=ctg x(violeta) ; vy =cosecx(naranja)
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Todas las funciones trigconométricas — dngulos en grados

y =sen x (azul) ;
y = ctg x (violeta)

(]
’

y = cos x (marrén) ;
y = cosec x (naranja)

y = tg x (verde)

; ¥ =sec x (celeste)
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12 — Funciones Trigonomeétricas
Inversas o Cicloidales

4 p
y=drcsenx; y=arccosx;

y =arctg x
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Para que la inversa de la funcion vy = sen x, pueda ser considerada una funcion, se
restringira el valor de la variable independientea: -1 < x <1

La funcidon es y =arc sen x, con dominio : [-1; 1]

Las dos versiones graficas, solo difieren en que la variable dependiente esta expresada en
grados o radianes respectivamente:
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Por iguales razones, la funcidn inversa del coseno, y = arc cos x tendra un dominio [-1; 1];
por lo que también: -1 < x < 1.

El codominio sera en consecuencia : [0 ; 3,14]

Se muestra la grafica solo en grados

0,2 0,4 0,6 0,8 1

[
o
0o
o
[e)]
'
o
H
o
N
o
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Para la inversa de la tangente, el dominio seran todos los numeros reales, pero el
codominio debe restringirse a: (-1t/2 ; n/2):

Veamos el comportamiento de vy =arctg x , asignandole valores a “x” pero acotando el
codominio al intervalo: -90<y <90 (en grados) o -1,57 <y <1,57( en radianes).

- 20NN N S S = Om— — ( SN [ v w20
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13 — Funciones Hiperbdlicas

(

\_

y=shx;
y = cth x;

y=chx;
y =sech x;

y=thx;
y = cosech x

\

J

| <
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Por definicion las funciones hiperbdlicas se definen en base a las exponenciales e* y e™*:

y =(e*-e™) / 2 =seno hiperbdlico de x = sh x
y=(e*+e™) /2 =coseno hiperbdlico de x = ch x
Y= (e*

-e ) /(e*+e™) =sh x/ ch x) =tangente hiperbdlica de x = th x

El dominio de todas, son los nUmeros reales.
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Por definicidn las funciones hiperbdlicas se definen en base a las exponenciales e* y e™*:

y =(e*-e™) / 2 =seno hiperbdlico de x = sh x
y=(e*+e™) /2 =coseno hiperbdlico de x = ch x
Y= (e

*-e ™)/ (e*+e™) =sh x/ch x) =tangente hiperbdlica de x = th x

El dominio de todas, son los nUmeros reales.

y =sh x (azul) =
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Por definicidn las funciones hiperbdlicas se definen en base a las exponenciales e* y e™*:

*-e™) / 2 =seno hiperbdlico de x = sh x
*+ e *) / 2 =coseno hiperbdlico de x = ch x

y=(e”-
y=(e
Y=(e*-e™*)/(e*+ e ) =shx/chx) =tangente hiperbdlica de x = th x

El dominio de todas, son los nUmeros reales.

y =sh x (azul)

y =ch x (marron)
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Por definicidn las funciones hiperbdlicas se definen en base a las exponenciales e* y e™*:

y=(e*-e™™) / 2 =seno hiperbdlico de x = sh x
y=(e*+e™) /2 =coseno hiperbdlico de x = ch x
Y=(e*-e™*)/(e*+ e ) =shx/chx) =tangente hiperbdlica de x = th x

El dominio de todas, son los nUmeros reales.

y =sh x (azul)
y =ch x (marron)

y =th x (verde)
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Las restantes funciones hiperbdlicas se definen a continuacion:

y = cth x = cotangente hiperbdlica de x - B
=chx/shx =1/thx= (e*+e ™) /(e*-e™™)

Para esta funcidn debe tenerse en cuenta que sh x pasa por cero, con lo que alrededor de

este valor, existira un comportamiento asintético. El dominio sera: R —{0}.

y = sech x = secante hiperbdlica de x
=1/chx=2/(e*+e ™) D=R

y = cosech x = cosecante hiperbdlica de x
=1/shx=2/(e*-e™) D=R-{0}

Estas no se representaran graficamente porque su uso es muy poco comun.

| <
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14 — Funciones hiperbadlicas

(

Inversas.
<
y=argshx; y=argchx;
y =arg th x
y,

203

| <



La funcidon: arg sh x, tiene por dominio: Ry por codominio: R.

Se demuestra que: arg shx = In (x + y/x? + 1), expresién muy utilizada en
“Analisis Matematico”.

H
No (€]

w
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En cambio a la funcion: vy =argch x, hay que restringirle el dominio al intervalo: [1; +o0).

También se demuestra que: arg ch x = In (x + Vx2 —1 ). Es tan importante como la
anterior.
2,5

/

Ls /

0,5
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Finalmente la funcidon y = arg th x, tiene por dominio el intervalo abierto: (-1:1).

Para esos extremos la funcién no esta definida (polos).

No

\

)

\

A 4

iy

\
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15 — Funciones especiales

lineales.
4 p
Valor absoluto o Modulo ;
Signo ; Parte entera y Mantisa.
\ y

| <
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La funcion “maddulo o valor absoluto” se puede definir como:

y=x, six>=0; y =-X, six<0; eldominio esR.
Se anota como : y = |x]| vy el grafico Cartesiano muestra que esta representada por las
bisectrices del 1° y2° cuadrante (azul).

(6]
n
>
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w
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A
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La funcion “maddulo o valor absoluto” se puede definir como:

y=x, six>=0; y =-X, six<0; eldominio esR.
Se anota como : y = |x]| vy el grafico Cartesiano muestra que esta representada por las
bisectrices del 1° y2° cuadrante (azul).

(6]
n
>

Se muestran
algunas variantes de
la funcion basica:

IS

w

y = |x| - 1 (marrdn)

N

[IEY

D

A
\ 4

H

No
<
<
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La funcion “maddulo o valor absoluto” se puede definir como:

y=x, six>=0; y =-X, six<0; eldominio esR.
Se anota como : y = |x| vy el grafico Cartesiano muestra que esta representada “por las
bisectrices del 1° y2° cuadrante (azul).

(6]
n
>

Se muestran
algunas variantes de
la funcion basica:

IS

w

y = |x| - 1 (marrdn)

N

y = |x+ 3| (verde)

[IEY

D

A
\ 4

H

No
<
<
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La funcion “maddulo o valor absoluto” se puede definir como:

y=x, six>=0; y =-X, six<0; eldominio esR.
Se anota como : y = |[x]| vy el grafico Cartesiano muestra que esta representada por las
bisectrices del 1° y2° cuadrante (azul).

(6]
n
>

Se muestran
algunas variantes de
la funcion basica:

IS

w

y = |x| - 1 (marrdn)

N

y =[x+ 3| (verde)

[IEY

y = |x—3] (celeste)

D

A
\ 4

H
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<
<

Funciones matematicas 211



La funcion “maddulo o valor absoluto” se puede definir como:

y=x, six>=0; y =-X, six<0; eldominio esR.
Se anota como : y = |x| y el grafico Cartesiano muestra que estd representada por las
bisectrices del 1° y2° cuadrante (azul).

(6]
n
>

Se muestran
algunas variantes de
la funcion basica:

IS

w

y = |x| - 1 (marrdn)

N

y =[x+ 3| (verde)

[IEY

y = |x—3] (celeste)

D

A
\ 4

joal
=
w
1
o
=
=
o
>

y = |2x — 3] (violeta)

H

No
<
<
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La funcion “maddulo o valor absoluto” se puede definir como:

y=x, six>=0; y =-X, six<0; eldominio esR.
Se anota como : y = |x]| y el grafico Cartesiano muestra que esta representada por las
bisectrices del 1° y2° cuadrante (azul).

(6]
n
>

Se muestran
algunas variantes de
la funcion basica:

IS

w

y = |x| - 1 (marrdn)

N

y =[x+ 3| (verde)

[AEY

y = |x—3] (celeste)

D

A
\ 4

joal
=
w
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o
=
=
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y = |2x — 3] (violeta)

H

No
<
<
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La “funcion Signo”, se puede definir como un cociente:
y =sgn x = |x| / x; salvo para x = 0, en que se
conviene que el valor de la funcién es “0”.
También se puede decir que: parax>0 —y=1
para x=0— y=0
parax<0—— y=-1

La “funcion Parte Entera”: y = Entx = Int x, tiene
como dominio: R (reales) y codominio: Z (enteros).
Se define como el menor de los dos numeros enteros
entre los que esta comprendido el valor de “x” .

Se sefala que para valores negativos: -2 <-1, etc.

En cuanto a la “funcién Mantisa”: y = mant x = x — Ent x

se puede decir que es la parte decimal de un numero

real positivo. Para un negativo se aplica la definicion:
Por ej.: mant(-0,2)=-0,2—-Ent(-0,2) =-0,2-(-1)=0,8
El codominio es: [0; 1)
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16 — Operaciones entre
funciones.

[ Suma; Resta; Producto y Cociente. ]

| <
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Sean las funciones basicas: y=0,8x e y=15senx

10
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Sean las funciones basicas: y=0,8x e y=15senx

No hay ningun inconveniente en considerar la suma de ellas, que sera por supuesto, una
nueva funcion:

v=08x + 1,5senx

10
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Sean las funciones basicas: y=0,8x e y=15senx

No hay ningun inconveniente en considerar la suma de ellas, que sera por supuesto, una
nueva funcion:

v=08x + 1,5senx

10

Resulta claro que
podran sumarse entre si
cualesquiera de las
infinitas funciones
basicas conocidas,
dando lugar asi a otra 4

familia infinita.

En este caso, podemos
[lamarlas
“funciones suma” 0
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Consideramos, por sencillez, las mismas funciones basicas anteriores.

Nada nos impide restarlas entre si, dando origen a una nueva funcion diferente de las
basicas:

v=08x - 1,5senx

10

Por supuesto que

también podran 8
restarse entre si dos
cualesquiera de las 6

infinitas funciones
basicas conocidas. 4
Se tiene asia una

nueva familia infinita. 2

Ahora, podemos 0

llamarlas

“funciones diferencia o
funciones resta”
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Si las mismas funciones anteriores, ahora son multiplicadas entre si:

Se obtiene la “funcién producto” y = (0,8 x) . (1,5 sen x) = 1,2 x sen x (verde), que por
supuesto, es una funcion diferente de las originales.

10

Nuevamente nos
encontramos aqui con
otra familia infinita de 4

funciones a las
gue podemos llamarlas: 2

“funcion producto” 0
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Supongamos ahora que efectuamos el cociente: (0,8 x) / (1,5 sen x), punto por punto.

Resulta claro que estamos frente a una nueva funcion: y = 0,533 x / sen x. En este caso se
debe considerar que la misma, presentara “polos” (o “infinitos”) en correspondencia con
los valores de “x” en los que sen x = 0.

Es interesante sefalar
que la

“funcion cociente”

obtenida, muestra la
aparicion de una nueva
familia infinita de
funciones, que como en
los casos anteriores,
diferiran “mucho”
de las funciones basicas
componentes.

EEEEmme

\

4#|

]
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Una particularidad interesante es el hecho de que el cociente pudo haberse tomado
invirtiendo el numerador y el denominador, dando por resultado otra funcién totalmente
diferente de la anterior:

v = (1,5senx)/(0,8x) = 1,875senx/ x

Se destaca entonces que la

“funcion cociente”

puede tener dos formas
diferentes,

segun el orden 1 -

en que se tomen las basicas.

La “infinitud” de esta nueva
familia resulta evidente.

o
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1,2

08
0,6
0,4

0,2

-0,2
-0,4
-0,6

-0,8

-1,2

Ejemplo de “funcién producto”:

Sea la funcion: y = sen (30.X)
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1,2

08
0,6
0,4

0,2

-0,2
-0,4
-0,6

-0,8

-1,2

Ejemplo de “funcién producto”:

y la funcion: e *

A
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1,2

08
0,6
0,4

0,2

-0,2
-0,4
-0,6

-0,8

-1,2

haciendo el producto de las dadas:
Se obtiene una sinusoide amortiguada.

Ejemplo de “funcién producto”:

y =sen(30x) . e™*

N
i

=

!
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17 — Funcion Compuesta.

[ Funcion de funcion. ]

| <
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Supongamos que tomamos una funcion basica: f=senx.
Es evidente que para cada valor de la variable independiente “x”, existira un valor
correspondiente de la funcion “f”, segun lo conocido.

Ahora se puede tomar el valor de “f” y elevarlo al cuadrado de acuerdo con otra funcion
también conocida: g= f? .

Lo que se ha hecho, podemos simbolizarlo asi: [ y=g[f(x)] = (sen x)? = sen®x ]

Es decir que le asignamos un valor a “x”, calculamos su seno y luego a este nuevo valor lo
elevamos al cuadrado.

Se destaca con énfasis que las dos funciones componentes no estdn ligadas por ninguna
operacion aritmética entre ellas, sino que el valor final de “v” resulta de la aplicacion
sucesiva de las funciones bdsicas dadas.

Esta forma de unir funciones se llama “funcion compuesta” o “funcidn de funcion” y resulta
claro que tenemos asi un nuevo conjunto infinito. Suele simbolizarse: gof.
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Una propiedad destacable es que la funcién compuesta no es conmutativa .
Es decir que “gof” es diferentede “fo g “.

Enefecto: y=(senx)? # y=sen (x?),porloque seescribe:y=sen® x
Una consideracion especial merece el tema de los dominios respectivos.

Condicion basica: El codominio de la primera funcion “f” debe ser iqual al dominio de la
sequnda “q” .

En el caso de las funciones dadas, comprobamos que mientras el “dominio de f = sen x es
R”, el “codominio” es: [ -1; 1]. Este conjunto debe ser el dominio de la funcidén cuadratica

“a_J’

g .

Si entre el codominio y dominio respectivo no existiera la coincidencia senalada, se puede
decir que la funcidon compuesta no existe.

No obstante con el conocimiento de las funciones basicas se pueden efectuar restricciones
tales que hagan que “la imagen” de “f” coincida con el dominio de “g”
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f =sen x

Ejemplo de funcién compuesta:
(dngulo en radianes)

y:

12 x

1

0,8

0,6

0,4

0,2

0 -«

-0,2

-0,4

-0,6

-0,8

-1

12 \ 4

(sen x)? =

sen? x

71

,28
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El codominio de la primera

[-11 1]/

es el dominio de la segunda.

Ejemplo de funcién compuesta:
(dngulo en radianes)

y = (senx)? = sen®x

12 x

1

0,8

0,6

0,4

N\
A\

A\

A\

71

,28
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Ejemplo de funcion compuesta:

y=+\/—x2+4
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Ejemplo de funcion compuesta:

En este caso, la funcidn
de 2° grado bajo el radical

-x%+4
no puede ser negativa.

y=+vV—x2+4

(6]

\.h

(€]

‘(.U

w

JNJ
(€]

No

R

U

[REY

(€]

A

(=)

D

A\ 4
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Ejemplo de funcion compuesta:

y=+vV—x2+4

En este caso, la funcidn

de 2° grado bajo el radical / ~

-x%+4 /

no puede ser negativa.

~(.U
(€]

w

Las raices son 2y -2, con lo que el 2,5
dominio de la funcion / . \
deberd ser [-2; 2], [ T | 1 \
pues fuera de esos valores /// 15 \\\
la parabola de 2° grado % 1 \
se hace negativa. / ) \
La funcidon dada corresponde a una ) X \\ .
semicircunferencia de radio = 2 25 b ds 4 95 ] ¢ 1 ¥ A 2

o)
a
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18 — Funciones Paramétricas.



Hasta ahora hemos visto en general, graficos de funciones explicitas de la forma y =f (x) .
Pero existen ciertas funciones matematicas en las que se expresan, tanto la absisa “x”
como la ordenada “y”, cada una por separado, en funcién de otra variable “t”, que se llama
pardmetro. y = g(t)

X = h{t)
Es asi que se define cada punto ( x; ; y; ) de la grafica, asignandole solo valores a “t”. Esto
debe tenerse en cuenta cuando se defina el dominio del parametro.

Por ejemplo la semicircunferencia de radio “r” la vimos en forma explicita: =+ V—x2+4
Su dominio en ese caso es: [-2; 2].
Pero se puede expresar en forma paramétrica, para lo cual debe considerarse que “t” es un
angulo, medido por supuesto en radianes, con lo que el dominio de “t” es: [- /2 ; /2] .
Las expresiones quedan asi:
Xx=2cost

y=2sent

25 -2 15 -1 05 0 05 1 15 2 25
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La semicircunferencia vista, la parabola de 2° grado y otras funciones, se pueden describir
facilmente con la forma explicita. Pero hay casos en que es indispensable el empleo de las
expresiones paramétricas, por lo complicado que resulta el planteo en la forma explicita.

Es el caso de la [lamada “cicloide”, que se define como la curva engendrada por un punto
de una circunferencia que rueda, sin resbalar, sobre una recta.

Sin demostrarlo, se presentan las expresiones paramétricas de la cicloide:

X=r(t—sent)
y=r(1-cost) Dominio: [0; 1]
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19 — Funciones definidas por
tramos.



Finalmente, se puede dar una funcion en dos o mas tramos diferentes, para lo cual hay
que especificar claramente las expresiones explicitas correspondientes a cada uno de los
tramos y sus respectivos dominios.

Damos algun ejemplo:

100
%0 /
80 // y=13x D: [0;10]
. /
. /

50

40 /

30 / 2
v=01x +10 D:(20;30]

v=3,3x-20 D: (10; 20]

20

10 g
/

0 >
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 |<
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Apéndice



1. Se aclara como se definen simbdlicamente los intervalos numéricos. Se proponen los
siguientes conjuntos:

A={x/2<x<8} = (2;8)= intervalo abierto (no incluye los extremos)

B={x/2<x<8} = [2;8]= intervalo cerrado (incluye los extremos)

C={x/2<x<8} = (2; 8] =intervalo abierto a la izquierda (incluye solo el extremo derecho)

D={x/2<x<8} = [2;8)=intervalo abierto a la derecha (incluye solo el extremo izquierdo)
Intervalos que contienen la nocidn de infinito ( o ):

E={x/x>5} = (5; %)= noincluye el 5

F={x/x=5}=[5,0)= incluyeel5

G={x/x<5}= (-o;5)= noincluyeel 5

H={x/x<3}= (-00;5]= incluyeel5

| <
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2. Después de haber conocido en forma clasica la clasificacion de las funciones, se puede
comprender en forma relativamente sencilla, una nueva clasificacion.

Esta clasificacion suele darse al comienzo del tema “funciones” cuando el estudiante aun
no se ha familiarizado con el “universo de las funciones”.

Tengamos en cuenta las definiciones que se dieron al comienzo de este trabajo:

Se dice gue una variable “y” es funcidén de otra variable “x”, cuando entre ellas existe una
expresion matematica tal que, a cada valor de “x” le hace corresponder un valor de “y” vy
sélo uno. y = f(x)

La variable “x” se llama “variable independiente” o “argumento”, mientras que a la “y” se la

conoce como “variable dependiente” o “funcion”.

(4

El conjunto de valores que pueden ser asignados a “x” se llama “Dominio D” o “conjunto
de partida” mientras gque se conoce como “Codominio CD” o “conjunto de llegada”, el que

au. . n

agrupa a los valores que puede tomar “y”.

Dentro del codominio pueden existir elementos que no se correspondan con elementos
del dominio; en ese caso se puede definir como “conjunto imagen” al que contiene solo
aquellos valores que coincidan, por la funcion, con elementos del conjunto “x”.
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Funcion “inyectiva” : es aquella en la cual dos elementos distintos cualesquiera del
dominio, tienen imagenes también distintas en el codominio. La correspondencia se dice
gue es “uno a uno”.

Es el caso de la funcion lineal o la cubica, pero no asi la funcidn cuadratica que “no es
inyectiva” porque por ejemplo para x=2 y x=-2, la funcion valey = 4.

Funcion “sobreyectiva” (o suryectiva): es toda funcidon en la cual el conjunto “imagen” es
igual (o coincide) con el “codominio”.

Nuevamente las funciones lineal y cubica de R—R cumplen con la definicion. En cambio la
funcién cuadratica de R — R, “no es sobreyectiva”, ya que los valores de x? son siempre
positivos: RT # R

Funcion “biyectiva”: es la funcidon que a la vez es “inyectiva y sobreyectiva”. Se dice que la
correspondencia es “biunivoca” .

Otra vez la funcidn lineal es biyectiva (uno a uno y sobre); mientras que la funcién y = sen x
de R en R no es ni inyectiva ni sobreyectiva, ya que su conjunto imagen es: [1;-1] # R.
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3. Funcion Inversa:

Si en una funcién y = f(x), dada por el conjunto de pares de valores (x;y) , permutamos en
cada uno el orden de sus componentes, el conjunto (y;x) que se obtiene es una nueva
relacion entre las variables.

Pero esta relacion solo puede considerarse “funcion”, a la luz de las definiciones
aceptadas, exclusivamente si la funcion original y = f(x) es “biyectiva”.

En efecto, si la funcidn “no es inyectiva” la inversa “no puede ser funcion” porque a cada
valor de la variable independiente le corresponderia mas de un valor imagen. Tampoco
puede “no ser sobreyectiva” porque al diferir el conjunto imagen del codominio, habria
valores de la variable del conjunto de partida que no se corresponderian con el conjunto
de llegada.

Como consecuencia puede afirmarse que una funcion “f” tiene funcion inversa "f‘l” Siy
solo si, es una funcion biyectiva.

En conclusidn: si los pares (x;y) definen la funcidn biyectiva “f”, los pares (y;x) definiran la
funcién inversa f 1.
Es importante destacar que existen funciones que no tienen funcion inversa.
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En algunos casos para forzar a que una funcidn sea biyectiva, se recurre a redefinir el
dominio, el codominio o ambos.

Por ejemplo para la funcidn cuadratica, se restringen dominio y codominio a reales
positivos es decir: Rt¥en R™, con lo que se obtiene claramente la funcidn inversa irracional.

de y=x2 deRtenRt— > y=4x

El procedimiento para obtener la funcion inversa de una funcion dada es:

1. Se verifica que la funcion f: y = f(x) sea biyectiva.

2. Sicorresponde se restringen el dominio, el codominio o ambos.

3. Enla expresion de la funcién se despeja algebraicamente la variable “x”: x = g(y)
4

au. ., n o, n

En esta Ultima se permutan “x” por “y” y se obtiene f 1

Como otro ejemplo sea la funcidon: y=senx;Ren R.
Esta funcidn no es inyectiva y para que lo sea hacemos al dominio D: [—mt/2; m/2].
La funcidon tampoco es sobreyectiva, por lo tanto al codominio lo restringimos CD: [-1; 1].

De esta manera y = sen x ; [—m/2; /2] en[-1; 1] si es biyectiva, en consecuencia tiene
inversa: y=arcsenx=sen"x;[-1; 1] en [-/2; 7/2].
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Gracias por su atencion.

Se sugiere discutir el tema propuesto.

FIN
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