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Diferenciación numérica

Se consideran algunas técnicas de aproximación para derivar una función f(x) dada. Las reglas que resultan son de grande importancia para la solución de ecuaciones diferenciales. Pueden ser utilizadas para obtener aproximaciones numéricas de una derivada a partir de los valores de la función. 


Pero el método de diferenciación numérica basado en interpolación numérica es un proceso inestable y no se puede esperar una buena aproximación aun cuando la información original está bien aproximada, por lo que el error f’(x) – p’(x) puede ser muy grande especialmente cuando los valores de f(x) tengan perturbaciones.
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Una manera razonable de aproximar la derivada es

S Fx +h2*f(xn)
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Para el caso de una función lineal, ƒ(x) = ax + b, la aproximación dada por la expresión (1) resulta exacta para cualquier valor de h distinto de cero. Pero para cualquier función ƒ en general no siempre resulta exacta.


A continuación se hace una estimación del error asociado a la aproximación dada por (1) usando el teorema de Taylor con un polinomio de grado 1.
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Six=x0+h,x-x0 = h, y reemplazando en (2) resulta

frot) = f(rn)+f(xn)h+f(l)

Sise despeja f'(xo) entonces:
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La ecuación (3) es más útil que la ecuación (1), ya que tiene un término que cuantifica el error y este se conoce como término de error.
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Ejemplo.
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Si se utiiza la formula (1) para calcular la derivada de f(x) = sen(x) en * ¢ y conh=0.01. ¢Cuél es la
respuesta y cudl es su grado de precision o error?




Solución:
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Fx) = cosx
F(x) =—senx

Ea 2(2 2 < (Porque [sen(z) <1)

Se puede obtener una cota més precisa usando el hecho que xo <z <xo + h

n T
—<z<—+001
De modo que [sen z| < 0.714142376 y la cota seria

senz 0, 7]4[42376

E (0.01) = 0.003570712

== ﬂl)|
Observe que si f(x) = senx, f ()= cos x y Fi(xo) = £(wf4) = cos = = 0.707106781
3

Elerror real es: 0.707106781 — 0.703559491 = [0.003547290186





Se puede obtener otra fórmula para aproximar la derivada usando la ecuación (2),
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A la aproximación (1) se le llama fórmula de diferencia hacia delante y a la aproximación dada por (4) se le conoce como fórmula de diferencia hacia atrás, ambas fórmulas presentan el mismo error. 

Se puede obtener otra fórmula para aproximar la derivada con un error que involucre h2 usando un polinomio de grado 2 así:
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Si se restan las anteriores ecuaciones, se tiene:
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La anterior formula para aproximar la derivada de f sela conoce como diferencia centrada.




Errores por truncamiento y redondeo al aproximar la derivada

Considere la ecuación de diferencias centradas (6).
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La aproximacion ala derivada es flxo + k) - flxo - f)/2h, y el error en la aproximacién es:
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El eror se denomina error por truncamiento porque es provacado por el truncamiento de la serie de
Taylor. La precisién finita de la maquina produce otro error denominado error por redondeo.
Este error aparece en el caloulo de f(x + h) — f(x - k) en el numerador de la aproximacién ya que si

al evaluar fx+h) y flx—h) se encuentra que %%0 * MY &0 =h) o0 jos errores del redondeo,

entonces los valores caloulados en la maquina TCX+1) Y FX=1) o retagionan con los valores
verdaderos por las ecuaciones:

FGo+h)=Flxo +h)yre(ro+h).  f(ro=H)=Flxo =) +elxo=F)

S+ D= fa=h) _ Flag + )= T =) | el +B)=elzy =h)
2h 2k 2k

Luego el error total en la aproximacion es:

_ T+ h)=Flxo =) _ oo+ B)= oz = 1) -
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Como se puede apreciar, tiene una parte debida al error del redondeo y otra al error de truncamiento. 
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Si se quisiera reducir el error de truncamiento 6 se escogeria un valor de h pequefio, pero al mismo

e
tiempo un h pequefio hace que el error por redondeo # sea grande.

En la practica muy pocas veces se elige un h muy pequefio. Si se analiza la expresion e(f), se
puede usar el calculo para verificar que hay un minimo en:

Como los valores de f se dan normalmente con tcifras decimales se puede suponer que el error de
redondeo esta acotado por & = 0.5 x 10, En la practica no es posible calcular un valor ptimo h ya que
s6lo se conocen algunos valores de f y no se conoce la tercera derivada.




Lo que se debe tener presente es que con la reducción de h no siempre se mejora la aproximación.
Ejercicio:
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Error Relativo:
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