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Vamos a ver como se construye una clase de funciones, llamadas primitivas recursivas, definidas entre n-uplas de números naturales sobre los números naturales, (es decir f: Nn ( N), con la idea de caracterizar las funciones que son efectivamente calculables, es decir, aquellas funciones para las que dada la n-upla de sus argumentos podemos definir un procedimiento para encontrar en un numero finito de pasos el valor de la función. 

Usaremos para ello una definición recursiva, es decir, nos apoyaremos en un conjunto de funciones que por definición son recursivas (conjunto inicial que se denomina base de la recursión), y en un conjunto de reglas que aplicándolas a funciones recursivas primitivas ya definidas obtenemos nuevas funciones recursivas. En nuestro caso la base esta formada por la función nula, sucesor y proyección, y las reglas que llamamos de composición y de recursión primitiva. 


Composición

Vamos a considerar formas de combinar funciones calculables de forma que el resultado sea también calculable. Vamos a emperezar con la composición.
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Las funciones f, g1,…,gk no necesitan ser totales. Si lo son la función composición también lo será.

Ejemplo.- Si f(x, y, z) = (x+ y).z

g1(x1, x2) = x1 – x2

g2(x1, x2) = x1. x2


g3(x1, x2) = x1 + x2
entonces

h(x1, x2) = f (x1 - x2,  x1 . x2, x1 + x2) = (x1 - x2 + x1 . x2)( x1 + x2) 

Teorema.- Si h es la composición de las funciones (totalmente) calculables f, g1,…,gk, entonces h es (totalmente) calculable.


Demostración.- 

Sólo hay que considerar el siguiente programa que, obviamente, calcula h:

[image: image2.png]Z1 < g1 (x1, %a)






Así, como sabemos que las funciones x, x+y, x.y, x-y son calculables. Así mediante este teorema se puede deducir que 2x = x + x, 4x2 = (2x)(2x), son calculables.


También son calculables, 4x2 + 2x, 4x2 - 2x. También son totales, aunque la última se obtiene como composición de la función no total x - y, con 4x2 y 2x.

Recursividad


Supongamos que k es un número y 



h(0) = k,



h(t+1) = g(t, h(t))


donde g es una función total de dos variables. Se dice que h se obtiene a partir de g, mediante recursividad.


Teorema.- Si h se obtiene a partir de g mediante recursividad, y g es calculable, entonces h es también calculable.


Demostración.-

[image: image3.png]La funcién constante f(x) = k es calculable Basta considerar el
programa
Ye—Y+1
Ye—Y+1

Ye—Y+1

Portanto, esta disponible lamacro Y — k. El siguiente programa calcula
hx)
Yk
Al IFX=0GOTO E
Ye—gZY)
Z—7-1
GOTO A

'Y toma los valores h(0), h(1), L hix)




Existe una recursión un poco más complicad, en el sentido de que implica funciones de más variables. Hay que partir de dos funciones totales, una f de n variables, y otra g de n+2 variables. Se dice entonces que la función h de n+1 variables se obtiene por recursión a partir de f y g si

[image: image4.png]h(xi,... 0,0) = f (x1,... Xn)

R, X, t41) = glt, (K, Xa D X1,. Xn)




Otra vez se verifica un teorema análogo al anterior.


Teorema.- Si h se obtiene a partir de f y g mediante las expresiones anteriores y f, g son calculables. Entonces h es también calculable.


Demostración.-



Sólo hay que tener en cuenta el siguiente programa

[image: image5.png]Y, xn)
Al IF x-1=0GOTO E
Yo g@ Y. xix)
ZeZ+1
Xost — Xne1= 1
GOTO A

Ejemplo de programa recursivo

Yok
[A] IF X =0 GOTO E
¥ - qgz,y)
Ze«2+1
X «X-1
Goto 2

Vamos a desarrollar Ia ejecucion del siguiente programaconx = 3

X=0
Y K=h(0)

X=1
Y—g(0, h(0)=h(1)
zo1
X2

Yot h(1)=h@)
Z-2
X1

Y-9g@ h@2)=h@)
Z-3
X0




Clases PRC (Primitivas Recursivamente Cerradas)


Consideramos primero las llamadas funciones iniciales.


Estas son:

[image: image6.png]- Funcién siguiente.- S0 =x+1
- Funciénnula.- nx) =0
- Funcionesproyeccion.-  ur(xs,...x») =X, 1=i<n

Definicion.- Una clase de funciones fotales ¢ se dice PRC st
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2. Unafuncion obtenida a partir de funciones de ¢ mediante
recursion o composicion también pertenece a ¢






Inmediatamente tenemos el teorema siguiente.


Teorema.- La clase de las funciones calculables es PRC.


Demostración.- 

Sólo hay que demostrar que las funciones iniciales son calculables.

[image: image7.png]La funcién siguiente es calculada por el programa
Yo X1

La funcién nula es calculada por el programa nulo.

La funcién proyeccion ur se calcula por el programa
Y X




	Definición.- Una función se dice recursiva primitiva si puede obtenerse a partir de las funciones iniciales mediante recursión y composición.


	Corolario.- La clase de las funciones recursivas primitivas es PRC.



Teorema.- Una función es recursiva primitiva si y sólo si pertenece a todas las clases PRC.

	Corolario.- Toda función recursiva primitiva es calculable.


El recíproco no es cierto.

Algunas Funciones Recursivas Primitivas

[image: image8.png]1ex+y
Las ecuaciones de recursion para la suma son
f(x,0)=x
fx, y+1) = flxy) + 1

o analogamente
(x, 0) = ur'(x)
flx, y+1) = s(u2(y. flx, y), ))




luego se puede obtener a partir de composición y recursión de funciones primitivas y por tanto se recursiva primitiva.


2.- x . y



Las ecuaciones de recursión son

[image: image9.png]h(x, 0) = n(x)
hixy+1) = FU22(y, hx, y), x), us*(y, h(xy).x)




donde f es la función suma.


Por tanto, h, la función producto, es primitiva recurisiva.


3.- x!


Las ecuaciones de recursión son 

[image: image10.png]o1=1,
(x+1)1=x1-5(x)

Mas precisamente escribiendoxI = h(x), tenemos
h(0)=1
hit+1) = g(t. h(t),

donde g(xi,x2) = S(x1) - X2

Finalmente g es recursiva primitive, porque
1 x2) = S(UP(x1 X)) - U22(x1,X2)





y, por tanto, g es recursiva primitiva.

[image: image11.png]4w
Las ecuaciones de recursion son
x=1

X = x
De aqui se puede demostrar que es recursiva primitiva
5.- p(x), Funcién Predecesor, dada por
x4 six#0
plx) =
0 six=0

Las ecuaciones de recursién son
p(0)=0,
p(t+1) =t

6.-x-y,donde

x-y sixzy

0 six=0




Las ecuaciones de recursión son

x[image: image12.wmf].

 0 = x

x[image: image13.wmf].

 (t+1) = p(x[image: image14.wmf].

 t)


7.- |x – y|, la función valor absoluto.



Esta función puede expresarse como 




|x – y| = (x[image: image15.wmf].

 y) + (y[image: image16.wmf].

 x)


y, por tanto, es recursiva primitiva.

[image: image17.png]8.- La funcion a(x), definida como

1 six=0
afx) =
0 six#0

a(x) es recursiva primitivaya que
am=1-x
Las ecuaciones de recursion son

a@©=1
at+1)=0




Ejercicios

[image: image18.png]1.- Demostrar que para cada k la funcién f(x) = k es recursiva primitiva.
2.- Demostrar que si(x) y g(x) son funciones recursivas primitivas,
entonces también o es f{x) + g(x).
3. (a) Sea E(x) = 0 si x es par, y E(x) = 1, si x es impar. Demostrar que E(x)
es recursiva primitiva.
(b) Sea H(x) = x12, si x es pary H(x) = (x-1)i2 si x es impar. Demostrar que
Hes recursiva primitiva.
4.- Sea g(x) una funcién recursiva primitiva y sea

(0.x) = g(x)

f(n+1,x) = f(n,f(n,x))
Demostrar que f{n,x) es recursiva primitiva.
5.-Seaf(0) =0, f(1) =1,2) = 22, f(3) = 3, ...Y, en general, f(x) s igual a
una pila de x exponentes de valor x. Demostrar que f es recursiva
primitiva.
6.- Sea f(xy) = XI ¢Es f primitiva recursiva?
7.-Sea f(xy)x . ¢Esf primitiva recursiva?
8.- Sea f(x)=x*). ;s una funcion primitiva recursiva?

9.-Sea f(x)=x" . ;Es f unafun imitiva recursiva?





___________________

Ejercicios Resueltos
3.- 

[image: image19.png]a)
0 sixespar
Ex) =
1 sixesimpar
Utilizando
E(0)=0
E(x+1) = aEX)

Debidoa que a(x) es recursiva primitiva como hemos demostrado
anteriormente, por composicion E(x) es recursiva primitiva

Ejemplo de calculo,
E(1) = a(E()) = a(0) =1
E2) = a(E(1)) = a(a(E(0)) ) = a(a(0)) = a(1) =0
E3) =a(E@2) = a(a(E(1)) ) = a(a(a(E(0) ))) = a(a(a(0) ))
=a(a(l))=a0) =1

X2 sixes par
HX) =
(x1)2 si x es impar
0 seria lo mismo decir que el elemento siguiente es

X12 = H(x) sixes par
Hecet) =
(c+1)2 = (H(0+1) six es impar

b)




Vamos a comprobar como se calcularía H(x+1) con unos cuántos ejemplos:
[image: image20.png]Sitenemos H(4) = 2, H(5) que seria el siguiente
H(5) = H(4+1) (x es par) > 412 = 2
que seria lo mismo que decir que
H(5) = H@4+1) = H4) =2

Otro ejemplo, si tenemos que H(5) = 2
H(6) = H(5+1) (x es impar) > (5+1)2 =612 =3
010 que seria lo mismo
H(6) = H(5+1) = H(5)+1 = 2+1 =3




Con lo que se podría calcular de forma encadenada o recursiva poniendo como caso Base H(0) = 0.Pero de esta manera no podríamos demostrar que es recursiva primitiva, pero si lo expresamos de la siguiente manera:



H(0) = 0



H(x+1) = H(x) + E(x)

Y como E(x) es recursiva primitiva, ya que lo hemos demostrado anteriormente. H(x) es recursiva primitiva.

4.-


Vamos a ver como se comporta la función con algunos ejemplos:

[image: image21.png]0.0 = 9
f(1.x) = f(0, (0.%)) = f(0,9(x)) = g(0(x)) = ¢*(X)
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Vamos a demostrar por inducción que es recursiva primitiva 

[image: image22.png]n=1
f(1X) = ¢°(x)
n=n

no=g (%)
n=n+1

.
foe0= g ()

Probamos la induccién

FO+LD= Fin fn )= fing (=g (@ @)=

=g g

.y el
F e

‘W=g" W=g" @

Pero nos encontramos que el numero de operaciones depende dela
entrada n. Con lo que definimos una nueva funcion

:OZ
g

F(m.x) =g"(x)
La funcién F es primitiva recursiva debido a que
F(m+1.%) = g™1(x) = g(@"(x) = g(F(m,x)) > Por tanto F es primitiva
recursiva

Y como podemos definir

f(nx)=F(2*" x)




Y como f es composición de operaciones que son primitivas recursivas, f 

es primitiva recursiva

5.-


Podemos definir 
[image: image23.png]F(m,x)=
F(O,x)=x

Siendo F primitiva recursiva, con o que

2
—_

F(m+1x)=x

=F(m,x)"




de manera que como F es recursiva primitiva si definimos f a partir de F, por composición f es recursiva primitiva.




f(x) = F(x-1, x) 


Con lo que ya está demostrado que f es recursiva primitiva.


Algunos ejemplos,




f(0) = F(0,0)




f(1) = F(0,1) = 1




f(2) = F(1,2) = 22
6.-

f no puede ser recursiva primitiva debido a que no es una función total, ya que cuando y<x la función no está definida.

7.-

f si es primitiva recursiva, ya que al ser la resta acotada, la función si está definida cuando y<x.
8.-

f si es primitiva recursiva, porque con x=0, al multiplicar por cero, f vale cero, y la función si está definida.

9.-

f si es primitiva recursiva porque es composición de funciones primitivas recursivas.
Predicados Recursivos Primitivos

Recordemos que los predicados son funciones totales que toman los valores 0 y 1. Por tanto, si los predicados están definidos sobre los números naturales, podemos hablar de predicados recursivos primitivos. Vamos a dar algunos predicados que son recursivos primitivos.

9.- x = y

Este predicado es una función que toma el valor 1 si x e y son iguales y 0 si son distintos. Es decir, corresponde a la función

[image: image24.png]1 six=y
dixy) =
0 six#y
Que es primitiva recursiva es inmediato a partir de la ecuacion

dxy) = alix-yl)





10.- x ≤ y



Este predicado corresponde a la función recursiva primitiva 

[image: image25.png]ax=y)





Teorema.
[image: image26.png]Si @ es una clase PRC, entonces si P, Q son predicados que pertenecen a
@, también pertenecen <P, PvQ, P & Q.

Demostracion.-
- Como-P=a(P)siPco
- P&Q cgacausadelaigualdadP&Q=P.Q
- Pva <o, porlaley de Morgan
PvQ® ~(-P &-Q)

Como consecuencia de este teorema tenemos los dos siguientes corolarios

Corolario- Si P, Q son predicados recursivos primitivos, enfonces
tambiénloson PvQ <P, P &Q

Corolario- Si P, Q son predicados calculables, entonces también o son
PvQ P P&Q





Como consecuencia de este teorema, es inmediato demostrar que el siguiente predicado es recursivo primitivo.

11.- x < y


Solo hay que escribir

[image: image27.png]X<y®xsy&ax=y)




Teorema (Definición por casos).
[image: image28.png]$i @ es una clase PRC, y las funciones g, hy el predicado P
pertenecen a @, y f se define como

QK1 Xn) 81 P(X1,...Xn)
f(X1,....n) =
h(xr,...xa)  en otro caso
entoncesf pertenece a ¢.

Demostracion.-
El resultado se desprende de la ecuacién

fx1, xn) = gx1,. . Xn). P(x1. Xxn)* h(x1,. . Xn). a(P(x1,... xn))




Operaciones Iteradas y Cuantificadores Iterados


Teorema.
[image: image29.png]Sea @ una clase PRC. Si f (, x1,...,xn) pertenece a @, entonces también
pertenecen las funciones

aly, X1,...,.Xn) f 2y, ,%,)

B, XtyXo) = LTE Gy )
il




Demostración.- 



Se podría intentar esta demostración por inducción. Así se podría demostrar que las funciones




g(0, x1,…,xn), g(1, x1,…,xn), …

pertenecen a φ, pero no que la función g(y, x1,…,xn), en la función y es un argumento, pertenece a φ.


La demostración de que g pertenece a φ se basa en las siguientes ecuaciones de recursión,
[image: image30.png]0, X1, = 0, X1,... X0,

g+, X1, xe) = gt X1,....xe) # f{t+1, x5, x0)





Algunas veces la sumatoria o producto se realiza desde 1, en vez de desde 0. Es decir, se considera 

[image: image31.png]Y. X1 x0) = TTE Gy )

En este caso, considerando que las suma vacia es 0y el producto vacio
es 1, las funciones resultantes también pertenecerian a .
Bastaria con sustituirlas ecuaciones iniciales de recursion por

90, X1,...x) =0

90, X1, x) = 1





Esto lo expresamos con el siguiente corolario.

[image: image32.png]Corolario- Si (t, X, xn) pertenece a la clase PRC ¢, entonces también

pertenecen las funciones

»
9y, X1, Xn) = T A %y, Kn)

=

h{y, xt,...xn)

|
g






Teorema.
[image: image33.png]Si el predicado P(t, x1,....xn) pertenece a la clase PRC @, entonces
también pertenecen los predicados
(VESY)P (& X1,o00Xn) Y (BEEY) P (8 X1,e.. )

Demostracion.-
S6lo hay que considerar que

(=P Ex, x)® TRGE, 5 =1

=

E2y) P X1 X) # TTE G x5 20
1

El teorema es aun valido si los cuantificadores son (vt <y) o (3t <y).

Esto es claro a partir de las siguientes relaciones,

(<) P31 x0) & EP6x, 5) =1

=

<) P X1 X0) % TTE G 5 20
1




A partir de estas propiedades, podemos construir algunas funciones recursivas primitivas como las siguientes.


12.- x|y. Relación divisor



Este predicado es recursivo primitivo, ya que puede expresarse como

[image: image34.png]yx @ @Etsx) yt=x





13.- Primo (x)



El predicado ‘x es primo’ es recursivo primitivo, ya que puede expresarse como

[image: image35.png]Pimo(x) « (x=1) & (vt x){t = 1 vt=xv ~(th) }




Ejercicios

[image: image36.png]1.- Seaf(x) = 2x si x es cuadrado perfecto; y f(x) = 2x + 1, en otro caso.
Demostrar quef es recursiva primitiva.

2.- Sea o(x) la suma de los divisores de x si x # 0 y 6(0) = 0. Demostrar
que o es recursiva primitiva.

3.- Sea Tr(x) el niimero de primos < x. Demostrar que T es recursiva
primitiva.

4.- Sea SDCP (x) un predicado que es cierto cuando x es la suma de dos
cuadrados perfectos y falso en caso contrario. Demostrar que SDCP es
recursivo primitivo.




___________________

Ejercicios Resueltos

[image: image37.png]2 sistx=t
(0 =
2¢+1 enotro caso
En primer lugar sabemos que 2x y 2x+1 es primitivo recursivo ya que
s6lo usa el producto y la suma que son primitivos recursivos.
Vamos a comprobar que 3tx = £ es primitivo recursivo.
Stx=PeItex x=f

2
Seeln X0
=1 "
0 x=0
Comotodas las funciones son primitivas recursivas, por composicion de
funciones la funcion es recursiva primitiva
3

00 = 3 Preimots)
o

Puesto que Primo(t) hemos demostrado anteriormente que es primitiva
recursiva por composicion de funciones, a funcion es primitiva recursiva



[image: image38.png]SDCP(x) ® SUsXZvsx uz+2 =X

Como sabemos U?+v2= x, s una funcion recursiva primitiva,
puesto que esta formada por la suma, producto e igualdad, que como
hemos demostrado anteriormente son recursivas primitivas, con lo que
POF COMPOSICIGN U2+v2 =X €S fecursivo primitivo.

Y como UZ+v2= X, es recurivo primitivo y 3vex U2 = x, esta
formado por funciones recursivas primitivas, por composicion es primitiva
recursiva, y Susx Svsx UZ+v2 = X como esta formado por funciones
recursivas primitivas, por composicion es recursiva primitiva, con 1o que
SDCP es recursivo primitivo.





Minimización

[image: image39.png]Si P(t, x1...xn) pertenece a una clase dada PRC, ¢; entonces sabemos que la
funcion

o, x0) = ST etPe i, x)

=k

también pertenece a ¢. Donde  es la funcion recursiva primitiva definida
anteriormente
Vamosa analizar que es lo que calcula realmente la funcién g
Supongamos que para algun valorto <, se verifica que
Pt .. x)=0 parat<t
pero

P (to, X1,... Xn

esto esto es el minimovalort < y para el cul P (t, xi.... xn) es cierto. Entonces

1 siu<to

TTaPlm,m) =
W
0 siuzto

Por tanto,

glyxi..xn) = Sl=g

esto es, g(y, xi,...xn) calcula el minimo valort < y para el que se verifica
P(t, X1,.. %)




Usando este hecho y los teoremas anteriores es fácil demostrar el siguiente teorema:


Teorema.
[image: image40.png]SiP(txt,....xn) pertenece a una clase PRC @y

Y, X1,e.. Xn) = Min{ £ Sy 1 P(t, X1,....%0)} =
QY.Xt,....Xn) S (EE<Y) P, X1,00.Xn)

0 en otro caso

entonces f pertenece a @.




Este teorema nos permite considerar los siguientes ejemplos de funciones recursivas primitivas.


14.- [x/y]

[image: image41.png][x}y] es la parte entera de x dividido por y. Por ejemplo,
[ =3  [28]=0

La ecuacion [dy] =Min {t< x/ (¢ + 1)y > x}
muestra que esta funcion es recursiva primitiva. De acuerdo con esta ecuacion,
[x0] =0





15.- R(x,y). Resto de la división entera.


Como 




x/y = [x/y] + R(x,y)/y,

podemos escribir 




R(x,y) = x [image: image42.wmf].

 (y.[x/y])

por lo que R(x,y) es recursiva primitiva.

Notemos que R(x,0) = x.


16.- pn, n-ésimo número primo.



Para esta función se considera p0 = 0 y  p1 =  2, p2 = 3,…

Consideremos las ecuaciones de recursión 

[image: image43.png]po=0
pret = Min{t = pal+ 1/ Primo(t) & (t > pn) }

Primero vamos a demostrar que son correctas. Para ello habria que probar que
pret £ (p)l + 1
Para esto notemos que para 0 <i < ntenemos

!
[EOL N
Py Py

dondek es un entero_Por tanto, (pr)! + 1 no es divisible por ninguno delos
PIMOS pr, P2,....pn. ASi (pn)l + 1 €5 primo, 0 es divisible por un primo > pa. En
cualquier caso existe un primo g, tal que pn< g < (pn)l + 1, lo cual pruebala
desigualdad requerida




Esta demostración está basada en cuna dada por Euclides para probar que existen infinitos números primos.


Vamos a escribir ahora las ecuaciones de recursión de una forma que nos muestre que pn es efectivamente una función recursiva primitiva. Primero notemos que

[image: image44.png]h(yz)=Min {t=z/Primo@) & (t > y) }
es recursiva primitiva. Asf que
k() = h(xx1+1)

es también recursiva primitiva. Finalmente, las ecuaciones de recursion se
reducena

conlo que pr es recursiva primitiva




Discutamos ahora la minimización no acotada. Definimos

[image: image45.png]Min{y/ PG, xn, ¥) }
como el minimo valor de y para el cual el predicado P(x1,... n, y) es cierto,
estando indefinido si no existe valor de y para el cual P(x,... xn, y) es cierto.
Notemos asi que la minimizacion absoltta de un predicado puede producir una
funcin que no estotal. Por ejemplo,

x-y=Min{z/y+z=x

noesta definidax<y.





Respecto a esta función, indicaremos que existen predicados recursivos primitivos cuya minimización no acotada es total, pero no es recursiva primitiva. Sin embargo, se puede demostrar el siguiente teorema.


Teorema.
[image: image46.png]SiP(x1,....Xn, y) es predicado calculable y si

QK1 Xn) = MIn{y I P(x,....Xn, )}
entonces g es parcialmente calculable.
Demostracion.-
Basta considerar el siguiente programa que calcula g,

[A] IF P(X1,.,Xs, ¥) GOTO E
Yev+1
coTO &




Ejercicios

[image: image47.png]1.- Sea h(x) el entero n tal que n < +2x < n+1. Demostrar que h(x) es
recursiva primitiva.
2.- Demostrar lo mismo cuando h(x) se define como el entero n tal que

nE(+2)x<n#

3.-p se dice que es un primo gemelo mayor si py p -2 son ambos primos
(por ejemplo, 5,7 13,19, ...). Sea T(0)= 0, T(n) es el n-ésimo primo
gemelo mayor. Se supone, aunque nadie lo ha demostrado que existen
infinitos primos gemelos mayores. Suponiendo que esto es verdad,
demostrar que T(n)es calculable.
4.- Sea u(n) el n-6simo numero que es suma de dos cuadrados perfectos.
Demostrar que u(n) es recursiva primitiva.
5.- Sea R(x,t) un predicado recursivo primitivo. Sea

glxy) =Max {ty /R(x}) }
es decir g(x,y) es el mayor valor de t <y para el que R(x,t) es verdadero.
siendo g(x,y) es recursiva primitiva.




___________________

Ejercicios Resueltos

[image: image48.png]nsZx n2s2x2
h(x=Min { n/ =Mindn=2x/
N2x <n+t 22 < (n+1)?

Puesto quen? = 2¢2 y 2x2 < (n+1)? es primitivo recursivoy n < 2x esta
acotado, por composicion la funcion es primitiva recursiva

4-
Si consideramos que

u(o t=u(n)
un+)=Miny t /A =
SDCP (1)

n2s 2%
=Min {ns2x /
20 <(n+1)

Y por estar formada por funciones primitivas recursivas, por

composicion de funciones recursivas primitivas, la funcién u(n) es primitiva
recursiva




Autoreferencia



La autoreferencia argumenta hechos que no pueden existir o que se referencian a sí mismo.


La autoreferencia se usa para demostrar en matemáticas, filosofía … que algo no se puede demostrar o no se puede definir.


La mejor manera de explicar la autoreferencia es a partir de un ejemplo.


“Esta frase es mentira”, no hay manera de verificar su veracidad o su falsedad, debido a que se autoreferencia, con lo que si conseguimos que un problema se autoreferencie lograremos verificar que es indemostrable. 
Funciones de emparejamiento y Números de Gödel


En esta sección estudiaremos dos procedimientos de codificación que usan funciones recursivas primitivas. El primero es para codificar pares de números por números simples. El segundo es para codificar listas de números.

Definiremos la función recursiva primitiva

[image: image49.png]xys=2@y+1) =1
Notemos que 2(2y + 1) > 0, de forma que podemos emitirel puntoy
escribir
<xy> =22y + 1) -1

Algunos ejemplos de codificacion de pares de numeros serfan los
siguientes

<00>=220+1) = 1=0
<O1>=2@21+1) = 1=2

<1,0>=2120+1) = 1=1
De forma genérica
<0y>=2y
x0> =201
Si z es un nimero dado, existe una nica funciénx,y para la ecuacion
2y+1=(@zH)2e

esta ecuacion tiene siempre solucion (Gnica) porque (z+1)/2* ha de ser impar.




Esta ecuación define pues dos funciones

[image: image50.png]X=1@), y=r@)
Como esta ecuacion implica que xy <z+1 tenemos
@<z, @)=z

Por tanto, podemos escribir
I2)=Min{x=z/(Ey<2) (z=<xy>)}

@) =Min{y=z/(Ex=2) @z =<xy>)}
asi quel(z) y r(z) son funciones recursivas primitivas.
La definicion de I(z), r(z) puede expresarse mediante la siguiente

propiedad
xyr =z @ x=12)&y =r2)





Resumimos las propiedades de las funciones <x,y>, l(z) y r(z) en el siguiente teorema.


Teorema (Teorema de la función de emparejamiento).
[image: image51.png]Las funciones <xy>, I(z) y r(z) tienen las siguientes propiedades

1. Sonrecursivas primitivas
2. l=xy>) =x, r(<xy>) =y
3. <22 =z

4- @), r2)sz





Otro apartado importante al igual que la codificación de pares de números es la descomposición de un número en un par de números. Nosotros sabemos que un par de números <x,y> = a.


Con lo que tenemos que llegar a partir de ‘a’, a obtener los valores x e y. Si nos fijamos en la fórmula descrita anteriormente, nos fijamos que x, sería el valor del exponente que acompaña al 2 al descomponer a+1 en factores primos, y el valor de y, sería

[image: image52.png]at+l
y=E2-nr2
P




A continuación, un ejemplo de decodificación <x,y> = 19

[image: image53.png]1.- Al valor a, le sumamos 1
19+1 =20
2.- Descomponemos en valores primos.

2012 20= 225y como x es el exponente que acompaiia al 2
102 obtenemos quex = 2

5/5

10

3- Calculamosy

y:(?ﬂ)m —4p=2y=2

Conlo que obtenemos que =2, y = 2, y el par seria <2.2>y podemos.
comprobarlo aplicando la fermula de codificacion
©22>=2222+1)-1=19





A continuación obtenemos funciones recursivas primitivas que codifican y decodifican sucesiones arbitrarias finitas de números. El método que usamos fue empleado por primera vez por Gödel, y depende de la descomposición en números primos de los enteros.

[image: image54.png]Definimos el nimero de Godel de la sucesion (ar.....as) como el nimero
far,...an = [] 75
"

Asi, el numero de Godel de la sucesion (3, 1, 5, 4,6) es
[3.1,5,4,6] =2231557411¢
Para cada n fijo, la funcion|a,... an] es claramente recursiva primitiva

Los numeros de de Godel satisfacen también la siguiente propiedad de
unicidad





Teorema.
[image: image55.png]Si [a1,...,an] = [b1,...,bn], entonces

ai=bi






Este resultado es una consecuencia inmediata del teorema de unicidad de la factorización de enteros en productos de números primos (teorema fundamental de la aritmética). 
Sin embargo, notemos que

[image: image56.png][ar....an] = [a1,... an, 0]

ya
que py, =1




El mismo resultado se verifica para cualquier sucesión finita de ceros añadidos a la derecha de una sucesión finita. El número de Gödel 1 se considera como representación de la sucesión vacía de longitud cero.


También hay que hacer notar que los ceros añadidos a l izquierda si cambian el número de Gödel de una sucesión. Por ejemplo,

[image: image57.png][2.3]=223°= 108
[2.3.0]=22.35°= 108
[0.2.3]= 20325 = 1125
Determinaremos a continuacion una funcion recursiva primitiva (x) tal

quesi
X=[ar,...an]

entonces (x) = ai. Esta funcién se define como
)= Min {t<x/ ~(p"[x)}

Notemos que (x)o = 0.
Usaremos también Ia funcion recursiva primitiva

L) =Min {i=x/(x)iZ0& (vj=x) (=i)v(xp=0}

De esta forma, si x = 20 = 22.3%5" =[2, 0 1], entonces (x)s = 1, pero ()s
= (x)s = ... = (x)20 = 0. De esta forma, Lt(20) = 3.
También, Lt(0) = Lt(1) =0

Six=1y Lt(x) = n, entonces pn divide a x pero ningdn primo mayor que pn
divide a x. Notemos también que Lt([a,...,an] )= n iy solo si an# 0




En el siguiente toerma se resumen las propiedades fundamentales de estas funciones recursivas primitivas.


Teorema (Teorema de las Sucesiones de Números).- 

[image: image58.png]ai si1sisn
a. ([a1,....an] )i =

0 en otro caso

b [ (X)n] =X sinzLt(x)




La decodificación de una lista de números a diferencia de un par de números es más simple, ya que se haría de la siguiente manera

Suponemos el número 200

[image: image59.png]1.- Descomponemos en factores primos.
2002
1002 200=2352
5012
255
5/5
10

(2001 =3
(2002 =0
(200 =2
(200)n vm>3

Conlo que 200 = [3, 0, 2], y podemos comprobarlo usando la
férmula de codificacion de listas de nameros
[3.02] = 22352 = 200




Ejercicios

[image: image60.png]1.- Sea F(0) = 0, F(1) = 1, F(n +2) =F(n+1) + F(n) (Sucesién de Fibonacci).
Demostrar que F(n) es recursiva primitiva.
2. Sea
hi(x, 0) =fi(x)
ha(x, 0) = 2(x)
ha(x, t41) = ga(x, ha(x, 1), halx, 1) )
hafx, 1) = ga(x, ha(x, 1), halx, 1) )
Demostrar que si i, f, g1, g2 pertenecen a una clase PRC @, entonces hi,
ha también pertenecen a .
3.-
a) Sea f una funcién, definimos entonces

(0) =1, () = [f0),....f(n-1)], sin#0.

Supongamos que f(n) = g(f+(n)) para todo n. Demostrar que si g es
recursiva primitiva entonces también lo es f.
b) Sea

f(0)=1,(1)=4,f(2) =6,
f(x+3) =(x) + f(x+1)2 + f(x+2)°
Demostrar que f(x) es recursiva primitiva.




__________________

Ejercicios Resueltos

1.- 
Definimos la función H(n), que agrupa la sucesión de Fibonacci que es un par de números en uno sólo

[image: image61.png]H(n) = <F(n) Fn+1)>

Con lo que ahoratenemos que demostrar que H(n) es primitiva
recursiva

HO) = <F(1)FO)> =<10>

H(n+1) = <F(n+2) F(n+1)> = <F(n+1)+F(n) F(n+1)= =
= <l(H(n)) + r(Hn)), I(HM)=

Donde F(n+1) = [(H(n)) y F(n)= r(H(n))
Y como se puede ver, podemos obtener H(n+1) a partir de H(n)

utilizando operaciones primitivas recursivas (<=1.r.+), y H es primitiva
recursiva. Con lo que por composicion F es primitiva recursiva




3.-


b)

Definimos una función que codifique la sucesión de números como uno. Para ello definimos la función H(n)

[image: image62.png]H(n) =[f(n), f(n+1), f(n+2)]

Donde f(n+3) = (HM), f(n+1)= (Hn)zy f(n+2) = (H(n))s

H(0) =[1,46] = 21.34 5% = 2.531.250
H(O+1) = [f+1),0+2) [0 +3)] =
= [{(1+1), {n+2), ) + f(n+1)2+ f(n+2)% =
= [H(), (HE)s, (HE + ((HEDRR + (HO)R ]

Luego podemos obtener H(n+1) a partir de operaciones primitivas.
recursivas utilizando ([, (), + x")y por tanto H es primitiva recursiva
Y f como se compone de funciones primitivas recursivas es primitiva
recursiva. Las funciones que usa son H, (
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