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Crnemahca tenserial. - A
7ema 4 (vectores).

Ma:jm’fuafes .

lq',parf'naﬁo-i .
Mna MAGNITud FS/IcA es wun valor cuantfatron o numé
;Pfca asaa“aJv R AR /bru/b:‘ea(a.a( ﬁ%:‘cq (a-m&.o(a.g( medible
de un Siskema ﬁ's-‘cﬂ) fomando como referencia —un PATRoN
o UNMIDADL DE MEDIDA. Ex.slen majn:'/t-ca(es ﬂ’s:‘ca.s Basias
o FUNDAMENTALES (7 ma:.jm'#uales ﬁ's:‘caf DERIVADAS (esdg
eir, debinidas a partir de s )ﬂualqmen/nfes).
Las maq m’ﬁuﬂéf #?r‘ca.s /jwnca&n ser basicamente de 2 A/"?a_f
escalares j vectoriales o fensorcales ( las majm‘ﬁulas ecfoales
 Son considerndas como wn caso /barr‘n‘wétf e las Jé!nSp:iq/e’s).
oLas maggm‘}ustes escalans son a;ué//cu Jue ?‘ueafan com/o/e:‘u-—
mente de ﬂmaﬂzs mediante wn ndmers @encra/mem‘e, L LNE ro
| N.a/) af gue st fe adosa [fa wunidad de medida ferﬁhen/e- Xas
: _m#!r#udes vectorales sea aguéllas gue gquedan caracteri2a-
afau /wr wna cantrdad {.f.'nfm.s:aﬁcu{ o modualo Mec‘{bn"'al), ena, Hi-
receion, wan sentido 7 Frecuentemente wun punto de aplicacion.
_ Apar—ﬁw{o -od .
T..t(n ESCALAR 25 «na ﬂlf]n;/ua/ ,ﬁfs.‘cq ?,ue Se eqpresq me-
;. diante win pramere (real, fenea/meﬂr‘e)(-j posee e mismo valor
:§- en m«/ ?m'-r.-r' s:'.s'%emq JP Mfi’mna'd- a(a. tndjm'/ua( e..Sc.q/ar' T
expresa como una multiplcacion o /e-ma&ci‘v cmplicrto de wn
nimerw re€R porwna wnidad wuem de medida de cma mag
ncbed M: rras
Matemsticamenbe hablando, ur escalar swele ser un numers
:_ reaf o Cdvn/b/f/'o gue Aa Jv,oarr‘e a na esbfrictun a{feéfaxhq. de-
'!nam;‘aa.o&t CUERPD la cual estncctum J““"‘ff‘t AN EMFaf%wz:‘e/aa-
E/c:»q/ en /o constneccion de ofrm estnictura 4(7#6@!&:4 mas <om
ple/a Hamada ESPAco VECToRAL. dx estrecturan L Espacio
Vectrrial a:.: &/ nivcleo ﬂmafamenh/ del 4:/71'311 dinee!/, rama ba
scca del 4965/2! Abstracta o Moderna gue /;-erm;'/-e abordar con
| tuite feorias de wn 5':):44’0 de stc'-i/oﬁ'nd.j‘, desde lxa Economia




hasix la Fisica Teorica, aparfe def pPropro Valor matemd- 2.
tcp indrinseco gue /aerm:‘.fe pregresar a la misma matemdas -
ca.

Apartade-3.
/a_-: VECTORES . son enf‘es- ,42;:«9 SJ mmaq ﬁma’ﬁ'cos ga.e darn

.sv/oorfe cancgo#ua/ a fa estructurm a{y-eérw'ca e ESPACo VEC
70RIAL, Fandamenta/ en 4?;{6/& Lineal, donde escalares o es

tores son a la nez elementos contrapuestos N camffemenhn'a.r.
Existen muchas clases de Vectores, pere fodos elles se pute~
den considerar rmbutarios conce'o/r..cq/mea/e de Z fpos de vec
fores Namados UBcroR DESPLAERAMIENTD g VECTOR PoScCi o
& estudio de estos 2 Kpos de Vectores ros permitira esrable
cer 4int Nexo Aecnco comiua pPar= la Rscea J l@ Mafemdtrea ,
& /oam‘r'r del cual tratar Fodo /r/‘oa de vectsres Y fambien As
7énsores.

@e&h res iﬁ o é"qa.alob

n‘{parﬁua!o-{.
En ﬁ?;'oa, el vecter mas sencillo es ¢f gue Hene gue ver con
el Jesp/a-famie/)fﬂ de wn cuenpo /ban-!ua./ O Ln& /ﬁar-/r'c_u./q («n

punto jeamé/-n‘c.a , en Perminos mds abs fracbes) desde wn puato
A ;m.,s-ﬁv. oftm B a’e/ es/o.-zc.-elo -/'n"aamen.s;baa'/:

B
Hay que tener en ewenfn, sin z a
fméarya, que no €s lo misemo J A f
DESPLAZAMIENTD gue TRAYECTO-
RiA. Ef ()esjo/a. 2amiento se consi— ———>
¥

dern como un sgmem‘p reeh lnep
onentade & = 4 gue indeca fa disbancia orieatadx @as:‘ﬁkt_

P nﬁa:‘:‘ﬂc) desde A hasta B: 2 Ikl B)

.(a. ﬁuyect‘vnh, - c’a;nzéob’ LA Aﬁ-él‘#ud/mﬁﬂfe Yla ceritd Gc/a.-

beada continua ¢ que indica ef camino :fjbcu‘do per /a /Oam(r/-
cwla desde A hacia B o pu.ea’e fener wn Senfrdo de recerr~
o Fo:#r‘w (desde & hasta 8) ¢ nfja#n (Jc.s'a/e B hasta A .

Para Pader defonir & de manera convenienbe es necesare def-.



Apam‘aa/o—-z . * I,
 Se llama ESPACID EUCLIDIANO CLASICO, o simplemente £5F4
. €10 E(-CCNDIA/Y’a, al -e.s/pa.a‘.n tridimensiona/ gue /oera‘éimos ”n-
;‘Jwikc/amew‘e 4 gue Euclides (325-268 antes de /a EC) concibiv”
en su obra ma.'/emé#cq ELEMENTDS /4:«1 tmfady aritmetcco jﬂ
- geoméirico compuesto por 43 fomos, gue conteria wna recopila-
cion &ien ordenada de fodo el saber matematico de fa An A:‘jule-
dad, /bne.sen#ctJo en forma de sistema fecrico t%"ja‘cp deduchk™
o a /oar-/r}- de «wnos axiomas &7 wnas defniciones Findameonts-
les). Tal espacio euclidiano represen faremos por £E3 (espach
euclidians _tridimensional orddinario, considerade como en con-
/ian-t’n de infonitos pantes corrc.s'/::and.”emies a fodo €/ espacio).
Y dentre de £, existinian indnile cantdad oo PLANDS é‘aci/
DIANDS 7 siendo cada /oézno en 5. mismo «n f_s;oaab Brdymern-—
._:f‘_{ana/ Ordinarie o E_&. A Su ver, £, a./éeyq inbBnita cantrdad
cle RECTAS EucliDiANAS, siendo cada recta < Lspaceo Lni-
dimensional Ordinarie 6 £,. Rnalmente, cada &£, alberga wna
inPnitx cantidad de Puntes Fuctidinves adhimensionales, 54
denotaremos a cadn punto como £, [esfacio ewclidiano adi~

mensional ﬂna&'uan.'o)-

En Matematca Moderna se ha amf/muﬂa e/ r:once/oﬁ e
es'/:a.a.'o fn"c&'mensf’ana/ 53 5 reduciende este 4itvmo a un ca-
So /oa.rﬁcufar de wn #_E_s,faa.c:do Euclidvarne A)~-dcmensional 6
iy ; que Euclides nr s;‘?wiem //?76' & Io/am‘earse. £n Ea;Wdf

do n> 4, no e€s /pasféfc' dar «nda re/anescaz z‘a.c:[a,n jeamé'ﬁ'fca. <
f«aa/, con lo gue para N2 4 e/ fratamiente fedrzo ér&aggm?
fe ?ueda circunsento a los dominios dof A?feéra' Abstrocta Y

ef Andalisis Abstract, sin aparepte conexion con e munds reaf
al que estumos acostumébradss.

iparfacfo ~-J.

- Rene Ddescartfes (?5‘?6-/65‘0) ,:m‘mduf': en £, «n Sisfema de
coordesadas Oxky , lamadas COORDENADAS CARTESIANAS
dando /ujar al lUamade PLAND CARTESIAND 2 /95 Gomi€nees
de fla jeamefn’d Analitica, Ef Plamo Ga-fesiane, o ESPAcw &r
| DIME NSLoNAL CARTEStAND, lo denotfuremos por E}OV:

f
|




Dicho €spacio E;""f af-éerjan'é en 4 |

J s sene a/ ESPAacio CARTES(AND UN/-
H/IMENSIONAL & KECTA CARTES(AND , Jue
0 denotare mos ﬁor £ {ak (?/'e Jde a:ésa‘;rag.

Por Su /oa.rfe, E}ara/éerjan’a al ESPACIO
CARTESIAND ADIMENSIONAL &6 PUNTD AR
7ESIAND, gque denotaremas por £ (e contrs de coordena -

das). Pesterormente, se introdyje e/ ESPACLO CARTESIAND
TRIDIMENSIONAL , deno tade por £ f gue alberga a /a5 Fres

antenores:

Fenalmente , por jenem/:'i‘a.cianas absFrac-
fas, se introduso el cance,pz‘o de ESPACL
CARTESIAND N-DiMENSIONAL , denotads por
E:*""", donde ¢/ sistema de coorderadas
ﬂx,x,... Xy, S€ compone Aedricam em’e de n fy"&r
coordenados 0!"1‘0J0na/e:5 (perpendiculares entre sl), denota-
dos agur‘;mr w; (€24,2,3,..,n), gue se corfan en 0, e/ce_{r
+re U an:j'en de coordenadas. Cuando n>4, ewndentemente,
se hace ¢‘m}oos:'!7/e la representacicn 5eame/-h-:‘c-a. g EnYonce
todo el estudio matemdtico en dicho contexto debe circuns
cnbirse necesaramente a los dominios ef A%eém Modler

na o Abs tracta.

_Arpdrfaa/b -~ 4.
Ea Cinemakica, la TRAYECTIRIA de wn cuenpo jbum‘r.m/ es
wn s‘gme.n#o de binea curva aladeada continuwa gue se re-

corre en un determinado Sentido : » t
*B
Fer ofra parte, e/ DESPLAZA-
MENTD de dicho cuerpo pun- " Eg
Vs A
tual es un s€7mem‘n rectild- - y
—
neo orrentade AR gue v x

desde e/ pum‘v inicial de ér_ 'ffurecvzwfd) A, hasta -e/,éuﬂ#o £~
na’ de la mz‘sma_i B, 9 recibe € nomébre de VECTOR DESPLA-
 EAMIENTD | a = A8, del citado cilrpo £
Ioum‘-aaf. Dicho nector ﬁ—é «tne los pun- o B
:1405 incefa/ o J:‘nd/ de /[a —;myec{vﬁa,



Lo

4pdr¥'a.a/o & d
f/ -es/aa.c.w fdr/e.!fana /naﬁmen.s‘mna/

ﬂaqf &

1 Y e/ Vecrlvrafg:s
phi’-ﬂm:enh a con.s#p#uyen wuna absétraccion a’e muchas srfaa-
. clones concréefas gue fienen gque ver con mapas (estelares,af-
?mosfe'ﬂ“ca.s, etc.) g puntos de referencia en ellos (e:/re//a po-
/ar, forves de observacion, e:‘c), al oé/ea‘o de /69 der describir

analitrcamente el cambio de wbicacion e oé/e#ﬂs mon'fes fc:a
mefas, anones, efc.) que se des/o/ai‘an en ef espacio. For /o 4an
to, e/ vector Je.sf/a:?am;enz"a Z = AB se enmarca deatro aé/
sistema referenc: a/ el espacio Frdimensioral eartfesianse E;""'f
donde se fceec/e dotar a A y 8 de unas coordenadas précisas

; 'gue /:eer ‘Fen e}’e’c!{uar cal ca.és a jeém‘fcas /Dfr-ﬁ nen :‘es
f‘ z A

: Llas caprc{enac{ds de B P
4 y 8B Son: \\*-\
coond (A) = (Ay, 4y, 4;) Az 4. e Lk

coord (8) = (B,, 8y, Bz )

Agar%aa/o—

Ln weitor d’es,s/a.a-am«fn#p A-B =z posec en s¢ mismo (estd
constited o por) 10§ s,jguenfes elementos ; Anclaje o punto o
faf/: cc.u:wn e tremo ﬁpun/a ~ex¥rt’ma) modulo o intensidad, c/ =
-recaon 4 sentido. E( A—NC(AJE F Pun-/v de qp/taaoﬂ de 14885

A, de coordenadas (A, Ay, A;) en ELYP Er ExyrEMO de 43

es B, de coorclenadas (8,,8,,8; ) en 50*'/* £l MoButo de 4B,
que se denota por MBI es un ndmerw a€R™ (nimerw real po
schive, excep cionalmente e/ cers cuando A= 8) eguLiv fvale a &
G(fS"‘dﬂCid 0 /0137(144.6/ del segmento rectilines AB IAB‘ "*I..
aeR™? = fon 19 (48) = dist(4,8). la BIRECCioN de AB es /a rec-
ta AB, afenommac(a famébién RECTA DE ACCioN o RECTA SoPvk
tE de AB. £ SEwmTidO de 4.8 dentro de su recta soporte, es

el que va desde 4 hacia B (el sentido epuesto a este es ¢/ gue
va desde B hacia A):




s - [+]
cf—.‘b‘: -7 .
?E‘f’” Anclaje
(or?jen del Mu:]-or)

ipmfado-#.
Cuando wun hamo de #mye:ﬁ:ri‘a + sc\/d/ona en al menay 3
Pum‘w.s A B 4 C, oes f:a.sié/e entonces definir wna Adrcoon o Sa-

ma de Vec#aresﬁa(esf/aza miento de twna manern /{yﬁ:d 54 04’74!-

'—a,/: ﬁf ”””” ~

\ A—E ¥ 52‘ = #IZ
NG ” Si hacemos abstraccion de (o eludi-
mos ) (a fmfec#pn‘at L, obtenemos un
canct?,ofo mas matematico denominade VECTOL
FIJo o VECTOR LIGADO (pues se sebreentenderd : (fector an
clads o 6\‘74:/0 a wn /ban-/o ffob e/ -es/baa'.o carfesiane / P
lo 'fan-/-a, al y_u_a/ gue e/ Vector Des/b/aZ'am:‘enf‘oj e/ Vector
F:'/b constara” de /fos S‘{?-e.u'em‘es elementos constrtu fives:
4)~ PUNTO DE ANCLAVE, o punt» de Aplicacion u Or:"jeﬂ Let
Vector. :
2)— Bunto Extemo del Vector _
3)- Ma'ouLo, énjhfua( o distancia entre el a;z'jen y el .
Fremio del vector
4)~ Direccion, o Recta oe Accion (Recta .S‘opor/e)) gue con
Fene af Vector
5)- SenTido, desde ef onyen hacia el extremo del Vector

Apar fado - &,

" Llamandso l{: al can/.‘am‘v de fodos (o5 vectores ﬂ".o_s' gue se
Puea(en fefﬁ&‘ﬂnfar en E.;xyéy lamande @ a A c)fefnc)b;) de
Adiceon o Stema de vectores 7'?:/@: (/o5 cuales deberan estar ne
cesaramente c:onca"fenad.{as)l se puede enfonces d’»eﬂh;r lna
estneediirg 4{7\!6(&(,&.4 cde Grupo (no abeliano, por cier@ pam
(lé.'g, @)) al aa.mf/fr las s{7u?c?n7€s5 [ompr'edaafea.-‘__

L) Clausura: 'z, be %3\ Cpuc(&';zv) => (E@A)S @3
La expresion “conec (&, Z)’y S‘f?n()&‘ca Que a p. b6 esfan con




catenados , esto es, que e/ extremo.de & coincide .

con e/ origen ofe Z.

2)- ASeciatividad : &4, c¢ {{!’3—[ conc@‘jz, E)_. =

> @b )PC = 2@ (6©C).

La expresion ‘conc (@, 4,¢)" i:‘ym‘;&“ca gue ?r,z\y & estan
conca.fenadas, o s€a, gue A es-lu_u: anclado en e/ extre-
mo de & Z en ef exhlmo de 6. oa aseciattdad de
la adicion de rectores fgés es Haci/mente deduciéle
al observar e/ jra?ﬁ:co Siy..c.u‘énfe:

C N  TE

. a - A8

A _/7& B - —

0 —, c =Cb
Y

3

3)- Wewtm lidad : Vé"é“é
. BG '_/le 3:.' Y

A
Daide 280 = AB® BB
@

El vector ® se lama VECTOR NULO Y e?w‘mée a en
pants del espacio, es decir, a un vector en el gue e/
m:'jen J( e eq‘ref;m cotfnc_fa/en.
4).- [nverséon : Va"el{f [ c?_-.: AB_.. => . = =
> F-3e f/; |-Z = -4B = B4 [ 2@Ca)=AB@BA= 44=0
Donde -a es ef vector ﬁpaesfo al &.

ﬁﬂarﬁza{o- 9.
£l c.mce/:;‘o a‘ed(;,@) se Puecfe yenemﬂ‘zqr para “n’diemen -

- siones, infroduciendo enfonces la estructurn (l_/;, @), tfeorica-
; mente repre.sem‘aé/e e é;’px"" x,} awngue feom.y’:‘n‘ca o V::S‘uif
mente /'m,omc-é‘ca ble para nx4. Se dota a [l:/f", @) de eshuc-
fura de Grupo (ne conmutative) af extender a 4/ las propie-
dades de ((?3, @) Fﬁr fante, para (qu)@) ;zaiemo.s c:am,vﬁ‘r‘,'
' ,()_- Clausura ! f'/&'}éé" Ga”i Conc(&:, Z) = ({@6)6 Kpn

2) - Ascciatividad: ¥a,é,¢ e l(fn {Conc (@, 6,2) =

> (0 b )oc = G@(6@2).
- Newtralcdad: Vaely' = F5eV, |Gt -3@a = 4
4).~ Lnversion: #&e i(fﬂ > F-de V;I ada) = (——2)@3 2 3




@a-l-vms [:‘6@ . &

Aparfado —4.

'.feam A Y B sendos coajuntas no Va ctos sea acA un e/c’men-
Joyenén‘co de A 4 bEB un efemento jene'n‘co de B. Sea abore
e/ con/[a/mla producto cartesiano AXE.

Ax8= f(a6)[acA, beB]

Es /éosféfé enunciar cierta fey o propiedad, o vineulacidn,
&, con la /brefeﬂs.'ia;: de relacionar efementos de 4 con elemen-
tos de B, o sea, relacionar el elemento primern cbm/oonem‘e
del par jenén"co (a,6)€ AXB con ef elemento S?unc/a com -
/vpne’n-fe de cﬁ‘cho par. 7a/ re/acz‘a;g, oQ, recibe e/ m:mér@ de PE-
LACION BINARA entre A J B, Y puec/e cu,m/:./frs-e /barci‘q/ o
fotalmente pam les pares erdenados (a,b)€ AXB. Asc, si pa-
ra :/eferanac/o (a,,é,)é AXB se aum,:/? ., se escn'rra
adé, ; pero si no se cumple, se escribrid a, fé é,. 4/ fnal
se obtendran 2 .S'uécon/'um‘as‘ Ji‘s/a:m‘ns entre Sec e AXB, wno
e elles formade /Sor los /54»35 que s CM/:/en & g o7re ﬁi.'
made por los pares gue no Cump/en .

Cuanc(.o Sucede gue A= 8, vntoncas se cﬁ‘m’ ;ae PJ@ esz‘a'd’e-
,éa‘nr‘a/a en 4 ¥ )oara fos e/e.menfos a,e A, Vate c{ecif‘, ne OéS'I(af
‘e, que & gueala defrnida para las componentes ofe (a)e
€ AxA=A?

Apartade-2.
Una relacion binaria R, defrnida en un con/‘qn't‘o A, se lla-

mara RELACION DE EQUIVALENCIA cuaande ¢/ sistema @,&)
goza de (as Siquientes /smpf‘ea(ad'e.s‘:

A) .- Reflexividad: Vaed = aRa

2).~Simetna: Va beA|adb = 6Ra

8)- Transrtindad: Va,b,c e 4 laﬁ?é, bRe => ade

Un sistema asc, (A,8), o ESTRUCTURL DE EQUIVALENCA,
se caracferiza porgue e/ Con/'unﬁ Soporfe de la estructura, A,
gueda dividide mediante R en CLASES bE EQuivALENCIA, ca~
da wna de las cuales es un Suéan/unﬁ de 4 .‘ﬁ:rmaa!o por
fodos los elementes de A que 3on e?u('Vaﬁen#es entre SC © equi
valentes a un determinado ach. Ufrlj.una‘ de dichas clases



resultara vacia , ya gque per /e /bm/biea(qd Kellexrva (re- =
Llexividad) se fendra’ a/ rmenas gque aecl(a), siende “cl(a)”
/a notacion gue se usa para nominar (a clase de egulva—

lencia e acd. Por ofm parte, se cumple:

L)~ Dos elementos a.m/es?w‘era a,ée A Yy /oenfe»ecr‘enfe_c a
SUE & una misma clase de eguivalencia cl(a), Son
egwit/a/en-fas entre 8. : a Fé.

2)~ S adké , entfonces: d(a).-.— c((é)

3)- Qe lo anterior se deduce gue una determinada clase
de €7u;t/d/£'ﬂc;d ck(a) ro solo gueda determinada por
wn cierfo elemento ac€Ah K] aecl(a, sino famébren For

cua’/’u:‘é’r ofro de los elementos becl(a) , o cual Fam

bien se puede fomar como REPRESENTANTE de dicha

clase, puaes: el(é) = clfa).
4)- S¢ c€A es taf que cecda) 4 cecl (4), entonces Su -

cede que : el (a) = ¢4 (6).
5)- Si un determinadeo behA es faf gue £¢‘ el (a), enfon

ces éqéa. » Y consecuentemente : N cl(b)=¢.

€).- De lo anterior se infrere gue todo elermento a€h per
fenece a una C/ase, V4 sb/o «na, por lo que foda rela-
cion de egw‘vafenc:ia &L f/eﬁwz‘a/d sobre un conjunto A
determina wuna PARTICION de A en sabconjuntes S,,5,
S cf:‘sfan'f-as entre Sc gue Sor las clases de egu’va —

s e g Ul U5

fat gue: S, =l (a)
$2= dfé)
V3 = cd(e)
q tal gue: Vo $ca = 508 =4
witalencia de (A,\ﬁ)

AL con/'um‘-o de todas las clases de ez
:.se le (lama coMIun7D COCIENTE de (A,GQ)J Se dernota por

A -

A pactado-3. .
Tode vector ,ﬁ?/o AB=ae V; posee saas coordenadas en su 0ri-

gqsen A ¢ ofras coordenaday en su exhemo B, fomadas respecto a/




. . Og...x,
espacte carfescane LT B
/6 3 coord (‘4): (q},n’,,...)d,)

coord (B)= (73,, Be> . ,Bn)

; Pues bien, se flamaran COMPONENTES del rector ,4)6 ac€ !én
E: a flos elomentsos }ue inr’ejﬂ:m la s:‘ju.u'en#e ﬂ-ﬁl,bél-‘

(s, -y 20)
: 7al gue:

: C””‘)'(A'E)= Comf(a.-')-‘-' coord (8)- coord (A4) =
- A”/e"'"'g")_(“"ﬂ”'"-’q}"): [ﬁ,—d,,ﬂ;—a;,...,/é;,-q,,) =

= (an Ay, “‘!dn)-
.Don:’e=

d,:/g’—% J az=ﬂz"dz Fr g ah"’ﬂn"q’n-

En realidad, las Com/;onen/es de wrn wector ﬂ‘o’ ae
;/zs- érg:‘lac/es enentadas sitvas e ngya#uas) de fas pro-

78«:&6»85'. or@ona/es @erpena&’ocf_/i:es) de/ .wdw X E {{g so-
bre fos '5’“ coordenados de Ly ¢ For -e/en')/;/o,_ pam n=3

l{f" sSon

 sena: =
Bg'.
~ coord (A) = @x, 43,45)
~
\\\\ B Cdolz{[.g)= /311 gjr‘gl)
Az ¢ ll Gen (AB)= /3}'4*’) 5}'"‘43’ D ”‘4’?)“
S A i
~g i Ay B s
0 1y =Rt

i

L.~ | -
i
I

-
,f

e B L e

| Se sobreentiende gue A mutchos ectores 7%}3 (ntinifa
- cantidad e ellos, de Aecfny gue coinerden €n Sus componen-
tfes [com/ovnen/es {}.ua/e_s)) aungue no b hacen en cuanto a
l/as coorderadas de sus res/oec.l-r“m on&enes @nc/aJ‘es o pun-

E +fos de cya(fcaciofﬂ). For lo -/amlo, fene senticlo defonir lo Fue
5\9 lama EQuiF9LENCIA VECTOR(AL , pam vectores ,f-:cis X~
fc/asiramen{e. Asl, djremeos gete o2 veclores ,e/'a.s , abe f{p”)
: con '&#Z, son EQUIPOLENTES cuando: & .
| . comp (&) = comp (6)
i‘y_’es-ﬁo se denott as¢: awb ([case. & es e?t.u}bo tente a

).



: Apar-ﬁac/o- 4. 1§ i A4,
Jode weclor fi‘/b 04 g‘l_/;n) fal/ gue O es e/ origen de coon
: denadps de Eno*"“'x") recibe adicipnalmente e/ Hombre de
VEcTOR POSIcioN dof punto A € LI %0 Ul faf vector, ancla
do en ef ﬂnyt’a de caora/enaa(a.s; posee unas Gam/bam?ﬂ/t’s
gue coinciden con las coordenadas . ca(e:’L St extremo A. As
para n=3, fenemos : i f
coord (0)= (0,0, 0) )
coord (4)= (4‘4:(; Ay, Az)
comp (d-z) = comp (c?) =
= (/4-,—0, 43 -0, Az —O) =

=[4X)‘4_’I‘42)= h
= coord (4)- Ax
s — .
TEOREMA-1.
; et n .
7ode vector ﬁ(‘/o 48 G‘V_)} es egcu}po/em’e a wn, y.?o/o
uneo, vector posz‘c:‘o;z Epel{f".

DEMOSTRACION « #rivial.

TEOREMA=-2
S e , > n

Todo vector /basi‘cioﬂ ﬂPé'({f es -egw}po/ea/e KX Lrc
Erx-ﬁhfi‘a cantidad e vectores ﬂ\‘/o:s xXe VF.

DEKMOSTRACION » Twial.

Apartado- 5.
, ',[a relacion de Equipo lencia ~ defenida parz vectores 147.&5
de l?ﬂ hace que ﬂf;, ~) posea estruc fura de e?a:‘v’a/ena‘d,
ffsues en /V;',N) se cumplen /as /émfr'edaa/es e (a %w‘tfa-—
fencaa (de demos fretcion fln"m‘q/) :
)~ Rellexividad - _f/ a € (_/f” > d@wa.

| Z) - Simetra: f?‘a':ée {_/f”l &.MZ = Zm'&:.

- 3)- Transitrvidad - b’ﬁ,z,'c?é'{/f” ['&-»Z’, d0& = 2a7d,
. Cada clase de eguiva fencea definida en V;) med,ante ~

I

gt‘t’a‘ée 4 naméﬂ:e de VECTOR LIBRE o elemento el co a/‘a”-
é—/o cociente {é/m p sr‘encfo L{o" el conjunto de -/'oafﬂs /as Ve~
| fores libres representables en EL% T Bor fants, es 0bunio

?ue: Vfﬂ: an/n’ .




Sr bien cualguier vector f{/b &; perteqeciente a una 1<
& . » o
clase cL(dy)=a, ¢l puede representar al vector libre g

7
Que coincide con dicha clase , scn eméaryo se suefe escoger
como representante ofvcial (REPRESENTANTE CANONICS) de
la ertada clase af vector /ba.sc‘cio;) (dnico vector /basr"'d‘o:ﬂ
de la clase, segun préximo feorema) de lx misma.
TEOREMAS.
7oda clase de e_?aiua/encia e {QZ, alberga wno, g solo
un , vector /bos'z‘cio'n perteneciente a la misma.
DEMOSTRACION: Trivial,

Frecuentemente se conloinden erconeamente los conceptos
de vector /}asicio;.: Y vector Aére/ aungue} bien es cierto
gue,-/a/ confusion ro saele ser cam‘nz/:mc{ucem/e para e/
Cafeulo Vectorial.

igarfac/o -£.
Srendo @ ,3* € (é”, se define la SUMA DE LAS COMPONENTES de am
boc vectores asi:
Com/o(a"') +cmf(f) < (@58;,.san) + (61,65, b,) =
(b, A tbys -, Antly,) = (4,49, byta, , .-, bpta, )=
= (8 bes s 62)4 (2,8, ..., 8, ) = Comp (b)) +-comp ()

Comp (a:-') =(a,,a;-..-,49,)

comp (Z)= (6,.6:5-,%,)

TEOREMA-4. - - -
‘S)"enﬂ," 3,& € l_/); l conc ﬂ:f', é) : Coml) (&'@é):a:mp (ld.*)-!—Camf (é)

DEMoSTRACION :

73fgue:

Basta domestvar el fteorera fara ﬂ(c?,;j,u.g;/ﬁaia nzs se exfra-
/bo/an las deliniciones dades paca n=3. Ahom a/r‘en, como 5] b e en-
cuentran ea wn mismo /c/cmo e/ eSbacio 530""% basta entonces demos-
%ﬂn’ el teorema f.‘mr’q n=2z2 //am n-o4 es -/n”m‘czo:

.
53’ — i Zx 48 [comp (&)= (- 5e s y-24) = (@r) Ay)
&) /:}3 || b - ZcC [romf (é).: &;“ﬂx)@’ﬂj): (éx,é_,,)
- &= AC Jcomp (€)= (- ooy [y~ %) = (acr Cy)
, ! s Fntonceg:
)" ol - [
0 L O .3, x 23 Comp (d@éj:: Cmm/b CC’);: (C‘,,Cy): @x-f—é{,%-ﬁé!):

= (ax @y )+ (bey by)s comp (3) + comp (8)



Fuesto que:

Gz dmt =l (BB (6B (Be-) = ayrdy
G =8y=oty = by- oty #(Py~Py) = (3,-0y) +(By- %) = ay +&y

TEOREMA-5.

Kos elementos o vectores ﬁ/os x! FUI d@ cua/)fu;er clase de e-
«?cua/a/enaa 0 vector libre l(%, X, )= iy € '/f/ 73 p,uea/eu /60”91'-.
se en éfyecccon /3 con los puntos a(efes/oacw xé‘f , de
fal manerm gue cada elemento o vector ;f‘ o cl(i';) =
esta anclado a un ﬁunk XGEW x"\y ccta/a e/emem‘o o

unto el espacd XE L5 K cirve deo anc/cf/b a un pector
f:‘/b de cl(x) =,
DEMOSTRACION - Frivral.

TEOREMA-6.

Va“é GI/ siempre es posible encontrar un a, é‘czl & un
5 C-‘g- ;‘afes gue ~€msﬁ? conc (a, ,6) slempre es posible
c'ncon'r‘rar un C‘_,E?d fa/ gue ex/srta apnc ('é_f, ’!)
DEM05T¢QAC[OU Corolano del feorema anterior:

TEOREMA-T.
Sean a

—p - ,, 5 oy
/,,Ed Eyz J #66 e Y 5 %u/es,gae Conc(dl,é_’)
Y conc ( Z »Cp ) Entonces, se cump/e

(a,@é ) [é @Q)

DEMOSTRACION:
Comeo c‘am/a(ci'}): C@m/o (C,g) entonces,
Comp[a_; @é ),
=cormp (ay )+ comp (6 WE
*Cam,bfc_r)-r C’am/)[ )._ Cam;[é¢)+@m/b[(_‘ﬂ &
= comp [5 A C‘;)
Apartado - ¥.

Se d’eﬁne /a 4picz0~' o .}‘aMA de Uec#ares libres asé:

L -
cone (dy, 6, )
Dicha Suma gosee [a propredad conmutativa , como se enun-

cia en e/ feorema Siguiente.



TEOREMA-&. N

Tt » - - -
Va‘,Z:e‘({ > a;@é =é¢.@a'£
TRACIN ; .
LM N A partir del Teorema-7 antenor, basts probar que:
(508 )= wmp ()
- H _fs-ﬁo s Cons;('fug }Za'&“/men@ ol cempro bar que ( é: & 6{_ ) 2
'3 é @6_2:) Son la misma clase de eguif/a/enc;‘cz e l./l? ="

Consecuentemente, la estnicturn ((4:@) es wn ynyba Abelra-
no o Conmutativo, pues cumple : .

1)~ Clavsura: Vi,bel” = (Z@6)cl]”

2)~ Asociatividad : 7, 8,8€ " 2 (deob)e

3)-Meutraldad : Vel » FoeV"|A+3 =

4)- Tnversion: Ya'e l{" > F-ae V:‘f a"@(—a): (--2(

5)- Conmatatividad : Va‘} Ze 14" = -&@g = _.@5'.

@spac ro lectorial .

. Afarfaa/o—.i.
Dade wn c:on/u.n-t‘o E Y el Con/unﬁ £z-'= EXE) ;garmac/o/bor

Aodos los pares ordenados (a,6) +fales que a, bCE , sucede que
“foda d/oﬁ'c':ac:?a;l L E2 e faf que #(a,6) =c, con c€E, cons-
Artuge una LEY DE CoMposicion INTERNA, « OPERACION IN-
TERWNA sobre E. Dicha [ej se Suele denotar por un simébolbo
arbitrarie, +al como #, gue relaciona primera con ta segun-
:a/a cam/banen/e a(e/}pqr (a,6): 2ot

Pues bten i sfendo B w/ conjunte de (os nu’mems reales Y +
[ Adrveion o Suma de elementos de R, e sisterna (R,+) Fiene
una estructum alpebraica de Jrupo Abeliano, por cumplir las
syuienfes propi des:

A Clavsurma: Ya,beR = (a+b)€R.

2)- Asociatindad : Va,b,c€ R = (a+b)rc = ar(b+<).

3)- Weutrmlidad : taeR 3 FoeR|at+o=o+a=a.

4)- Lnversion: taek = F-aer) a+(a)= Ca)ta=0.

5)r Conmutatividad : Va,beR = aib=éta.

A6 (boc).
e [

+a =a.
)@&-: 0.

[y
0

_. Mema':s, stendo R*- t@—fo} el con/unv‘v de los numeros reales
zin e/ 0 (cer) Y siendo v [a opemc:‘o’n interna Malh}oﬁ?:acfa;



o producho de elerentos de R*, entonces -el sistema (RFs) 15
Aiene fambien estmctura de fn?bo Abebhano -

A)- Clavsara: fa,beR* = (a-b)erR*

)~ Asociatiindad - f‘a,é,ce'e* = @-6)-C‘ = a(bc)

3)- Weutralidad: facR* = Arer* [ a-4=4-a-=a.

4)- Lnversion: VaeR*® = FL-a'c R* { a-d'z=adla=-41.

5)- Conmutatiidad : Va,éea;?* = a-boba.

; For ot parfe, las estructuras (R, +)J' (R*.) se /ouEa/e/)
vincular para dar /Lyar a la estructura (R, +,+) de Cuerpo
EConma 1@(#019 ' camc‘fErii’ada far cam,bﬁ‘r Kas S{‘yuie»'/es /Dn:-
piedades:
L A (R, 4) es o abeliano.

2).- (ﬁﬁ) es‘;"::r,o abeliano.
: 3),- Dristn budividad de » reapeck a +:
; Va,6,ceR = a-(b+c) = (a-b)+(a-c).

Apartado- 2.

Es convénienie a/rl«s#ryw‘r entre a.a[(cu:a;! o Sunm e nu{mems
reales y adreion o seema de vectores, pues no Son la misma <o
sa . Ya adicion de numers rales ?aea(a circunsenta a la es-
tructura (R, +), en fanto gue /o suma de vrectores fene Sentive
solo en (1 {é"’ @). A fenor de la delinicion de Opecacion Ir Ferna,
dada en o a/oan‘aalo Arterior, fenemeos:

- e2sR [ Y(a,6)eR® > .}"[Za,é)_]: a+é =Cc ER.
| g > ¢@b)e () » gl(@s)]- 2@b=Cel"
E.Dona(e 'J?’:y ::?”deﬁ‘nen sendas a/oemci.ones internas, sin nada en
|_ comun ) & pesar e Com/oar#i" (a egm’l/oca denominacion de Ses-
ma o Adicien. Taméien, por ende, se puede escr'Gir
o+ E‘z—-raé
& )y

cam brando ;{”Por +y 37” por (D.
Apartade - 3,
Dades un Cora/“umco K g ofro £, foda Cyaft-CdC(‘O:‘i L &kXE > E,

fal que f(a,b)=c, con (a,d)€ KXE y CeF, constituye una LEY
DE COMPOSIC.ON EXTERNA, u OPERACION EXTERNA, Sobre E, Al




conjunts K se le flama DOMINIO DE OPERADORES, a cada 16.
e/emenvto ack se lo llama OPERADOR a &£ se e llama
CoNJuNTD SoPoRTE . Dicha ley se suele denotar por un Sim
éa/o aréffratio, tal cormo @, gue relaciona AZ /an'mem con la
seyamla componenﬁe af.-//oar (a,é)e kXE: a®é=c.

Pues bien, entre los conjuntas R A " es posiéle detinir
Lna 0/beracfo'n Externa demortinada Peoductd EscAloyscTo -
RIAL, consistente ef mu/v‘r',o/:‘car un rndmero real red por un
vector Tf'e‘{{". Dicho Poducto esta basade en ef comvenio es
fablecide parm e/ Gfcwlo Vectorial gue establece fee la
suma de un rector Ve V" consiqo mismo n€N veces ha
de verse como una multiplicacion de ne€hl/ por Ve lé”, as
decir: o i}')e l{” ; donde, para simp Ir fcar /‘a ro %ua‘ofv, Se
suele escnbir nv en w2 de nOV. Akbora bren, por extension
nume’n'ca j a/o/fcana/a e/ pn‘na‘/oz}: a’e /nermenmah d'e ét,s /t:'y 2s
Lormales, gue regala la ampliacion del conagpto e niimers (que
conduce desde /o.s mfmems naturales Aa.s'/a los t‘ea/es los Com
,o/{jo.y, tambien se defime rov, 8 v, con reﬁj ?614” Ello
frae) come Consecuencia, lo s-f:?ar‘em‘e ;o

comp (nv) = womp (;7)+com/b[f} Fone o com,o(l‘a = Il-Con}O(;jz
= (U Vyssty) = [0V, 0V, 0 ¥y)

7:"/?"“3'. comP(‘-;)= (Vs Vs wes Vn)

De donde :
s —be
Com/bfrv) = r- Com/:[l/): F(V3VassVn )= (T, ¥V .., IV, ).

:ipar'fucfo—“.
! Un R-espacio vectoral de .Sa/aorr‘e Z g (con R como domine de
2 ema/w!.:) os wna €structura algebraica gue se deaota stt-

cintamente ﬂl/',’ ‘0)»,] mas -exactamente [(Kf@), (R,+,), @], fa cual
Cumpfe /a.s Séigurentes rp/o;‘ea’aje.r:

1).- Ya sub-estawture (V' @) es un Griype abelians.

2)- da Sub-estructura (R,+,') es un culrpo conmutativo.

3)'_ %n es ef So/bar/t" de la estneclern de aS/Ja.cao lﬁec#on‘aéj

LR es el dominio de apefacfores.

).~ Existe la operacion externa ®, que relaciona (4", @) con

I‘i (ﬂ,-f,') de /a s{yw‘en{e manera:




@: RXY" " v”
/
i ’ue 'Vref - R »
f4
.l tv)= (rt)v.
"/ee -l -
6/ 'VI;'G’V" => fv=V
L
"F)-— Vrtee -t - -t
i (r+t) v = rv@® £v.
¥oe l,

f Estas jbm/oiealaa’es Son conocidas desde ef Cafeulo Vects-
?n'a/ bdsico er/aar#aéa en /a ensenanZa secundaria o prew-
niversifana , por lo que no es necesaro demostrarlas, con
lo gue a.gu.f simplemende nos remitimos a constfatar a-
x;omati camente gue e, )z [(VL”)@)/ (R, +,2), @] es «un es
/oa.aia vectorial (e sémbolo £, usado en este ca;;/exf(o, si‘?-
m‘ﬁ'ca ?ue las notaciones vineuladas /Dar- é/ Sonr egw‘m-

/fentes o con gaa/ s{“gniﬁ&ad’a a(yeémicay.



