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La transformada de Laplace.
La transformada de Laplace se define como:
[image: image1.png]- Lifhi-As

Representactn Smbélica




Siendo f(t) una función continua para [image: image2.png]=0



; s>0; s>so ; siendo "s" un parámetro real; y so un valor fijo de "s".
La integral impropia [image: image3.png]{2 gst,

fifyot



se define como:
[image: image4.png]m {2 e~stfitydt




y se dice que si el límite existe también existe la transformada de Laplace; y decimos que la integral converge.
Se puede representar la actividad de la transformada de Laplace mediante el siguiente esquema:
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Ejemplo 1: Obtener la transformada de Laplace de [image: image6.png]



[image: image7.png]Liesti= [ estedtdt = [J e-ls2*d





[image: image8.png]


;para s>a. Resultado.
Ejemplo 2: Obtener la transformada de Laplace de f (t)= t.

[image: image9.png]


aplicando la integración por partes:

[image: image10.png]du=df | dv=e=tdf ; v= -





L{t} = [image: image11.png]Ste™| 2 + 5% 7%t




[image: image12.png]


Resultado.

Y en general : L{ [image: image13.png]


} = [image: image14.png]d




Ejemplo 3: Obtener la transformada de Laplace de Sen at.
Paso 1.- [image: image15.png]L{Senat: |, e Senatdf



; resolviendo la integral por partes:
Paso 2.- [image: image16.png]u=Senat; du=aCosat; dv=





Paso 3.- [image: image17.png][* e-%'Senatdf= |-+e'Senat|” +2[” e~Cos at f




Paso 4.- [image: image18.png]I e'Senatdf

- e 'Cosatdt



; Integrando por partes:
Paso 5.- u= Cos at ; du= -a Sen at dt ; [image: image19.png]



Paso 6.- [image: image20.png]f; e-'Senatdt= %|

FeiCosatly -4 §; eiSenatdt
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Paso 7.- [image: image21.png]i esiSenatdt= < :—; §” &5t Senat o




Paso 8.- [image: image22.png](1+ %47 e*'Senatdt = &




Paso 9.- [image: image23.png]f5 e~ Senatdt
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    Resultado.
Ejemplo 4: Método alternativo para obtener la transformada de Sen at ;y simultáneamente la transformada de Cos at :

Paso 1.- [image: image24.png]3




Paso 2.- Sustituir Sen at  por [image: image25.png]


: 

Paso 3.- [image: image26.png](2 o sSanatdf = [ e ¥g%igf =




L{[image: image27.png]it



}

Paso 4.- Como en el ejemplo 1,se obtuvo [image: image28.png]


; entonces en este 

caso: [image: image29.png]
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Paso 5.- Utilizando la identidad de Euler:

[image: image31.png]e@t = Cosal + iSenat |



y aplicándola a éste caso:

Paso 6.- [image: image32.png]Ligi#y = L{ Cosal) + iL{Senaf}




Paso 7.- Aplicando la propiedad de las igualdades en:

[image: image33.png]


; se obtiene que

[image: image34.png]


y que [image: image35.png]


  Resultados.
Propiedades de la transformada de Laplace.

I) Si f(t), f1 (t) y f2(t) ;poseen transformadas de Laplace y,C es una constante entonces:

Paso 1.- L { f(t)+ L f1(t)+ L f2(t) } = L {f(t)} + L { f1(t)} + L { f2(t) }

Paso 2.- L { C f(t) } = C L { f(t) }

II ) Si F(s) = L { f(t) } , entonces:

L { [image: image36.png]


} =[image: image37.png](-1 5= F(s), para n




Ejemplo: Obtener [image: image38.png]Litrgaty




Paso 1.- L {[image: image39.png]feat



} = (-1) [image: image40.png]


{ [image: image41.png]


}= [image: image42.png]



[image: image43.png]



Paso 2.- [image: image44.png]LitPes}=1.2(s-a)*





Paso 3.- [image: image45.png]
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Paso 4.- { [image: image47.png]Litr g2ty
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   Resultado.
Para s >a , n=0, 1, 2, 3...

Transformada de Laplace de derivadas.

Obtener la transformada de Laplace de f ' (t).

[image: image51.png]LIF B =12 g7
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resolviendo la integral por partes:

[image: image52.png]dv= f'ihdt ; v=




[image: image53.png]



L {f ' ( t ) } = L { f(t) } - f(0)    Resultado.
Obtener la transformada de Laplace de f '' (t) .

Haciendo f ' (t) = g(t) ; f '' (t) = g ' (t) ;y g(0)= f ' (0) ; y aplicando el resultado
anteriormente
obtenido de la transformada, para la primera derivada tenemos:

L { f ' ' (t) } = L { f ' (g) } = s L {g (t)} - g(0) ; 

s L { g( t ) } = s L { f ' ( t ) } = s ( - f (0) + s L { f (t) } ) 

L { f ' ' (t) } = s2 L { f (t) } - s f (0) - f ' (0) Resultado.

Generalizando tenemos:

L { [image: image54.png]


} = sn L { f (t) } - sn-1 f (0) - sn-2 f ' (0) - .... - f n-1 (0)

Función Gamma [image: image55.png]
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Obtener la función gamma de 1: sustituir x=1

[image: image57.png](1)
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    Resultado.

Obtener la función gamma de ( x+1) : [image: image58.png]



Integrando por partes: [image: image59.png]



= [image: image60.png]g (et )2+ [Zxettd) = x im 2ot dl =xT(x)




Resultado.
Generalizando tenemos que: [image: image61.png]



[image: image62.png]


 Esta es la propiedad más importante de la función
gamma.

Aplicando la función gamma obtener la transformada de Laplace de f(t) =[image: image63.png]b



;siendo n
un entero no negativo y, t [image: image64.png]


; 

L { [image: image65.png]


} = [image: image66.png]{2 gmstfrdf -




si sustituimos [image: image67.png]



tenemos que L{[image: image68.png]


}= [image: image69.png]


    Resultado.
Teorema de Traslación del eje s :

Si F(s) = L{f(t)} existe para s>c , entonces L { [image: image70.png]


} existe para s>a+c :

[image: image71.png]


La traslación de S[image: image72.png]—(5— &)



 de la transformada corresponde a la multiplicaciónde la función original de t por [image: image73.png]



En forma semejante: L [image: image74.png]


{ F(s-a) }=[image: image75.png]et fif)



  haciendo S[image: image76.png]~ S5+ &




Aplicando éste teorema en las transformadas obtenidas anteriormente:

Como [image: image77.png]




INCLUDEPICTURE "../Configuración%20local/Temp/Otra%20pagina/Transformadas%20de%20Laplace7_archivos/Image608.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image78.png]


entonces [image: image79.png]Lig#t{n) =
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Como [image: image83.png]


entonces [image: image84.png]Lie#tSen kiy




[image: image85.png][T




[image: image86.png]
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Como[image: image88.png]


 ; entonces [image: image89.png]Liest Cosktl=
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Así como hay tablas de integrales para facilitar la solución de problemas de integración, utilizaremos las tablas de transformadas. 

de Laplace para agilizar la solución de problemas de ecuaciones diferenciales lineales no homogéneas, que en el tema anterior resolvimos por el método de coeficientes indeterminados.

A continuación se presentan las transformadas de Laplace más comunes que utilizaremos, en la solución de problemas algebraicos y en los problemas de aplicación.

 TRANSFORMADAS DE LAPLACE         

[image: image91.png]


= L {f (t)}=F(s)

FORMULAS
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_____________________|____________________________
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 ; s>a
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  ; s>0

[image: image95.png]3. Senat - =



  ; s>0

[image: image96.png]4. Cos at



  ; s>0 
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  ; s>0

[image: image98.png]6. f"e* - -



  ; s>a
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7. tCos at - o



  ; s>a
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[image: image102.png]10. {Sen at - v
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[image: image116.png]23. e*Cos kt - Tt
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[image: image118.png]25. Sen kt + KCoskt - e




[image: image119.png]26. 1-Cos kt - T




[image: image120.png]27. kt-Sen kt - e
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[image: image124.png]



[image: image125.png]3. Ly = sTLIAHY - s R0y — ™20y - 5730y ... - F~~ 10y




Traslación del eje s
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33. Ejemplo[image: image128.png]



[image: image129.png]
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Siendo la fórmula [image: image131.png]LSl e H - kg #




En todos los casos a, b, k, son constantes y además [image: image132.png]abz=0 a2z b% 5>0,5>a,52bH



. 

34.[image: image133.png]
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39.
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41. [image: image140.png]
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42.[image: image142.png]



[image: image143.png]Teraser | 2abe® — a(at + btSen(b +(b° - a%)Sen(bl) - bia® + b )tCos(bh - 2abCos b))
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45. [image: image148.png]
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49. [image: image153.png]
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RESOLVER LAS ECUACIONES UTILIZANDO

LAS TRANSFORMADAS DE LAPLACE.

Problema 1.- [image: image157.png]L +4ZL +4y =4



con las condiciones : [image: image158.png]



Paso 1.- Se aplica la transformada de Laplace a toda la ecuación término a término. [image: image159.png]



Paso 2.-- Sumando los términos semejantes [image: image160.png]



Paso 3.- Se factoriza la transformada : [image: image161.png]



Paso 4.- Se despeja la transformada: [image: image162.png]= =
LV} = Gomar ~ Tor




Paso 5.-- Se obtiene la transformada inversa de Laplace

[image: image163.png]L LY} = 1o~ T |



;

Paso 6.-    [image: image164.png]L s - i





[image: image165.png]LY mar} = 2%e™



;   [image: image166.png]
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Paso 7.- Se obtiene el resultado final:

Resultado

[image: image168.png]x20 72X — g2X 4 Dy 2X
82X+ 2xe™2X = g™ 2x2 4+ 2x - 1)



 

La solución de la ecuación, puede obtenerse en el Mathematica con la instrucción: DSolve[{y'' [x]+4 y'[x]+4 y[x]==4 E^(-2 x),y[0]== -1,y'[0]==4},y[x],x] 

Una gráfica de la solución es:

[image: image169.png]



Problema 2. [image: image170.png]


Condiciones iniciales [image: image171.png]



Paso 1.- Se aplica la transformada de Laplace a toda la ecuación término a 

término. [image: image172.png]STy} - S0)-FI0)-45 L{y} -0+ 4{y}





Paso 2.- [image: image173.png]STify} -

ASL{y + 4Ly}




Paso 3.- Se factoriza la ecuación; [image: image174.png](S57-45-

4)L{y}




Paso 4.- Se despeja la transformada: [image: image175.png]



Paso 5.- Se obtiene la transformada inversa de toda la ecuación. [image: image176.png]



Fórmulas de fracciones parciales:

[image: image177.png]L S | . A
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[image: image178.png]A8y | _AxTEy Aax*Ba
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[image: image179.png]



[image: image180.png]oA
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[image: image181.png]



Paso 6.- Se encuentra el valor de las constantes utilizando el método de Fracciones Parciales.

L [image: image182.png]



Paso 7.-[image: image183.png]B=AS835-2)2 +B52(5-2)2+C8(5-2)2+D(S-2)2 + ES¥S5-2)+ F54




Paso 8.- [image: image184.png]159 - 4AS4+ 4AS% + BE4-4B5% +4B57+ C5° -4C52+4C5+ D52
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.

Paso 9.- Se aplica la propiedad de las igualdades factorizando los términos en S, del mismo exponente:

[image: image186.png]



Una vez factorizado los términos, se igualan con su correspondiente valor que se encuentra en el lado derecho de la ecuación :

[image: image187.png]



[image: image188.png](AC-4IWS=0 = 4C-4





[image: image189.png](4B - 40+ D)5





[image: image190.png](4A-4B+ 015





[image: image191.png]



[image: image192.png](B-4A-2E+F)S




;[image: image193.png]



Paso 10.- Una vez obtenidos los valores de las constantes se procede a sustituir.

[image: image194.png]



Resultado   [image: image195.png]34844 224 Zp5 324 3
24894224 I3 3g2 4 3y





La solución de la ecuación se obtiene en el Mathematicacon la instrucción:

DSolve[{y''[t]-4 y'[t] + 4 y[t] ==t^3 , y[0]==0,y'[t]==0},y[t],t] 

Una gráfica de la solución obtenida es:

[image: image196.png]



Problema 3.- [image: image197.png]S 10% + 25y
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Paso 1.- Se aplica la transformada a toda la ecuación:
[image: image198.png]S -S-54+10SLIv!I- 10+ 25L1v! = ==




Paso 2.- Se saca la transformada como factor común:
[image: image199.png](s2+10S5+25)Llyi=5% +S+ 158





Paso 3.- Se despeja la transformada: [image: image200.png]L = s
Tt T t e

Livi




Paso 4.- Se obtiene la transformada inversa:
[image: image201.png]
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Paso 5.- Se aplican la fórmulas correspondientes para obtener los resultados:
[image: image203.png]S ReSte gL - S+ 15f ™!




Paso 6.- [image: image204.png]f2p=t + g5t — 5fpSt + 15fgS5t





Paso 7.- [image: image205.png]f2p-5t
+ g5t +10f{e5t




     Resultado.
Paso 8.- La ecuación también se puede resolver en el Mathematica con la instrucción: DSolve[{y''[t]+10 y'[t]+25 y[t] ==10 E^(-5 t),y[0]==1,y'[0]==5},y[t],t]
Paso 9.- Una gráfica del resultado obtenido es: 
[image: image206.png]



Problema 4.- [image: image207.png]2a3% parax =0,

%2




Paso 1.- La transformade de toda la ecuacón es: 

[image: image208.png]SEL -285-6-6SLivi+ 12+ 9L = =5





Paso 2.-  Factor común de la transformada: [image: image209.png](S2-6S+9)Livt





Paso 3.- Se despeja la transformada: [image: image210.png]Livi

et s -
Tar T o T Tar




Paso 4.- Se obtiene la transformada inversa:

[image: image211.png]



Paso 5.- [image: image212.png]V) = 2o 4+ 2% 4 Bxe®™ — Bxe®





Resultado.   [image: image213.png]



Paso 6.- La solución de la ecuación se puede obtener en el Mathematica con la instrucción:DSolve[{ y''[x]-6y'[x]+9y[x]==x^2 E^(3x), y[0]==2,y'[0]==6},y[x],x]

Paso 7.- La gráfica del resultado es

[image: image214.png]



Problema 5.- [image: image215.png]



Paso 1.- Se aplica la transformada a toda la ecuación:

[image: image216.png]S2Livi-5-4SLiyi+ 4Ly





Paso 2.- Factorizando la transformada:

[image: image217.png]



Paso 3.- Despejando la transformada:

[image: image218.png]e




Paso 4.- Obteniendo la transformada inversa:

[image: image219.png]



Paso 5.- Simplificando la expresión en una suma de fracciones parciales:

[image: image220.png]2 fatai=a
Tharsar = sha





Paso 6.-  Resolviendo se tiene: [image: image221.png]s —
oo ~55a T ToE





Paso 7.-  Por lo que obteniendo la transformada inversa de toda la expresión:

[image: image222.png]



Resultado.
[image: image223.png]vix) = Bx? g% - =%




Paso 8.-  La solución se puede obtener en el Mathematica con la instrucción:

DSolve[{y''[x]-4y'[x]+4y[x]==4 Cos [2 x],y[0]==0,y'[0]==5},y[x],x]

Paso 9.-  La gráfica de la solución es:

[image: image224.png]



Problema 6.- [image: image225.png]



Paso 1.-  Aplicando la transformada a toda la ecuación:

[image: image226.png]SHLIyi-S5-4+65L 1y -6+9L





Paso 2.-  Factorizando la transformada:

[image: image227.png](S2+6S+9) LIyt +5+10





Paso 3.- Despejando la transformada:

[image: image228.png]= s
a7 Yo





Paso 4.-  Obteniendo la transformada inversa:

[image: image229.png]J |
+10L7 el |




Paso 5.-  Resolviendo con las fórmulas:

[image: image230.png]


  Resultado.
Paso 6.- La solución se obtiene el el Mathematica con la instrucción:

DSolve[{ y'' [x]+6 y' [x]+9 y[x]==6 x^2 E^(-3 x),y[0]==1,y' [0]==4},y[x],x]

Paso 7.- La gráfica de la solución es: 

[image: image231.png]
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