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Ecuaciones diferenciales
Aplicaciones a transitorios de circuitos
Primera Parte
1. Estudio de transitorios de circuitos. 
2. Distintos tipos de excitación. 
3. Excitación senoidal.
1. Estudio de transitorios de circuitos.

a.- Circuito resistivo-inductivo serie.

La forma general de un circuito RL serie bajo excitación de tensión es la siguiente:
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La respuesta a esta excitación de tensión será una corriente i que producirá sobre la resistencia y sobre la inductancia sendas caídas de tensión, las cuales vendrán dadas respectivamente por:
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Si aplicamos al circuito la segunda ley de Kirchoff, tendremos que el valor instantáneo de la tensión en función del tiempo será:
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En esta última expresión observamos:

1.- La respuesta a la transición depende de una ecuación diferencial lineal de primer orden, donde este, viene dado por la cantidad de elementos reactivos del circuito.

2.- Debido a que hay una excitación v, la ecuación es no homogénea lo cual dificulta su resolución.


Analizaremos ahora el comportamiento de este circuito bajo diversos tipos de excitación.

2.- Circuito R L serie sin excitación con condiciones iniciales no nulas.

Este caso es denominado: Régimen natural 


Partamos del siguiente circuito:
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Luego de un tiempo prolongado de funcionamiento circulará una corriente Io como la indicada en el circuito. En un determinado instante que designamos con t =0 se abre la llave l, de forma tal que en la bobina se cumplirá:

t = 0   entonces    i = Io 

Bajo estas condiciones estudiaremos como varía la corriente i en función del tiempo a través del circuito que contiene a la resistencia R.
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El circuito, queda así librado a la única acción de la energía concentrada en el campo magnético de la bobina la cual retorna al circuito disipándose progresivamente en el resistor en forma de calor.


Del párrafo anterior sabemos que:
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Pero en este caso v  =  0, por lo tanto:
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Esta última ecuación diferencial es lineal, de primer orden y homogénea, la cual puede resolverse separando diferenciales, es decir, se procede como sigue:
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Para resolver esta ecuación integramos ambos miembros, con lo que obtenemos:
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El valor de la constante de integración K, lo obtenemos aplicando a la última expresión las condiciones iniciales, es decir:

t = 0   entonces    i = Io   por lo tanto

ln Io   =  K

valor este que remplazando en la expresión anterior, nos da:
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operando en esta última expresión obtenemos:
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de donde:
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Es decir que el proceso tiene una variación exponencial , se inicia cuando la relación de intensidades es uno para t = 0 y tiende asintóticamente a cero tal cual se puede observar en el gráfico:
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Hallemos ahora el valor de la subtangente, en el triángulo formado en la figura por los ejes y la recta  tangente a la curva en t = 0, observemos:

tg     =  St / 1         de donde          St =  1  .  tg  a)

por otro lado:
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(b)
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Relacionando las expresiones (a)  y (b), llegamos a la conclusión:
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donde la subtangente es el tiempo al cabo del cual el valor final de la corriente es nulo si el decrecimiento en lugar de ser exponencial se verifica en forma lineal con la misma pendiente del instante t = 0.

A dicho tiempo  se lo llama constante de tiempo y su unidad es el segundo. Es posible demostrar que no solamente para t = 0, sino para cualquier otro instante, la subtangente continua tomando el mismo valor, es decir, que la constante de tiempo es una característica de los parámetros del circuito y  jamás del tipo de excitación.

Dijimos que si el proceso fuese lineal al cabo de t =  segundos, la corriente sería nula, pero debido a la naturaleza exponencial del fenómeno el valor será:
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Es decir que al cabo de un tiempo  la corriente se reduce en un 36,8 % del valor inicial, o también que existe una reducción del 63,2% del valor total.

En definitiva, la intensidad en función del tiempo, vendrá dada por:
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Las caídas de tensión instantáneas en las resistencias y en la inductancia en función del tiempo, serán:
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Grafiquemos estas tres expresiones en función del tiempo:
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3.- Circuito R L serie con excitación escalón y condiciones iniciales nulas.


La excitación escalón corresponde a la siguiente expresión matemática:

t entonces  u (t)  = 0

t > 0  entonces  e (t) = V
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Partimos como siempre de la expresión:
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siendo nuestro circuito el siguiente:
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Esta última expresión, es una expresión diferencial no homogénea, lineal de primer orden, la cual para resolverla requerirá una previa separación de variables tal cual se indica en las operaciones que haremos.
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         por tanto        
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integrando ambos miembros:
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(1)

Resta ahora aplicar las condiciones iniciales, es decir:

para      t = 0              i  =  0

y con esto determinar K:
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     por tanto    
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reemplazando el valor de K en ( 1 ):
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multiplicando por – l esta última expresión y operando llegamos a :
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luego, la caída de tensión en la resistencia será:
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y la caída de tensión en la bobina será:
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Representando estas tres expresiones gráficamente obtendremos:
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Cabe, ahora, hacer las siguientes consideraciones como conclusión:

1.-Tanto i como vr y vl tienen dos términos, el primero que no es función del tiempo (en el caso del vl  vale cero) y describe el comportamiento final del circuito. Corresponde al régimen permanente también llamado estacionario o forzado. Por ejemplo la corriente forzada será igual a V/R y responde justamente a la ley de 0hm.


2.- El segundo término describe el régimen natural del circuito el que depende primero de las condiciones de excitación, de las condiciones iniciales y de los parámetros circuitales.


3.- La superposición de ambos regímenes da el comportamiento durante la transición.


4.- la corriente crece desde cero hasta V / R en forma exponencial. El régimen de crecimiento, está dado por la constante de tiempo   =  L / R que depende exclusivamente de los parámetros circuitales.


5.- La tensión en la resistencia varía de cero a V siguiendo la misma ley.


6.- La tensión en la bobina disminuye de V a cero siguiendo la misma ley. Debido a que en el instante inicial, la tensión aplicada cae totalmente en la bobina y luego disminuye en forma exponencial.


7.- Se cumple la segunda ley de Kirchoff, es decir la suma de los valores instantáneos de vr y vl  es constante e igual a V en el circuito.

4.- Circuito R L serie con excitación escalón y condiciones iniciales no nulas

Este es el caso para el cual:

en  t = 0  entonces   i =  +/-  Io

será menester para este caso determinar nuevamente la constante de integración.

El circuito a emplear será el siguiente:
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Para calcular la constante de integración nos basaremos en la expresión (1 ) del párrafo anterior, es decir:
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Aplicando a esta expresión las condiciones iniciales:

en  t = 0  entonces   i =  +/-  Io
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     por tanto    
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Remplazando esta última expresión en la expresión (1 ) tendremos:
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Graficando esta última expresión en función del tiempo para distintos valores de Io, tendremos los siguientes diagramas:

[image: image114.wmf]t

i

-

t


5.- Circuito R C serie


La forma general de este circuito bajo excitación de tensión será el siguiente:
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Aplicando la segunda ley de Kirchoff a este circuito, tendremos:

v (t)  = vr  +  vC                    


Donde vC es la caída de tensión en el capacitor y vr =i . R es la caída de tensión en la resistencia. De la definición de corriente sabemos que:
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y de la definición de capacidad:
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llegamos a la siguiente expresión de la corriente:
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que remplaza en la expresión de vr   da:
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y en definitiva:
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La cual es una ecuación diferencial lineal de primer orden y no homogénea. Todas las conclusiones sacadas para el circuito R L son válidas para este circuito.

6.- Circuito R C sin excitación con condiciones iniciales no nulas.

Régimen natural.

Este circuito a estudiar queda librado a la acción de la carga:

Qo =  C  .  Vo

que almacena el capacitor.

Su energía E = ½ C. Vo 2 se disipa en el resistor y el circuito de estudio será el siguiente:
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A partir de la ecuación diferencial del párrafo anterior trataremos de estudiar la ley de variación de la tensión en el capacitor y la de la corriente del circuito, para ello tendremos:
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Pero la excitación del circuito es nula, es decir, llegamos a la siguiente expresión, la cual es una ecuación diferencial, lineal de primer orden y homogénea, lo cual facilita su resolución por separación de variables:
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integrando esta última expresión obtenemos:
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donde K es la constante de integración la cual será determinada como siempre a partir de las condiciones iniciales; para nuestro caso:

para t = 0  es    vc   =   Vo

es decir:




K  =  ln  Vo

Por lo tanto remplazando el valor de la constante K en la expresión respectiva, llegamos a :
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Donde   = C. R es la constante de tiempo de un circuito R C serie, es decir es le tiempo en que la tensión del condensador en descarga se reduce a un 36,8% del valor inicial o en carga aumenta en un 63,2% del valor de la tensión final partiendo de cero.

 
La ley de variación de la intensidad vendrá dada por:
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Por otro lado la caída de tensión en la resistencia será:  
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Representando gráficamente estas expresiones obtenemos:
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7.- Circuito R C serie con excitación escalón y condiciones iniciales nulas.

Para este caso el circuito bajo excitación de tensión es el indicado en la figura:
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Donde como siempre se cumple la segunda ley de Kirchoff, es decir:
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Ecuación esta última diferencial, lineal, de primer orden, y no homogénea debido a la excitación de tensión, excitación esta, de tipo escalón, es decir:

v (t)  =  V

Para resolver esta ecuación diferencial tendremos que separar variables, es decir, operamos de la siguiente manera:
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integrando esta última expresión, llegamos a :
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Donde K es la constante de integración y la determinamos aplicando en la ecuación anterior las condiciones iniciales, es decir:

Para  t = 0 es  vc  =  0

por lo tanto:

0  = ln (-V)  +  K     por lo tanto
K  = - ln (-V)


Expresión esta última que remplazada en la anterior  queda:
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[image: image63.wmf]V
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y en definitiva: 

vc  =  V  -  V  .  e– t /  

Expresión esta que nos indica la variación exponencial de la tensión en función del tiempo. Para t = 0, vc  será cero y veremos que toda la tensión cae en la resistencia; luego vc  irá aumentando y en definitiva para t tendiendo a infinito la tensión de la fuente caerá totalmente en el capacitor.

La expresión en función del tiempo que nos identifica la variación de la intensidad será:
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y la caída de tensión en la resistencia será:

vr = i  .  R
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Funciones todas estas que graficadas, adoptan la siguiente configuración:
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8. Circuito R C serie excitación escalón y condiciones iniciales no nulas.

Para este caso el circuito será el que sigue:
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Para resolver este caso directamente habrá que variar la aplicación de las condiciones iniciales en el cálculo de la constante de integración. Las  nuevas condiciones iniciales serán:

Para  t = 0  será  vc = +/- Vo

Es decir, aplicando a la siguiente ecuación estas condiciones tendremos:
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es decir:
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Donde el valor de la corriente en función del tiempo será:


[image: image75.wmf]dt

dv

C

t

i

c

.

)

(

=



[image: image76.wmf]t

t

e

R

V

V

t

i

-

+

±

=

.

)

(

0


Por otro lado, la caída de tensión en la resistencia vendrá dada por:

vr  =  i  .  R
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Graficando la expresión (1 ) tendremos:
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9. Excitación senoidal.
Tomemos es siguiente circuito RL serie:
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y la fuente lo excita con una tensión senoidal :
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donde es la separación que existe entre el origen de coordenadas y el valor máximo de v(t) y lo medimos desde el máximo de la función v(t) al origen, de esta forma pueden acontecer dos casos:
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Sabemos que en este circuito:
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y a causa de la excitación senoidal:
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Sabemos además, que la intensidad total en todo momento será igual a la suma de la componente natural y la componente forzada:
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de donde, la componente natural es:
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La componente forzada  será:
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(2)

donde es el ángulo de fase de la carga RL del circuito.


Al cabo de un tiempo t>>5., la transición acaba, la corriente natural tenderá a cero y la corriente total tenderá a la forzada. Reemplazando (2) en (1) y operando:
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Por trigonometría sabemos que:
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si en (3) hacemos:  
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 tendremos:


[image: image88.wmf])

cos(

.

)]

(

cos[

.

.

.

Im

2

2

2

y

w

w

j

y

w

w

+

=

-

-

-

+

+

t

Vm

R

L

actg

t

L

R



En esta última expresión y a partir de la igualdad, tenemos:
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donde:
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luego, como enunciamos en hojas anteriores:
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donde el valor de K lo determinamos a partir de las condiciones iniciales, es decir si para el instante inicial o sea t=0 tenemos que i=0 :
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por lo tanto:
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es decir:
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El valor inicial de la componente forzada será:
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y el de la componente natural:
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Puede ocurrir que o o o ; en los siguientes gráficos en los que representamos las corrientes: natural, forzada y total observamos los dos primeros casos.

1.- 

[image: image132.wmf]t

v

Vl

r

Vr

[image: image133.png]


[image: image134.wmf]t

i

V/R

Io>V/R>0

Io=V/R

0<Io<V/R

Io=0

Io<0

i (intensidad total)
in (intensidad natural)
    if (intensidad forzada)



[image: image135.png]


[image: image136.png]Tiﬂ)
— Ve




[image: image137.wmf]t

i

-

t


[image: image99.wmf]t

i


i (intensidad total)
in (intensidad natural)
    if (intensidad forzada)



A partir d estas intensidades de corriente  podemos determinar las respectivas caídas de tensión que las mismas provocan en los elementos del circuito.


Este fue otro ejemplo en el que aplicamos un modelo matemático: el que proporcionan, en este caso, las ecuaciones diferenciales  para resolver el  problema de los efectos transitorios en los circuitos eléctricos.


Dejo para ustedes, futuros ingenieros, demostrar que la tensión aplicada a una lamparita en el preciso instante en que se la enciende es  2.Vmax
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		t		i / I0																		t		i																		t		v(t)																		t		Io>V/R>0		Io=V/R		0<Io<V/R		Io=0		Io<0

		0		1																		0		0																		-4		0																		0		15		10		5		0		-5

		1		0.8192305549																		1		1.8076944514																		-3		0																		0.5		14.5255677955		10		5.4744322045		0.948864409		-3.5767033865

		2		0.671138702																		2		3.2886129798																		-2		0																		1		14.0961527743		10		5.9038472257		1.8076944514		-2.2884583229
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		4.5		0.4076877275																		4.5		5.923122725																		0.0000001		15																		2.5		13.0372836962		10		6.9627163038		3.9254326077		0.8881489115

		5		0.36900369																		5		6.3099630996																		1		15																		3		12.7490866562		10		7.2509133438		4.5018266876		1.7527400314

		6		0.3022990977																		6		6.9770090227																		2		15																		3.5		12.4882356077		10		7.5117643923		5.0235287847		2.535293177

		7		0.2476526576																		7		7.5234734243																		3		15																		4		12.2521357867		10		7.7478642133		5.4957284265		3.2435926398

		8		0.2028846241																		8		7.9711537593																		4		15																		4.5		12.0384386375		10		7.9615613625		5.923122725		3.8846840875
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		10		0.1361637233																		10		8.6383627674																		6		15																		5.5		11.669951216		10		8.330048784		6.6600975679		4.9901463519

		11		0.1115494826																		11		8.8845051744																		7		15																		6		11.5114954887		10		8.4885045113		6.9770090227		5.465513534

		12		0.0913847445																		12		9.0861525551																		8		15																		6.5		11.3680750613		10		8.6319249387		7.2638498774		5.8957748161

		13		0.0748651749																		13		9.2513482506																		9		15																		7		11.2382632879		10		8.7617367121		7.5234734243		6.2852101364

		14		0.0613318388																		14		9.386681612																		10		15																		7.5		11.1207688916		10		8.8792311084		7.7584622169		6.6376933253

		15		0.0502449163																		15		9.4975508367																		11		15																		8		11.0144231204		10		8.9855768796		7.9711537593		6.9567306389

		16		0.0411621707																		16		9.5883782931																		12		15																		8.5		10.9181681209		10		9.0818318791		8.1636637582		7.2454956373

		17		0.0337213079																		17		9.6627869207																		13		15																		9		10.8310464158		10		9.1689535842		8.3379071685		7.5068607527

		18		0.0276255258																		18		9.7237447419																		14		15																		9.5		10.7521913791		10		9.2478086209		8.4956172417		7.7434258626

		19		0.0226316748																		19		9.7736832517																		15		15																		10		10.6808186163		10		9.3191813837		8.6383627674		7.9575441511

		20		0.0185405595																		20		9.8145944047																		16		15

		21		0.0151889929														t		Vc		Vr																				17		15

		22		0.0124432871														0		5		-5																				18		15

		23		0.010193921														1		4.0961527743		-4.0961527743																				19		15

		24		0.0083511715														2		3.3556935101		-3.3556935101

		25		0.0068415349														3		2.7490866562		-2.7490866562

		26		0.0056047944														4		2.2521357867		-2.2521357867

		27		0.0045916188														5		1.8450184502		-1.8450184502

		28		0.0037615945														6		1.5114954887		-1.5114954887

		29		0.0030816131														7		1.2382632879		-1.2382632879

		30		0.0025245516														8		1.0144231204		-1.0144231204
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		t		i / I0																		t		i																		t		v(t)

		0		1																		0		0																		-4		0

		1		0.8192305549																		1		1.8076944514																		-3		0

		2		0.671138702																		2		3.2886129798																		-2		0

		3		0.5498173312																		3		4.5018266876																		-1		0

		4		0.4504271573																		4		5.4957284265																		0		0

		4.5		0.4076877275																		4.5		5.923122725																		0.0000001		15

		5		0.36900369																		5		6.3099630996																		1		15

		6		0.3022990977																		6		6.9770090227																		2		15

		7		0.2476526576																		7		7.5234734243																		3		15

		8		0.2028846241																		8		7.9711537593																		4		15

		9		0.1662092832																		9		8.3379071685																		5		15

		10		0.1361637233																		10		8.6383627674																		6		15

		11		0.1115494826																		11		8.8845051744																		7		15

		12		0.0913847445																		12		9.0861525551																		8		15

		13		0.0748651749																		13		9.2513482506																		9		15

		14		0.0613318388																		14		9.386681612																		10		15

		15		0.0502449163																		15		9.4975508367																		11		15

		16		0.0411621707																		16		9.5883782931																		12		15

		17		0.0337213079																		17		9.6627869207																		13		15

		18		0.0276255258																		18		9.7237447419																		14		15

		19		0.0226316748																		19		9.7736832517																		15		15

		20		0.0185405595																		20		9.8145944047																		16		15

		21		0.0151889929														t		Vr		Vl																				17		15

		22		0.0124432871														0		0		5																				18		15

		23		0.010193921														1		0.9038472257		4.0961527743																				19		15

		24		0.0083511715														2		1.6443064899		3.3556935101

		25		0.0068415349														3		2.2509133438		2.7490866562

		26		0.0056047944														4		2.7478642133		2.2521357867

		27		0.0045916188														5		3.1549815498		1.8450184502

		28		0.0037615945														6		3.4885045113		1.5114954887

		29		0.0030816131														7		3.7617367121		1.2382632879

		30		0.0025245516														8		3.9855768796		1.0144231204

		31		0.0020681898														9		4.1689535842		0.8310464158

																		10		4.3191813837		0.6808186163

																		11		4.4422525872		0.5577474128

																		12		4.5430762775		0.4569237225

																		13		4.6256741253		0.3743258747

																		14		4.693340806		0.306659194

																		15		4.7487754183		0.2512245817

																		16		4.7941891466		0.2058108534

																		17		4.8313934603		0.1686065397

																		18		4.861872371		0.138127629

																		19		4.8868416258		0.1131583742

																		20		4.9072972023		0.0927027977
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