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INTRODUCCIÓN
     El presente trabajo contiene la resolución de dos problemas de aplicación del curso de matemática, así como información sobre los métodos utilizados para su respectiva solución.

     El primer problema consiste en encontrar la serie de potencias de la función centrada en cero, así como el polimonio de Taylor de grado ocho de la misma función (P8(x)), luego en el problema se pide graficar en una calculadora tanto la función como su respectivo polinomio de Taylor, así mismo completar una tabla en la que se deben efectuar integrales definidas para el polinomio y para la función desde un punto igual a cero hasta un punto b que toma diferentes valores, por último se debe describir la relación entre las gráficas observadas en la calculadora y los datos obtenidos en la tabla donde están los valores obtenidos de las integrales.

     En el segundo problema consiste en encontrar la ecuación en polares de la órbita de un satélite que gira alrededor de la Tierra, como es de esperarse la trayectoria de la órbita es una elipse, bajo ciertas condiciones que se plantean en el problema. 

Asimismo se debe la distancia entre la superficie de la Tierra y el satélite cuando el ángulo que forma una línea recta imaginaria que va desde la superficie de la Tierra hasta el satélite es de 60 grados, con respecto a otra recta imaginaria horizontal llamada eje polar.

     Finalmente se espera que tanto el contenido de los métodos utilizados en la resolución de los problemas, así como la resolución de los mismos estén lo más claro posible, para su fácil comprensión. 

OBJETIVOS

1. Encontrar la serie de potencias centrada en cero de f(x) = ln(x2 + 1)( x2 y su respectivo polinomio de Taylor de grado 8 centrado  en cero.

2. Encontrar la ecuación en coordenadas polares de la órbita del satélite Explorer 18 alrededor de la Tierra y la distancia entre la superficie de la Tierra y el satélite cuando ( = 60(.

3. Verificar que las ecuaciones de las cónicas en polares tienen aplicación en la vida real en lo que se refiere al movimiento de los cuerpos celestes y satélites artificiales alrededor de la Tierra.

DESCRIPCIÓN TEÓRICA DE LOS MÉTODOS

Aproximación Polinómicas de Funciones Elementales:

     Se utilizan para aproximar las funciones trascendentales por medio de un polinomio. Para hallar una función polinómica P que aproxime a otra función f, empezamos eligiendo un número c en el dominio de f  en el que P tomará el mismo valor, es decir:

P(c) ( f (c)  Las gráficas de f  y P pasan por (c, f (c))

Se dirá que la aproximación polinómica está centrada en c. Geométricamente, exigir que P(c) ( f (c) significa obligar a la gráfica de P a que pase por (c, f (c)). Ni que decir que hay muchos polinomios que satisfacen esa condición. Nuestro empeño consiste en encontrar uno cuya gráfica sea parecida a la de f  en las proximidades de ese punto. Una forma de lograrlo consiste en imponer la condición adicional de que la pendiente de la función polinómica sea la misma que la de f  en el punto (c, f (c)).

P’(c) ( f ‘(c)   Las gráficas de f  y P tienen las misma pendiente en (c, f (c))

Polinomios de Taylor y de Maclaurin:
     Una aproximación polinómica de una función f  centrada en algún valor c, debe ser escrita de la siguiente manera:

Pn(x) ( a0 + a1(x – c) + a2(x – c)2 + a3(x –c)3 + ((( + an(x – c)n
     Así las sucesivas derivadas dan como resultado:

Pn’(x) ( a1 + 2a2(x- c) + 3a3(x – c)2 + ((( + nan(x – c)n - 1
                           Pn’’(x) ( 2a2 + 2(3a3)(x – c) + ((( + n(n – 1)an(x – c)n - 2

                           Pn’’’(x) ( 2(3a3) + ((( + n(n – 1)(n – 2)an(x – c)n – 3
                                       (
                           Pn(n)(x) = n(n – 1)(n – 2) ((( (2)(1)an
     Haciendo x = c, obtenemos: 

Pn(c) = a0,  Pn’(c) = a1,  Pn’’(c) = 2a2, ((( ,  Pn(n)(c) = n( an  

donde el símbolo n( (se lee ¨n factorial¨). Si n es un entero positivo, se define n factorial como:  n( = 1 ( 2 ( 3 ( 4 ((( (n – 1) ( n .

     Y como el valor de f  y de sus n primeras derivadas deben coincidir con los de Pn  y sus derivadas en x = c, se sigue que:

f (c) = a0,  f ‘(c) = a1,  f ‘’(c) = a2, ((( ,  f (n)(c) = an
                                                                       2(                      n(
     Con estos coeficientes se llega a la siguiente definición de los polinomios de Taylor y de los polinomios  de Maclaurin.

Definición de los Polinomios de Taylor y de Maclaurin:

     Si f  tiene n derivadas en c, el polinomio:

Pn(x) = f (c) + f ‘(c)(x – c) + f ‘’(c) (x –c)2 + ((( + f (n)(c) (x – c)n
                                                                       2(                            n(
se llama el polinomio de Taylor de grado n de f  en c. Si c = o, entonces:

Pn(x) = f (0) + f ‘(0)x + f ‘’(0) x2 + f ‘’’(0) x3 + ((( + f (n)(0) xn
                                                                  2(              3(                     n(
se llama el polinomio de Maclaurin de f . Entonces f  es aproximadamente Pn(x).

Definición de Series de Potencias:

     Una serie de potencias puede considerarse como un polinomio de grado infinito cuya forma de escritura es la notación sigma (().

     Si x es una variable, una serie de potencias es cualquier serie de la forma:

                                  (
(   anxn = a0 + a1x + a2x2 + a3x3 + ((( + anxn + (((
                                n=0  

     Más en general, cualquier serie de la forma:

                       (
(   an(x – c)n = a0 + a1(x – c) + a2(x – c)2 + ((( + an(x – c)n + (((
                     n=0

se dice que es una serie de potencies centrada en c, donde c es una constante.

Definición de las Series de Taylor y Maclaurin:

     Si una función f  tien derivadas de todos los órdenes en x = c, se llama serie de Taylor de f  (centrada) en c a la serie:

                     (
(    f (n)(c) (x – c)n = f (c) + f ‘(c)(x – c) + ((( + f (n)(c) (x – c)n + (((
                    n=0           n(                                                            n(
 Si c = 0, la serie se conoce también como la serie de Maclaurin de f .

     Para encontrar la serie de una función se debe lograr observar cual es la pauta que siguen los coeficientes en los polinomios, ya sea de Taylor o de Maclaurin. 

Ecuaciones de las Cónicas en Coordenadas Polares:

     Las ecuaciones de las cónicas en coordenadas polares se basan en que el foco (en el caso de la parábola), o uno de sus focos (en el caso de la elipse o la hipérbola) se encuentra localizado en el polo.

Clasificación de las Cónicas según la Excentricidad:

     El lugar geométrico de los puntos del plano cuya razón de distancias a un punto fijo (foco) y a una recta fija (directriz) es constante es una cónica. La razón constante e es la excentricidad de la cónica.

1. La cónica es una elipse si 0 ( e ( 1.

2. La cónica es una parábola si e = 1.

3. La cónica es una hipérbola si e ( 1.

     La excentricidad de la elipse y de la hipérbola viene dada por el cociente:  e = c
                                                                                                                                  a

donde c es la distancia del centro a uno de los focos y a es la distancia del centro a uno de sus vértices mayores (en el caso de la elipse) y a uno de sus vértices (en el caso de la  hipérbola).

Ecuaciones en Polares de las Cónicas:

     La gráfica de una ecuación en polares de la forma:

r =         ed          o  r =         ed          .          

                                               1 ( e cos (              1 ( e sen (
es una cónica, donde  e ( 0 es la excentricidad y (d(la distancia entre el foco situado en el polo y su correspondiente directriz.

     Los cuatro tipos de ecuaciones ya indicados admiten la siguiente clasificación donde d ( 0.

a) Directriz horizontal sobre el polo:                 r =          ed          .

                                                                                   1 + e sen (
b) Directriz horizontal bajo el polo:                   r =          ed          .

                                                                                   1 – e sen (  

c) Directriz vertical a la derecha del polo          r =         ed          .

                                                                                   1 + e cos (
d) Directriz vertical a la izquierda del polo:        r =         ed         .

                                                                                         1 – e cos (
SOLUCIÓN Y RESULTADOS

PROBLEMA No. 1:

a)Construir la serie de potencias, centrada en 0, de la función: 

f (x) = ln (x2 + 1)  =  g(x)

                                                                      x2             h(x) 

Se construye en primer lugar la serie de potencias de g(x), empezando por derivar las veces que sean necesarias la función:

g(x) = ln (x2 + 1)


g((x) =   2x    


g(((x) = - 2x2 + 2 
                                                                      x2 +1                                        (x2 + 1)2
g((((x) = 4x(x2 – 3)


g4(x) = -12(x4 – 6x2 + 1)
              (x2 + 1)3                                                 (x2 + 1)4
g5(x) = 48x(x4 – 10x2 + 5)

g6(x) = -240(x6 – 15x4 + 15x2 – 1)
                    (x2 + 1)5                                                   (x2 + 1)6
g7(x) = 1440x(x6 – 21x4 + 15x2 – 7)
g8(x) = -10080(x8 – 26x6 + 740x4 – 28x + 1)
                           (x2 + 1)7                                                  (x2 + 1)8
Se evalua cero en g(x) y sus respectivas derivadas:

g(0) = 0
g((0) = 0
g(((0) = 2
g((((0) = 0
g4(0) = -12
g5(0) = 0

g6(0) = 240
g7(0) = 0
g8(0) = -10080


Se construye un polinomio de grado ¨n¨ de la función:

P8(x) = 0 + 0x + 2x2 + 0x3 – 12x4 + 0x5 + 240x6 + 0x7 – 10080x8
                           2!      3!        4!       5!        6!       7!           8!

Pn(x) = 2x2 – 12x4 + 240x6 – 10080x8 + (-1)n +1 2(2n + 1)! x2n
             2!        4!         6!            8!                     (2n)!

La sumatoria desde ¨n¨ igual a uno hasta infinito del n-ésimo término del polinomio anterior es la serie de g(x):

                                            (                                            (
g(x) = (    (-1)n + 1 2(2n + 1)! x2n  = (    (-1)n + 1 x2n
                                          n=0                (2n)!                 n=0           n

Como f (x) es igual a g(x)(h(x) entonces la serie de f (x) es igual a:   LA SERIE DE g(x) .

                                                                                                                     h(x) = x2
                                                                 (
f (x) = (    (-1)n + 1 x2n - 2
                                                                n=0            n

	                                                                                          (
R(( La serie de potencias centrada en cero de f (x) es:  (    (-1)n +1  x2n – 2 .

                                                                                        n=0             n


b)Representar en la calculadora f  y el polinomio de Taylor de grado 8, P8(x), de f .

f (x) ( 1 – x2 + x4 – x6 + x8                         
                                                                     2     3     4      5
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c)Completar la tabla siquiente, donde:

                                                                    x

F(x) = (   ln (t2 + 1)  dt

  0         t

                                                                        x

G(x) =  (   P8(t)  dt    

      0

	X
	0.25
	0.50
	0.75
	1.00
	1.50
	2.00

	F(x)
	0.247
	0.481
	0.692
	0.878
	1.180
	1.410

	G(x)
	0.247
	0.481
	0.692
	0.887
	1.688
	9.606


d)Describir la relación entre las gráficas de f  y de P8 y los resultados de la tabla del apartado c).

     Tomando en cuenta la observación de las gráficas de f  y de P8 y además los resultados de la tabla anterior, se puede tomar a -3(4 ( x ( 3(4 como un intervalo aproximado donde la gráfica de P8 es parecida a la gráfica de f .

PROBLEMA No. 2:

El 28 de noviembre de 1963, EE.UU., lanzó el Explorer 18. Sus puntos más alto y más bajo sobre la superficie de la Tierra fueron 119 millas y 122000 millas. El centro de la Tierra es el foco de la órbita. Hallar la ecuación en polares de la órbita y la distancia entre la superficie de la Tierra y el satélite cuando ( = 60(. (Suponer que el radio de la Tierra es 4000 millas).

2a = 119mi + 122000mi + 2(4000mi) 

                                             a =  65059.5 millas

c = 122000mi + 4000mi – a = 126000mi – 65059.5mi

                               c =  60940.5 millas

excentricidad = c = 60940.5mi = e = 0.94
                                                                 a    65059.5mi

En el libro de texto el problema muestra una elipse cuya directriz que debe ser vertical y estar a la izquierda del polo, por lo que la ecuación en polares de la órbita del satélite debe tener una ecuación del siguiente tipo:

r =         ed        .
                                                                  1 – e cos (
r = f (() ( 2a = f (0) + f (()

2a =           0.94d           +           0.94d           =      0.94d      +      0.94d      =  2 (0.94d)
           1 – 0.94 cos 0          1 – 0.94 cos (          1 – 0.94           1 + 0.94        1 – 0.942
130119 = 15.28d ( d = 8516.41

r =        ed         =  0.94(8516.41)  =      7977.22      = f (()        

      1 - e cos (      1 – 0.94 cos (      1 – 0.94 cos (
Si r = f (() y 60( = ((3 ( f (((3) =         7977.22          =  15004.5 millas

                                                      1 – 0.94 cos (((3)

Distancia entre la superficie de la Tierra y el satélite es: f (((3) – radio de la Tierra.

Distancia = 15004.5mi – 4000mi = 11004.5 millas.

	R(( La ecuación en coordenadas polares de la órbita del satélite es: r =      7977.22      .

                                                                                                                  1 – 0.94 cos (
La distancia entre la superficie de la Tierra y el satélite cuando ( = 60( es de 11004.5 millas.


CONCLUSIONES

· Los polinomios de Taylor y de Maclaurin son útiles para aproximar valores de las funciones trascendentales, en los cuales mientras más grande es el grado del polinomio menor es el error en la aproximación.

· Una serie de potencias puede considerarse como un polinomio que representa a una función, cuyo grado es infinito. La serie puede parecerse a la función en toda la recta real, en algún intervalo o solamente en algún punto, como es el caso del problema donde solamente son similares las gráficas en el intervalo (-1,1) aproximadamente.

· Las ecuaciones en coordenadas polares son útiles para verificar la trayectoria de cometas, planetas y toda clase de cuerpos celestes que se mueven en el espacio, debido a que la forma de la trayectoria de estos puede ser una de las tres cónicas: parábola, elipse e hipérbola.
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