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RESUMEN:

En este artículo se plantea una reconceptualización de las estructuras semánticas relacionadas con los problemas aritméticos de multiplicación o división, a partir del trabajo realizado por Schmidt y Weiser (1995). En esta oportunidad se ofrecen nuevas estructuras y se definen todas en un lenguaje didáctico y familiar para el maestro primario.

PALABRAS CLAVE:

Estructuras semánticas de problemas multiplicación o división; problemas aritméticos con texto; problemas simples.
INTRODUCCIÓN 

En la actualidad se han desarrollado diversos estudios sobre las estructuras  semánticas de los problemas donde para resolverlos se deben aplicar una de las cuatro operaciones básicas con números naturales. Esto se justifica porque las mismas constituyen modelos lingüísticos apropiados para ser dominados por los maestros, sobre todo de la enseñanza primaria, para que las puedan utilizar en su labor docente en el aula. Estas estructuras les permiten  diversificar y, al mismo tiempo, no dejar fuera ninguna opción al redactar variedad de problemas.   
Contrariamente a lo que ocurre con las estructuras aditivas y sustractivas donde existe consenso entre los investigadores, en el caso de las relativas a la multiplicación y división se tiene diversidad de criterios. Desde mi punto de vista la conceptualización más completa es la ofrecida por los profesores alemanes Siegbert Schmidt y Werner Weiser que será el centro del análisis que se realizará aquí. Existen otros autores que han investigado sobre estas categorías con anterioridad a los  mencionados arriba, tales como: Vergnaud (1983, 1988), Fischbein et al (1985), Greer (1987,1992), Schwartz (1988), Nesher (1988), Bell et al (1989), entre otros. Al final del trabajo se compararán con las categorías que se estudiarán aquí.

Por otra parte, existen muy pocos estudios relativos a los significados prácticos de estas operaciones que sirven de fundamento a las mencionadas estructuras y que será objeto de análisis en otro artículo.
Es por ello, el propósito fundamental de este material, es analizar las diversas estructuras semánticas para los problemas de multiplicación o división a partir de las estudiadas por Schmidt y Weiser (1995).  

DESARROLLO:
Ante todo conviene precisar ¿a qué llamamos problema matemático?
A partir de la sistematización de diversas definiciones consultadas anteriores y tomando como base fundamental la ofrecida por Campistrous-Rizo (1996) se asume aquí la siguiente caracterización:

Un problema, como concepto didáctico- matemático se caracteriza por: 
1. Ser un planteamiento donde aparece una exigencia que obliga a partir de una  situación inicial  buscar una vía de solución para obtener una situación final.

2.  La vía para pasar de la situación inicial a la situación final es desconocida para el resolutor.
3. La persona debe querer hacer la transformación 
La primera condición la cumple todo ejercicio matemático, mientras que la segunda nos indica que no existe un algoritmo predeterminado que permita darle solución. Desde el punto de vista didáctico se aprecia el carácter individualizado de su tratamiento; lo que para un alumno es un problema para otro no lo es. La última condición refleja el aspecto afectivo-motivacional de esta tarea. 

Existen muchos criterios en cuanto a la forma en que se pueden clasificar los problemas matemáticos. Aquí solo se comentará la necesaria para este trabajo.   

Los problemas aritméticos son aquellos donde la vía fundamental de solución es la aplicación de las propiedades de los números o de las operaciones básicas con los mismos.  

Estos problemas se pueden clasificar según diferentes puntos de vista: 

· De acuerdo a la “cantidad de pasos de solución” pudieran ser:

·  simples que son aquellos que se resuelven en un solo paso de solución y

·  compuestos que se resuelven en más de un paso de solución (por lo general, para encontrar lo que se busca hay primero que hallar otros elementos desconocidos que están en el propio problema y que se acostumbra llamarlos subproblemas o problemas auxiliares.

Esta última clasificación en muy empleada en la enseñanza de la Matemática en la escuela primaria cubana. 

Por otra parte los problemas también se pueden clasificar: 

· Por el “tipo de lenguaje utilizado” pueden ser:

·  simbólicos, que se caracterizan por la brevedad y en ellos prevalecen el empleo de signos y notaciones matemáticas y 

· con texto: son los que describen relaciones cuantitativas que existen entre objetos en un lenguaje no simbólico, común. 

Ahora bien, estos últimos se sub-dividen en:

· matemático si el texto que emplea es del lenguaje propio de esta asignatura y
· no matemático o común si su texto es el empleado en la vida, en la práctica y no en el lenguaje propio de la Matemática. 

Ahora bien ¿qué es una estructura semántica?
De acuerdo a la Enciclopedia Electrónica: Encarta 2001 se tiene que el término semántica se define como la “parte de la lingüística que estudia la significación de las palabras”. Tiene otra acepción como adjetivo: “relativo a la significación: valor semántico de una palabra”
. 

La comunicación descansa sobre el supuesto que los hablantes comprendan las palabras del mismo modo. Pero toda palabra es significativa, aparece en determinado contexto y situación espacio-temporal que incluye al hablante y al oyente. El contexto y la situación sirven para determinar el significado del mensaje.

Con respecto a la expresión “estructura semántica”, en la literatura lingüística consultada solo hemos encontrado referencia explícita sobre la misma en el texto de J. Lyons (1973) que apunta: “el vocabulario de una lengua contiene una cantidad de sistemas léxicos  cuya estructura semántica puede describirse a base de relaciones de sentido paradigmáticas y sintagmáticas”
. 
Este mismo autor  precisa: “por sentido de una palabra entendemos el lugar que ésta ocupa en un sistema de relaciones que ella misma contrae con otras palabras del vocabulario”
.  

Las relaciones sintagmáticas (horizontal) son las que se establecen con el resto de las palabras en la cadena hablada en una sucesión temporal que están presentes. No siempre se admite variaciones en el orden de las palabras sin que pierdan sentido. Por el contrario, las relaciones paradigmáticas (vertical) son las que se establecen entre una palabra y todas aquellas que podrían ocupar la misma posición en la cadena hablada que están ausentes. 

¿Qué se entiende por “estructura semántica de los problemas simples con texto?”

La mayoría de los trabajos consultados relacionados con este tipo de estructura, no se propusieron conceptualizar sobre la misma. En el artículo de Lozada de M. de Oca, A. (1994) se tiene la aserción: “La estructura semántica de una expresión o frase se refiere al contenido semántico de la misma, esto es el significado de cada una de las palabras que ensamblado resulta el significado de las oraciones y de la expresión completa”
. 
Se puede apreciar que esta definición es tautológica al contener un círculo, o sea, que el concepto es definido mediante el definidor y viceversa. Tampoco particulariza en el concepto concreto que nos interesa caracterizar.

Otros afirman: “Una categoría semántica está constituida por la conceptualización del sentido de un conjunto de situaciones, reducibles a procedimientos similares de abstracción”
.  Con anterioridad habían hecho referencia a que las categorías semánticas se refieren a las estructuras semánticas aditivas o multiplicativas. De lo anterior se infiere que el concepto de categoría semántica está subordinado al de estructura que es más particular; además la definición dada es demasiado general para ajustarse estrictamente al concepto que pretende definir.   

En este trabajo se asumirá que la estructura semántica de los problemas aritméticos simples con texto es cada uno de los diferentes modelos lingüísticos, con énfasis en el significado, que pueden adoptar estos problemas para darles salida a los significados prácticos de las cuatro operaciones básicas con números naturales.  

También hay que tener en cuenta lo que se denomina campo semántico, considerando que: “...engloba palabras cuyo significado tienen relación entre sí, ya sea una actividad, un arte, una ciencia, etc. Ejemplo: campo semántico de asiento: sillón, sofá, taburete, silla.”
. 

Estructuras semánticas de los problemas de multiplicación o división:

"Las estructuras semánticas de multiplicación en el dominio de los problemas orales de un solo paso pueden ser divididos en cuatro clases: Estas clases coinciden con las clases de las estructuras semánticas de la división”
].
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En una nota aclaratoria ellos asumieron por problemas orales a los “... referidos a un contenido no matemático”
. 

Todo el estudio que se realiza en el referido documento está destinado a las estructuras multiplicativas, aclarando que por cada estructura multiplicativa se pueden distinguir dos versiones para la división, siempre que los factores de la multiplicación  jueguen diferentes roles.

Un aspecto a perfeccionar, es el relacionado a las definiciones o caracterizaciones de cada una de estas estructuras, pues los autores se limitan a plantear un ejemplo y después enumerar algunos de sus aspectos distintivos. 

La primera de las clases es la más amplia y abarca otras cinco subclases: "Todo problema de esta clase...tiene en común lo siguiente: Un factor, el multiplicando, es una medida g1, o especialmente un número cardinal finito. El segundo factor, el multiplicador, es un operador O que  forma el enésimo múltiplo de g1. O aparece como un número "puro", una cantidad sin dimensión. El producto g2 es una medida de la misma clase que el primer factor. Esto es llamado el g1 - O - g2 modelo de multiplicación y división"
.  Después se refieren a dos de esos elementos son conocidos y el tercero desconocido; en dependencia de cual es la incógnita se tendrá una de multiplicación o división.

La primera de estas sub-clases es denominada "estructura de parte-todo" y es descrita por dichos autores así: "...O significa un número cardinal... y la misma medida g1  que está presente simultáneamente. g2 es representada por la unión de g1. g1 y g2 pueden ser cardinales o cantidades de magnitud"
. 

Conviene establecer otra denominación más práctica para esta estructura, definida en un lenguaje más sencillo en correspondencia con los significados de las operaciones de la multiplicación antes precisados y que sirven de fundamento a las mismas. De hecho, estos autores no hacen referencia a este tipo de significados. Esta  estructura se pudiera llamar, como lo hizo Greer (1987): de “grupos iguales” y  quedaría así:

 Los PROBLEMAS DE GRUPOS IGUALES (GI) se caracterizan por establecer relaciones entre un todo, la cantidad de partes iguales en que se ha dividido el mismo y el contenido de cada una de las partes. Se tendrían tres clases en dependencia  que lo desconocido sea uno de los aspectos mencionados en la definición: 

GI 1: (Total desconocido):

         Amelia tiene 8 cajas de lápices con 10 lápices  en cada una. ¿Cuántos lápices tiene en total?                        8 . 10 = ?

GI 2: (Contenido desconocido):

         Amelia tiene 80 lápices y quiere repartirlos por igual en 8 cajas. ¿Cuántos lápices   tendrán cada caja?         80 : 8 = ?

GI 3: (Partes iguales desconocida):

         Amelia tiene 80 lápices y quiere colocarlos en cajas de 10 lápices cada una. ¿Cuántas cajas necesitará para envasarlos?     80 : 10 = ?

Se coincide con estos autores que en esta estructura usualmente no aparecen las palabra "tiempo" o  "vez"; pero se emplea con frecuencia el vocablo "cada".

La segunda de las sub-categorías la llaman "estructura de repetición" que es caracterizada así: "...O significa el número cardinal de repetición de una acción. Con cada repetición un representante adicional de g1 ocurre. Un representante de g2 es sucesivamente descompuesto separando los representantes de g1”
.  

En este caso se mantiene la denominación, pero expresándolo en un lenguaje más asequible:

Los PROBLEMAS DE REPETICIÓN ® son aquellos que en su interpretación inicial nos conduce al planteamiento de operaciones sucesivas de adición (de iguales sumandos) o de sustracción (de iguales sustraendos). Se tendrían tres sub-categorías en dependencia de si la operación sucesiva es de adición o de sustracción (una para cuando la cantidad. de veces es desconocida y la otra si el sustraendo es desconocido):

Suma de sumandos iguales:

R 1: Cada vez que Antonio visita a sus abuelos le lleva 6 caramelos. ¿Cuántos caramelos  habrá llevado cuando vaya 20 veces?
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Restas sucesivas de iguales sustraendos:
a) Cantidad de veces desconocida:
R 2: Antonio tiene 120 caramelos. Si cada vez que él visita a sus abuelos le lleva 6        caramelos. ¿Cuántas visitas deberá hacer para entregar esa cantidad de caramelos?      120 – 6 – 6 - ... = 0    o sea 120 : 6 = ?

b) Sustraendo desconocido: 

R 3: Antonio tiene 120 caramelos. Si cada vez que él visita a sus abuelos le lleva la misma cantidad y él va 20 veces al mes. ¿ Cuántos caramelos le lleva en cada viaje?    
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En este tipo de categorías se emplea con frecuencia los términos "veces", "cada vez", "todas las veces", entre otros de su mismo campo semántico.

Se considera que las distintas estructuras semánticas establecidas o por puntualizar, son diferentes categorías o tipos y no constituyen una clasificación o división en clases, pues las clases no son disjuntas. Sin embargo, como se verá en estas dos últimas estructuras no siempre es posible determinar con precisión cuando un problema dado pertenece a una categoría o a otra (de hecho esto no tiene repercusiones negativas para el proceso de enseñanza-aprendizaje, todo lo contrario permite desarrollar diversos puntos de vistas y defenderlos). Se Ilustrará estos planteamientos con el siguiente ejemplo:

· Un jardinero siembra en un cantero 12 filas de lechugas. Si en cada uno de ellos planta 10 de ellos. ¿Cuántas lechugas él ha sembrado en total?

Si se hace énfasis solamente en el resultado de la actividad (que en este caso es sembrar) el problema sería de grupos iguales, pero si además nos interesa el desarrollo o el proceso de la actividad entonces lo consideraríamos de repetición.

Esta ambigüedad podría salvarse si estableciéramos que en los casos que lo requieran se considerará tanto el resultado como el desarrollo de la actividad.

La  tercera clase que introducen es "la estructura de cambio multiplicativo" que se explica de la siguiente forma: "O significa un proceso que transforma un representante de g1 en un representante g2"
. Estos problemas, por lo general, se caracterizan por establecerse en ellos relaciones de divisibilidad, que estaría representada por lo que ellos denominan operador O. Aquí se denominará simplemente de divisibilidad:

  Los PROBLEMAS DE DIVISIBILIDAD (Dv) se caracterizan por establecer relaciones entre una cantidad y su múltiplo o divisor.

A diferencia de los autores de referencia, donde de manera implícita, solamente determinan tres sub-categorías, en nuestro caso se tendrían seis, en dependencia de que lo desconocido sea: un múltiplo (divisor), el número conocido   un múltiplo (divisor) de él o qué múltiplo (divisor) es un número de otro: 

Los autores de referencia solo consideran los problemas dinámicos como los que siguen:

b) dinámicos:

Dv 1: Una granja agropecuaria inició la producción con 1 000 cerdos. Durante su primer año se triplicó esa cantidad. ¿Cuál fue la producción de la granja al final de ese año?

Dv 2: Una fábrica en su primer año de trabajo tuvo $ 3000 de gastos. Al finalizar el segundo año redujo los mismos a la tercera parte respecto al primero. ¿A cuánto ascendieron los gastos en ese segundo año de labor?

Dv 3: Al finalizar el primer año de trabajo la producción de una granja agropecuaria fue de  3 000 cerdos. Esa cantidad representa el triplo de lo que tenía al comienzo del año. ¿Con cuántos cerdos inició su reproducción?

Dv 4: Al finalizar el segundo año de trabajo de una fábrica tuvo $ 1 000 de gastos. Esa cantidad representa la tercera parte de lo que gastó durante su primer año de labor.  ¿Cuánto gastó en su primer año de trabajo?

Dv 5: Una granja agropecuaria inició la producción con 1 000 cerdos. Durante su primer año ya tenían 3 000 cerdos. ¿Cuántas veces es la producción al finalizar el primer año de trabajo al compararla con lo que poseía al principio?

Dv 6: Una fábrica en su primer año de trabajo tuvo $ 3 000 de gastos, mientras que en el segundo solo gastó $ 1 000. ¿Qué parte representa lo gastado durante el segundo año al compararlo con lo que gastó en el primero?

Sin embargo, también pueden ser estáticos como se ejemplifican a continuación:

a) estáticos:  

¡Dv 1: (Hallar el múltiplo de un número):

           Pedro tiene 4 años de edad y su hermana Carmen tiene el triplo de su edad. ¿Qué edad tiene Carmen?               3 . 4 = ?

¡Dv 2: (Hallar el divisor de un número):

           Carmen tiene 12 años de edad y su hermano Pedro tiene la tercera parte de su edad. ¿Qué edad tiene Pedro?         12 : 3 = ?

¡Dv 3: (Hallar el número conocido un múltiplo de él):
           Carmen tiene 12 años de edad. Su edad representa el triplo de la de su hermano Pedro. ¿Qué edad tiene Pedro?         12 : 3 = ?

¡Dv 4: (Hallar el número conocido un divisor de él):
           Pedro tiene 4 años de edad. Su edad representa la tercera parte de la de su hermana Carmen. ¿Qué edad tiene Carmen?      4 . 3 = ?

¡Dv 5: (Hallar que múltiplo es un número de otro):
           Carmen tiene 12 años y su hermano Pedro tiene 4. ¿Cuántas veces es la edad de Carmen respecto a la de su hermano?    12 : 4 = ?

¡Dv 6: (Hallar qué divisor es un número de otro):

           Carmen tiene 12 años y su hermano Pedro tiene 4. ¿Qué parte representa la edad de Pedro respecto a la de su hermana?     12 : 4 = ?

Con frecuencia se emplean los términos "doble" "triplo", "mitad", "tercera parte", entre otros de esta misma naturaleza. 

Estos últimos ejemplos justifican la NO denominación de cambio multiplicativo, como una extrapolación de la estructura aditiva de cambio, por ser esta última dinámica, pero la multiplicativa NO necesariamente lo es.

La cuarta subclase que indican es "la estructura de comparación multiplicativa" donde se afirma  "O significa una relación estática entre g1 y g2. En la mayoría de los casos los representantes de g1 y g2 son disjuntos"
.  

Se mantendría la denominación pero se definiría así:

Los PROBLEMAS DE COMPARACIÓN MULTIPLICATIVA (CM) son aquellos donde además de establecer una relación de divisibilidad entre las cantidades o conjuntos que intervienen en el mismo, se introduce una semejanza o diferencia cuantitativa entre dos cantidades que intervienen en el mismo.  

Aquí ellos solamente incluyen tres sub-clases porque emplean como expresión comparativa "tantas veces como", que  aunque en nuestro idioma no es muy usado, tiene sentido y lo mantendremos. Existen tres  sub-categorías en dependencia que la incógnita sea: el conjunto comparado, el conjunto referente o el conjunto factor (resultado de la comparación multiplicativa). 

Conjunto comparado desconocido:

CM 1: Ana tiene 9 caramelos y  Beatriz tiene cuatro veces tantos como Ana. ¿Cuántos  caramelos tiene Beatriz?          9.4 = ?

Conjunto referente desconocido:

CM 2: Ana tiene 36 caramelos. Ella tiene cuatro veces tantos como Beatriz. ¿Cuántos caramelos tiene Beatriz?       36 : 4 = ?

Conjunto factor desconocido:

CM 3: Ana tiene 9 caramelos mientras que Beatriz tiene 36. ¿Cuántas veces tiene Beatriz tantos  caramelos como Ana?        36 : 4 = ? 

Aunque ellos afirman que se establece una relación estática, el siguiente ejemplo justifica que también puede ser dinámica:

· Un ciclista recorrió ayer 5 km., mientras que lo que ha transitado hoy es tres veces tanto como lo que hizo ayer. ¿Cuántos km. ha viajado hoy?

Se ha incluido una variante de esta categoría que es muy usada en el lenguaje cotidiano. La misma se obtiene cuando combinamos los adverbios de cantidad más o menos con un adjetivo, como se ilustra seguidamente: 

¡CM 1’ : Un peatón camina en una hora 5 km. Un ciclista es 4 veces más rápido que el peatón. ¿Cuántos km. recorre el ciclista en una hora?  4.5 = ?

¡CM 1": Un ciclista recorre 20 km. en una hora. Un peatón es 4 veces más lento (menos  rápido) que el ciclista. ¿Cuántos km. camina el peatón en una hora?  20:4 = ?

¡CM 2’: Un ciclista recorre 20 km. en una hora. Él es 4 veces más rápido que un peatón. ¿Cuántos km. camina el peatón en una hora?  20:4 = ?

¡CM 2": Un peatón camina en una hora 5 km. Él es 4 veces más lento que un ciclista. ¿Cuántos km. recorre el ciclista en una hora? 4.5 = ?

¡CM 3’: Un peatón camina en una hora 5 km. mientras que un ciclista recorre 20 km. en ese mismo tiempo. ¿Cuántas veces es más rápido el ciclista que el peatón? 20:5 = ?

¡CM 3": Un peatón camina en una hora 5 km. mientras que un ciclista recorre 20 en ese mismo tiempo. ¿Cuántas veces es más lento el peatón que el ciclista?  20:5 = ?

La última subclase las denominan "estructura de proporción" y la idea central expresada consiste en que en este caso el operador O es sustituido por dos conjuntos de medidas:

G = {g1, g2} y G´ = {e, g} y que entre los elementos de ambos conjuntos se asume una relación de proporcionalidad. Los problemas con esa estructura son conocidos en nuestro país como problemas de proporcionalidad.

Los PROBLEMAS DE PROPORCIONALIDAD (P) son aquellos donde intervienen cuatro cantidades que cumplen que dos de ellas pertenecen a una misma magnitud y están expresadas en una misma unidad de medida que al multiplicarlas o dividirlas por otras dos correspondientes de otra magnitud que también tienen una misma unidad de medida, el resultado es constante. De ellas una siempre es igual a la unidad y  otra es desconocida.

Los autores de referencia solamente consideran tres sub-categorías, las relacionadas con la proporcionalidad directa; sin embargo, se incluyen aquí  otras tres, para la proporcionalidad inversa:

Cociente constante (Proporcionalidad directa):

P 1: Si una persona camina como promedio 5 km. en 1 hora. ¿Qué distancia recorre en 3  hrs.?  3.5 =?

P 2: Si una persona camina como promedio 5 km. en 1 hora. ¿En qué tiempo recorrerá 15 km.?   15 : 5 = ? 

P 3: Si una persona camina 15 km. durante 3 hrs. ¿Cuál es el promedio de km. que recorre en  una hora?   15:3 = ?

Producto constante ( Proporcionalidad inversa):

¡P 4: Si un alumno necesita 12 días para limpiar un campo de tomates. ¿Cuántos días necesitarán 4 alumnos para realizar la misma labor, al mismo ritmo de trabajo? 12:4 = ?

¡P 5: Si un alumno necesita 12 días para limpiar un campo de tomates. ¿Cuántos alumnos se necesitarán para realizar la misma labor en 3 días, al mismo ritmo de trabajo?  12:3 = ?

¡P 6: Si 4 alumnos necesitan 3 días para limpiar un campo de tomates. ¿Cuántos días         necesitará un alumno para realizar él solo esta labor, al mismo ritmo de trabajo? 3.4 = ?

Entre los problemas de proporcionalidad y los de grupos iguales existe una gran relación. A continuación se enunciarán dos problemas con el mismo contexto, pero donde un ligero cambio de alguna palabra cambia su estructura:

· Una persona camina a una velocidad promedio de 5 km. por hora. ¿Cuánto recorre en 3 horas? ( grupos iguales)

· Una persona camina 5 km. en una hora como promedio. ¿Cuántos km recorre en 3 horas? (proporcionalidad)

La segunda clase que Schmidt y Weiser ofrecen en su artículo, como ya se dijo denominan: "la estructura de combinación" donde "los dos factores a y b son cardinales de los conjuntos finitos A y B. El producto a aparece como el número de elementos de A x B”
.  

Siguiendo el significado en el cual se basan los denominaría de conteo, y se pudieran caracterizar de la siguiente manera:

Los PROBLEMAS DE CONTEO © son aquellos donde se aplica la igualdad card(AxB) = card(a).card(B), (se refieren a las distintas formas de hacer algo).

En esta ocasión se tienen dos sub-categorías en dependencia de que lo desconocido sea card(AxB) o el cardinal de otro de los dos conjuntos, ya que aquí los dos factores juegan el mismo rol, para nuestros efectos.

C 1: (Cardinal del producto cartesiano desconocido):
        Juana tiene 4 blusas y 3 sayas. ¿Cuántas combinaciones distintas podrá ponerse con  ambas prendas de vestir?      4.3 = ?

C 2: (Cardinal de uno de los conjunto desconocido):

        Juana tiene 4 blusas y cierta cantidad de sayas. ¿Cuántas sayas tendrá si en total podrá ponerse 12 combinaciones diferentes          12 : 4 = ?

Los problemas de esta estructura con frecuencia emplean los términos de; "posibles combinaciones", "las combinaciones que pueden ser hechas" o "las distintas formas de hacer algo",  u otras expresiones lingüísticas parecidas.

La penúltima de las estructuras que proponen la denominan "de composición de operadores"; al respecto señalan: "En esta estructura los dos factores y el producto son operadores del mismo dominio de medidas. La multiplicación ocurre como la composición de dos factores. La medida de los múltiplos, los cuales tienen que ser formados, aparecen solo como variables"
. 

Los autores de referencia solamente indican la posibilidad del múltiplo, pero también se deben incluir los divisores como se puede apreciar en la siguiente definición. Además, sería oportuno denominarlos:

Los  PROBLEMAS DE DIVISIBILIDAD REPETIDA (DR) son aquellos donde se aplica la siguiente inferencia; si b = k1.a  y c = k2.b entonces c = k3.a con k3 = k.k2 donde a,b,c son números naturales y k1,k2 k3 son números racionales.                    

Aquí se tendrán seis subcategorías, en dependencia que lo desconocido sea k1, k2 o k3 y de que los mismos sean múltiplos o divisores o sea si kiєN o kiєQ

Lo anterior se ilustra a continuación:
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Múltiplo (divisor) compuesto desconocido:

DR 1: Durante su primer año de vida Otto triplicó su peso al nacer; mientras que en el segundo año él duplicó su peso respecto al primer año. ¿Cuántas veces es el peso al  finalizar su segundo año de vida respecto a su peso al nacer?   3.2 = ?

¡DR 2: Una fábrica en su segundo año de trabajo redujo los gastos a la mitad respecto al primer año; mientras que en el tercero disminuyó la tercera parte respecto al segundo año. ¿Qué parte representa los gastos en el tercer año respecto al primero?  2.3 = ?

Primer múltiplo (divisor) desconocido:

DR 3: Durante su segundo año de vida Otto duplicó su peso respecto al primero. Al finalizar su segundo año de vida él sextuplicó su peso respecto al que tuvo al nacer. ¿Cuántas veces es su peso al concluir su primer año de vida con relación a su peso al nacer?     6:2 = ?:

¡DR 4: Una fábrica durante su tercer año de trabajo redujo los gastos a la tercera respecto al segundo año. Al finalizar el tercer año disminuyó los gastos la sexta parte con relación al primer año. ¿Qué parte representa los gastos en el segundo año respecto al primero?  6:3 = ?

Segundo múltiplo (divisor) desconocido:

DR 5: Durante su primer año de vida Otto triplicó su peso al nacer. Al finalizar su segundo año de vida él sextuplicó su peso respecto al que tuvo al nacer. ¿Cuántas veces es su  peso al concluir su segundo año de vida respecto al primer año?   6:3 = ?

¡DR 6: Una fábrica durante su segundo año de trabajo redujo los gastos a la mitad respecto al primer año. Al finalizar el tercer año disminuyó los gastos la sexta parte con relación al primer año. ¿Qué parte representa los gastos en el tercer año respecto al segundo? 6:2 = ?

La última estructura que introducen los autores es la llamada "multiplicación por fórmula" que es aquella en que  dos factores aparecen como cantidad de magnitud. El producto es una cantidad de magnitud  también." 
 

Para comprender esta estructura es necesario poseer conocimientos de diversas disciplinas  y que los alumnos hayan dominado las estructuras anteriores. Es por ello que se comparte el criterio que la misma debe introducirse en el currículo escolar al finalizar la enseñanza primaria. No obstante,  por la incidencia que tiene en la geometría escolar se considera  oportuno introducir la estructura siguiente como un caso particular de la que se acabó de nombrar:

Los PROBLEMAS DE ARREGLOS RECTANGULARES (AR) son aquellos donde intervienen el cálculo del "área" de un "rectángulo", donde los "lados" pueden ser o no un conjunto discreto.

Aquí se tendrían dos subcategorías para el caso que los lados sean un conjunto discreto (subconjunto de los números naturales) y dos también cuando los lados sea un conjunto continuo (subconjunto de números reales). En ambos casos la estructura multiplicativa corresponde al área desconocida y la de la división cuando uno de los lados es desconocido. 

“Área” del “rectángulo” desconocida:

¡AR 1:  Los niños de una escuela primaria participaron en un desfile martiano formando un bloque rectangular de 235 niños a lo largo y por 25 niños a lo ancho. Calcula la cantidad de niños que desfilaron en este bloque.  234.25 = ?   

AR 1’: Un terreno deportivo rectangular tiene 60 m de largo y 30 m de ancho. ¿Qué área tiene el terreno?  60.30 = ? 

“Longitud” de un “lado” desconocida:

¡AR 2: En un desfile martiano participaron 2 500 niños de una escuela primaria formando un bloque rectangular de 100 niños a lo largo. ¿Cuántos niños desfilaron a lo ancho?                2 500 : 100 = ? 

AR 2’: Un terreno deportivo rectangular tiene un área de 1 800 m2. ¿Cuánto mide su ancho si   tiene 60 m de largo?   1 800 : 60 = ?

En conclusión, el sistema de estructuras semánticas descrito es completo, pues cada problema aritmético con texto simple de multiplicación o división se le puede asignar, al menos, a una de estas estructuras semánticas y cada significado práctico de estas operaciones está representado en las mismas.

Aunque las estructuras semánticas que se han definido se refieren a los problemas simples, existe una estructura que se emplea incorrectamente como una de comparación multiplicativa cuando en realidad se establece una comparación tanto aditiva como multiplicativa, luego es un sencillo problema compuesto. Es por ello se incluirá aquí. La misma se pudiera caracterizar así:

Los PROBLEMAS DE COMPARACIÓN ADITIVA MULTIPLICATIVA (CAM) son aquellos donde se establece una relación de semejanza cuantitativa y al mismo tiempo de divisibilidad entre dos cantidades. En ellos intervienen: conjunto comparado, referente y factor. Existen seis sub-clases en dependencia de cual de los conjuntos anteriores es la incógnita y de si la comparación es por exceso o por defecto. 

Conjunto comparado desconocido:

¡CAM 1: Ana tiene 9 caramelos. La cantidad de caramelos que tiene Beatriz es 4 veces mayor que la de Ana. (Beatriz tiene 4 veces más caramelos que Ana). ¿Cuántos caramelos tiene Beatriz?


[image: image4]4 + 1 = ? (5) ;     9 . 5 = ?

¡CAM 2:  Ana tiene 45 caramelos. La cantidad de caramelos que tiene Beatriz es 4 veces menor que la de Ana. (Beatriz tiene 4 veces menos caramelos que Ana). ¿Cuántos caramelos tiene Beatriz?

   
[image: image5]4 + 1 = ? (5) ;     45 : 5 = ?

                                        Conjunto referente desconocido:

¡CAM 3: Ana tiene 45 caramelos. Esa cantidad de caramelos es 4 veces mayor que los que tiene Beatriz. (Ana tiene 4 veces más caramelos que Beatriz). ¿Cuántos caramelos tiene Beatriz?


[image: image6]4 + 1 = ? (5) ;     45 : 5 = ?

¡CAM 4: Ana tiene 9 caramelos. Esa cantidad de caramelos es 4 veces menor que los que tiene Beatriz. (Ana tiene 4 veces menos caramelos que Beatriz). ¿Cuántos caramelos tiene Beatriz?           

        
[image: image7]4 + 1 = ? (5) ;     9 . 5 = ?

                                          Conjunto factor desconocido:

¡CAM 5: Ana tiene 9 caramelos mientras que Beatriz tiene 45. ¿Cuántas veces mayor es la cantidad de caramelos que tiene Beatriz respecto a los de Ana. (¿Cuántas veces tiene Beatriz más caramelos que Ana?)

     
[image: image8]45 : 9 = ? (5);     5 - 1 = ? 

¡CAM 6: Ana tiene 9 caramelos mientras que Beatriz tiene 45. ¿Cuántas veces menor es la cantidad de caramelos que tiene Ana respecto a los de Beatriz. (¿Cuántas veces tiene Ana menos caramelos que Beatriz? )


[image: image9]45 : 9 = ? (5);     5 - 1 = ?                    

NOTA:- Las notaciones de las estructuras acompañadas de un asterisco (*) indican que son adecuaciones lingüísticas realizadas por el autor del presente trabajo, mientras que las que se le antepone un signo de admiración (¡) han sido creadas por el propio autor del texto. 

Para finalizar se va a presentar un cuadro comparativo del sistema de estructuras de la multiplicación y división que se han acabado de estudiar con las establecidas por otros autores:

	AUTORES

Y AÑO
	DISTINTAS CATEGORÍAS SEMÁNTICAS

	Greer (1987)
	Grupos iguales
	NO
	NO
	Compa-

ración multipli

cativa
	NO
	Producto

Carte-

siano
	Área

Rectan-

gular
	NO

	Nesher (1988)
	Regla de correspondencia
	NO
	IDEM
	NO
	Proble

mas Carte-

sianos
	NO
	NO

	Bell et al

(1989)
	Grupos múltiples

de medidas repetidas
	Cambio de medidas
	NO
	Estructu-

ra de razón
	NO
	NO
	NO

	Vergnaud (1991)
	Isomorfismo de medidas
	Espacio de medidas
	NO
	Producto de medidas
	NO

	Schmidt y Weiser (1995)
	Parte-todo


	Repeti-

ción
	Cambio

Multipli-

cativo
	Compa-

ración Multipli-

cativa
	Propor-

ción
	Multipli

cación combi-

natoria
	Multipli-

cación por fórmula
	Compo-

sición de operado-

res

	Capote (2002)
	Grupos

iguales
	IDEM
	Divisibilidad
	IDEM
	Propor-

cionali-

daD
	Conteo
	Arreglos

Rectan-

gulares
	Divisibi-

lidad Repetida
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