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La integral indefinida
Sea [image: image2.png]


 una función; se dice que [image: image4.png]


, función derivable, es una primitiva de [image: image6.png]


 si se verifica

[image: image7.png]



[image: image354.png]


Ejemplo: hallar dos primitivas de [image: image9.png]flx) =3x*



. Hallar también la expresión general

[image: image10.png]



Por tanto, dado que la derivada de [image: image12.png]F=x3+CVCER



 es [image: image14.png]flx) =3x*




De esta manera, dado que [image: image16.png]


, la obtención de la primitiva es una operación inversa a la derivación: se trata de la integración. En consecuencia, 

[image: image17.png]



En efecto, si [image: image19.png]


 es una primitiva de [image: image21.png]


, entonces [image: image23.png]F+C



 también lo es, ya que

[image: image24.png](F+0)'





Asimismo, si una función [image: image26.png]


 tiene derivada nula en un intervalo, entonces [image: image28.png]


 es constante (se admite sin demostración). 

Por ello, si [image: image30.png]


 y [image: image32.png]


 son primitivas de [image: image34.png]


, entonces se diferencian en una constante, es decir:

[image: image35.png]F=fl);Ex)=f)->fx)=fx) e FX)-EX)=0-FK -FK =C




Concepto de diferencial de una función en un punto
Como ya se estudió, la recta tangente en P es la recta que mejor se aproxima a la curva en las cercanías del punto, lo cual quiere decir, por tanto, que 

[image: image36.png]BAXCA= h—=0




El incremento de la función [image: image38.png]


 es el punto [image: image40.png]


 es:

[image: image41.png]Af(x) = flx +h) — f(x)




[image: image42.png]x*h





Al valor de BA, que es el incremento correspondiente a la recta tangente en [image: image44.png]


, se le llama diferencial de la función en el punto [image: image46.png]


, esto es,

[image: image47.png]BA=df(x)





Teniendo en cuenta que la pendiente de la recta tangente es

[image: image48.png]5

af(x) _df@)
AP G+-(® h

m=() =




Se tiene que

[image: image49.png]df(x) =

- f(x)




Para la función [image: image51.png]flx) =x



, se tiene que 

[image: image52.png]df(x) =dx=h-1=h-dx=nh




Por lo que es posible escribir, para toda función real de variable real,

[image: image53.png]df(x) = f'(x)dx




Por lo que

[image: image54.png]df(x)

f'@x) =




, que es la expresión de la derivada de una función como un verdadero cociente de diferenciales. Obsérvese que si [image: image56.png]


 es una primitiva de [image: image58.png]f(x)



, entonces tiene que ser [image: image60.png]F'ix)=f(x)



, y por tanto,

[image: image61.png]dF(x) = F(x)dx — f Fdx = F(x)




Propiedades de la integral indefinida

a) Linealidad: la integral de la suma es al suma de las integrales:
[image: image62.png]f(f:+/'z)dl:ff:dl+ffzdl




b) Dado que la derivada de la suma es la suma de las derivadas, se tiene que

[image: image63.png]F es primitiva de f  CF es primitivade Cf — (CF)' = CF' = Cf » fodx =





Regla de la cadena

Dado que la regla de la cadena para la derivación es

[image: image64.png]h(x) = g(f(x)) = r'(x) = g'(f(x)) - f'(x) = dh(x) = g'(f(x)) - f' (X)ax




Y por tanto se verifica que

[image: image65.png]J o) £ (ax = 5(70) + €




Ejemplo: hallar la regla de la cadena para la integración para una función resultado de la composición de otras tres funciones.

[image: image66.png]h(x) = £ (g(k(x)) = 1 () = £ (9 (k(2) ) - g/ (k(0) - k' () = () = f* (9 (k) ) - o' (k(2)) - k' ()aix




[image: image67.png]J 7 (9(e) - ' (k) - 'y = £ (g () +




Integrales inmediatas
Se denominan integrales inmediatas a aquellas que no requieren ningún método para encontrar una primitiva sino el simple reconocimiento de la función que se ha derivado. La fórmula anterior permite reinterpretar la lista de integrales inmediatas haciendo actuar las funciones elementales sobre funciones cualesquiera. Se obtiene así la siguiente lista:
	[image: image68.png][ s Gax =






	[image: image69.png]. _
ff(x) dx=lfl +C





	[image: image70.png]jsinf(x) - f'(Wdx = — cosf(x) +C





	[image: image71.png]f cosf(x) - f(x)dx = sin f(x) + C





	[image: image72.png]sinflx) __ [zsinflx)

cosf(x) cosf(x)

[ranrco = Infcosf ()| +C





	[image: image73.png])
cos?f(x)

[ 1+ p @1 10 =

dx = tan f(x) +C





	[image: image74.png])

TR pOEe — () + ¢





	[image: image75.png]I% x = arcsin f£(x) + C





	[image: image76.png]f#((i)]z ix = arccos f(x) + C





	[image: image77.png]f ). f1(x) dx = eF ) 4 C





	[image: image78.png]1
YON =—qf®
fa Frax= el





	[image: image79.png]jlnf(x) f'@dx = f@UnfE) — D +C=FEInf(x) - f() +C






Integrales de funciones racionales
a) Si el denominador es de grado la unidad, fácilmente se tiene que
[image: image80.png]A ax
——dx=A|——=Alnlx—al+C
x-a x-a




b) Si el denominador sólo tiene raíces simples, es conveniente hallar las raíces del mismo para lograr descomponer la integral en otras dos integrales más sencillas. Véase el ejemplo:

[image: image81.png]j:ilidx jl(x+1) f(x x+1dx f dx*fxn




[image: image82.png]Alnlx| +k+BIn|[x+ 1| +k =Aln|x| + Bln|x+ 1| +C




Para hallar A y B (y todas las demás pertinentes generalizando para cualquier caso) es posible aplicar dos métodos, según convenga:

· Raíces: sustituir las [image: image84.png]


 de la ecuación resultante por el valor de las raíces obtenidas. En el caso anterior,

[image: image85.png]D x=0
tragox-2=Al+ DBy xr+ D=0 [





[image: image86.png]0-0-2





[image: image87.png]-1--3

—-B—-B





Por tanto,

[image: image88.png]Aln|x| + BIn|[x+ 1| +C =3In|x+ 1| —2In|x| + C




Es decir, se ha obtenido que

[image: image89.png]x—=2
| Fzax =mlx+ 11— 2mlxl +.




·  Igualación de coeficientes: en ocasiones, el método anterior no es apropiado debido a diversas razones puramente algebraicas; por ello, es posible aplicar el método de igualación de coeficientes, que como su nombre indica, consiste en igualar los coeficientes de las incógnitas de igual grado. Siguiendo con el ejemplo anterior, nótese que al ser

[image: image90.png]x—2=A(x+1) +Bx




Se tiene

[image: image91.png]x—2=Ax+A+Bx—>x—Ax—Bx=A+2-x(1-4A-B)





[image: image92.png]



Que, obviamente, coincide con los resultados obtenidos por el método anterior, de manera que a continuación solo es necesario sustituir y resolver la integral mediante las inmediatas. 

c) Si el denominador tiene raíces reales múltiples, es conveniente seguir el método anterior de igualación de coeficientes en todo aquel caso en que las raíces no ofrezcan una salida de resolución. Efectivamente, resultará un sistema de n ecuaciones con n incógnitas cuya resolución es conveniente realizarla mediante el método matricial gaussiano. Véase el ejemplo subsiguiente:

[image: image93.png]3x*—-5x+1 A B c
N [y e e N





[image: image94.png]= | Fogan+ | gt | gy




En efecto, es notorio que una solución muy sencilla para el valor de A, B, C sería A=B=0 y C=3x2-5x+1, pero no se soluciona nada al resultar la misma expresión que al principio. Por ello, es necesario buscar otra solución mediante los métodos anteriores. Efectivamente,
[image: image95.png]3x*-5x+1 A + B + c
x-2)°% -2 (x-27 (x-3)3





[image: image96.png]3x2-5x+1=A(x-2)?+B(x—-2)+C




[image: image97.png](x —2)*=0-x =2rank3;




[image: image98.png]x=2-3(2)2-52) +

A-0+B-0+C—=C





Dado que no se tienen más raíces, es necesario aplicar el método de igualación coeficiental, 

[image: image99.png]3x? —5x +1=Ax>—4Ax+4A + Bx— 2B+ C;





[image: image100.png]x?(3—-A)+x(-5+44-B)





[image: image101.png](a pse o luses~ (G 5 9~ 1 3)-{GI3




Por tanto,

[image: image102.png]fAd+j 2 d+f C av=amx—2+52 =2
T2 BT Gt o e T Al 2r1





[image: image103.png]G-2)77
HCT g F 3k =3mlx—2] -





Esto es,

[image: image104.png]Einl LA N T YA R
G-ps @x=3nix 22—





d) Si el denominador tiene raíces imaginarias y el numerador es una constante, nótese que será

[image: image105.png]I i 7/1[ ax
it oxte T aivx v e




Si se hallan las raíces del denominador, es muy fácil resolver una integral de este tipo, ya que se tiene

[image: image106.png]ax*+bx+c=0—raices ECox=a+fi




Y por tanto,

[image: image107.png]ax?+bx +

(a+pD))(x—(a—p))=(x—a-p)x—a+pi)





[image: image108.png]=—fxi+afi—f**—ax+a’—afi+pxi—ax+x*=




[image: image109.png]=(x—a)?+p?




Así pues, puede afirmarse que

[image: image110.png]"Lﬂfiwﬁ‘“f,eu@ D7 "f (x u);]

52 [1 +




[image: image111.png]SR b o




e) Si el denominador tiene raíces imaginarias y el numerador es de grado uno, nótese que será

[image: image112.png]Mﬂfd’f(,, A B )d*j AY e+
prorwyaniaiall R pveayvany e sy Ll oy vt s




[image: image113.png]+f L *Aj *_a +Ef -
oyl ey yarwlo bl e




[image: image114.png]*Aj *_a +Ef hd *Aj - dx+o tan (25 4
“A ) T TR 1+(x*u)27 e rbrrc KT 5
B




f) Así pues, nótese como es posible hallar un método general para la resolución de integrales cuyo denominador posee raíces imaginarias y el numerador es de grado n, ya que
[image: image115.png]Ax"+ Bx"TI A Cx" A+ 9x 46 x" X
= dx=4|— dx+B | — dx+
ax?+bx+c ax?+bx+c axZ+bxtc




[image: image116.png]+cf A +0f X axil un(17 )+c
it el rbrrc T 7




Métodos de integración
a) Método de descomposición:
Se basa en la linealidad de la integral indefinida,

[image: image117.png]3 7] AL )
Tra2¥® = Ty 172

fadi»fxd*ifldi»
T 2@t T a®=3 1o





[image: image118.png]+lj 2 dx=3arctanx +5Inf1+x% 4 C
3 ) Ty = dactanx s x





b) Método de cambio de variable o sustitución: 

Suele aplicarse en los siguientes casos:

i) Se pretende calcular una integral [image: image120.png]J h(x)dx



 en las que puede reconocerse que

[image: image121.png]h(x) = fg(x) ) g’ (x)




Si se supone que

[image: image122.png]| rar=re




Nótese que se obtendrá

[image: image123.png]f h()dx= | f(g()g'Xax




Si se realiza el cambio de variable

[image: image124.png]



Se tiene que 

[image: image125.png]dt = g' (X)dx > f h(xdx = f £(96)g' e f FO at =F@) = F(g(x)




Hallar la integral indefinida de la expresión [image: image127.png]XCOosX



 mediante el método de sustitución. 
[image: image128.png]fsin‘zmsxdx; t sinxadr:mszdx;f




[image: image129.png]



Hallar la integral indefinida de la expresión [image: image131.png]3x+1



 mediante el método de sustitución.

[image: image132.png]je’"‘dx; t=3x+1-dt=3dy f!’"‘dx je'dx




[image: image133.png]



Hallar la integral indefinida de la expresión [image: image135.png]


.

[image: image136.png]



[image: image137.png]1
= jarcsint + C = Sarcsinx? +




Demuestre que [image: image139.png]Jtan f(x)dx = —In|cos f(x)| + C




[image: image140.png]sinfx)
sf(x)

t

dx; cosf(x) =t = —dt =sin f(x) dx;
£ (an) _

sinf(x)

S e
osr





[image: image141.png]—In|t| + € = —Inlcos f ()| + C




ii) Este método también es ampliamente utilizado para calcular la integral del caso anterior, es decir,

[image: image142.png]fh(x)dz




Realizando el cambio de variable [image: image144.png]


. Nótese pues que el diferencial de x será igual a la función derivada de u(t) por el diferencial de t, esto es,

[image: image145.png](8) = dx = ' (B)dt > f h()dx = f A(u(®)u'(Dde = H(e)




Nótese que si la función [image: image147.png]


 tiene reciproca, puede deshacerse el cambio y expresar la integral en función de [image: image149.png]


;

[image: image150.png]f h()dx =HE® = Hu™()




Por tanto,

[image: image151.png]f’l(x)dx =

R(u®)u (Odt = HE) +C = Hu @)+




Cabe apuntar que para la resolución de este tipo de integrales en ocasiones en necesario recurrir a las relaciones trigonométricas aquí abajo explícitas: 
[image: image152.png]2sin®x (1 —cos®x) +sin®x 1-—(cosx—sinx) 1-—cos2x
2 2 - 2 2

x





[image: image153.png]



[image: image154.png]2cos®x _ (1—sin®x) +cos®x 1+cosix—sin®x 1+cos2x
2 2 - 2 -T2 T

cos?x =





[image: image156.png]



Hallar la integral de la expresión [image: image158.png]



[image: image159.png]f,/1 —x7dx; sin’ x +cos?x = 1; x =sint > dx = costdt;




[image: image160.png]f 1—zidx:f T—sin? t cost msrmsmt:fmsimt




[image: image161.png]-G+

1 cosap

2772

jdt+jm52tdt

(t+k+ mestht)





[image: image162.png]L er ket SGinze+0)
-3 3Gin

Leedanaec
AR




Dado que [image: image164.png]2sintyV1—sin? ¢

sin 2t = 2 sint cost




Y [image: image166.png]x =sint =t = arcsin x



, se tiene 

[image: image167.png]f Tigyo LSl p_aresinx Zsinfcost . _arcsinx
xrde=s+—y 2 r =3




[image: image168.png]V1-sin’t iny ao1-x% 1
+%+C:a“?nx‘*‘%*‘czi(}(y/lfxz‘*ml’ll)‘*c





c) Integración por partes:
Se basa en el hecho de que la derivada de la multiplicación de dos funciones es la suma de la multiplicación de una de las funciones sin derivar por la función derivada de la otra y lo análogo,

[image: image169.png]d(u(x)v(x)) = dulx)vix) +ulx)dvix)




Despejando el último sumando, resulta

[image: image170.png]u(x)dv(x) = dlulx)v(x)) — dulx)v(x)




Por tanto, al integrar se obtiene

[image: image171.png](d@v(x) - duldv(x) = f du(v) - f v(x)du(x) =




[image: image172.png]= u(xv () — f () du(x)




Escrito de forma simplificada,

[image: image173.png]fud.v:uV7fvd.u




Nótese que se ha de elegir [image: image175.png]


 y [image: image177.png]dv



 de forma que la obtención de [image: image179.png]


, por integración, sea inmediata. Si al aplicar este método se obtiene una integral más complicada, posiblemente la elección no ha sido la más apropiada. 

Hallar la integral de [image: image181.png]



[image: image182.png]u(x) =x - dulx) =dx

[esnscas= j"(")d”(")*{dv(z) =sinxdx— +(2) = [ smxdr = —cosx




Dado que [image: image184.png]Ju(x)dv(x) = ulvx) — J v(x)du(x),




[image: image185.png]Ixsinx —xcosx+ | cosxdx= —xcosx +sinx+C






También puede ocurrir que al aplicar este método varias veces, surja en el segundo miembro una integral igual a la inicial. En este caso, nótese que la resolución de la integral será posible agrupando y despejando la integral que se desea hallar. Véase el siguiente ejemplo.

Hallar la integral siguiente: [image: image187.png]J e* sinx dx




[image: image188.png]du Se resuelve también hactendo
u=siny; dv=e¥dx

u = e¥dx

Ie’sinxdx
dv = —cosx





[image: image189.png]1,nggnxdx,—chnsx+Ichnsxdx,—chnstXsinx—nggnxdxa




[image: image190.png]e*
e cosx +esinx = 1 = [ e*sinzax = (sinx —cosx) +¢






Hasta ahora, las integrales estudiadas han sido indefinidas. A continuación comienzan los epígrafes de integración definida.

La integral definida: significado geométrico
Antes de comenzar, cabe explicitar que sólo estudiaremos la integración definida de funciones reales de variable real, continuas en todo IR y que, en principio, no toma valores negativos 
[image: image191.png]y=fx)=0




Si A es el área buscada, nótese que se tiene que el área por defecto es menor a A, que, a su vez, es menor que el área por exceso:

[image: image192.png]s<A<S




Cuando el número de divisiones del intérvalo [a,b] crezca indefinidamente, las áreas por defecto y por exceso coincidirán y ese valor común será el área encerrada.
[image: image355.emf]
Supóngase que y=f(x) es una función continua y positiva en el intérvalo [a,b], se llama partición de [a,b] a todo conjunto ordenado de puntos del intérvalo, donde el primero es a y el último, b. Esto es,

[image: image193.png]P = {X0,X1,X2, a=Xg <X <X<





Denomínese diámetro de una partición P a la mayor de las diferencias [image: image195.png]X;—

X1



, donde [image: image197.png]


, sea [image: image199.png]


 es mínimo valor que toma f(x) en el intérvalo [image: image201.png](-1, %)



; entonces la suma riemanniana, y sea [image: image203.png]


 el máximo valor que toma f(x) es ese mismo intérvalo; entonces las sumas riemannianas inferior y superior serán, respectivamente, s y S:

[image: image204.png]



Geométricamente, la suma riemanniana inferior es la suma de las áreas de los rectángulos que quedan por debajo de la gráfica de f, que es una aproximación del área que encierra f por defecto. Análogamente, la suma riemanniana superior representa la suma de las áreas de los rectángulos de base [image: image206.png]X;—

X1



 y altura [image: image208.png]


, que es una aproximación del área que encierra f por exceso.

Por tanto, es evidente que para toda partición de [a,b] se verifica que [image: image210.png]


, ya que [image: image212.png]


. Así, se dice que una partición Q es más fina que otra, P 
[image: image214.png]P=Q



 
si todo punto de P lo es de Q. Entonces, si P es más fina que Q,

[image: image215.png]Sp =59 =S =S5p




,ya que al aumentar el número de puntos de la partición el área por defecto aumenta y el área por defecto disminuye (es trivial).

Ejercicio de reflexión. Dado que [image: image217.png]


, ¿cuándo sucede que [image: image219.png]


?

Obviamente, la suma superior riemanniana es igual a la suma inferior riemanniana cuando el número de particiones del intérvalo [a,b] es tiende al infinito, de manera que la base de los rectángulos tiende a cero, [image: image221.png]X;— X1 = 0



,

[image: image222.png]=l D (e =xie) = Y M,Gr = x0m) = S = m =
9




Consideremos una sucesión de particiones [image: image224.png]


, donde el diámetro de [image: image226.png]


 tiende a cero. Por la proposición anterior, se sigue
[image: image227.png]=5p =55,





Estas dos sucesiones, al ser monótonas y acotadas son convergentes y tienden a un mismo número real, al que llamamos  integral definida de [image: image229.png]


 en [image: image231.png][a,b]



. Si denotamos por [image: image233.png]


 al diámetro de [image: image235.png]


,

[image: image236.png]- o
.5 = [ FGax =58 - lims(2) = [ Fax = im s,




Nótese que

[image: image237.png]s s, B) = Tlls




Por tanto,

[image: image238.png]b a
[ reax=limy o x) =0,
.l =

M,





Entonces, geométricamente, la integral definida mide el área comprendida entre la curva y=f(x), el eje de las X y las rectas verticales [image: image240.png]


  [image: image242.png]


. 

Obsérvese que para las funciones de signo no constante se llegaría a la misma definición de integral definida, aunque en esos casos la integral no representa un área. 

Por convenio, se define

[image: image243.png][ rerar=-[ Foax




Con lo cual tiene sentido la integral para [image: image245.png]b<a



. 

Propiedades de la integral definida
a) Dado que el área que encierra una línea es nula (es unidimensional), se tiene que

[image: image246.png][ rerax=F@ -F@ =0




b) Aditividad respecto del intérvalo: si f es continua en [a,b] y [image: image248.png]¢ € [a, b]



, entonces

[image: image249.png][ FGax = [rwar | fa




c) Linealidad de la integral definida: si f y g son continuas en [a,b], entonces

[image: image250.png]2 2 2
[0 +aenax = [ e+ [ gas




d) Asimismo, es posible sacar constantes como ya se demostró para la integral indefinida,

[image: image251.png]L kf)dx=k L " ) dx




Teorema del valor medio para el cálculo integral
[image: image356.emf]
Si [image: image253.png]


 es continua en el intérvalo [image: image255.png][a,b]



, entonces existe un alpha perteneciente a ese intérvalo tal que la integral definida de [image: image257.png]


 es ese intérvalo es igual al producto de [image: image259.png]fla)



 y [image: image261.png]


,

[image: image262.png]2
f continua en [a,b] - 3a € [a,b] tq f F)dx = (@) (b —a)




Su interpretación geométrica radica en que si f es positiva, el área que encierra f es igual a la del rectángulo de base [image: image264.png]


 y de altura [image: image266.png]fla)



. Su demostración es compleja debido a la necesidad de aplicar un teorema de cálculo integral de difícil demostración; no obstante, se incluye al final como anexo conceptual.

Teorema fundamental del cálculo
Sea [image: image268.png]


 una función continua en [image: image270.png][a,b]



 y defínase la primitiva [image: image272.png]F(x) = [ f(®at



; entonces F es diferenciable y [image: image274.png]F'(c)=fl(c) Vc € la,b]



. A continuación se demuestra suponiendo de [image: image276.png]h>0



 (para h<0 se procedería igual):
[image: image277.png]FI()=lim Flet ni —Flo)
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Aplicando el teorema del valor medio,

[image: image279.png]Flc+h) —F(c)
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Y tomando límites cuando h tiende a cero y que f es continua, se llega a la tesis.

[image: image280.png]i
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Una consecuencia de esto es que si f es continua en [a,b], [image: image282.png]F(a) = J, fx)dx



 es una primitiva de f, y por tanto

[image: image283.png]0 = [ reax= | roa




Obsérvese que para hallar el área de un trapecio curvilíneo basta con hallar una primitiva de la función que lo define. Para saber cuál es la primitiva que interesa, se utiliza la regla de Barrow.

Regla de Barrow
Si f es continua en [a,b] y G es una primitiva de f; entonces

[image: image284.png]2
I Fx)dx = G(b) — G(a)




Demostración:

Considérese [image: image286.png]F(x) = [, f(t)at



, que es primitiva de f. Como G también lo es, entonces

[image: image287.png]F() =60 +C= f FOar




Para [image: image289.png]


, [image: image291.png]Gla) +C=0-C=-G(a)




Como [image: image293.png]F(b) = [ f(x) dx



, se llega a la conclusión que sigue a continuación,

[image: image294.png]f " fxdx = 6(6) — 6(a) = 61




Áreas negativas
Si se halla la integral definida en un intérvalo [a,b] de una función cuyo grafo se halla en dicho intérvalo por debajo del eje OX, el resultado de la integral será un valor numérico inferior a cero. Por tanto, según ese resultado, el área encerrada en un recinto bajo el eje X posee área negativa. 

Dado que a un nivel matemático de 2º de bachillerato esto está considerado imposible, simplemente diremos que el área calculada será el valor absoluto del resultado de dicho integral:

[image: image295.png]P
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Más rigurosamente,

[image: image296.png]g a
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Hallar el área encerrada entre [image: image298.png]


 y [image: image300.png]


 por la función seno. 

[image: image301.png]f(x) =sinx; x < OVE (m,21) » & sinx dx = [~ cosx]f, =
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[image: image302.png]= —cosm + cos 2w = 2 u?




[image: image303.png]



Áreas pluriintegrales
Si calcular el área comprendida entre una curva [image: image305.png]


, el eje OX y las dos abscisas x=a y x=b consiste en calcular
[image: image306.png][ r
(x) dx




¿Qué hacer en los siguientes casos para calcular el área del recinto coloreado?

[image: image307.png]3





En estos casos, el resultado de la integral no representa el área buscada: la expresión [image: image309.png]Ji (—Inx)dx




 no representa el área de la región de color amarillo; la expresión [image: image311.png][, + 2)ax



no representa el área de la región de color verde, ni la expresión  [image: image313.png]J_yx%dx



 representa el área de la región de color naranja. El porqué radica en que dado que las áreas bajo el eje X son ‘negativas’, entonces existen distorsiones numéricas que hacen que el resultado no sea el del área a hallar. 

Es necesario, por tanto, hallar un nuevo método. En efecto, la forma correcta de proceder será calcular por separado las integrales en los diversos sectores y posteriormente, sumar sus valores, que han de ser todos ellos positivos. 

Así, para calcular el área de la región de color amarillo se tiene:
[image: image314.png]05
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Para hallar las áreas de las regiones coloreadas en verde y naranja, se procedería de manera análoga.

En conclusión, extraemos que si en el intérvalo [a,b] existe una región en la f(x)<0, no se verifica que al área de esa región venga dada por la expresión

[image: image318.png]3769 <0 i
weelodlclasl A= [ s




Sino que en aquellos intérvalos donde f(x)<0, el área delimitada entre tal función y el eje de abscisas (que se cortan en los puntos x=c y x=d con c<d)  será:

[image: image319.png]2 @
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Aunque cada cual puede utilizar el método que crea más conveniente para hallar áreas de este tipo, a continuación se propone un guión infranqueable:

i. Resolver la ecuación f(x)=0 para averiguar los puntos de corte de la curva con el eje de abscisas.

ii. Seleccionar, de entre las raíces de la ecuación anterior, aquellas que estén comprendidas entre a y b. imaginemos que esas raíces son, ordenadas de menor a mayor, [image: image323.png]


; entonces se verificará que [image: image325.png]a<x;<or <X, <h



.

iii. Buscar una primitiva de f(x), denótese por G(x).

iv. Calcular el valor de la primitiva para los puntos de corte de la función f(x) con el eje X: [image: image327.png]Gla),G(x1), ..., G(x,),G(b)



.

v. [image: image329.png]


 son las integrales de los n+1 recintos en que queda divida el área buscada. 

vi. Sumar todos los valores obtenidos en el apartado anterior cerciorando que todos los resultados son positivos.

Área comprendida entre dos curvas
El área comprendida entre dos curvas f y g es igual al área comprendida entre la función diferencia f-g y el eje X (gráficamente esto es muy fácil de entender).

En efecto, habremos de coger todas las áreas en positivo, de manera que:

· Si el área a hallar se encuentra ‘por encima del eje X’, o dicho de un modo más formal, las imágenes de las curvas f y g son positivas en [a, b], entonces el área entre el punto de corte de estas dos curvas, supuestos dentro de tal intérvalo, y el punto de corte sucesivo, también incluido en dicho intérvalo, es igual a la integral definida desde ‘b’ hasta ‘a’ de la función diferencia f-g si [image: image331.png]flx) > g(x)Vx € la, b]



 o de la función diferencia g-f si [image: image333.png]g(x) > f(x)Vx € la, b]



.

[image: image334.png]



· Si el área se encuentra ‘por debajo del eje X’, se procede de manera análoga, teniendo en cuenta las consideraciones en cuanto a límites de integración y signos se refiere.
[image: image335.png]



· Si una parte del área a hallar se encuentra bajo el eje X, es aconsejable desplazar la función (o el eje) lo necesario para que el área resultante sea más fácil de calcular, ya que ello no supone cambios en el área del recinto a encontrar. 
[image: image336.png]



Las opciones son variadas y se pueden complicar bastante, por lo que en cada caso particular, más que memorizar la metodología a seguir, es aconsejable hacer uso de nuestras nociones de cálculo integral y la inteligencia matemática. 

Ejemplo: hallar el área comprendida entre las curvas de las funciones [image: image338.png]


 y [image: image340.png]


 y las rectas [image: image342.png]


.


Se obtiene la función diferencia:

[image: image343.png]y=x*—x+1) - (x*





Se calcula el área comprendida entre esa función el eje X y las rectas x=0 y x=2, de manera que se obtendrá

[image: image344.png]




Volumen de un cuerpo de revolución
El volumen del cuerpo de revolución que engendra la función [image: image346.png]=fx) Vx € la, b]




 al girar alrededor del eje X es

[image: image347.png]v= [ wlreoF ax=r [ (7))




Ejemplo: hallar el volumen de una esfera de radio r.

La curva que lo engendra al girar sobre el eje X es 

[image: image348.png]



Donde r es el radio de la esfera. Por tanto, su volumen será

[image: image349.png]v/:nLr (m)zdx: znf;(r

xdx= 2n[r x





Ejemplo: hallar el volumen de un cilindro de radio r y altura h.

[image: image350.png]" "
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Nótese que la curva que gira es y=r.

Ejemplo: hallar el volumen de un cono de radio r y altura h.

La curva que engendra el cono es [image: image352.png]


, de manera que se tiene lo siguiente:

[image: image353.png]
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