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Introducción

Cuando un novel estudiante de álgebra abstracta se enfrenta a expresiones como grupo cociente, espacio cociente, cree y con justificada razón, que se enfrentará a conjunto de cocientes, finalmente se resigna a saber que esto no es así, lo cual no significa que sean conceptos difíciles de asimilar. EL objetivo de esta monografía es definir y ejemplificar la idea de grupo factor, también llamado GRUPO COCIENTE debido a la notación empleada, el cual es un conjunto de conjuntos llamados clases laterales que posee una estructura algebraica, la de grupo, es decir, sobre dicho conjunto se ha definido una operación binaria que cumple ciertas condiciones; se enfatiza el hecho que no siempre el conjunto de clases laterales tendrá la estructura de grupo, pequeño inconveniente que fue salvado por Evaristo Galois al introducir la brillante idea de SUBGRUPO NORMAL.
Preliminares
[image: image1.png]Debemos aclarar que el grupo (G,*) sera representado sélo por Gy al elemento a*# se le representard
usando la expresion b . Iniciaremos nuestra exposicién con la siguiente
ASERCION: Sea H un subgrupo de G la relacion en G definida por

relacién de equivalencia
Como mateméticos no podemos quedamos con la duda, en efecto’

=bmod H) abl € H esuna

i Reflexividad. @ = a(mod H) < aa™
(mod H) —>ab™ € Hluego (ab”

eeH

€H. asi ba'eH De modo que

i Simetria. Si @
afmod H)
i Transitividad. ~ Sean a

(mod H)luego ab™,bc™ € H multiplicando ambos
clmod H)

(modH) y b
e € H _ Setiene que

elementos {ab™ |{be™

Concluimos que @ = b(mod &) es una relacién de equivalencia




Una relación de equivalencia produce una partición del conjunto en subconjuntos o celdas como veremos más adelante.
Nota 01.- La relación también puede ser definida como 
[image: image2.png]a=b(modH)Sa'be H




DEFINICIÓN 01: 
[image: image3.png]Si " 0" es una relacion de equivalencia en un conjunto 5= @ entonces se define la clase ] de a . como

[a]={zeSib04)





De manera que el conjunto 
[image: image4.wmf]S

 queda particionado en celdas, las cuales son disjuntas, al conjunto 
[image: image5.wmf][
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 también se le denomina clase de equivalencia. Donde 
[image: image6.wmf]a

 es llamado representante de la clase.
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Teorema 01.- 
[image: image8.png]Si "D"es una relacion de equivalencia en S y a,b€S, entonces las siguientes proposiciones son
equivalentes

1) [a]=[e]
2) Si[a]#[2]. entonces [a]N[5]=@
3) §=U[4]




DEFINICIÓN 02: 
[image: image9.png]Si H es un subgrupo de Gy sea a € al conjunto Ha={halhe H|se le denomina clase lateral
izquierda,




Análogamente se puede definir clase lateral derecha.
Se tiene que:
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Luego 
[image: image11.wmf][

]

aHa

=

, es decir las clases de equivalencia (congruencia derecha) son las clases laterales derechas.

A continuación veremos un ejemplo de cómo un conjunto es particionado en celdas a partir de una relación de equivalencia. Este ejemplo es importarte y sirve para ejemplificar muchos conceptos que son tratados en álgebra abstracta como el concepto que aquí nos ocupa, el de GRUPO COCIENTE.
Nota 02.- Hasta aquí ya es posible demostrar el importantísimo teorema de Lagrange.

Ejemplo: Congruencia módulo n en el conjunto de los enteros.
[image: image12.png]Sean 1,k € Z definimos la congruencia de % con & médulo como;
h=kimodn) & (h—k) esdivisibleporn & (h-ki=mn, meZ

ASERCION: k(modn) es una relacion de equivalencia en Z . (Demostracion trivial)
Describamos las clases de equivalencia o residuales para #.=1,2,

+ Paran=1. eneste caso se tiene k= k(modl) Sh—k=lm=mel

De modo que [

(keZl h-k=meZ}, esevidente que [A] =2
No existe particion en Z . pues solamente hay una clase, el mismo Z

+ Paan=2. setiene h=k(mod2) &h—k=2m, meZ
Asi[k]={2m+k, meZ)

“Si k=0se tiene que [4]={2m, meZ} oseaquelaclase ] serala de los nimeros divisibles por
2 Dindole valores a 2 se obtiene [4]={0, £2, +4, £6,.} como representante de esta clase se

puede elegir cualquier valor como: cero, dos, menos cuatro, .. ete. [0]=[2]=[-4]

“Si k =1se tiene que [k]={2m+1, meZ}. o sea que la clase [ ] seria la de los nimeros divisibles

por 2 con residuo 1. Dandole valores a # se obtiene {+1, +3, +5, +7_} como representante de

esta clase se puede elegir cualquier valor como; uno, menos tres, nueve _etc.
[1]=[-3]=[5] = {#1.43,45,%7.}





Es fácil ver que el conjunto de los números enteros se partió o dividió en dos subconjuntos o clases: los enteros divisibles por dos y los enteros que no son divisibles por dos.
[image: image13.png]Paran=3 setiene h=k(mod3| Sh—k=%n, meZ
Asi[k]=

*§i k=0setiene que [2]={3m, meZ} oseaquelaclase ] serala de los nimeros divisibles por

Fm+k, meZ) obviamente se tendran tres conjuntos diferentes a saber

3. Dandole valores a # se obtiene [/

46,49, | como representante de esta clase se puede

elegir cualquier valor como: cero, tres, menos seis, . etc. [0]=[3]=[-6

*Si k=1se tiene que [4]={3m+1, meZ). o seaquelaclase [#]seria la de los nimeros divisibles

por 3 con residuo 1 Dandole valores a m se obtiene {1,4,7,10,13.,-2,-5,-8,~11,.} . como
representante de esta clase se puede elegir cualquier valor. Se suele elegira 1

*§i k=2se tiene que [4]={3m+2, meZ). oseaquelaclase [#]seria la de los nimeros divisibles

por 3 con residuo 2. Dandole valores a  se obtiene {2,5,8,1114..,~1,-4,-7,-10,..} . como
representante de esta clase se pusds elegir cualquier valor. Se susle elegir a 2.




Es fácil ver que el conjunto de los números enteros se divide en tres subconjuntos o clases:
[image: image14.png]Podemos inferir inductivamente que para la congruencia médulo n el conjunto de los nimeros enteros se

particiona en n subconjuntos

Nota 03 - EI nimero de elementos de las clases de equivalencia o clases laterales es el mismo, como se
demuestra rapidamente empleando la transformacion 4, : # — Ha definidamediante 4, (%) =4a, la cual por
definicién es una sobreyeccion, ademas es uno a uno





Subgrupo normal
DEFINICIÓN 03: 
[image: image15.png]Un subgrupo M de un grupo G se denomina subgrupo normal de G, si g 'Ng =N, ¥ge G,y se denota
NaG

La expresién g'Ng = NV debe entenderse en el siguiente sentido: si g y # son elementos cualesquiera de
Gy N respectivamente el producto g™ng siempre es un elemento de M. A veces se escribe en la

definicion g Mg € NV, no obstante es posible demostrar & C g™ Mg (iHagalo!) de modo que la igualdad es

vélida
Los subgrupos normales son los subgrupos resaltantes de un grupo ya que tienen la propiedad de mantenerse

invariantes bajo un automorfismo inteno @, G'—G/ @, (k)= g kg podemos decir que bajo este

automorfismo dos elementos de N permutan respecto a un elemento de G entiéndase g = g, . es decir.
pueden cambiar de nombre pero no dejan . Por otro lado, las clases laterales izquierdas obtenidas a partir
de & coinciden con las clases derechas lo cual permite una de las construcciones més simples en la teoria de
grupos

Nota 04.- Un isomorfismo es una sobreyeccion entre dos grupos,, @;G.=2G, que cumple la condicion
@lab)=(ga)(gh). cuando G'=G se le denomina automorfismo

Ejemplo: Considersmos el grupo simétrico de grado tres ;.. Recordemos que el grupo simétrico de grado n
denotado , 6 A(S) es el gupo de todas las aplicaciones inyecticas del conjunto S sobre si mismo, con
card(S) = . cuyos elementos son denominados permutaciones. En el caso S tomaremos §'={1,2,3}, ya

que es posible hacer una comparacion maravillosa entre los elementos de S, y las permutaciones de los

vértices de un tridngulo equilétero
Si consideramos un tidngulo equildtero de vértices 1,2y 3. llamaremos 4 a las rotaciones de 120° del

tridngulo




Así se tiene que:
[image: image16.png]1 3 2
—
2 3 PAN] 1 3

Posicin inicial  rota 120° rota 240° rota 360°

Obteniéndose las rotaciones sucesivas & : § —.§ dadas por:
12 13 1-1
A={2-3 p={21 g={2-2
31 32 33

Alas reflexiones de dos vértices respecto de la bisectriz del tercer véttice del tridngulo las llamaremos 44 de
modo que

) 3 /1 2
3 3 K} N /2 - 1 3
Se han generado las aplicaciones.
11 13 152
fh={2-3 =122 =121

32 31 33




El poder identificar los elementos de 
[image: image17.wmf]3

S

 con las aplicaciones definidas anteriormente se debe a la poderosa idea de isomorfismo, a través del cual dos conjuntos son indistinguibles desde el punto de vista algebraico. 
La tabla obtenida al realizar todas las posibles “multiplicaciones” entre los elementos de 
[image: image18.wmf]3

S

 se muestra más abajo. 
[image: image19.png]Debe aclararse que la operacion de grupo adecuada es la composicin de aplicaciones la cual se define como
or=te0. VoTES,

Por gjemplo

Sean 44,0, €5, entonces f4,0; = 6, © 44, asi se tendré que

(oo )(1i= 0 g4 (111 = 0,(11=3, de modo que 1-3
(0 004)(20= 0y (£4(2)) = 03 (31= 2. de modo que 2 52
(Byo4)(3)= 03 (14(3))= 2y (2 =1, de modo que 31

Podemos ver que se ha generado la aplicacion 44,




La tabla para el grupo será:
[image: image20.png]FEEDP DD





De la tabla se puede deducir que:

[image: image21.png]El elemento identidad es @, y la inversa de una rotacion es otra rotacién de 360° en sentido horario, ademés

las inversas de las reflexiones son las misma reflexiones 4™

* Consideremos el subgrupo Ny ={ gy, 4 . ¢serd My < 5,7
Debemos verificar que se cumple la condicion g g & M

LAy = |y |
subgrupo normal de 5. La condicion g™ng € I, se debe cumplir ¥g € S;

Tomemos 44 €8, =44, (#4144

(3= 15 € By, por lo tanto My no es

* Ahora sea el subgrupo N, ={ 6,8, 0,) . csera Ny 48,7
Podemos verificar facilmente que
AR = A0 5= Ak,
K70 = 10 = B o) = ) = o € N, para i
)= )= ot ) = ()= 2y € Ny
Evidentemente 070, € N, luego N, <8,

W)= p e N, paaiz )




Teorema 02.- 
[image: image22.png]N <G siy solo sitoda clase lateral derecha de N es una clase lateral izquierda.

Demostracion:

(=)Si NaGentonces g”Ng=N, ¥geG. sean .n, €N cualesquiera Asi gmg=n, luego
glengl=an,=(ge ng=gn Sng=gn asi Ng=gh, Vgel
(<8 geG. ademas g = Ng para alguna clase Ng

Ahora si g =ge > gegh —geNg. también g=eg —> ge Mg pero segin el teorema 01 las clases son
disjuntas, asi Ng= Mg Porlotanto Ng = g evidentemente se tiene que g~ 'Ng = N2




Hasta aquí hemos visto que un grupo puede ser dividido en celdas, ¿será posible operar con estas celdas?

DEFINICIÓN 04:
[image: image23.png]Sea NG y sean Na y Nbclases laterales de M definimos el producto de clases laterales (derechas)
como (Na)( Mb )= Mab

Veamos si este producto est bien definido, es decir, que si elegimos cualquier par de representantes de ambas
clases el producto siempre esté en |a misma clase lateral (derecha en este caso)

Seana'a"e Ma y bb"e Nb sedebe probarque a'b'e Nab y a'b" € Nab 6 lo que s lo mismo
a'b'=a"b"(mod N) Setiens que sia'e Na —a'=ng". b'e Na —>b'=mb" luego

a'h'

na')(mp")

1(a"my)b" pero porel teorema 02 Na = al, asi

o
b=y (1B = ()@ b* = (@B (@b = € WD




Nota 05.- 
[image: image24.png]En el caso de emplear la notacion aditiva, que s reservada para grupos abslianos, G'={G,+. la operacién

de clases se escribinia (N+a)+( N+b)= N+a+h




Ya tenemos los elementos necesarios construir nuestro grupo, pues hablar de grupo implica tener un conjunto (como el conjunto de clases laterales derechas o bien izquierdas), ¡ya lo tenemos! y una operación binaria ¡ya la definimos! , ¿Podemos formar un grupo? veamos:
Grupo cociente
Teorema 03.- 
[image: image25.png]Si NaG y sea el conjunto Gf N =]
operacion (Na)( Mb )= Mab

{MgfgeG. enonces GIN es un grupo bajo la

Demostracién
Ya se probo que la operacion inducida estd bien definida. La asociatividad es inmediata. si Ma, N y B son

elementos de  G/N de ahi que (Na)(MbNej=Na(Mbc)=DMa(bc). y por otro lado

(Mab)( Ne )= Nab (Ne) = N{ab)c. pero por la asociaiividad en G tenemos que a(be)=(ab)c. de
modo que se cumple la ley asociativa para clases.

Por ofro lado afimamos que Me=N es el elemento identidad del grupo. pues es facil verificar que
Nade= Nae=Na y NeNa=Nea= Na. Esto debe entenderse como si en la clase Me = todos los
elementos de N se convierten en "¢"_ Finalmente el inverso para cada elemento de G/ N viene dado por
(Na)™ = Na™ Por lo tanto G/ N es un grupo llamado grupo factor de G médulo N 6 grupo cociente

de G por N.





Nótese que la definición de 
[image: image26.wmf]/

GN

 se hace para clases derechas, igualmente resulta si se hace para clases izquierdas.

Debe quedar claro que la idea de subgrupo normal es aquí primordial, puesto que para cualquier subgrupo 
[image: image27.wmf]H

 de 
[image: image28.wmf]G

 el conjunto de clases laterales derechas o izquierdas no siempre será un grupo con la operación inducida como podemos ver en el:
Ejemplo:
[image: image29.png]Sea H={g.4). como vimos anteriormente no es subgrupo normal, si hallamos las clases laterales

derechas de H obtenemos tres: Hgy ={@a,46). Hey={o.44) vel mismo H={g, 4] ¢el conjunto
(Ho,Hp, Hp,) sera gupo?. No. Ya que la operacién no es cemada como se ve facimente:
HoHp,=Hpae,=Hp,=H. osea sitomamos elementos de clases diferentes de # su producto debe

estaren H . pero st = 4 & H




Podemos resumir que: si un grupo es dividido en celdas, o mediante las clases laterales generadas a partir de determinado subgrupo o mediante una relación de equivalencia congruente con determinado subgrupo, no obstante estas celdas se operan empleando la operación heredada del grupo; entonces este nuevo conjunto será un grupo siempre y cuando el subgrupo empleado sea normal o invariante.
¿Quién es 
[image: image30.wmf]/

GN

?...no es más que un reagrupamiento de los elementos de 
[image: image31.wmf]G

 de modo que es posible pensar en una relación entre ambos grupos…un homomorfismo (lo tratamos brevemente más adelante y conlleva a una idea capital: la de isomorfismo). 
De ser 
[image: image32.wmf]G

 finito se tiene que el número de elementos de 
[image: image33.wmf]/

GN

es 
[image: image34.wmf]/

GN

 como es fácil demostrar.
Ejemplo: 
[image: image35.png]Sivolvemos al grupo simétrico S, y consideramos el subgrupo normal N'={0,, 0, &) . ¢quién seré S;/ N 2,
4c6mo se divide §; aparir de este subgupo?, ¢ Cusles son las clases laterales de & 2, vemos que las clases
Iaterales son

Ng=Ne,=Ng=N. porotro lado Ngg = Np = Npy = {4, .4} asi 5, se divide en dos clases la

clase de las rotaciones 0 y la clase de las reflexiones 44
SN

Zﬂ‘ﬂ,ﬂ;‘ &3m

Se observaa simple vista que |;|= 6. |N]=3luego |5, / M]= |S;|/|W]=6/3=2




Ejemplo: 
[image: image36.png]Si consideramos el grupo infinto (Z,+) ., recordemos que en un sjemplo anterior vimos que la congruencia
modulo 3en Z adivide a Z en tres subconjuntos.
Tomemos el subgrupo nomal (3Z3+) (el grupo formado por los miltiplos de 3) entonces las clases laterales.
con I notacién aditiva, que se obtienen a partir de este subgrupo sern solo tres

3Z30={3m+0=3m I meZ}=[0]:

323 ={3n+1 fm e Z3x[1]

3Z32={3m+2 ImeL}x[2]
De modo que las clases laterales son exactamente las clases de equivalencia que obtuvimos anteriormente
Siendo asi. el grupo cociente Zi 3Z: tiene solo tres elementos: {[0],[1],[2]3

0 0/30

S5 4 123
0 -5 13
467 -4





Homomorfismos
La relación existente entre el grupo inicial 
[image: image37.wmf]G

 y el grupo resultante 
[image: image38.wmf]/

GN

viene dada matemáticamente a través de una transformación llamada homomorfismo, idea que analizamos a continuación:
[image: image39.png]Sea una transformacion, digamos @, entre dos grupos G y ' con sus respectivas operaciones. es decir, un
g€ G estransfomadoen g'= @(g) € G via @. Ahora. sia,b € G es posible hablar de ab € G del mismo
modo que se debe tener @(a | @(b) € ' Si exigimos para cualquier par se cumpla @(ab) = @(a)@(b) (a

transformacion @ preserva la operatividad de @ y & para sus imdgenes). entonces a @se le llama
homormorfismo,




Una definición formal será:
DEFINICIÓN 05: 
[image: image40.png]Sean los grupos (G,*) y (G'®) se llama homomorfismo a la transformacion @: G —G' que satisface
@la*bi=(a)®@ib), para cualquier a,b € G

Ejomplo. Sean (Z3+) y (5Z3+) grupos bajo la suma usual, la transformacién @:Z —5Z dada por
@(n) =5 es un homomorfismo, ya que @(n-+m) = S(a+m) = Sn-+5m= pln) + ()




Teorema 04.-
[image: image41.png]Si N 4 G entonces existe un homomorfismo ¥ de G'sobre G/ N

Para la demostracién del teorema se necesita definir la transformacion ¥’ . la cual existe naturalmente como se
ve en los dos iltimos ejemplos de grupo cociente. Asi ®': G'— G/ N dado por ¥ (a) = [a]

Luego ¥(ab)=[ab]=[a][b]=Tia) (b}




DEFINICIÓN 06: 
[image: image42.png]Se llama kemel de un homorfismo @: G —G', denctado Kerg. a todos los elementos de G cuyaimagen
bajo @ sea el elemento identidad &' de G, asi

Ker

(geC/ olg)=¢]
¢
s .

Ejemplo De acuerdo con el teorema 04 podemos definir @: Z — Z# 3Z . digamos @(x) =[] cquién sera
Kerg?

Por definicion Kerg={keZ/ @(k)=[0]}. ya que el slemento identidad de Z/3Z es [0]. luego

o) =[0] 3], entonces & =3m —> Ker@={3mimeZ]=3Z que maravilla, el kemel
del homomorfismo es el subgrupo normal que “genera” al grupo cociente

(3mime )





Esto queda justificado en los siguientes teoremas:
[image: image43.png]Teorema 05- Si @:G—>G' es un homomorfismo y H es un subgupo de (. entonces
@ H|={@(k), VheH] essubgupo de G

) g o
y @g™)=(@(g) " . en este sentido los homomorfismos
son las transformaciones que preservan la estructura algebraica de grupo.

Nota 06.- Se demuestra facilmente que @e) =

Teorema 06 - Si @1 G — G es homomorfismo, entonces Ker@< G
Demostracién

Si ki, &y € Kerg— k) = @) =¢' - Asi @liaky) = gk @) =e'e'=
Hemos probado Ia cemadura en Ker@. ahora empleando un conocido teorema. sean &, &, € Kerg? . luego
@ik = o)™ = 2 @l )
invarianza, ie si geG— glhg e Ker, Yk € Kerg. veamos
olghg)= @g et p(e) = @g) e'@(g) =" Se concluye que Kerga G =

(k) € Kergp

=e'(e)? =¢' Portanto Ker@ es subgrupo. nos falta demostrar la




Finalmente, hemos visto que 
[image: image44.wmf]G

y 
[image: image45.wmf]/

GN

están relacionados (teorema 04). Además puesto que el núcleo (kernel) de cualquier homomorfismo es un subgrupo normal (teorema 06) podemos construir el grupo cociente 
[image: image46.wmf]/

GK

 donde 
[image: image47.wmf]K

 representa el kernel.
[image: image48.png]Asi existe un homomorfismo ¥: G—G/K . K = Kery
G ¥ 34

Por otro lado, el kemel de un homomorfismo @:G —G' por definicion esta relacionado con G'.
oo @l @)

precisamente con &

Nos preguntamos ¢ existird alguna relacion entre G/X y @(G)?.




Por supuesto, la relación viene dada por el teorema siguiente, donde empleamos la idea de isomorfismo (un homomorfismo que además es una biyección) que nos indica que dos estructuras algebraicas (grupos) son idénticas salvo por el nombre de sus elementos y la forma de operar a sus elementos.
[image: image49.png]En el gréfico anterior vale preguntar como son @(G) y G, ¢serdn iguales?




Teorema Fundamental del homomorfismo.- 
[image: image50.png]Si @1 —>G'es un homomorfismo y K = Kergp, entonces existe un isomorfismo canénico del gupo @(G)
sobre G/

Aqui1a palabra canénico debe entenderse como natural, existencia evidents

Para la demostracién se define naturalmente la transformacién : G/ K — (G como w(Ka )= p(a)
generando

eI (]




Del diagrama se obtiene la factorización 
[image: image51.wmf]jgy

=

.

Esperamos haber cumplido con nuestro objetivo, rogamos a los estudiantes en quienes caiga esta monografía no dejar de maravillarse con las matemáticas puras.
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