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Introducción
Las cónicas constituyen uno de los conjuntos de curvas más importantes de la Geometría y que más se utilizan en distintas ramas de la Ciencia y la Ingeniería.

En este trabajo presentamos lugares geométricos que son muy importantes en la Geometría analítica y que se originan de considerar cortes en diferentes ángulos de un cono doble circular recto, mediante un plano, dando lugar a las figuras llamadas precisamente CÓNICAS, o también SECCIONES CÓNICAS, las que según el ángulo de corte reciben el nombre de parábola, elipse, hipérbola, y algunos casos especiales de estas curva.

Todas estas secciones cónicas tiene una propiedad común que es satisfecha por cada uno de sus puntos, y es que el cociente de la distancia de cada uno de estos puntos hasta un punto fijo F, llamado foco, entre su distancia a una recta fija D, llamada directriz, es siempre constante, denotada por e y denominada excentricidad.
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CONICAS

Se denomina sección cónica a la curva intersección de un cono con un plano que no pasas por su vértice. 
Historia
El matemático griego Menecmo descubrió estas curvas y fue el matemático griego Apolonio de Perga (antigua cuidad del Asia Menor) el primero en estudiar detalladamente las curvas cónicas y encontrar la propiedad plana que las definía.

Apolonio descubrió que las cónicas se podían clasificar en tres tipos a los que dio por nombre: elipse, hipérbola y parábola.
Apolonio demostró que las curvas cónicas tienen muchas propiedades interesantes. Algunas de esas propiedades son las que se utilizan actualmente para definirlas. Quizá las propiedades más interesantes y útiles que descubrió Apolonio de las cónicas son las llamadas propiedades de reflexión. Si se construyen espejos con la forma de una curva cónica que gura alrededor de su eje, se obtienen los llamados espejos elípticos, parabólicos o hiperbólicos, según la curva que gura.

Apolonio demostró que si se coloca una fuente de luz en el foco de un espejo elíptico, entonces la luz reflejada en el espejo se concentra en el otro foco.  Si se recibe luz de una fuente lejana con un espejo parabólico de manera que los rayos incidentes son paralelos al eje del espejo, entonces la luz reflejada por el espejo se concentra en el foco. Esta propiedad permite encender un papel si se coloca en el foco de un espejo parabólico y el eje del espejo se apunta hacia el sol. Existe la leyenda de que Arquímedes (287-212 A.C.) logró incendiar las naves romanas durante la defensa de Siracusa usando las propiedades de los espejos parabólicos. En la actualidad esta propiedad se utiliza para los radares, las antenas de televisión y espejos solares. La propiedad análoga, que nos dice que un rayo que parte del foco se refleja paralelamente al eje sirve para que los faros de los automóviles concentren el haz en la dirección de la carretera o para estufas. En el caso de los espejos hiperbólicos, la luz proveniente de uno de los focos se refleja como si viniera del otro foco, esta propiedad se utiliza en los grandes estadios para conseguir una superficie mayor iluminada.
En el siglo XVI el filósofo y matemático René Descartes (1596-1650) desarrolló un método para relacionar las curvas con ecuaciones. Este método es la llamada Geometría Analítica. En la Geometría Analítica las curvas cónicas se pueden representar por ecuaciones de segundo grado en las variables x e y. El resultado más sorprendente de la Geometría Analítica es que todas las ecuaciones de segundo grado en dos variables representan secciones cónicas se lo debemos a Jan de Witt (1629-1672). Sin lugar a dudas las cónicas son las curvas más importantes que la geometría ofrece a la física. Por ejemplo, las propiedades de reflexión son de gran utilidad en la óptica. Pero sin duda lo que las hace más importantes en la física es el hecho de que las órbitas de los planetas alrededor del sol sean elipses y que, más aún, la trayectoria de cualquier cuerpo sometido a una fuerza gravitatoria es una curva cónica. El astrónomo alemán Johannes Kepler (1570-1630) descubrió que las órbitas de los planetas alrededor del sol son elipses que tienen al sol como uno de sus focos en el caso de la tierra la excentricidad es 0.017 y los demás planetas varían desde 0.004 de Neptuno a 0.250 de Plutón. Más tarde el célebre matemático y físico inglés Isaac Newton (1642-1727) demostró que la órbita de un cuerpo alrededor de una fuerza de tipo gravitatorio es siempre una curva cónica.

Clasificación
· ELIPSE
Definición: Llamamos elipse al lugar geométrico de los puntos de un plano cuya suma de distancias a dos puntos fijos del plano es constante este valor es 2a,   [image: image2.png]


   y   [image: image3.png]


 , es constante. Veamos sus elementos en los siguientes dibujos:
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Los puntos fijos   [image: image5.png]
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   se denominan focos, siendo el eje focal la recta que pasa por ellos.

[image: image7.png]Se llama eje secundario a la mediatriz del segmento FIF2. €1 punto medio de
dicho segmento es el centro de la elipse

Los dos ejes de la elipse cortan a ésta en cuatro puntos. 4. B. C y D que
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esta distancia, ¢, es la semidistancia focal

Para cualquier punto P de la elipse, se verificaque PF1 + PF2 es constante.
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La excentricidad de una elipse es su grado de achatamiento y su valor está determinado por la expresión:

Cuanto mayor es la excentricidad mas achatada es la elipse. En una elipse   [image: image8.png]1 = > 1)



   y por lo tanto la excentricidad es positiva y menor que uno.

Ecuación

Supongamos que el origen de coordenadas está en el centro de la elipse y que el eje focal coincide con el eje   [image: image9.png]


 , entonces los focos son:

[image: image10.png]Fl=(-c0) vy F2=(c0)

La condicién de que la suma de a distancias de un punto cualquiera de la elipse.
P =(2.) alos focos es 2u Se puede expresar matematicamente de la
siguiente forma:
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· HIPERBOLA
Si el ángulo beta que forman el eje y el plano que corta a la superficie cónica es menor que el semiángulo cónico alfa, la curva intersección es una curva abierta con dos ramas, denominada hipérbola:
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Si el plano secante pasa por el vértice, la curva se degenera en dos líneas que coinciden con dos generatrices.

Lugar Geométrico - Elementos de la Hipérbola

Los puntos de la hipérbola tienen una propiedad que permite definirla como ellugar geométrico de los puntos del plano cuya diferencia de distancias a dos puntos fijos (focos) es constante. Esa constante es igual a 2a, la distancia entre los dos vértices de la hipérbola.
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En el dibujo, los elementos de la hipérbola son: 

· AB = 2a = Eje real

· Mediatriz de AB = Eje imaginario

· F1-F2 = 2c = Distancia focal

· A,B = Vértices (AB=2a)

· F1 y F2 = Focos

· d1 y d2 = Radiovectores de P

· |d1 - d2| = 2a = cte.

· excentricidad = c / a (>1)

· a2 + b2 = c2

La hipérbola también puede definirse como el lugar geométrico de los centros de las circunferencias tangentes a otra dada que pasan por un punto fijo exterior a ésta. Y también es el lugar geométrico de los puntos que equidistan de una circunferencia y de un punto exterior a ésta.
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Ecuación matemática de la Hipérbola

Considerando el centro de la hipérbola como el punto de coordenadas (0,0), y siendo las coordenadas de un punto P(X,Y)…
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Más elementos de la Hipérbola

Las circunferencias focales de la hipérbola tienen como centro los focos y como radio 2a (en la figura, AB=|d1-d2|=2a).

La circunferencia principal de la hipérbola tiene como centro el de la curva y como diámetro 2a.
Las asíntotas de la hipérbola son las tangentes a la curva en el infinito. Los ejes son bisectrices de las asíntotas.
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Las asíntotas pueden trazarse con ayuda de la circunferencia principal y la de diámetro OF (O es el centro de la cónica).
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Se denomina diámetro real de la hipérbola a cualquier recta que pase por el centro y corte a la curva. 

Se denomina diámetro imaginario a cualquier recta que pase por el centro y no toque a la curva. El sector correspondiente a los diámetros imaginarios está determinado por las asíntotas.
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El diámetro conjugado de uno dado es el lugar geométrico de los puntos medios de las cuerdas paralelas a él. Si un diámetro es real, su conjugado es imaginario, y viceversa. 
Las tangentes a la hipérbola en los extremos de un diámetro real son paralelas al diámetro conjugado imaginario.
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Las directrices de la hipérbola son las rectas polares de los focos respecto de la curva, y pueden obtenerse a partir de la circunferencia principal y de las asíntotas.

[image: image19.jpg]Asintotas

F1

Directrices





 

Dos hipérbolas son conjugadas cuando comparten las asíntotas, pero sus ejes están intercambiados de lugar entre ellos, como se aprecia en el grafico. 
Una hipérbola es equilátera si sus asíntotas forman 45º grados con los ejes.

Propiedades de la Hipérbola

La circunferencia focal de un foco es el lugar geométrico de los puntos simétricos del otro foco con respecto a cualquier tangente a la hipérbola.
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  La circunferencia principal es el lugar geométrico de los puntos M que, estando en las tangentes, son los intermedios entre un foco y su simétrico con respecto a cualquier tangente a la hipérbola, o sea, de los pies de las perpendiculares a las tangentes desde los focos.
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El punto P, punto de contacto de una tangente con una hipérbola, está alineado con un foco y el simétrico del otro con respecto a esa tangente (ver la primera figura). La tangente es bisectriz del ángulo formado por P, F1 y F1’.

Teorema de Dandelin en la Hipérbola

El plano secante corta a las generatrices representadas en los puntos que serán vértices del eje real de la cónica. 
Dibujando las circunferencias (esferas) tangentes a la recta que representa al plano de corte, y a las generatrices, se obtienen las dos soluciones dibujadas. 
Los puntos de tangencia de las circunferencias con el plano de corte son los puntos F1 y F2 que serán los focos de la elipse. Los puntos de tangencia con la superficie cónica representan a las circunferencias de la solución tridimensional. T1-T2 es una circunferencia y T3-T4 es la otra. Los planos en que se encuentran definen las directrices d1 y d2 de la hipérbola.
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En esta figura puede verse la cónica resultante abatida sobre el papel.
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· PARABOLA

Definición
Una parábola es una curva en la que los puntos están a la misma distancia de: 

un punto fijo (el foco), y

una línea fija (la directriz) 
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Observaciones
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Ecuaciones Analíticas de la Parábola  

En esta sección sólo se considerarán parábolas con el vértice V en el origen de coordenadas y cuyos focos estarán localizados sobre los ejes x ó y (fig. 6.1.2.)  
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fig. 6.1.2.
Sea P(x, y) un punto de la parábola PDD-F (fig 6.1.2 b)entonces,
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Pero,
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Recíprocamente, sea P(x, y) un punto del plano, cuyas coordenadas (x, y) satisfacen (1) y pruebe que P e PDD-F.  
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De esta forma se ha demostrado la parte i del siguiente teorema.   
 

TEOREMA 1 (Ecuaciones de la Parábola)  

[image: image30.png]. La ecuacién de la parabola que tiene su foco en F(p/2, 0) y por directriz Ia recta
X = -p/2 (fig. 6.1.4) viene dada por - y>=2px(3). Reciprocamene si un punto P del
plano. satisface (3) entonces P x PDD-F

ii. La ecuacion de la pardbola que tiene su foco en F(0, p/2) y por directriz Ia recta
y=-p/2(fig. 6.13) es X2 = 2py (4)




iii. Recíprocamente, si un punto P del plano, satisface (4) entonces P x PDD-F 
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fig. 6.1.3.
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fig. 6.1.4.
Observaciones: 

i. En la  fig.  6.1.3. aparecen  las gráficas de dos parábolas abiertas hacia arriba  (en el caso de p>0) y hacia abajo (p<0), respectivamente y cuyos focos están localizados en el punto 
F(0, p/2) y cuya directriz es la recta de ecuación y = -p/2.  

Además, todos sus puntos son simétricos con respecto al eje y: de aquí que las ecuaciones que representan sus lugares geométricos, presentan únicamente a la variable x elevada en una potencia par.  

ii. Igualmente, las gráficas de la fig. 6.1.4. corresponden a las gráficas de parábolas abiertas hacia la derecha (p > 0) e izquierda (p < 0) respectivamente, con focos en el punto F(p/2, 0) y cuya directriz es la recta de ecuación x = -p/2. Además todos sus puntos son simétricos con respecto al eje x, de aquí que las ecuaciones que representan sus lugares geométricos, poseen únicamente a la variable y elevada a su potencia par.   

Traslación de Ejes 

En el ejemplo 5 de la sección 5.6., se determinó que la ecuación de la circunferencia con centro en C(4,3) y radio 5 era:  
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De lo anterior se concluye que a veces puede cambiar la ecuación sin cambiar la forma de la gráfica (fig. 6.1.5.).   
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fig. 6.1.5.
Si en el plano cartesiano x - y se eligen nuevos ejes coordenados paralelos a los  ejes x e y, se dice entonces que ha habido una "TRASLACIÓN DE EJES". Al fin de analizar los cambios  que  se presenten en las coordenadas de los puntos del plano al introducir un nuevo sistema de coorde- nadas x’ e y’ paralelo a los ejes x e y, se toma un  punto fijo  o’(h, k) que  se llama: ORIGEN del nuevo sistema.  

Sea ahora, un punto P(x, y) del plano, cuyas coordenadas están referidas al sistema con origen O(O, O) Entonces las coordenadas de P(x’, y’) referidas al sistema x’-y’ vienen dadas por las relaciones:   

  llamadas: ECUACIONES DE     TRASLACIÓN DE EJES, y que   pueden deducirse fácilmente de la fig.  6.1.6.

[image: image35.png]x = x + h (1)
y=y+k@2)




fig. 6.1.6.

Observación: 

La traslación de ejes modifica la ecuación de una curva y algunas veces la simplifica, pero no altera la forma de la curva.  

Una aplicación útil de la traslación de ejes se consigue cuando se obtienen las ecua- ciones generales de la parábola, con vértice en el punto V (h, k) referido al sistema x-y y para las cuales la directriz es perpendicular a uno de los ejes.  

Si  se toma  como referencia los ejes x’ e y’, hallar las ecuaciones de la parábola con vértice en V(h, k), equivale a encontrar las ecuaciones de la parábola con vértice en (0, 0) referido al nuevo sistema.  

Las ecuaciones 
[image: image36.png](P =22x (xF=2p




permiten escribir las ecuaciones en forma general de la parábola, como lo afirma el siguiente teorema:   
 

Teorema2 (Ecuaciones de la parábola. Forma general)
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ii. La ecuación de la parábola con vértice en el punto V (h, k), que tiene su foco 
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Demostración: 

[image: image39.png]Es similar a la del teorema 1, aplicado al sistema X-y' y luego hacer x'= x— %
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Observación: 

Las ecuaciones (1) y (2) del teorema 2, después de simplificarlas, pueden expresarse en la forma:   
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En las ecuaciones (3) y (4) puede notarse que una de las variables aparece al cua- drado y la otra lineal. La parábola siempre se abre en la dirección del eje cuya varia- ble aparece lineal.   
Así por ejemplo, la ecuación (3) representa una parábola que se abre hacia el semieje y positivo (si p > 0)  o hacia el semieje y negativo (si p < 0). Igualmente, la ecuación (4) representa  una parábola  abierta  hacia la derecha (si p > 0) o hacia la izquierda (si p < 0).   

Valores máximos y mínimos de una parábola 
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Cuando la ecuación aparece en la forma (1), el signo de a (coeficiente de x2), determina si la parábola se abre hacia arriba o hacia abajo y también determina si el vértice es un punto máximo o mínimo de la curva.   

[image: image42.png].6.1.9. (b)
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Si como en la fig. 6.1.9.(a), la parábola se abre hacia abajo, el vértice V (punto mas alto de la curva)  es llamado  el punto máximo de la parábola. El valor de la ordenada correspondiente es el valor máximo de la función que ella representa.  

Similarmente, si la parábola se abre hacia arriba (fig. 6.1.9.(b)), el vértice V es llama- do el punto mínimo de la parábola; y el correspondiente valor de y, es el valor mínimo de la función.  

Toda función cuadrática, tiene un valor máximo o un valor mínimo, pero no ambos. 
Algunas propiedades referentes a cilindro y cono
1RA PROPIEDAD: El desarrollo de la superficie lateral de un cilindro recto es un rectángulo o cuadrado de modo que uno de sus lados es la longitud de la circunferencia de la base y el otro lado de la altura del cilindro.
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2DA PROPIEDAD: El cono circular recto o cono de revolución, se engendra por un triangulo rectángulo ABC, que gira 3600 alrededor de uno de sus catetos AB. La hipotenusa AC, es la que genera la superficie lateral del cono, de allí el nombre de generatriz y el cateto BC al girar genera la base circular del cono.

[image: image44.png]



3RA PROPIEDAD: El menor camino para ir de A a B viajando por la superficie lateral del cilindro esta dado por la diagonal del rectángulo que se origina al desarrollar su superficie lateral.
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4TA PROPIEDAD: Si R es el radio de la sección recta de un cilindro oblicuo. 
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5TA PROPIEDAD: el desarrollo de la superficie lateral de un cono equilátero es un semicírculo.
[image: image47.png]



6TA PROPIEDAD: Todo plano que contiene a una tangente (L) a la base y la generatriz (VA) que pasa por el punto de contacto es, tangente corta a la base según una tangente a dicha base.
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7MA PROPIEDAD: Volumen de un cono oblicuo: 

[image: image50.png]



Superficie cónica
Llamaremos superficie cónica a la superficie que es generada por una recta que se mueve de tal manera que siempre pasa por una curva plana dad fija y por un punto fijo que no está contenido en el plano de la curva fija dada.

La recta móvil se llama generatriz y la curva fija dada directriz y el punto fijo se llama vértice de la superficie cónica.

El vértice divide a la superficie cónica en dos porciones cada una de las cuales se llama hoja o rama de la superficie cónica.

DETERMINACION DE LA ECUACION DE LA SUPERCIFIE CONICA.
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Ejemplo:
Hallar la ecuación de la superficie cónica cuya directriz es la elipse  4x2 + z2 = 1 ʌ y = 4 y cuyo vértice es el punto V (1, 1, 3)

Solución 
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Conclusión
En este trabajo hemos podido aprender en qué consiste y qué conceptos son los que abarca la palabra CÓNICAS.

Aprendimos también que hay cuatro tipo de cónicas, que son la hipérbola, parábola  y elipse; todas son de mucha importancia en nuestra vida porque tiene diferentes aplicaciones prácticas. Por ejemplo gracias a ellas se han podido desarrollar diferentes aparatos, para el estudio de órbitas (astronomía), entre otras cosas que han beneficiado y facilitado nuestras vidas.
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