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Introducción

Una de las ciencias más importantes es aquella que revela las relaciones cuantitativas y espaciales del mundo real, como es la Matemática, la que ofrece las herramientas teóricas necesarias para fundamentar las teorías de las demás ciencias, incluso de las ciencias sociales, a la vez que ofrece las herramientas aplicadas necesarias para modelar y resolver una amplia gama de problemas que se presentan en las esferas de la producción y los servicios. 

La enseñanza de esta ciencia desde los primeros años, contribuye a la formación paulatina del pensamiento lógico y abstracto en los educandos, condición necesaria para enfrentar los retos de la vida en sociedad y para desarrollar una personalidad integral que esté acorde con las exigencias del momento actual y contribuya al desarrollo de un país que está en una fase de recuperación después de muchos años de guerra como es Angola.

Unido a esto, la enseñanza de la Matemática contribuye a la formación de la concepción científica del mundo, que es la que predomina en el sistema educativo laico angolano; por esta razón las cuestiones filosóficas de la Matemática, sus conceptos, leyes, modos de trabajo y métodos adquieren importancia en los diferentes niveles de enseñanza de la Educación General.
Para lograr esta última contribución de la Matemática,  resulta imprescindible una adecuada formación de los encargados de llevar la enseñanza de la Matemática a las aulas de los alumnos de los niveles de Secundaria y Preuniversitario. Estos encargados son, precisamente, los egresados de la carrera Licenciatura en Ciencias de la Educación, especialidad Matemática, que se estudia en cinco institutos del Ministerio de Educación Superior de Angola, de ahí la importancia que tiene el hecho de formar estos licenciados con las herramientas teórico – metodológicas necesarias para que emprendan eficientemente su labor una vez egresados.

Según los métodos de investigación aplicados, encuestas a profesores (anexo 1 y 3), encuesta a estudiantes (anexo 2), hemos podido constatar que el Proceso de Enseñanza Aprendizaje (PEA) de la Matemática en general y el Análisis Matemático en particular que se lleva a cabo con los alumnos de la carrera Licenciatura en Ciencias de la Educación, especialidad Matemática, posee una serie de deficiencias que traen como consecuencia algunas debilidades que manifiestan posteriormente los profesores que egresan de la misma, cuando ejercen la docencia.
Comenzaremos analizando cuáles son las principales tendencias avanzadas de la educación matemática a nivel internacional, cuáles se han aplicado en Angola, para más tarde plasmar explícitamente las deficiencias que hemos detectado en el PEA de la Matemática durante la formación de pregrado de la carrera en estudio, y finalmente, proponer un diseño de investigación, cuya ejecución y control ofrezca resultados que contribuyan a subsanar las deficiencias detectadas.
Un rasgo común de muchas investigaciones pedagógicas contemporáneas es que hacen ver a los profesores la necesidad de que los educandos no sean vistos como receptores pasivos de volúmenes de contenidos, sino, como individuos capaces de aprender activa y significativamente.

Desde la antigüedad, en varias obras de clásicos de la Pedagogía como Comenius, Pestalozzi, Varela, Rosseau, etc, se reconoce el necesario papel activo en el aprendizaje del alumno por encima de la recepción mecanicista y dogmática que predominaba en épocas antiguas; con los aportes de la escuela soviética de Teoría de la Actividad, se han obtenido resultados esclarecedores sobre este papel; por ejemplo, “…se logra un mayor aprendizaje activo de los estudiantes, en la medida en que aprendan a: formularse metas, organizar el conocimiento, construir significados y utilizar estrategias”. Beltrán, (1998, p.34).

No menos interesante ha sido la evolución que ha tenido el reconocimiento por los pedagogos, del papel mediado del aprendizaje que, a nuestro criterio, encuentra su fundamentación más completa en el enfoque histórico-cultural de Lev S. Vygotski, en el que se destacan su importancia, formas y métodos de desarrollarlo, tomando como bases la “ley genética fundamental del desarrollo” y las categorías “otros” y “Zona de Desarrollo Próximo (ZDP)”.

En cuanto al aprendizaje significativo, este surgió como un intento de contrarrestar el aprendizaje memorístico - repetitivo y va dirigido a esta​blecer las relaciones esenciales y no de modo arbitra​rio entre lo que debe aprenderse y lo que es conocido (lo que se encuentra en las estructuras cognitivas del alumno).

Aportes sustanciales a la teoría de aprendizaje significativo han sido los trabajos de David P. Ausubel y sus seguidores, en cuya esencia se expresa que, aprender de un modo significativo consiste en realizar un proceso de actualización de los esquemas de conocimientos relativos a la situación en consi​deración, o sea, "poder atribuirle un significado al material objeto de estudio". Belmont (1991, p. 62-63)

Una de las ventajas de este tipo de aprendizaje radica en sus grandes perspectivas de contribuir al logro de una mejor organización y durabilidad del conocimiento; pues, en contraposición al aprendizaje memorístico, en el que el conocimiento es necesario extraerlo de la memoria de la misma forma en que fue aprendido; con el aprendizaje significativo se extraen estructuras organizadas que reflejan las características fundamentales del objeto de estudio, y aplicando estrategias de elaboración puede obtenerse más información de esas estructuras. 

Por otra parte, la educación matemática, en aras de perfeccionar el proceso de enseñanza aprendizaje (PEA) de la matemática, ha propuesto el empleo de la resolución de problemas en tres direcciones principales: el PEA por medio de la resolución de problemas (cuando se motiva e introduce el nuevo contenido por medio de la resolución de problemas sencillos, cuyas herramientas de solución están en la zona de desarrollo actual del alumno); el PEA de la resolución de problemas (cuando se hace énfasis en los procesos que intervienen en el proceso en sí de resolución de problemas) y el PEA para la resolución de problemas (cuando se emplean los problemas para ilustrar las aplicaciones del contenido o ampliar sus significados), términos estos que manejaremos por el momento de manera intuitiva y que se definen en el capítulo 1 con mayor exactitud.

En Angola,  el empleo de la resolución de problemas se limita al PEA para la resolución de problemas al finalizar los sistemas de clases y unidades temáticas con vistas a la fijación y aplicación del contenido, pues en general no se emplean los problemas para motivar o introducir los nuevos contenidos (PEA basado en la resolución de problemas). También se ha hecho énfasis en los pasos que se siguen al resolver problemas, pero no se profundiza en el empleo de estrategias y recursos heurísticos.

El PEA basado en la resolución de problemas, en primera instancia, permite que el alumno realice conexiones entre la teoría y el mundo real; facilita que el estudiante se involucre en su propio proceso de aprendizaje, y que el profesor y los alumnos sean mediadores entre el conocimiento y el alumno, para que este utilice la teoría o los contenidos de una o más asignaturas como herramientas que le permitan identificar problemas, determinar causas, proponer y seleccionar alternativas de solución; propicia el logro de su motivación intrínseca (condición necesaria para el logro de una actitud de aprendizaje significativo), para que sea el mismo estudiante quien trate de relacionar la teoría con un problema real y de su entorno, que sea capaz de relacionar los conocimientos previos con los nuevos para construir su propio conocimiento y de esta manera lograr un aprendizaje significativo y permanente.

El estudio del papel de los problemas en la lógica y estructu​ra del proceso docente constituye un aspecto de cardinal impor​tancia en los fundamentos sobre el aprendizaje de la matemática en los trabajos de A. Schoenfeld (1985), Jeremy Kilpatrick (1990), Miguel De Guzmán (1993), Marie Lise Peltier (1993), Joseph Gascón (1994), Luz Manuel Santos (1995), Campistrous (1996) y otros, que no sólo se restrin​gen al estudio de los procesos heurísticos que transcurren en la solución del problema propiamente, como la mayoría de los trabajos de G. Polya, sino que discuten sobre sus aspectos epistemo​lógicos como base para las sugerencias pedagógicas; sobre sus principales aportes se profundiza en el capítulo 1. 

En cuanto al tratamiento de conceptos, en la enseñanza superior los conceptos son de naturaleza abstracta y muchos poseen una extensión dinámica (como el de función, que depende del dominio que se considere); sin embargo, se lleva a cabo un tratamiento muy restringido de los mismos, al ocuparse solo de elementos particulares de su extensión.

En este nivel, solo se profundiza en el empleo de los conceptos en la solución de ejercicios semejantes a algunos ya resueltos, no se transmite una adecuada conceptualización sobre las características lógicas (extensión y contenido) fundamentales de los conceptos matemáticos. No se emplean organizadores importantes como mapas de extensiones y de proposiciones, no se logra un conocimiento sobre los diferentes tipos de generalizaciones que se realizan -en ocasiones ni siquiera se tiene la idea de que se ha realizado una generalización-, no se dispone de criterios para determinar la calidad de las generalizaciones, se demuestran muchos teoremas y sin embargo, esta importante acción se ve desligada del proceso de desarrollo conceptual.

Por otra parte, el tratamiento de los teoremas matemáticos requiere de la preparación del camino para su obtención, debe realizarse su demostración ya sea en la propia clase o en el estudio independiente debidamente controlado, lo cual requiere de una preparación para su demostración, que incluye: el despertar de la motivación para la misma, la determinación de las hipótesis y las tesis, la elección del método de demostración más adecuado, la elaboración del plan de demostración. Durante la ejecución del plan, deben dejarse claras las reglas de inferencias que se utilizan, los principios, reglas y estrategias heurísticas que se emplean. Debe llevarse a cabo un tratamiento óptimo de explotación del error que cometen los estudiantes y analizar las condiciones perspectivas y retrospectivas del mismo. Ver (Ballester y otros, 1992).

Con el objetivo de analizar cómo se manifiesta el tratamiento de algunos conceptos y teoremas matemáticos, el papel  de la resolución de problemas y el aprendizaje activo, mediado y significativo en la disciplina Análisis Matemático de la carrera Licenciatura en Ciencias de la Educación, especialidad Matemática, se aplicaron algunos instrumentos que permitieron apreciar la existencia de algunas dificultades. 

Resumiendo y formalizando algunas de las ideas aquí expresadas, según la literatura consultada, la experiencia del autor en la docencia, la observancia de diferencias significativas en la manera de enseñar de los profesores angolanos con respecto a los cubanos, los resultados obtenidos durante seis años de ejercicio de la docencia de la Matemática a alumnos de dicha carrera, se tiene, sobre la relación  resolución de problemas – tratamiento de conceptos – tratamiento de teoremas – aprendizaje significativo en el PEA del Análisis Matemático, los resultados siguientes:

· Sobre los procesos que intervienen en el tratamiento de conceptos:

· Son muchos los conceptos de varios temas de la disciplina Análisis Matemático, que pueden ser formados mediante el proceso de comparación de objetos particulares (vía inductiva), sin embargo esto no se hace. En la mayoría de los casos, el tratamiento conceptual parte de su definición; esto se debe, principalmente, al presupuesto de tiempo. No obstante, los estudiantes deben conocer el proceso de formación inductivo, por lo que resulta necesario implementarlo con algunos conceptos a partir de la resolución de problemas.

·  Dada la naturaleza abstracta de los objetos y la infinitud de la extensión de los conceptos matemáticos que se tratan en esta carrera, no existe motivación para establecer su comparación y no se emplean problemas adecuados para lograr esto. 

· Los estudiantes no son conducidos a la determinación de los rasgos esenciales y no realizan, el proceso de abstracción de rasgos no esenciales; no tienen conciencia del proceso de síntesis de los rasgos esenciales y de su consideración en un determinado conjunto (el contenido).

· No existe un conocimiento acabado sobre aspectos esenciales relativos al trabajo con conceptos como son: en qué consisten los procesos en que se subdivide el tratamiento conceptual (formación, desarrollo y generalización), cuáles son las características lógicas del concepto (contenido y extensión), cuáles son las operaciones lógicas que se pueden realizar con conceptos (definición, clasificación, generalización), etc.

· Durante los procesos de desarrollo y generalización conceptual, no se llevan a cabo suficientes acciones que traigan consigo un conocimiento más acabado del concepto en estudio.

· Sobre el tratamiento de teoremas:  
· No existe una preparación del camino de obtención del teorema.

· Muchas veces, por presupuestos de tiempo, no se realiza la demostración del teorema, y cuando se hace, no se lleva a cabo una preparación para su demostración, que incluye la motivación para la misma, la determinación de las hipótesis y las tesis, la elección del método de demostración más adecuado, la elaboración del plan de demostración.

· Durante la ejecución del plan, no se dejan claras las reglas de inferencias que se utilizan, ni los principios, reglas y estrategias heurísticas que se emplean.

· No se lleva a cabo un tratamiento óptimo de explotación del error que cometen los estudiantes 

· No se analizan las condiciones perspectivas y retrospectivas del mismo.

· En ocasiones, la articulación entre los conocimientos que tiene el estudiante con los nuevos no se lleva a cabo significativamente, pues no se emplean adecuados organizadores (como mapas de extensiones, de contenidos, diagramas) encaminados a modificar las estructuras mentales de los estudiantes que permitan organizar el contenido en estructuras relacionadas más fáciles de recordar a largo plazo, salvo el olvido de aspectos secundarios.

· Muchas veces no se logra la necesaria motivación intrínseca en los alumnos y por ende, la actitud de aprendizaje significativo para abordar situaciones de aprendizaje, por medio de la resolución de problemas cercanos a los intereses del futuro profesor de Matemáticas, que traigan consigo una implicación afectiva del alumno, lo que da al traste con que solo se esfuercen en su estudio para salir bien en las evaluaciones de las asignaturas.

· El sistema de evaluación generalmente está encaminado a la reproducción de contenidos aprendidos por medio de evaluaciones orales y escritas (frecuentes, parciales y finales), priorizando la función sumativa de la misma y no a la realización de la evaluación formativa, suscitando escenarios de autoevaluación y coevaluación, no solo de contenidos, sino de la calidad de los procesos que han intervenido en el aprendizaje.

Estas deficiencias se manifiestan, entre otros aspectos, debido a que en el proceso de formación de los profesores de Matemática en el Instituto Superior de Ciencias de la Educación (ISCED) de Huambo en la República de Angola no se ha implementado un sistema de superación que conduzca, de manera efectiva la necesaria relación que debe existir entre el empleo de la resolución de problemas, el tratamiento de conceptos, el tratamiento de teoremas y el aprendizaje significativo en el PEA de las disciplinas matemáticas en general y del Análisis Matemático en particular.

Por todo lo antes expuesto, se ha podido constatar la existencia del siguiente problema científico:

Problema Científico: ¿Cómo puede perfeccionarse el proceso de enseñanza aprendizaje de la disciplina Análisis Matemático en la carrera Licenciatura en Ciencias de la Educación, especialidad de Matemática del ISCED-HBO? 

Por  tanto la presente investigación tiene como objeto de estudio: “El Proceso de Enseñanza - aprendizaje del Análisis Matemático en la carrera Licenciatura en Ciencias de la Educación, especialidad de Matemática del ISCED-HBO” 

Nuestro campo de acción es: “El papel de la resolución de problemas para abordar los conceptos y teoremas en el proceso de Enseñanza - Aprendizaje del tema Cálculo Diferencial de la disciplina Análisis Matemático de la carrera antes citada”

El objetivo general es: diseñar una estrategia didáctica basada en la resolución de problemas que contribuya a elevar la calidad del tratamiento metodológico de los conceptos y teoremas en el proceso de Enseñanza - Aprendizaje del Análisis Matemático en dicha carrera.
Desarrollo

Sistema de acciones propuesto en la estrategia didáctica

A continuación se expone el sistema de acciones propuesto en la estrategia didáctica basada en la resolución de problemas para contribuir al cumplimiento del objetivo general propuesto. 

· Acciones relativas al planteamiento de los problemas.
· Durante todos los procesos de formación, desarrollo y generalización conceptual, así como de búsqueda, demostración, valoración y aplicación de teoremas.
Los problemas que se planteen deben estar encaminados a:
· Relacionar esencialmente, y no de modo arbitrario, el conocimiento nuevo con los conocimientos previos que tienen los alumnos aplicando el concepto vygotskiano de Zona de Desarrollo Próximo.

· Modificar los esquemas y modelos mentales por medio de un proceso personal de equilibrio ( desequilibrio ( reequilibrio.

· Propiciar las condiciones para que los alumnos planteen problemas por sí solos, como consecuencia natural de las insatisfacciones con los vacíos que se deben ir llenando al relacionar los conceptos significativamente.  

· Cuando un problema, o conjunto de problemas, ha sido resuelto por la mayoría de los alumnos con ayuda del profesor o de otros compañeros más capaces (aprendizaje mediado), deben plantearse otros, con objetivos semejantes a los anteriores, hasta lograr que la mayoría de los estudiantes los resuelvan independientemente y, paulatinamente, plantear otros que requieran de cierta dosis de creatividad, hasta lograr, con su resolución, un aprendizaje activo de los alumnos.

· A la hora de escoger el problema a plantear debe tenerse en cuenta que el aprendizaje significativo del contenido que este incluye queda determinado, no solo por el conocimiento previo que debe tener el alumno, sino por la capacidad adquirida a lo largo de su desarrollo.

· Durante el proceso de formación del concepto por vía inductiva.

Plantear problemas encaminados a:

· Presentar a los estudiantes cierto número de objetos, especialmente seleccionados, con el objetivo que los comparen y los analicen.

· Mediar para que los alumnos seleccionen propiedades de cada objeto, los comparen con los otros objetos, determinen las propiedades comunes y hagan su abstracción de las propiedades no comunes.

· Facilitar el proceso mental de síntesis, para que se seleccione un conjunto mínimo de propiedades (esenciales), a partir de las cuales se puedan obtener todas las demás propiedades comunes.

· Dejar claro mediante la generalización, la posible existencia de un conjunto de objetos más amplio que los considerados, que satisfacen estas características esenciales, y la posibilidad de que algunos de los presentados no se incluya en el concepto.

· Utilizar una denominación verbal para nombrar la clase de todos los objetos que cumplen las propiedades esenciales, y realizar la definición científica del concepto correspondiente a la clase de propiedades seleccionada.

· Durante el proceso de desarrollo del concepto.

Plantear problemas encaminados a:

· Obtener caracterizaciones del concepto definido.

· Realizar un estudio de la extensión del concepto caracterizado por:

· El estudio de estructuras algebraicas y topológicas.

· La ampliación de la clase de elementos conocidos de su extensión.

· El establecimiento de isomorfismos entre su extensión y la extensión de otros conceptos u otros conjuntos.

· La determinación de relaciones significativas con las extensiones de otros conceptos.

· La construcción de mapas de extensiones que tienen lugar entre la extensión del concepto estudiado con las extensiones de otros conceptos, y de los mapas de contenido correspondientes. 

· La determinación de objetos límite y casos especiales del concepto en estudio.

· Realizar aplicaciones importantes del concepto en problemas intramatemáticos extramatemáticos; así como ampliar sus significados. 

· Ejercitar a los estudiantes en las técnicas de demostración para ampliar las propiedades del concepto, utilizando para ellos las caracterizaciones más adecuadas. 

· Durante el proceso de generalización del concepto.

Plantear problemas encaminados a

· Preparar el concepto para su generalización.

· Realizar generalizaciones:

· Por debilitamiento del contenido del concepto.
· Por consideración de contextos más amplios. 
· Establecer criterios de bondad para valorar la calidad de las generalizaciones hechas.

· Durante el proceso de obtención del teorema.
Plantear problemas encaminados a:

· Preparar el camino para la obtención del teorema, que incluye:

· La motivación para la misma.

· La visualización geométrica del resultado que se pretende enunciar.

· La realización de preguntas heurísticas cuyas respuestas permiten la obtención de resultados parciales que en su conjunto conducen a la formulación del teorema como tal.

· Durante el proceso de demostración del teorema.
Plantear problemas encaminados a:

· Realizar la demostración de la mayoría de los teoremas, y las que no puedan hacerse en clases por presupuesto de tiempo, entonces orientarlas como estudio independiente para ser posteriormente controladas, preferiblemente en seminarios.

· Llevar a cabo una preparación para su demostración, que incluye la motivación para la misma, la determinación de las hipótesis y las tesis, la elección del método de demostración más adecuado, la elaboración del plan de demostración.

· Durante la ejecución del plan, dejar claras las reglas de inferencias que se utilizan, así como los principios, reglas y estrategias heurísticas que se emplean.

· Llevar a cabo un tratamiento óptimo de explotación del error que cometen los estudiantes. 

· Durante el proceso de valoración de la calidad del teorema obtenido. (Analizar las condiciones perspectivas y retrospectivas del mismo)
Plantear problemas encaminados a:

· Relacionar más de una vía de demostración en aquellos teoremas factibles para ello.

· Valorar validez de contrarrecíprocos, poner contraejemplos, mencionar condiciones necesarias, suficientes o caracterizaciones.

· Valorar posibilidades de empleo en contenidos venideros.

· Reproducir las demostraciones definidas en el programa como básicas.

· Durante el proceso de aplicación del teorema.

Deben realizarse preguntas heurísticas encaminadas a:

· Identificar cuál teorema debe aplicarse en determinados pasos de la solución de algunos problemas.

· Cuando identifica el teorema que debe usarse, debe garantizarse que se emplee correctamente. 

· Acciones relativas a la resolución de  los problemas.

Existen varios programas heurísticos generales para llevar a cabo el proceso de resolución de problemas; entre ellos: el de Polya (1986), el de Schoenfeld (1985a) y el de Miguel de Guzmán (1992); los cuales presentan muchos aspectos coincidentes. Teniendo en cuenta estos tres programas y las acciones que han realizado los profesores del Seminario de Matemática Educativa de la UCLV en su trabajo profesional a la hora de guiar esta actividad en asignaturas de la carrera Licenciatura en Matemática de la UCLV, planteamos a continuación el programa heurístico general y los procedimientos correspondientes para la resolución de problemas que pretendemos seguir.

Fases y acciones del programa heurístico general para la resolución de los problemas durante los procesos de formación, desarrollo y generalización conceptual y durante la formulación y demostración de teoremas matemáticos.

Este programa heurístico general se implementa cuando se proponen los problemas relativos a los procesos descritos anteriormente de: llevar a cabo el proceso de formación por vía inductiva (desarrollo o generalización) conceptual de un concepto matemático, o de llevar a cabo el proceso de obtención (demostración) de teoremas en la carrera Licenciatura en Educación, especialidad Matemática del ISCED de Angola”.

Durante la resolución de los problemas particulares que se plantean en cada árbol de problemas, puede seguirse el programa heurístico siguiente:

· Comprensión del problema:

· Lectura cuidadosa.

· Selección e interpretación de palabras claves.

· Modelación verbal del problema, eliminando la información no esencial.

· Elaborar figuras, tablas o esquemas que proporcionen una mejor comprensión del problema.

· Trabajo en el problema:

· Precisión del problema:

· Determinar las magnitudes conocidas y buscadas.

· Determinar leyes a utilizar del área que corresponde el problema.

· Establecer relaciones y dependencias entre las magnitudes.

· Modelación gráfica, tabular, mediante principios o leyes del área a que corresponde el problema.

· Modelación matemática del problema.

· Modelación matemática de las magnitudes del problema.

· Modelación de relaciones entre magnitudes.

· Obtención del modelo matemático a partir del modelo mediante principios o leyes del área a que corresponde el problema.

· Determinación de las características del modelo matemático con respecto a su solución.

· Después de obtenido el modelo matemático del problema, con respecto a su solución, puede ocurrir una de tres variantes siguientes:

V1. El alumno conoce, al menos, un método de solución del modelo. 

V2. El alumno no conoce un método de solución y le es permitido utilizar las tecnologías de la información y las comunicaciones (TIC) para resolver el modelo.

V3. El alumno no conoce un método de solución y no se le permite utilizar las TIC para resolver el modelo.

Fases correspondientes a cada una de estas variantes.

En la primera variante:

· Si conoce un solo método de solución, debe pasar a la fase de solución del modelo.

· Si conoce más de un método de solución, debe:

· Determinar el método óptimo para la solución del problema.

· Aplicar estrategias en este sentido.

En la segunda variante:

· Determinar el paquete que va a utilizar para resolver el problema.

· Seleccionar la herramienta computacional que va a utilizar. 

En la tercera variante:

· Determinar la idea de solución.

· Elaboración de un plan de solución.

· Determinación de medios y estrategias, por ejemplo, utilizar la estrategia de trabajo hacia adelante o hacia atrás.

· Realización de estimados.

· Solución del modelo matemático.

· Determinación de la solución.

De acuerdo con la variante que corresponda se utilizará un método de solución, se empleará la herramienta computacional escogida, o se aplicará el plan de solución diseñado.

· Evaluación del proceso matemático de solución y de su resultado.

· Comprobación de la solución.

· Consideraciones perspectivas y retrospectivas.

· Reflexiones sobre el proceso de solución aplicado.

· Valoración de la aplicación de otros procesos de solución.

· Posibilidad de empleo del proceso de solución en otros problemas semejantes.

· Determinación de las restricciones con las que ha sido resuelto el problema.

· Determinación de otros resultados matemáticos necesarios para dar solución al problema original.

· Transferencias de resultados matemáticos. 

· Aplicación del proceso inverso al de modelación.

· Transferencia de resultados matemáticos a frases verbales.

· Transferencia de resultados matemáticos a afirmaciones verbales.

· Planteamiento de nuevos problemas matemáticos.

· Eliminar restricciones con las que fue resuelto el modelo matemático.

· Analizar la posibilidad de ampliar el dominio de solución del modelo. 

· Planteamiento de otros problemas contextuales. 

· Planteamiento de otros problemas contextuales que se resuelvan con un modelo similar al que se empleó en el problema resuelto.

·  Planteamiento de nuevos problemas contextuales en correspondencia con las generalizaciones del modelo obtenido en la fase anterior.

Procedimientos heurísticos.

· Principios heurísticos: analogía, reducción, inducción, generalización, movilidad, medir y comprobar, consideración de casos especiales y casos límites.

· Estrategias heurísticas.

· Trabajo hacia adelante.

· Determinación de una caracterización óptima.

· Utilización de propiedades conocidas adecuadas.

· Aplicación de reglas de inferencia correctas.

· Trabajo hacia atrás.

· Trabajo operacional obviando reglas de inferencia hasta llegar a una solución probable.

· Comprobación de la solución probable.

· Modelación.

· Modelación verbal del problema.

· Modelación gráfica, tabular o mediante leyes contextuales.

· Modelación matemática.

· Solución del modelo matemático.

· Transferencia de resultados matemáticos a frases y afirmaciones verbales.

· Acciones relativas al logro de la motivación intrínseca durante todos los procesos.

Acciones a realizar en este sentido pueden ser:

· Involucrar a los alumnos en el planteamiento de problemas debidamente dosificados con cierta significatividad experiencial para los alumnos, los que pueden ser extramatemáticos o intramatemáticos de la misma rama del concepto o de otras áreas de la matemática.

· Plantear problemas encaminados a resaltar las necesidades no satisfechas, encaminados a que los estudiantes se esfuercen en su resolución de manera enérgica y con intención.

· Plantear variedad de problemas encaminados al planteamiento de metas por los alumnos, alcanzables con diferentes niveles de esfuerzos. 

· Plantear problemas encaminados a despertar la duda, la perplejidad, la contradicción, la confusión o la inadecuación.

· Hacerles ver que de los errores que se cometen también se aprende, lo que ayuda a elevar o mantener estable la autoestima del alumno ante un error cometido.

·  Acciones para el logro de un PEA con la unidad entre lo cognitivo y lo afectivo.

En el epígrafe 1.4.1 se profundizó en este importante aspecto. No obstante, antes de determinar acciones que tributen a esta unidad, consideramos pertinente destacar que: la comunicación como relación entre los sujetos y como vía para el logro de un aprendizaje mediado, en la cual se establecen múltiples motivaciones; es el proceso que adquiere, en el sentido afectivo, un carácter fundamental.

Se proponen las acciones siguientes:

· Lograr que los alumnos con mayores dificultades planteen sus dudas y conducirlos, por medio de adecuados niveles de ayuda, a la asimilación del contenido.

· Estimular a los estudiantes en la posibilidad del desarrollo de tareas (resolución de problemas, elaboración o completamiento de organizadores de la información, etc.) que les permitan descubrir, aplicar u organizar los conocimientos matemáticos.

· Fortalecer la autoestima de los estudiantes de acuerdo con el nivel de desarrollo que presenten. Los de bajo aprovechamiento en el sentido que pueden vencer los objetivos fundamentales, sin suscitar una ayuda prematura por parte del profesor u otro alumno, y los de medio y alto aprovechamiento, que pueden ser capaces de mejorar su actuación.

· Estimular la correspondencia entre lo que se piensa y se hace, para evitar manifestaciones de doble moral y desalentar el fraude académico, creando motivaciones para el estudio y convirtiendo éste en un deber social y un placer para el estudiante.

· Velar porque se cumplan las normas de educación formal durante el desarrollo del PEA.

· Suscitar escenarios que contribuyan a desarrollar valores como: la solidaridad, la laboriosidad, el patriotismo, etc, aprovechando para ello, las potencialidades que brinda la enseñanza basada en la resolución de problemas.

·  Acciones encaminadas a la realización de una adecuada evaluación de los conocimientos.

Anteriormente apuntamos que uno de los componentes del curriculum que más conflictos provoca en los alumnos es la evaluación concebida como instrumento de control y sanción del aprendizaje producido, en la que predomina la función sumativa de la evaluación.

La evaluación debe usarse no solo para la promoción de los alumnos de una asignatura dada, debiendo ser el objetivo primordial ayudar a conseguir un aprendizaje significativo, gratificante y satisfactorio; esto obliga a considerar prioritariamente su función formativa. Desde la concepción formativa de la evaluación como instrumento de perfeccionamiento y ayuda al alumno; para llevarla a cabo, de acuerdo con el objetivo de la estrategia, se debe atender a dos direcciones fundamentales, en las que se proponen las acciones:

· Integrar la tipología evaluativa 

a)  Según su intención: formativa o sumativa.

b)  Según su temporalidad: diagnóstica, frecuente o continua y final.

c)  Según sus agentes: autoevaluación, coevaluación y heteroevaluación.

· En los instrumentos evaluativos, incluir preguntas que midan la calidad tanto de procesos como de resultados, combinar preguntas reproductivas, con productivas y creativas.

· Contrarrestar las patologías más frecuentes de la evaluación.

Planificación de la implementación de la estrategia en el tema “Cálculo Diferencial de funciones reales”

A continuación se planifica la implementación de la estrategia propuesta por medio del Sistema de clases relativo al tema “Cálculo diferencial de funciones reales”, por medio del cual se implementa la estrategia didáctica basada en la resolución de problemas para llevar a cabo el tratamiento de los conceptos y teoremas relativos al mismo, en dicha carrera.

Leyenda: 

· En azul, aparecen los problemas y ejercicios planteados por medio de los cuales se va construyendo el conocimiento con un papel activo del estudiante.

· En rojo, aparece la intención didáctica del problema o ejercicio como parte del proceso que interviene en el tratamiento de los conceptos y teoremas del tema en estudio.

Conferencia # 1: Derivadas de funciones de una variable real

Sumario

Problemas que conducen al concepto de derivada en un punto. Velocidad instantánea,  tangente a una curva.

Derivada de una función en un punto.

· Derivadas laterales.

· Derivadas infinitas.

 Problemas que conducen al concepto de derivada en un punto

Consideremos un problema físico y otro geométrico que precedieron históricamente al surgimiento del concepto derivada.

Velocidad instantánea.

Problema 1.1 (de presentación de objetos para comparar y de ampliación de significados del concepto): 
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Solución

Se llega en elaboración conjunta a la definición:

Definición: Denominamos velocidad instantánea del movimiento rectilíneo dado por s = f(t), con  (t (0, al límite (si existe)
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Problema 1.2: ¿Cuál es la recta tangente a la curva y=f(x) en el punto de abscisa x0?
Solución mediante conversación heurística

Todo el mundo tiene una idea clara de lo que es la recta tangente a una circunferencia en uno de sus puntos, pero si tratamos de generalizar esa idea a otras curvas nos encontramos con cuestiones que esa idea no resuelve.

- ¿Puede la recta tangente cortar a la curva en más de un punto?

- ¿Puede atravesar la recta tangente a la curva por el punto de tangencia?
[image: image3.png]o Vo





Solución

Consideremos una curva dada por y = f(x) definida y continua en un intervalo (a, b).
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Problema 1.3: (de presentación de objetos para comparar y de ampliación de significados del concepto): ¿Cómo podemos hallar la ecuación de la recta tangente a f en x0 si solo tenemos el punto de tangencia? 

Solución

¿Cuál es la pendiente de la recta secante que pasa por los puntos de abscisas x0 y x0+Δx?

Para conocer la ecuación de la recta tangente a la curva en el punto P basta conocer la tangente de su ángulo de inclinación (pendiente), para conocer la pendiente de la recta tangente consideremos la pendiente de las rectas secantes que pasan por P
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Conociendo que la recta normal a f en x0 es la perpendicular a la recta tangente a f en x0. ¿Cuál será la ecuación de la recta normal?
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Problema 1.4 (de utilidad del concepto): Hallar la ecuación de la recta tangente a la parábola y = x2 en el punto de abscisa 
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Solución
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Visualización con el Paquete Mathematica:  Visualización recta tangente.nb
Derivada de una función en un punto

(de síntesis y generalización): Ya se han resuelto dos problemas: uno físico y uno geométrico que conducen a un mismo objeto matemático (límite de un cociente incremental), que recibe el nombre especial de derivada de una función en un punto y vale la pena definir con rigor. ¿Cómo puede definirse dicho concepto?
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Definición. Función derivada

[image: image10.png]a
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Problema 1.5: (de ampliación de la colección de elementos conocidos de E): Utilizando la definición de derivada, demuestre que la derivada de las funciones es la que se indica:
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Ejemplificación con el Paquete Mathematica: Derivada.nb 

Derivadas laterales 

(de preparación del concepto para la gereneralización) Cuando se calcula el límite del cociente incremental no siempre tiene que existir, pues a veces  existe el límite por la derecha o por la izquierda pero no son iguales. ¿Qué nombre le sugiere estos límites laterales?

De forma análoga a los conceptos de límite y continuidad lateral se introduce el concepto de derivada lateral.

Definición. Derivada lateral (generalización por debilitamiento del contenido del concepto de derivada)
Llamamos derivada lateral derecha (izquierda) de y = f(x) en el punto 
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x

 y la denotamos como a:
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(de ampliación de significados del concepto) ¿Cómo pueden ser interpretadas geométricamente las derivadas laterales de la función f en el punto x0?
Las derivadas laterales, pueden ser interpretadas geométricamente utilizando el concepto de semitangentes a una curva en un punto.

Problema 1.6: (de ampliación de la colección de elementos conocidos de EC) Analizar la existencia de la derivada de la función
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Solución 

Calculando las derivadas laterales en x=0
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No existe la derivada en el punto cero.

(de preparación para la obtención del teorema)
¿Es la función f(x) = 
[image: image16.wmf]x

, continua en cero?

¿Se puede decir que toda función continua en un punto es derivable en ese punto?

Problema 1.7: (de establecimiento de relaciones entre la extensión E con las extensiones de otros conceptos y de determinación de condiciones necesarias para el contenido del concepto) ¿Cómo quedaría enunciado el teorema que relaciona los conceptos de función derivable y función continua?:

Solución: La solución de este problema es el enunciado del teorema:
Teorema: Toda función derivable en un punto es continua en ese punto.

Problema 1.8: (de recursos heurísticos para la demostración del teorema) Hacer la Demostración. 
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(de valoración de la calidad del teorema obtenido) ¿Es cierto el recíproco de este teorema? Argumente.

Derivadas infinitas

¿Qué ocurre en el caso en que el límite del cociente incremental sea + ( o - (? Realice un análisis algebraico y geométrico.

En este caso, diremos que en el punto 
[image: image18.wmf]0

x

 la función f(x) tiene derivada infinita (o derivadas laterales infinitas).

Problema 1.9: (de ampliación de la colección de elementos conocidos de EC) 
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-----------------------------------------------------------------------------------------------------

Clase Práctica #1: Derivada de una función en un punto.

1. (de utilidad del concepto) Encontrar la ecuación de la recta tangente y normal a la curva, en el punto que se indica.
[image: image20.png]



2. (de ampliación de la colección de elementos conocidos de E y EC) Analizar donde las siguientes funciones no son derivables.
[image: image21.png]



3. (de ampliación de la colección de elementos conocidos de E y EC) Encontrar A y B tal que 
[image: image22.png]sea derivable en x=1





4. (de ampliación de la colección de elementos conocidos de E y EC) Analizar si es o no derivable la función en el punto x = 0
[image: image23.png]



5. ¿En qué puntos la derivada de la función  f(x) = x3 coincide numéricamente  con el valor de la propia función?

6. (de utilidad del concepto) ¿Para qué valores de la variable independiente son paralelas las tangentes a las curvas y = x2  e  y = x3? 

7. (de utilidad del concepto) Sea f(x) = x2 + ax + b para todo x. Hallar valores de a y b tales que la recta y = 2x sea tangente a la gráfica de f en el punto (2, 4).

-------------------------------------------------------------------------------------------------------------

Clase Práctica #2: Derivada de una función en un punto.

1. (de utilidad del concepto) Sea f(x) = x + cos x para todo x. Hallar todos los puntos x para los que la gráfica de f en (x, f(x)) tiene pendiente cero.

2. (de utilidad del concepto) Hallar valores de las constantes a, b y c para los cuales las gráficas de los dos polinomios f (x) = x2 + ax + b  y  g(x) = x3 – c se cortan en el punto (1, 2) y tengan la misma tangente en dicho punto.

3. (de ampliación de la colección de elementos conocidos de E y EC) Sea f definida como:
[image: image24.png]Hallar en funcién de c los valores de ay b tales que f*(c) exista




4. (de utilidad del concepto) Hallar la ecuación de la parábola y = x2 +bx + c, que es tangente a la recta y = x en el punto (1, 1).

5. (de utilidad del concepto y de ampliación de significados del concepto) Conociendo que f es derivable en c, sea g la función definida por
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6. (de ampliación de la colección de elementos conocidos de E y EC y de ejemplificación de casos especiales) Dar un ejemplo de una función f tal que es definida para todo x real y satisfaga las siguientes condiciones:
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Conferencia # 2: Operaciones con funciones derivables. Diferencial.

Sumario

· Operaciones aritméticas con funciones derivables.

Derivada de algunas funciones elementales

· Diferencial.

· Operaciones aritméticas con funciones derivables.

Problema 2.1 (de establecimiento de propiedades que conducen a la determinación de estructuras algebraicas de E con determinadas operaciones) (de preparación para la obtención del teorema) Hasta el momento ya sabemos las derivadas de algunas funciones elementales, pero ¿cómo calcular derivadas de la suma, el producto, el cociente, la composición y la inversión de funciones reales? Por ejemplo:
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Solución

El siguiente teorema ofrece las herramientas necesarias para las tres primeras operaciones expresadas anteriormente.
Teorema: Supongamos que las funciones f(x) y g(x) son derivables en un punto
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, entonces, las funciones 
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Problema 2.2 (de utilización de recursos heurísticos para la demostración del teorema). Realice la demostración de este teorema. Sugerencia: tenga en cuenta el límite del cociente incremental en cada caso y realice las transformaciones algebraicas pertinentes.
Demostración:
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2) En el caso de la derivada del producto se tiene, al aplicar el límite del cociente incremental resulta:
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¿Qué se necesita en el próximo paso para llegar a lo que se necesita?

Ver las demostraciones de los demás casos en la página 17.

 (de valoración de la calidad del teorema obtenido) ¿Las reglas anteriores pueden extenderse a un número cualquiera finito de funciones?
Entonces ya estamos en condiciones para hallar las derivadas de operaciones con funciones concretas.

Ejemplos. (de aplicación de las propiedades a las operaciones entre elementos de E) Determine la función derivada de las funciones siguientes
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Problema 2.3 (de ampliación de la colección de elementos conocidos de E) Demuéstrelo por dos vías como ejercicio de estudio independiente

Vía 1: Aplicar inducción completa 

Vía 2: Aplicar el límite del cociente incremental, tenga en cuenta el binomio de Newton.

Una aplicación directa de esta fórmula y de las propiedades anteriores es el siguiente:
[image: image33.png]45 +3
Ejemplo: Halle Ia derivada de il

42





Problema 2.4 (de ampliación de la colección de elementos conocidos de E) Demuéstrelo

Demostración 
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¿Qué transformaciones suceden con vistas al resultado que se quiere obtener?
[image: image35.png]= lim senx

=)

coshx—1

Ax

+ lim, cos

senhx

Ax

lim senx

=)

(8x?
2
Ax

+ lim cos x=cos x




Problema 2.5 (de ampliación de la colección de elementos conocidos de E) Pruebe como ejercicio de estudio independiente que:
[image: image36.png]3) (cosxl = senx

5 (igx) =sec?x

5) (secx) =secx.tgx

6) (csex) =-cscx. cotx

7 (etgx) =—cse?x

8) Problema 2.6 (de ampliacion de la coleccion de elementos conocidos de E) Demusstre que siy =

log, x entonces y'=—log, 2 (a>0.3=1.x0)

Demostracios

(log, x/ = lim log, x
L, =




¿Qué transformaciones suceden con vistas al resultado que se quiere obtener? Tenga en cuenta las propiedades de los logaritmos en búsqueda del límite fundamental algebraico.
[image: image37.png])

:1ogn[1+3]” llogﬂ[wh
X X

1
Caso Patticular (In x) =—, x>0
x

9) Problema 2.7 (de ampliacion de la coleccion de elementos conocidos de E) Prusbe como ejercicio

de estudio independiente que siy = a* entonces y'=a*h a




Derivadas de las funciones hiperbólicas

Problema 2.8 (de ampliación de la colección de elementos conocidos de E) Pruebe como ejercicio de estudio independiente y utilizando las definiciones de las funciones hiperbólicas que:
[image: image38.png]



· Introducción al concepto de Diferencial.

(de generalización mental conducente al concepto de incremento) 
[image: image39.png]Dadalla funcion real y=f(x). si Ax representa el incremento de x, € Dowmyf . de manera que
o +Ax € Domf _ entonces ,Como viene expresado el incremento de la variable dependiente y? Modele

geométricamente esta situacion analitica

Ay = f+A0) - f (=)

(de generalizacion mental que conduce a la conformacion del contenido del concepto) Al determinar
Dy de las funciones f resulta interesante determinar en cudles de ellas se puede expresar el Ay como la
suma de una funcin lineal de Ax con una de orden superior de Ax. a estas funciones se les denomina
funciones diferenciables en xs. Como puede expresarse esto analiticamente?




Definición.
[image: image40.png]Se dice que f(x) es diferenciable en el punto xq si el incremento Ay se puede escribir enla forma
hy= dhx+a(hn) Ax (1)

donde A es una constante que depende del punto g y Ci(Ax) es un infinitésimo cuando ax — 0, es decir

aAx) - 0. cuando ax — 0

Se tiens entonces que

Jm +ax) = f (%
dy  o(Av)

Observe que a(Ax) -Ax es un infinitésimo de orden superior a 4x. o sea,

a(hx)- hx= o(ax) [o-pequefia de x]
Ala patte lineal A.4x se le denomina diferencial de la funcion fix) en el punto %, y s denota por
df(xg) o dy(zg)
Luego Ay =dy +o(x) . cuando ax — 0.
donde. dy=Aax




Ejemplos.

Problema 2.9. (de ampliación de la colección de elementos conocidos de E)  
[image: image41.png]Calcule el diferencial de y = (x) = x* en el punto x;
Solucion

By = (xy+ A7 — 53 = 3xthx+ 3ny (A + (A2
=3x3hx+(3x, (b + (Ax) D) Ax
Luego, y = f(x) = x* es diferenciable en cualquier punto xq y ademés se tiene:

dy = 3x3 ax v Gryldxi+(@An)NAx= aldx) Ax





Problema 2.10 (de ampliación de la colección de elementos conocidos de E) Calcule el diferencial de y = f(x) = x en el punto x0.
Solución
[image: image42.png]by =(m+hr)-x = Ax

Luego, A= 1y aAx) =0

O'sea, dy = Ax

Se escribe entonces como dy = dx




(de comparación de objetos particulares de E, análisis de rasgos comunes, síntesis de rasgos esenciales, abstracción de rasgos no esenciales y generalización a otros objetos) (de preparación para la obtención del teorema)
¿Qué característica común poseen ambos ejemplos con respecto a la constante A? 

Respuesta: En estos ejemplos podemos observar que la constante A coincide con la derivada de la función en el punto x0 en que se halla el diferencial. 

(de establecimiento de relaciones entre E y las extensiones de otros conceptos y de caracterización del concepto) (de preparación para la obtención del teorema)
¿Por tanto qué relación puede establecerse entre los conceptos de función derivable con el de función diferenciable en x0?

 El teorema siguiente relaciona los conceptos de derivabilidad y diferenciabilidad de una función en un punto.

Teorema. Una función f(x) es diferenciable en el punto 
[image: image43.wmf]0

x

 si y solo si es derivable en dicho punto, y se tiene
[image: image44.png]dy = f'(zm)dx

Demostracion.
(=) Supongamos que f(x) es diferenciable en el punto xq. entonces Ay= Adx + o(fx) - Ax




(de empleo de recursos heurísticos para la demostración del teorema)
¿Qué transformaciones se pueden hacer para tratar de llegar a que f es derivable, o sea, que existe su derivada?

Respuesta: Dividiendo por (x y pasando al límite, obtenemos:
[image: image45.png]im 2o s 240
fim ™A i

=4

Portanto, f(%)=A y  dy= f'(x;)dx. luego hemos demostrado que f es derivable en xs

(&) Supongamos que f(x) es derivable en un pumu . es decir, existe

= /(=)

WuA




(de empleo de recursos heurísticos para la demostración del teorema)
Entonces ¿Qué ocurre si eliminamos el límite?
[image: image46.png]Respuesta 2 = £1(x) + )
Ax

Luego, Ay= f'(x,)Ax+@(Ax)- Ax  donde G(Ax)— 0, cuando x — 0, con lo que se demuesira que T
es diferenciable en xo.




(de preparación para la obtención del teorema)
¿Puede ocurrir que una función tenga dos o más diferenciales diferentes en x0? Enuncie un teorema al respecto.

Respuesta: La unicidad del diferencial se tiene a partir de la unicidad de la derivada.

Teorema: El diferencial de una función en un punto es único.
· Diferenciales de funciones concretas conociendo la derivada

Problema 2.11 (de utilidad del concepto de derivada y de ampliación de la colección de elementos conocidos de la extensión del concepto de diferencial) ¿Cómo puede expresarse el diferencial de toda función que conozcamos su derivada?, por ejemplo, de la función constante, la sinusoide, la logarítmica, etc

Solución
[image: image47.png]14 =0 (¢ constante)

2) d(senx) = cos x dx

Deinx)= Lax





· Reglas de diferenciación

Problema 2.12 (de establecimiento de propiedades que conducen a la determinación de estructuras algebraicas de E con determinadas operaciones) (de preparación para la obtención del teorema)
Enuncie y demuestre las reglas de diferenciación de la suma, producto y cociente de funciones diferenciables en x0.

Solución
[image: image48.png]1) dif £ g) =(fzg) dx=(f'tg)dx=f dxtg'dx=df = dg
2) dif . g)=(f.g)dx=(f"g+f.g)dx=(1

3 d[ﬁ] _ gdf —fdg
g

“de).g+f(gdx)=g.df +fdg




Problema 2.13 (de aplicación de las propiedades a las operaciones entre elementos de E y de ampliación de la colección de elementos conocidos de la extensión del concepto de diferencial) Determine el diferencial de f(x) = sen x + 3ex
Solución
[image: image49.png]d(f(x) = (cos x +3 &) dx

(de ampliacion de los significados del concepto diferencial) Ya conocemos la interpretacion geométrica
de la derivada, pero cudl serd la interpretacion geométrica del diferencial? ¢ Como construir un segmento
cuyalongitud sea dy = (x,) &x?




· Interpretación geométrica del diferencial

[image: image50.png]Seala curva dada pory = f(x) y consideremos en el punto xg un incremento Ax

¢Cudl es la ecuacion de la recta tangente a f que pasa por P
R/ La ecuacion de la recta tangente en el punto P ala curva es

= F (@)= F ) (x-x)
0 equivalentemente

=7+ ) (x-x)

¢Cudl es la ordenada del punto de abscisa xs + Ax. por medio de la recta tangente?
R/ Evaluando la ecuacion anterior para x=xs + Ax resulta

Y= S 0)+ S ) (m +hx = x)
Ossea,
y= S )+ S (m)bx




[image: image51.png]Portanto. el diferencial de la funcién

Ia recta tangernt
cuvayla de la

Yo+ Ay

o)y (o) Ax.

fxo)

= () en &l punto x; expresa el incremento sufrido por la ordenada de
te en el punto M. El infinitésimo o(ax) comesponde a la diferencia entre la ordenada de la
tangente en el punto M.

s





De forma análoga a la derivada, el diferencial puede ser interpretado físicamente de diferentes formas según el significado que se le dé a la función y = f(x).

· Aplicaciones del diferencial a los cálculos aproximados

[image: image52.png]Sitransformamos la expresion Ay= Abx+ahn) Az
Se obtienen los resultados equivalentes: f ( +Ax) ~ 1 (1) = 1" () x+0(ax)

S+ A7) = f (%) + £'(3m) sxro(ax)




(de ampliación del conocimiento de la utilidad del concepto) 
[image: image53.png]£C6mo pueden obtenerse calculos aproximados a partir de la fomula exacta anterior para un valor pequefio
de ax. cierta funcion f(x) y cierto x; convenientemente escogido?
R/ Despreciando o(sx) en la formula anterior resulta la fomula aproximada

S +ax) e f (7) + () 2
El error en esta aproximacion viene dado por el témino o(ax) que se desprecia, el cual serd tanto mas

pequefio cuanto mds pequefio sea ix. el cual aprenderemos a estimar en la asignatura “Métodos
Numéricos™




Problema 2.14 (de ampliación del conocimiento de la utilidad del concepto) 
[image: image54.png]Calcule aproximadamente ~4.05
Solucion
En la formula para calculos aproximados f (xy +4x) % f (x,) + f () &x

Sean f(x)=+T, m=4. Ax=005  entonces se tiene que f'(x) :ﬂl_ y sustituyendo en la
=

formula anterior resulta
SA+0.05) = £ (4) + (4)0.05
de donde

1

(4.05) = Af4 0.05
7@ ST
~/4.05 40125




Como ha podido ver, el concepto de diferencial es muy importante en Matemáticas, pues es una fuente muy rica en la determinación de cálculos aproximados, aunque esto es solo el comienzo, pues también posee una presencia fundamental en el Cálculo Integral de funciones reales, el cual estudiaremos próximamente.
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Clase Práctica #3: Derivada de funciones elementales. Reglas de derivación.

1. (de ampliación de la colección de elementos conocidos de la extensión del concepto de derivada) Pruebe que:
[image: image55.png]a (cosz

¢ (coshx) =sinh x




2. (de establecimiento de la utilidad del concepto de derivada) La ley de movimiento de un punto es s(t) = 5 t2, donde s viene dada en metros y el tiempo t en segundos. Hallar la velocidad del movimiento en el instante t = 3.

3. (de establecimiento de la utilidad del concepto de derivada) Probar que el coeficiente de variación del área de un círculo respecto a su radio es igual a la longitud del círculo.

4. (de establecimiento de la utilidad del concepto de derivada) Halle el coeficiente de variación del volumen de una esfera respecto a su radio.

5. (de aplicación de las propiedades a las operaciones entre elementos de E y de ampliación de la colección de elementos conocidos de la extensión del concepto de derivada) Halle la derivada de las siguientes funciones
[image: image56.png]243
R

)y =2t sent - (2-2) cos t d)y:x“nx'%

d)fx)=Inx logx-Ina log,x &y =x shx-thx




6. (de ampliación de la colección de elementos conocidos de la extensión del concepto de derivada) Si f(x) = (ax + b) sen x + (cx + d) cos x, determinar valores de las constantes a, b, c, d tales que f ´(x) = x cos x.

7. (de aplicación de las propiedades a las operaciones entre elementos de E y de ampliación de la colección de elementos conocidos de la extensión del concepto de suma finita) 
[image: image57.png]el
-1
Dadala férmula 1+ x+x% +2° 4ot 2"

x=1)

x-1

determinar, por derivacién. una férmula para la suma: 1+2x +3x2 + _+ nx™'




--------------------------------------------------------------------------------

Clase Práctica #4: Reglas de derivación. Diferencial de funciones.

1. (de ampliación de la colección de elementos conocidos de la extensión del concepto de derivada) 
[image: image58.png]Sigx) = (ax? + bx + ¢) sen x + (dx® + ex + ) cos x, determinar valores de las constantes a. b, ¢. d. e, f
tales que g'(x) = x? sen x




2. (de utilidad del concepto de incremento) 
[image: image59.png]£Qué incremento recibe la funcién y al pasar el valor de la variable independiente de x =22 x=

2
©
2017




3. (de utilidad del concepto de incremento) ¿En cuánto aumenta, aproximadamente el volumen de una esfera, si su radio r = 15 cm se alarga en 2 mm?
4. (de utilidad del concepto diferencial) Ejercicio 7, pág. 32 del texto. 

5. (de utilidad del concepto diferencial) Ver ejercicio resuelto 3 página 30) 
[image: image60.png]Enun sector circular de radio = 100.cmy 4ngulo central o. = 60° se desea saber en cudnto varia el
drea de este sector si
a) suradio aumenta en 1.cm

b) Elangulo c. disminuye en 30°

Dar la solucion exacta y a aproximada.
Para realizar con ayuda dei Matemética

o § o 5 o
1 su(x)f’%—é %L:‘ —%Jr%—sstf—mxumx,

encontrar todos los valores de x paralos cuales

8= b) £'0)=2

2. Sif(g=x-2cosx- % cos 2x ~ sen x

encontrar todos los valores de x para los cuales f '(x
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Conferencia # 3: Derivada de las funciones compuestas e inversas

Sumario

· Derivada de la función compuesta.

· Derivada de las función inversa.

· Derivada de funciones dadas paramétricamente.
· Derivada y diferenciales de orden superior.

Introducción.

Problema 3.1. (de establecimiento de propiedades que conducen a la determinación de estructuras algebraicas de E con determinadas operaciones) (de preparación para la obtención del teorema)
Hasta el momento solo sabemos calcular derivadas de algunas funciones elementales y de otras que se forman realizando operaciones básicas entre ellas de suma, resta, multiplicación y división. (se recuerdan las derivadas de dichas operaciones), pero aún no sabemos cómo determinar la derivada de funciones compuestas, por ejemplo: ¿Cómo determinar la derivada de la función y = sen 3x?
En este caso, observemos que, si t = g(x) = 3x; y = f(t) = sen t, entonces y = (fog)(x) = f(g(x)) = sen 3x

(Puede resolverse este ejemplo por el límite del cociente incremental y generalizar el resultado) 

A continuación enunciaremos el teorema que expresa este resultado:

· Derivada de la función compuesta

[image: image61.png]Seat = g(x) derivable en un punto , y la funciény = f(t) derivable en el punto comespondiente

tg =g(xq). Entonces, la funcién compuestay = f(g(x) es derivable en el punto xq y, se cumple

[/ ) = 7) &) = ) &)

(Ver demostracién en pag. 33)
En general. la derivada de una funcion compuesta es.

Fe] =10 e@=r6mem




Ejemplo. (de aplicación de las propiedades a las operaciones entre elementos de E y de ampliación de la colección de elementos conocidos de la extensión del concepto de derivada). 
[image: image62.png]Calcular la derivada dey = sen 3x

Como.
Entonces

x

x:y = f(t) = sent, entonces y = (fog)(x

[#(g(x)] = (sen 3x) = (sen &)1t (32} = 3co0s 3x
Luego. 4cémo quedard expresado el diferencial de una funcién compuesta?

Rl dy = f'(g(x)g(xdx




· Regla de la cadena

(de valoración de la calidad del teorema obtenido) ¿Cómo puede expresarse la derivada de la función compuesta en notación de diferenciales?:
[image: image63.png]R Do t= g resita g'()= L
dx

ydey=fi) resuta f'()=

Portanto, de. y = f(g(x) resuta
A _dy ar
drdt'dr




Como puede apreciarse, la regla de derivación de la función compuesta expresa que para los diferenciales se mantiene la ley de cancelación válida para los números reales.

Nota: La fórmula de derivación de la función compuesta se puede aplicar a más de dos funciones.

Problema 3.2.  Luego, ya estamos en condiciones para elaborar las fórmulas para la derivada de funciones compuestas. Por tanto se orienta como estudio independiente elaborar dicha tabla tomando como guía el siguiente ejemplo:
[image: image64.png]. 4 et o
Seay = f(u) y sea u una funcién de x, entonces si y=u", se tiene &y —nut! -




(de aplicación de las propiedades a las operaciones entre elementos de E y de ampliación de la colección de elementos conocidos de la extensión del concepto de derivada) Realice el mismo proceso para el resto de las funciones elementales.

R/ 
[image: image65.png]y=senu Focosul
dx dx
3) y=rcosu ———
Todx dx

dy du

Hy=tgu Tosec?ul
hy=tg = =

iy du
5) y=secu, L=secutgu
) ¥ = A

du
6) y=cscu, —L=—cscucotu—
dx

10) y=shu

My=chu

12)y=thu




Problema 3.3. (de aplicación de las propiedades a las operaciones entre elementos de E y de ampliación de la colección de elementos conocidos de la extensión del concepto de derivada) Calcule la derivada de las siguientes funciones compuestas
[image: image66.png])y 1z R/ y'=2sin x.cosx
. o152 +36™ benlx +2™ |
2)y = In coslz® +&™ | R y'=—20 T P2 7% en este caso expresar la importancia
coslx® +2¥ |

de colocar el factor polinémico como primer factor para no confundirlo con el argumento de la funcin




· Derivada de la función potencial para exponente real.

Problema 3.4. (de ampliación de la colección de elementos conocidos de la extensión del concepto de derivada) (de preparación para la obtención del teorema)
Ya conocemos cómo calcular la derivada de la función potencial 
[image: image67.png]



para exponente natural, pero cómo calcular la derivada de dicha función con exponente real. Sugerencia: Emplee la identidad logarítmica fundamental con base “e” para transformar dicha función.
[image: image68.png]Solucion Sea, y= 1%, @€Rentonces y=

Se tiene.





Ejemplo. (de ampliación de la colección de elementos conocidos de la extensión del concepto de derivada) 
[image: image69.png]Calcule la derivada de-y = |fle* +5x72 |

R/ Transformando la funcién se obtiene: y=le” +5x72 |
Luego.

y’:%«gusﬁgusﬂw = % [ 4552 e" 1057 )

%




· Derivada de la función inversa

Otra pregunta interesante es: ¿Cómo obtener la derivada de una función que es inversa de otra conocida?
[image: image70.png]Se sabe que los graficos de y = f(x) y de x = £ ™! (y) (siendo f biyectiva) son simétricos con respecto ala
recta y

Sea xg un punto, L Ia recta tangente al grafico de f(x) en el punto xq y L' Ia recta tangente al
gréfico de F'(y) en f(xg). entonces las pendientes de las rectas Ly L" son reciprocas una con relacion ala

otra, es decir,
1

')

70




(Ver teorema y demostración en pág. 36)

(de empleo de recursos heurísticos para la demostración del teorema) Realice la visualización geométrica del resultado.

Problema 3.5. (de ampliación de la colección de elementos conocidos de la extensión del concepto de derivada) Demuestre que:
[image: image71.png]a) Siy=arcsinx entonces ¥’ =

-5
‘ 1

b) larccos x) =—

© (arctan x

T+7
Solucion

a) Seay e[—

3

a
E] Aplicando Ia formula del teorema de Ia derivada de la funcién inversa se tiene:

(arcsin

1

(sin y) cosY

1
Como, cos y = fl—sen’y =+f1-x?, entonces (arcsen x) =

Ejemplo. Calcule la derivada de y = arctg (3x*+ 2)
122

R oyl=————
140324 27




· Derivada de funciones dadas paramétricamente

Decimos que la relación entre y y x  están dadas paramétricamente si tanto una como la otra son funciones de una tercera variable, digamos t (parámetro); es decir,
[image: image72.png]



Problema 3.6. (de ampliación de la colección de elementos conocidos de la extensión del concepto de derivada) (de preparación para la obtención del teorema) (de empleo de recursos heurísticos para la demostración del teorema) 
[image: image73.png]@
£C6mo obtener la derivada dl en funcién de t conociendo que g y h son funciones biyectivas? Sugerencia:
ix

Exprese y en funcin de x y aplique la derivada de la funcion compuesta e inversa
Solucion

Despsjando t en la primera ecuacion se tiene, t =g~ (x)

Sustituyéndola en la segunda ecuacion:  y = h(g™ (x))
Entonces, aplicando la derivada de la funcién compuesta resulta:

4

e LCRGNERON

Finalmente, aplicando la derivada de la funcion inversa en el segundo factor se obtiens:
dy_HEO
dx g'e)





Ejemplo. (de ampliación de la colección de elementos conocidos de la extensión del concepto de derivada) 
[image: image74.png]x=acos
Seala ecuacién del semicirculo centrado en el origen y radio & 0st<r (a»0)
y=asint
@
Caleule 2.
ax
@ :
P T hnre)
¥

dr —asnt




· Derivada de funciones potenciales-exponenciales de la forma

[image: image75.wmf][
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Problema 3.7. (de ampliación de la colección de elementos conocidos de la extensión del concepto de derivada) (de preparación para la obtención del teorema) 
[image: image76.png]LComo pueds obtenerse fa derivada de funciones potencialss-expanenciales de Ia forma [1¢(%) [ 2




(de empleo de recursos heurísticos para la demostración del teorema) Sug: emplee la identidad logarítmica fundamental

(de valoración de la calidad del teorema obtenido) Hacer notar por ensayo error que no puede aplicarse directamente las fórmulas de la derivada de la función potencial ni la exponencial.  

Solución.
[image: image77.png]Es conveniente escribir esta expresion en la forma ¢” (PR

funcién compuesta.

y aplicar posteriormente la derivada de la




· Derivada y diferenciales de orden superior

Problema 3.8. En ocasiones es necesario calcular las derivadas o diferenciales de funciones que son derivadas de otras. En este caso: Cómo puede definirse la derivada y el diferencial de orden n de una función f dada.
Solución 
[image: image78.png]Si existe la devada de las funciones y=f(x). y »'=f%x). entonces

7
S == Z9 = (#'(x)! (derivada sequnda o de orden dos).

i
Asi sucesivamente se definen las derivadas de orden superior A =[N )

Luego, la derivada de orden n o derivada n —ésima se escribe como

_ym o4y
ar

escribimos




Una función que admite derivada hasta el orden n en un punto se dice n veces derivable en ese punto.

· Interpretación física de la segunda derivada.

Problema 3.9. (Ampliación de los significados del concepto segunda derivada) Se conoce que la rapidez con que varía el desplazamiento s de un móvil en el instante t es la velocidad del móvil y se calcula como v(t)=s´(t). ¿Cómo se nombra y se calcula la rapidez con que varía la velocidad en el instante t?

Solución 
[image: image79.png]ds
Sea s = () Ia ley del movimiento de un punto materil entonces v = . expresala velocidad del punto
it

mévil en el instante ¢ Esta velocidad es, en general, una funcion del tiempo: cuando hallamos la derivada

dv_d’s

d—: 7 estamos indicando la rapidez de cambio de la velocidad V, la que se denomina aceleracién. La
¢ de

aceleracion es la segunda derivada del espacio respecto al tiempo




Ejercicios. (de ampliación de la colección de elementos conocidos de la extensión del concepto de derivada de orden superior) (Estudiar los ejemplos 1, 2, 3, 4 de la pág. 42 y 43)

· Derivadas y diferenciales de orden superior de la suma y el producto defunciones

Problema 3.10. (de establecimiento de propiedades que conducen a la determinación de estructuras algebraicas de E con determinadas operaciones) (de preparación para la obtención del teorema) ¿Cómo pueden expresarse la derivada y el diferencial de orden n de la suma y el producto de funciones?
Solución

Derivadas de orden superior
[image: image80.png]) [ £8(]®= (% g
2
@ el = []/m@g(m[ ]f“ @) g<x>+[ ]f“ () g(x) +- +[ ]f(X) 2™




Diferenciales de orden superior

Se tiene,
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Las propiedades del diferencial son:
[image: image82.png]Na fDEemi=d" () *d"g(x)

2 d"f(x) g(X)‘:%‘[n]d‘”’f(X) d*g(x)
=k




Ejemplificación con el Paquete Mathematica:  Derivada de orden superior.nb
Ejercicio. (Estudiar los ejercicios resueltos. Pág. 47-48)

Orientación de la Bibliografía:

1. Análisis Matemático. Tomo II. Concepción Valdés Castro (págs. 32- 57)

2. Curso de Análisis Matemático. L.D. Kudriávsev. Tomo I

3. Cálculo Infinitesimal. Michael Spivak. Tomo I.

4. Problemas y ejercicios de Análisis Matemático. B. Demidovich

Orientación del estudio independiente:

1. Ejercicios 1(a- y) y 3(a-f) pág. 39 y 40

2. Ejercicios (1 – 6), pág. 48 y 49

------------------------------------------------------------------------------------------

Clase Práctica # 5: Derivada de las funciones compuestas e inversas

1. (de aplicación de las propiedades a las operaciones entre elementos de E y de ampliación de la colección de elementos conocidos de la extensión del concepto de derivada) Calcular la derivada de:
[image: image83.png]a
8= 222 +1]  b) f= (1-2x)7" ¢)y=sen? x+cos’x

o) )= senlcostln %1 ) yfch[gxwx +l]




2.  (de aplicación de las propiedades a las operaciones entre elementos de E y de ampliación de la colección de elementos conocidos de la extensión del concepto de derivada) 
[image: image84.png]



3. (de aplicación de las propiedades a las operaciones entre elementos de E y de ampliación de la colección de elementos conocidos de la extensión del concepto de derivada) 
[image: image85.png]Indicar la derivada en téminos de /"

a) %[ﬂxz +1\]




4. (de aplicación de las propiedades a las operaciones entre elementos del concepto de derivada y de ampliación de la colección de elementos conocidos de la extensión del concepto de derivada de orden superior) Encontrar la derivada n-sima de:
[image: image86.png]o) y=la+bx, neZ




5. (de aplicación de las propiedades a las operaciones entre elementos de E y de ampliación de la colección de elementos conocidos de la extensión del concepto de derivada) 
[image: image87.png]1
Si f(x)=— parax = 0 Determine la derivada de fx? +1
x




6. (de aplicación de las propiedades a las operaciones entre elementos de E y de ampliación de la colección de elementos conocidos de la extensión del concepto de derivada) 
[image: image88.png]Sify g son funciones diferenciables tales que f(x) = g(2) y g'(x)=f(x) ysea

2@ =[fDF - [P Encontrar 4'(x).




7. (de aplicación de las propiedades a las operaciones entre elementos de la extensión del concepto de derivada y de ampliación de la colección de elementos conocidos de la extensión del concepto de derivada de orden superior) 
[image: image89.png]Seay = Asenwt+ Bcoswe, dondeAy By w son const.probar que se satisface la ecuacion

2
<y Zwly=0
a




----------------------------------------------------------------------------------------

Clase Práctica # 6: Derivada de la función inversa. Derivadas de funciones paramétricas e implícitas. Introducción a los problemas de rapidez de cambio.

1. (de aplicación de las propiedades a las operaciones entre elementos de la extensión del concepto de derivada y de ampliación de la colección de elementos conocidos de la extensión del concepto de derivada) Dadas las funciones
[image: image90.png]i

FRoR fx)= x5 +25-1y PR1)

2-3

fR-R fix)= e ™y P(lle. 1)




            Demostrar:

a) Que f tiene una función inversa g.

b) Calcular la pendiente de la recta tangente a la gráfica de g en el punto indicado P.

2. (de utilidad del concepto de derivada a la solución de problemas de rapidez de cambio) La arista de un cubo se dilata con una rapidez de 2 cm por segundo. ¿Cuál es la rapidez de variación del volumen cuando la longitud de cada arista es 20 cm?

3. (de aplicación de las propiedades a las operaciones entre elementos de la extensión del concepto de derivada y de ampliación de la colección de elementos conocidos de la extensión del concepto de derivada) 
[image: image91.png].
Calcular a derivada ¥ = <. de las funciones siguientes dadas en forma paramétricas.

arccos

1
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t
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4. (de utilidad del concepto de derivada a la determinación de derivadas de funciones dadas implícitamente y de ampliación de la colección de elementos conocidos de la extensión del concepto de derivada) 
[image: image92.png]Derivada de la funcion implicita. Sila dependencia entre x & y viene dada de forma implicita como F(x.y)

g
0. considerando y como funcién de , para hallar la derivada &y se calculala derivada con respecto

axen la ecuacin y se despejay

4
Suponiendo que y s funcion de x, ha\\e&y en

a4y~ Gy =0





--------------------------------------------------------------------------

Clase Práctica # 7: Problemas de rapidez de cambio.
1. (de utilidad del concepto de derivada a la solución de problemas de rapidez de cambio) Un globo esférico mantiene su forma pero va aumentando su radio como consecuencia de la introducción en el mismo de un gas a presión constante. Se conoce que la rapidez con que cambia el volumen es de 4 cm3/seg, y se quiere determinar la rapidez con que aumenta el radio del globo cuando su longitud es de 5 cm.

2. (de utilidad del concepto de derivada a la solución de problemas de rapidez de cambio) Una piscina tiene 10m de ancho por 20m de largo y una profundidad de 1m en un extremo y 3m en el otro, siendo el fondo un plano inclinado. Si se vierte agua en el interior de la piscina a razón de 1m3/min. ;¿Con qué rapidez se eleva su nivel cuando este es de 1m en el extremo más profundo?. (Considere el nivel máximo de agua hasta 2 metros). Se debe dibujar el gráfico siguiente
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3. (de utilidad del concepto de derivada a la solución de problemas de rapidez de cambio) Al arrojar una piedra en un estanque, se forma y propaga lo que se conoce como “rizo” (de hecho se forman varios rizos concéntricos), según se aprecia en la figura.
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Supóngase que el rizo en cuestión es perfectamente circular y se desplaza a una velocidad constante de 30cm/seg. ¿Cuál será la velocidad con que cambia área comprendida por el rizo circular cuando el radio de este halla alcanzado la longitud de 100cm?.

4. (de utilidad del concepto de derivada a la solución de problemas de rapidez de cambio) Un campo de baseball es un cuadrado cuyo lado tiene 90 pies de longitud. Una pelota es lanzada por el bateador a lo largo de una línea que pasa por la tercera base con una velocidad constante de 100 pies por segundos. 

a) ¿Cuál es la rapidez con que varía la distancia de la pelota a la primera base, cuando la pelota se encuentra a la mitad del camino de la tercera base?.

b) ¿ Cuál es la rapidez con que varía la distancia de la pelota a la primera base, cuando la pelota alcanza la tercera base?.
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Conferencia # 4: Teoremas básicos del cálculo diferencial

Sumario

· Teorema de Fermat y extremos absolutos.

· Teorema de Rolle.

· Teorema de Lagrange o del valor medio del Cálculo Diferencial.

· Teorema de Cauchy.

Problema 4.1. (de utilidad del concepto de derivada a la determinación de extremos) (de preparación para la obtención del teorema) Sea la función f(x) definida en un intervalo (a, b) y tal que en un cierto punto c ( (a, b) alcanza su valor máximo o mínimo en ese intervalo. ¿Qué se puede afirmar sobre la tangente en ese punto y sobre el valor de la misma? Sugerencia: realice un esbozo geométrico de esta situación para poder llegar a conclusiones.
· Teorema de Fermat

[image: image94.png]Seala funcién f(x) definida en un intervalo (a, b) ytal que en un cieto punto 4
ce(a. b) alcanza su valor méximo o minimo en ese intervalo

Sila derivada £ (¢) existe, entonces.  £°(c)





Problema 4.2. (de empleo de recursos heurísticos para la demostración del teorema) Realice la demostración de este teorema. Sugerencia: Sin pérdida de generalidad, suponga que en c, f alcanza su valor máximo, entonces f(x) ( f(c ), para todo x ( (a,b). Diferencie los casos x<c, x>c y construya convenientemente las derivadas laterales en c.

Demostración.
[image: image95.png]f0-1€) 4

x-c

Six<c, entonces

f0-1€)

x-c

Six>c, entonces

Pasando al limite cuando x — ¢, se obtiene £,(c) <0 y £.(c) = 0. Como £'(c)

existe entonces f,(c) = f1() = £'(c)=0




Observaciones (de valoración de la calidad del teorema obtenido) 

· ¿Qué ocurre si suprimimos la hipótesis de que el punto sea un punto interior del intervalo? R/ El teorema deja de ser cierto si suprimimos la hipótesis de que el punto sea un punto interior del intervalo, como por ejemplo, y = x, x ( (0,1], que toma su valor máximo en x = 1, y en dicho punto la derivada lateral no se anula.

· ¿Puede ocurrir que una función alcance su máximo o mínimo en un punto y la derivada no sea nula en ese punto? R/ Sí puede ocurrir, por ejemplo, y = 1 - 
[image: image96.wmf]x

 en [-1, 1], alcanza su valor máximo en x = 0 y en ese punto no existe derivada.

Definiciones.

· Llamamos punto estacionario de f(x), aquel en que la derivada sea cero, es decir, es el conjunto de puntos 

[image: image97.wmf]{

}

.

0

)

c

(

f

:

R

c

=

¢

Î


(de ampliación de los significados del concepto de punto estacionario) ¿Qué significa esto geométricamente?
R/ la recta tangente es horizontal en este punto.

· Llamamos punto crítico de f(x), aquel  punto del dominio de f(x) que no pertenece al dominio de la derivada, es decir, son los puntos del dominio de f donde la derivada no exista. El conjunto de puntos críticos es
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(de ampliación de los significados del concepto de punto estacionario) ¿Qué significa esto geométricamente?
R/ en este punto la función tiene un pico (las semitangentes por la izquierda y por la derecha son diferentes o la recta tangente es vertical en este punto.

· Método para encontrar el valor máximo y el mínimo (extremos absolutos) de una función en un intervalo cerrado.

Problema 4.3. (de utilidad de los conceptos de derivada, punto estacionario  y punto crítico a la determinación de extremos) Sea f(x) definida en un intervalo cerrado y acotado [a, b] (compacto). ¿En qué puntos de dicho intervalo puede existir el valor máximo y mínimo absoluto de la función? 

Solución: Estos pueden ser:
1) Los puntos estacionarios del interior del intervalo, es decir, el conjunto de puntos 
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2) Los puntos críticos del interior del intervalo, es decir, el conjunto de puntos 
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3) Los  extremos del intervalo x = a, y x = b.
Entonces, el valor de máximo absoluto de f  es la mayor imagen de los puntos considerados en 1), 2) y 3) y el mínimo absoluto de f es la menor imagen de los puntos considerados en 1), 2) y 3).

Problema 4.4. (de utilidad de los conceptos de derivada, punto estacionario y punto crítico a la determinación de extremos y de ampliación de la colección de elementos conocidos de estos dos últimos conceptos) Determine los extremos absolutos de las siguientes funciones en el intervalo que se pide:.
[image: image101.png]2. 3]. Grafique esta situacion geométricamente

2x= 0= x = 0 (punto estacionario)

No existen puntos criticos
Los extremos sonx =2 y x=3

Luego, méx f = méx {£(0),£(-2),£(3)}={0,4,9)=9

y. minf = min {F(0),F(-2),£(3))={0,4,9]=0

10 = 2 +34x en el intervalo [:3. 1] Apdyese en el paquete Mathematica para graficar dicha
funcién.

Solucion

13 i
Setiene., £'(x)= 257”

i

Los puntos estacionarios son los que satisfacen la ecuacion 3z +1= 0, es decir, x;

Los puntos criticos son los que satisfacen la ecuacion 3z = 0, es decir, x; = 0

Los extremos del intervalo son, x: = -3, x¢

El méximo absoluto de f(x) es: mix {£(0),£(-1),E(-3,E(D} ={0,1,0.24,5)=5

El minimo absoluto de f(x) es: min {F(0),£(~1),E(~3.LE(1))={0,10.24 5)




[image: image102.png]



· Problemas de extremos

En la vida se presenta una amplia gama de problemas en los que se requiere maximizar o minimizar determinada magnitud que depende de otra (o de otras).

En estos problemas se requiere hallar el valor máximo o mínimo de una función (función a optimizar) en un cierto conjunto de valores permisibles, dentro de las condiciones del problema para las variables. Este conjunto suele ser un intervalo, aunque no necesariamente cerrado, puede ser infinito.

En general, el método es el que se emplea para hallar los extremos absolutos en un intervalo cerrado, pero cuando el intervalo no sea cerrado, se analiza la tendencia de la función hacia los extremos del intervalo.

Ejemplo. (de utilidad de los conceptos de derivada, punto estacionario  y punto crítico a la solución de problemas de extremos) (pág. 62 y 63)

Se desea cercar un campo en forma rectangular, uno de cuyos lados está formado por la orilla de un río (consideramos la ribera del río recta). El lado correspondiente al río no será cercado. Si el campo debe tener 800 m2, halle las dimensiones que éste debe tener para que el gasto de cerca sea mínimo.

Solución: Insistir en los pasos a seguir al resolver problemas de extremos:

Figura de análisis + datos

Sean, y la longitud a lo largo del río, x la otra dimensión y L la longitud total de cerca.
[image: image103.png]Euncién objetivo (la que se debe minimizar) Perimetro =L = 2¢ +y
Relaciones entre variables (ecuaciones que relacionan las n variables) Area = x y = 800

an

Despejes (encaminados a poner r-1 de las variables en funcion de una sola), y =
x

Restricciones (dominio de la variable independiente), x = (0. +)

800
Sustituciones en la funcién objetivo Resuta  L(x) = 2x+—, conx = (0, +=)
x

2_
Derivando L) = 2 200 - 2 =800

S S

Puntos estacionarios. 22 —800=0, 2 =400

Decision. Luego, x
Para x = 20 resultay

200
0

20 no tiene sentido para el problema)

Observe que cuando x — 0, y — + = (cuando y — 0. x — + =), luego la funcién L no tiene maximo en

(0. +) y si un minimo x = 20




Respuesta: Por tanto las dimensiones del rectángulo son 20 cm y 40 cm.

· Teorema de Rolle 

Problema 4.5. (de utilidad del concepto de derivada a la determinación de extremos) (de preparación para la obtención del teorema) Sea la función f que cumple: f(x) es continua en [a, b], f(x) es derivable en (a, b), f(a) = f(b) ¿Qué se puede afirmar sobre la existencia de puntos estacionarios de la función? Realice un esbozo geométrico de esta situación.
Solución: 
[image: image104.png]Necesariamente, existe un punto c = (a. b)tal que £/(c) = 0





Ver Demostración (pág. 68)

Problema 4.6. (de valoración de la calidad del teorema obtenido) Ponga ejemplos que ilustren la suficiencia y la no necesidad de las hipótesis
[image: image105.png]1) () = g, =e[-11] cumple las hipétesis i), i) pero no cumple ii), no existe ningin punto del
intervalo que tenga derivada nula.

2) La funcién f(x) = sg(x). x €[~1,1] no cumple ninguna de las hipétesis del teorema de Rolle, sin
embargo £(c)=0,c € (-1,1), c=0




Observación. Si además de las hipótesis del teorema de Rolle se cumple que f(a) = f(b) = 0, ¿qué se puede afirmar sobre la relación entre los ceros de  la función y los de su derivada? 

R/ Entonces entre dos ceros de la función f(x) existe un cero de la función derivada.

· Teorema del valor medio del Cálculo Diferencial o teorema de Lagrange.

Problema 4.7. (de utilidad del concepto de derivada a la determinación de valores intermedios) (de preparación para la obtención del teorema)
[image: image106.png]Sea la funcién ix) que cumple: f(x) es continua en [a. b]. f(x) es derivable en (a, b) Considere la secante a 7
que pasa por (a, /@) y (b,f(®)) (Necesariamente deben existir rectas tangentes a 7 paralelas a dicha
secante? Exprese este resultado analticamente y esboce esta situacion geométricamente.

J@)-f@

Solucion Entonces existe un punto c=(a. b) tal que £1(c) = ==
-a




Observe que el teorema se interpreta geométricamente como la pendiente de la recta secante que pasa por los puntos (a, f(a) y (b, f(b)) y la pendiente de la recta tangente en el punto x = c de la función y = f(x) son iguales.

Problema 4.8. (de empleo de recursos heurísticos para la demostración del teorema) 
Realice la demostración de este teorema. Sugerencia: construya convenientemente la función:     
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y verifique que satisface las hipótesis del teorema de Rolle.

Demostración La función F(x) cumple las hipótesis del teorema de Rolle y se tiene que 
[image: image108.png]f(b) f@)

—a

Fx=7x-

_ /B -f@

Portanto existe un punto c < (2. b)tal que F'(c)=0. o0 sea. £'( -
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(de valoración de la calidad del teorema obtenido) 
Escribiremos el teorema de Lagrange utilizando el lenguaje de los incrementos.
[image: image109.png]Seax=a b-a=Ax yelpuntoc=x+8hx

Luego & ;”‘, 0<B<1

-a

Entonces,
Ay =i+ Az )~ = £'(x +BAx)Ax




(de valoración de la calidad del teorema obtenido) 
Esta última expresión es exacta en comparación con la expresión aproximada obtenida cuando se introdujo el concepto de diferencial.
[image: image110.png]Ay = fe Ax) - 100 = F(x)Ax




Visualización con el Paquete Mathematica:  Visualizacion Teo Lagrange.nb
· Aplicaciones del teorema de Lagrange

Se deja como ejercicio obtener la tesis de los siguientes teoremas y demostrarlos:

Problema 4.9. (de utilidad del concepto de derivada) Si f(x) es derivable en el intervalo (a,b) y 
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 para todo x de (a, b), entonces f(x) es ___________________.
Problema 4.10. (de utilidad del concepto de derivada) Si dos funciones f(x) y g(x) son derivables en el intervalo (a, b) y 
[image: image112.wmf])
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 para todo x de (a, b), entonces la relación algebraica que existe entre f y g es: ________________________.
Ejercicio. Estudiar los ejemplos resueltos de las páginas 74 y 75.

Orientación de la Bibliografía:

1. Análisis Matemático. Tomo II. Concepción Valdés Castro (págs. 58- 79)

2. Curso de Análisis Matemático. L.D. Kudriávsev. Tomo I

3. Cálculo Infinitesimal. Michael Spivak. Tomo I.

4. Problemas y ejercicios de Análisis Matemático. B. Demidovich

Orientación del estudio independiente

1. Ejercicios 1,2, 3,4,5,6,7 págs. 67 y68

2. Ejercicios (1 – 9), pág. 78 

-----------------------------------------------------------------------------------

Clase Práctica # 8: Teoremas básicos del cálculo diferencial. Problemas de extremos.

1. (de aplicaciones del teorema de Rolle) Analizar si es posible aplicar el teorema de Rolle
[image: image113.png]f(x) =x?-(atb)x +ba en [a,b]





2. (de aplicaciones del teorema de Fermat) Hallar los máximos y mimos absolutos de las funciones siguientes, en el intervalo indicado.
[image: image114.png]a)y:Afx'iz en[1.4  b)y=}2x7(x—6) en [2.4]
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3. (de aplicaciones del teorema de Fermat) Una lámina metálica rectangular mide 5 m de ancho y 8 m de largo. Se van a cortar cuatros cuadrados iguales en las esquinas para doblar la pieza metálica resultante y soldarla para obtener una caja sin tapa. ¿Cómo debe hacerse para obtener una caja del máximo volumen posible?

4. (de aplicaciones del teorema de Lagrange) Comprobar que la función f(x) satisface las condiciones del teorema del valor medio en el intervalo [a, b] que se indica. Hallar todos los números c entre a y b que cumpla el teorema del valor medio
[image: image115.png]B =x+x en[12]




----------------------------------------------------------------------------------

Clase Práctica # 9: Problemas de extremos.

1. (de aplicaciones del teorema de Fermat) Hallar el punto más cercano y más alejado de la parábola y = 4 – x2 al punto (0;1)

2. (de aplicaciones del teorema de Fermat) ¿Como ha de cortarse en dos trozos un alambre de longitud s para que, formando con uno de ellos un cuadrado, y con el otro una circunferencia, sea máxima la suma de las áreas de estas dos figuras.

3. (de aplicaciones del teorema de Fermat) Hallar las dimensiones del  rectángulo de área máxima que resulta de tomar dos vértices sobre el eje X y los otros dos sobre las rectas y = 2x y 3x+y = 30 de tal forma que el rectángulo quede inscripto en el triángulo formado por las rectas y el eje X.

4. (de aplicaciones del teorema de Fermat)  Ejercicio 8 de la pág. 115.

5. (de aplicaciones del teorema de Fermat)  Ejercicio 10 de la pág. 115.
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Conferencia # 5: Regla de L`Hôpital - Bernoulli. Polinomio y serie de Taylor.

Sumario

· Indeterminaciones de la forma 0/0.

· Indeterminaciones de la forma (/(.

· Otras formas indeterminadas

· Fórmula de Taylor

· Otras formas del resto

· Serie de Taylor y aplicaciones

(de preparación para la obtención del teorema) Existen límites con formas indeterminadas que no pueden ser resueltos o son muy complejos de resolver utilizando recursos estudiados como: la descomposición factorial, el empleo de la conjugada de expresiones con radicales, las funciones equivalentes, límites notables, etc, como: 
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¿Cómo proceder en estos casos?

Existen varios teoremas que constituyen casos particulares de los resultados que publicó el matemático francés L’ Hospital (1661-1704) en su manual de cálculo diferencial y sus aplicaciones a la geometría de 1696 “Análisis Infinitesimal”, después de haber recibido por correspondencia dicho resultado enviado por Bernoulli, verdadero descubridor de dicho teorema.

· Indeterminaciones de la forma 0/0

Teorema: Supongamos que f y g satisfacen:
[image: image117.png]) Sondiferenciables en el intervalo finito (a.b)
i lim, ()= lin g () =0 (lm £ () = lin_g(x)=0)
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(Ver demostración en la página 80)

Observaciones sobre la valoración de la calidad del teorema obtenido 
· Observe que el teorema reduce el cálculo de límites indeterminados de la forma 0/0 al cálculo del límite del cociente de sus derivadas.

· El teorema es válido en el caso de límites en un punto, es decir, no sólo para límites laterales.

· La cuarta hipótesis es muy importante, pues La regla de L`Hôpital no puede ser aplicada cuando el límite  
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· Si sucede que al aplicar  la regla de L`Hôpital vuelve a dar indeterminado de la forma 0/0 y se cumplen las hipótesis del teorema esta se puede volver a aplicar.

Problema 5.1. (de aplicaciones del teorema obtenido) Calcule los siguientes límites:
[image: image119.png]Solucion  lim

50





Observación: (de preparación para la obtención del teorema) La regla de L` Hôpital puede ser extendida al caso en que el límite se tome cuando la variable x tienda a + (, - (  o (.

Teorema. Supongamos que f y g satisfacen:
[image: image120.png]i) Son diferenciables para x > M
ii lm f(x)=lm g(x)=0
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(Ver demostración en la página 83)

Problema 5.2. (de aplicaciones del teorema obtenido) 
[image: image121.png]



Observación: (de preparación para la obtención del teorema) La regla de L`Hôpital puede ser aplicada también al caso en que la forma 
[image: image122.png]@/




· Indeterminaciones de la forma (/(
Teorema: Supongamos que f y g satisfacen:
[image: image123.png]i) Son diferenciables en el intervalo fiito (a.b)
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(Ver demostración en la página 84)

Problema 5.3. (de aplicaciones del teorema obtenido) 
[image: image124.png]Caleute sl lmite: lim X (@) o)

in %
Solucién
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· Otras formas indeterminadas

Problema 5.4. (sobre la valoración de la calidad del teorema obtenido) Las formas indeterminadas 0.( y ( - ( pueden ser llevadas, fácilmente a 0/0 ó (/(. ¿Cómo puede lograrse esto? 

Solución:
[image: image125.png]()
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Problema 5.5. (sobre la valoración de la calidad del teorema obtenido) 
[image: image126.png]Las formas potenciales indeterminadas 1°,0°° y co” también pueden llevarse a las formas 0/0 6 s/

¢Cudles transformaciones algebraicas pueden conducir a las mismas?
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Problema 5.6. (de aplicaciones del teorema obtenido) Calcule los siguientes límites:
[image: image127.png]1) Calcular hmnx’ hx (0w

2) Caleular im [L

st





 Solución:    
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· Fórmula de Taylor

(de preparación para la obtención del teorema) Por las facilidades que brinda el trabajo con polinomios, en ocasiones resulta necesario aproximar funciones no polinómicas con polinomios (llamados polinomios de Taylor, matemático inglés (1685-1731)) o determinar series de potencias que converjan a dichas funciones (llamadas series de Taylor).

Problema 5.7. 
[image: image130.png]Sea una funcién fx) que tiene en , derivadas hasta el orden n. Se quiere determinar si existe o no un
polinomio B,(x) de grado no mayor que n tal que en una vecindad de %, se cumpla:
o= B so|r-m )|

Fa)= Bla), f @)= Bilxg) -, ™ (%) = B )





Solución: (en elaboración conjunta)
Determinemos cuáles deben ser los coeficientes del polinomio

[image: image131.wmf])
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para que se cumplan las condiciones expresadas anteriormente.

[image: image132.png]Escribamos al polinomio £, (x) en la forma siguiente:

B(0)= 4+ A m) - ) bt A (x5
Tenemos
De la condicion. f(%,) = B (,), resulta 4 = f(xg)
De la condicion. f*(x,) = Bi(g) . resulta 4= f'(,)

Sx)

De la condicién, f*(xy) = Ei(z), reslta 4

En general

4 FARICY)

Luego, el polinomio B,(x) debe ser de la forma:

A

(%) + fGro)x=3) +

Este polinomio difiere de a funcién f(x) en un infinitesimal de orden superior a (x— 7, |
Sea R,(x)= /(x)~ B(x). entoncss. de las condiciones impuestas al polinomio
) = Bm). (@)= Bllag), v, ™ (%) = B ()

R™(x,). Aplicando de forma sucesiva la regla de

se infiere que: R, (x) = Ry (%) = Ri(z)

P A&
L'Hopital al cociente — cuando x - %, se obtiene
(x=5
&
i S,
20 (x— 1

es decir, B, ()= o|ix-1F |




De todo lo anterior resulta el teorema:
Teorema: 
[image: image133.png]Supongamos que x) sea derivable hasta el orden n en el punto %, entonces existe una vecindad de %, tal
que para toda x que pertenece a dicha vecindad se cumple
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 Problema 5.8. (de valoración de la calidad del teorema obtenido)

· Por su forma de obtención, obsérvese que el polinomio de Taylor es único para cada función en un punto 
[image: image134.wmf]0
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· ¿Cómo puede escribirse esta fórmula en notación incremental?
Solución: La fórmula de Taylor puede ser escrita en forma incremental, poniendo 
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Ejemplo: (de aplicación del teorema) (ejemplo resuelto en la página 95) Obtenga el desarrollo por la fórmula de Taylor de la función 
[image: image136.png]fx)=senx en x =0
Solucion: Se analizan las derivadas sucesivas de hasta obtener que.

Sz = (sen 2" = sen [xm%r]

- =2%k+1
Tomando, % =0, f™(0)= [f]: o
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Otras formas del resto

(de valoración de la calidad del teorema obtenido) La fórmula de Peano para el resto, es muy útil cuando sólo es necesario conocer su orden infinitesimal, cuando sea necesario profundizar en el comportamiento del término del resto es conveniente otras fórmulas.
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Ejemplificación con el Mathematica: Taylor.nb
· Serie de Taylor

Problema 5.9. (de preparación para la obtención del teorema) Teniendo en cuenta el polinomio de Taylor obtenido anteriormente, ¿Cuál será la serie de Taylor asociada a una función?

Solución: 
[image: image138.png]Supongamos que f(x) admite derivada de cualquier orden en una vecindad del punto %, entonces el
desarollo en serie, independientemente de que convera o no o que su suma sea o no f(x) se denomina
serie de Taylor en el punto %, para la funcién 7x)
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(de valoración de la calidad del teorema obtenido)
De la relación,
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se infiere que para que la serie de Taylor converja a la función f(x) en el intervalo considerado es necesario y suficiente que el resto tiende a cero cuando n tiende a (. Es decir, el estudio de la convergencia de la serie de Taylor a la función que la genera se reduce al análisis del resto de dicha serie. 

Ejercicio (de aplicación del teorema) (Ver ejemplo, pág. 99)

Orientación de la Bibliografía:

1. Análisis Matemático. Tomo II. Concepción Valdés Castro (págs. 80- 119)

2. Curso de Análisis Matemático. L.D. Kudriávsev. Tomo I

3. Cálculo Infinitesimal. Michael Spivak. Tomo I.

4. Problemas y ejercicios de Análisis Matemático. B. Demidovich

Orientación del Estudio independiente

Se orienta el Seminario # 1 (a ser expuesto y evaluado después de la clase práctica # 11): Obtención de desarrollos de Taylor a partir de otros conocidos. Cálculo de límites aplicando el desarrollo de Taylor.


[image: image140]
1. (de aplicación del teorema) Ejercicios 6(a-s) pág. 91

2. (de aplicación del teorema) Ejercicios 8, pág. 113

-----------------------------------------------------------------------------

Clase Práctica # 10: Regla de L’Hôspital

1. (de aplicación del teorema de L’ Hospital-Bernoulli) Calcule los siguientes límites, analizando en cada caso, que transformaciones algebraicas son necesarias para aplicar la Regla de L’Hôpital y donde es aplicable la misma.
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-------------------------------------------------------------------------------

Clase Práctica # 11: Fórmula de Taylor.

1. (de aplicación de los teoremas del polinomio y la serie de Taylor) 
[image: image142.png]Dadala funcion f(x) = &% x < R y %=0




a) Encontrar la fórmula de Taylor de f(x) en el punto indicado.

b) Encontrar la fórmula de Taylor de f(x) en el punto indicado con resto de Lagrange.

c) Encontrar la serie de Taylor de f(x) en el punto indicado y determinar el intervalo de convergencia con suma f(x).

d) Para n = 9, estimar e y calcular la precisión de la aproximación
2. (de aplicación de los teoremas del polinomio y la serie de Taylor) 
[image: image143.png]Dadalla funcion f(x) = cos x. x <R y %





a) Encontrar la fórmula de Taylor de f(x) en el punto indicado.

b) Encontrar la fórmula de Taylor de f(x) en el punto indicado con resto de Lagrange.

c) Encontrar la serie de Taylor de f(x) en el punto indicado y determinar el intervalo de convergencia con suma f(x).

d) Para n = 2, encontrar el polinomio de Taylor de f(x) en (/3.

e) Estimar cos 61o  y calcular la precisión de la aproximación

3. (de aplicación de los teoremas del polinomio y la serie de Taylor) 
[image: image144.png]Dadala funcién f(x





a) Encontrar la fórmula de Taylor de f(x) en el punto indicado con resto de Lagrange.

b) Encontrar la serie de Taylor de f(x) en el punto indicado y determinar el intervalo de convergencia con suma f(x).

4. (de aplicación de los teoremas del polinomio y la serie de Taylor) 
[image: image145.png]Dadalla funcion f(x) = In x, x>0y %=1




a) Encontrar la fórmula de Taylor de f(x) en el punto indicado con resto de Lagrange.

b) Estimar ln(1.1), para n = 4 y calcular la precisión de la aproximación

----------------------------------------------------------------------

Seminario # 1: Obtención de desarrollos de Taylor a partir de otros conocidos. Cálculo de límites aplicando el desarrollo de Taylor.

(Estos ejercicios han sido clasificados en su orientación)
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Conferencia  6: Extremos locales o relativos de una función

Sumario:

· Extremos relativos (locales) de una función. Definición.

· Sobre la monotonía de una función.

· Criterio de la primera derivada.

· Criterio de la segunda derivada.

(de preparación para la obtención de los teoremas relativos a la monotonía y convexidad de funciones) 

En ocasiones resulta necesario representar funciones que no son de las conocidas hasta el momento, por ejemplo: 

Problema 6.1 Representar gráficamente la función
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Uno de los aspectos más importantes a determinar es la monotonía (intervalos donde la función crece o decrece), los puntos del dominio donde la función cambia la monotonía (extremos locales), la convexidad (intervalos donde la función es cóncava o convexa), los puntos donde cambia la convexidad (puntos de inflexión), las rectas hacia donde la función se acerca tanto como se quiera (asíntotas), etc.

Por tanto, la solución del problema 6.1 se irá abordando paulatinamente en la medida en que se vayan introduciendo las herramientas necesarias para llevar a cabo estos análisis.

· Extremos relativos (locales) de una función

Comenzaremos definiendo qué entenderemos por extremos relativos (locales) de una función.

(de generalización conducente a la definición)
Definición. 
[image: image148.png]Sea f definida sobre un intervalo (a. b) y % € (@, b). Se dice que:

i) % es un punto de maximo relativo o local de f si existe alguna vecindad de =g, V(xg), tal que f(x)
< f(xq). paratodo x € V(xg).

i) =g esun punto de minimo relativo o local de f si existe alguna vecindad de xq. V(xg), tal que f(x)
2 f(xq). paratodo x € V(xg).

Nota: Los extremos relativos no son necesariamente extremos absolutos

- .




(de preparación para la obtención del teorema) Teniendo en cuenta el teorema de Fermat ¿qué relación puede establecerse entre la existencia de un extremo relativo en x0 y el valor de la derivada en dicho punto?

Como consecuencia inmediata del teorema de Fermat, se obtiene:

Teorema: (de determinación de condiciones necesarias para el concepto) Condición necesaria para la existencia de extremos locales.

[image: image149.png]Sila funcion f(x) estd definida sobre un intervalo (a, b). tiene en el punto =g € (2, b) un extremo local y si

() es derivable en xg . entonces £(g) = 0




Problema 6.2 (de valoración de la calidad del teorema obtenido) Existen funciones en los que falla la hipótesis f(x) es derivable en 

[image: image150.wmf]0

x

,
por tanto el conjunto de puntos donde la función puede alcanzar extremos locales no es solo el de los puntos estacionarios. ¿En qué conjuntos de puntos del dominio, puede alcanzar una función sus extremos locales?
Solución

El problema de la determinación de los puntos de extremos locales de una función f(x) se debe hacer atendiendo a los dos conjuntos de puntos siguientes:
[image: image151.png]1) El conjunto de los puntos estacionarios, es decir, los puntos x donde f'(x) existe y es cero.

2) Los puntos criticos, es decir, los puntos x donde f'(x) no existe y f(x) existe.




Problema 6.3 (de aplicación del teorema obtenido) 
[image: image152.png]Halle los posibles puntos de extremos locales de la funcion f (x) = x,fx—1]
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De donde se obtiene que: 

El punto x = 2/3 es un punto estacionario y el punto x = 1 es un punto crítico, estos son los posibles puntos de extremos relativos.

(de preparación para la obtención del teorema de la condición suficiente de extremo) ¿Cómo determinar si son máximos o mínimos locales?

Observación: (de valoración de la calidad del teorema de Fermat) Observe que el teorema de Fermat es una condición necesaria de extremos pero no es suficiente, por ejemplo, la función f(x) = x3 en x = 0 tiene un punto estacionario y no es un extremo de la función.

Condición suficiente de extremos relativos

Problema 6.4 (de preparación para la obtención del teorema de la condición suficiente de monotonía) Observe en el gráfico expuesto anteriormente que en los puntos de extremos locales se produce un cambio de monotonía de la función, lo que equivale a decir que son aquellos puntos en que se produce un cambio de signo de la pendiente de la recta tangente a la curva antes y después del punto de extremo. ¿Cómo puede enunciarse analíticamente una caracterización de la monotonía de la función atendiendo a las pendientes de las rectas tangentes en los intervalos de crecimiento y decrecimiento?

La solución de este problema conduce al teorema

Teorema. (Sobre la monotonía de una función)

[image: image153.png]Sea la funcién f(x) derivable sobre el intervalo (a. b). Entonces, si f'(x) >0 paratodo x € (a.b) la funcién
es estrictamente creciente en (a. b) y si f'(x)< 0 para todo x €(ab) la funcién es estrictamente
decreciente en (a. b).




Problema 6.5 (de empleo de recursos heurísticos para la demostración del teorema) Realice la demostración de este teorema. Sugerencia: tenga en cuenta  la definición de monotonía de una función, y utilice convenientemente el teorema de Lagrange.

Demostración:
[image: image154.png]Sean x; y x; dos puntos cualesquiera del intervalo (a. b) tales que x: < x; - Por el teorema de Lagrange,
existe un ¢ €(x:. x2) tal que
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Como, xz~x:> 0, entonces, si f'(x)> 0 paratodo x & (ab). se tiene que  si f'(c)> 0 y de aqui que fix;)
< (). Andlogamente. si f(c) <0 se tiene que f(x:) > fixz)




Observación: (de valoración de la calidad del teorema obtenido) 
[image: image155.png]El teorema anterior es una condicién suficiente pero no necesaria, por ejemplo, la funcién f(x) = x*.
f*(0)=0 y sin embargo f crece estrictamente sobre todo R

Por consiguiente, tenemos un teorema reciproco si consideramos la desigualdad en el sentido amplio

“Si f(x) es monétona creciente (decreciente) en (a. b) y existe f(x)en el intervalo (. b). entonces
(%)= 0(0) paratodo x < (a, b)" (Ver pag. 125)




Por tanto, estamos en condiciones de resolver el problema:

Problema 6.6 (de preparación para la obtención del teorema de la condición necesaria y suficiente de monotonía) ¿Cómo puede enunciarse un teorema que constituya una condición necesaria y suficiente para la monotonía?
La solución de este problema es el teorema:

Teorema: Condición necesaria y suficiente de monotonía

[image: image156.png]Sea la funcién f(x) derivable sobre el intervalo (. b). Una condicién necesaria y suficiente para que f(x) sea
monétona (creciente o decreciente) en (2, b) es que su derivada no cambie de signo en (a. b) (F'x) 20 0

JF(x) <0 paratodo x € (@b)




Condiciones suficientes para la determinación de extremos locales

Problema 6.7 (de preparación para la obtención del teorema de la condición suficiente de extremo) Utilizando los resultados anteriores se puede formular una condición suficiente utilizando la primera derivada para la determinación de extremos locales de una función. ¿Cómo quedará enunciado este resultado? Ilustre geométricamente el mismo.

La solución de este problema es el teorema:

Teorema: Condición suficiente para la determinación de extremos locales. (Criterio de la primera derivada)
[image: image157.png]Sea f(x) continua en una vecindad de xg (xg<.xg+ 8) y en esa vecindad existe £'(x) salvo, quizds, en
el propio punto xg , entonces se cumple

Caso 1 Si £(x) > 0. para x = (xg-5.%0) y £'(x) <0, parax = (xg. g + &). 0 sea: la derivada cambia su
signo de positivo a negativo al pasar por . entonces en el intervalo (129 - 5. %) la funcién crece y en

(g9 + ). la funcién decrece, por tanto, el punto xg es un punto de méximo relativo

AN

L~

Caso 2 Si £'(x) < 0, para x = (x-3.%)y £'(x) 0, parax & (%, g+ ), 0 sea; la derivada cambia su

signo de negativo a positivo al pasar por xq , entonces en el intervalo (g - 3, %) I funcién decrece y en

(xg. %9+ ). la funcién crece, por tanto, el punto xq es un punto de minimo relativo

Caso 3 Si £'(x) mantiene el mismo signo para x = (%g-,%p+ &) entonces en xg no existe exiremo
relativo.




Observaciones. (de valoración de la calidad del teorema obtenido) 

· Este criterio no requiere la existencia de la derivada en el propio punto 
[image: image158.wmf]0

x

.

· En el caso de una función discontinua en el punto 
[image: image159.wmf]0

x

, puede suceder que este punto sea de máximo o de mínimo o no ser extremo relativo. 

Problema 6.8 (de aplicación del teorema obtenido) Utilizando el teorema anterior. Analice la existencia de extremos locales de las funciones siguientes (realice un esbozo de la función atendiendo a estos resultados)
[image: image160.png]) fm=
Solucion: Se tiene. f(x) = %

Parax<0, f'(x) <0,y para x>0, £'(x) >0, luego, x = 0 es un punto de minimo relafivo.

25@=xff-1

Solucion: Se tiene: f'(x) =





El punto x = 2/3 es un punto estacionario y el punto x = 1 es un punto crítico, estos son los posibles puntos de extremos relativos.
[image: image161.png]Signo de -

23 1

Six<23, f(0)>0 (es estrictamente creciente en el intervalo (-=, 213)

Si2/3<x <1 f(x) <0 (es estrictamente decreciente en el intervalo (23, 1)
Six>1, £1(x)> 0 (es estrictamente creciente en el intervalo (1, + )

Luego, x =1 es un punto de minimo relativo y x = 2/3 s un punto de méximo relativo





Problema 6.9 (de preparación para la obtención del teorema de la condición suficiente de extremo) Nótese que al trazar las tangentes al gráfico de la función f en los puntos de cierta vecindad de un punto de mínimo local x0, si las observamos de izquierda a derecha, estas se hacen cada vez más crecientes, ¿qué significado analítico tiene este resultado geométrico? Ilustre geométricamente y formule el teorema relativo a este resultado.
[image: image162.png]Solucion Se aprecia que la funcion 7" es creciente en esa vecindad. o sea. que para toda x en esa vecindad
(#1(x) >0 0lo que es lo mismo: 7(x)>0.





Utilizando los resultados anteriores se puede formular una condición suficiente utilizando la segunda derivada para la determinación de extremos locales de una función. ¿Cómo quedará enunciado este resultado? Ilustre geométricamente el mismo.

La solución de este problema es el teorema:

Teorema: Condición suficiente para la determinación de extremos locales. (Criterio de la segunda derivada)
[image: image163.png]Sea xg un punto estacionario, f /(%)= 0,y /"(x;) existe, entonces
Caso 1: Si f"(x,) >0, entonces x es un punto de minimo relativo

Caso2: Si f"(xy) <0, entonces xq es un punto de maximo relaivo.




Problema 6.10 (de empleo de recursos heurísticos para la demostración del teorema) 
Realice la demostración de este teorema. Sugerencia: tenga en cuenta la definición de f´´(x) por el límite del cociente incremental, utilice convenientemente las hipótesis y diferencie los casos pertinentes de acuerdo al signo de (x.

Demostración:
[image: image164.png]= LGB~ S ) P +88)
=) Ax 0, Ax

Por definicion. f *(z)

S +47)

Si f"(x) >0, entonces >0 para ax suficientemente pequefio. Luego

para x>0 resulta f'(x, +47) >0
paraax <0 resulta 'z +Ax) <0

Portanto; g esun punto de minimo relativo

Andlogamente se obtiene el caso f"(x) <0




Observación: (de valoración de la calidad del teorema obtenido) 
El criterio no es aplicable cuando siendo 
[image: image165.wmf]0

x

 un punto estacionario, 
[image: image166.wmf])

(

0

x

f

¢

¢

= 0 o cuando 
[image: image167.wmf])

(

0

x

f

¢

¢

no exista.

Ejemplo: Emplee el criterio de la segunda derivada para determinar los extremos relativos de la función: 
[image: image168.png]) =6-20-x2
R/ f'(x) = -2~ 2 = 0, donde x = -1, es un punto estacionario

J%(x)=2<0. Luego, f*(=1) <0. Portanto, x = -1, es un punto de maximo local




Problema 6.11 (de valoración de la calidad del teorema obtenido) 
Elabore un ejemplo donde no decida el criterio de la 2da derivada.
Solución: 
[image: image169.png]Sif{x)=x?, entonces 7}=3x2. de donde, el punto estacionario es x=0. para cual " (x)=6x=f"(0)=
decide.
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Clase Práctica # 12: Extremos locales.

1. (de aplicación de los teoremas obtenidos sobre las condiciones necesarias y/o suficientes de monotonía y extremos, sobre la utilidad de los conceptos de derivada, monotonía y extremos)  Calcule los máximos y mínimos locales de f(x) en su dominio de definición, determine dónde f es creciente o decreciente y realice un esbozo del gráfico de f.
[image: image170.png]



2. (de aplicación de los teoremas obtenidos sobre las condiciones necesarias y/o suficientes de extremos, sobre la utilidad de los conceptos de derivada y extremos)  
[image: image171.png]Halle las constantes ay b de modo que la funcién f(x) = x* +ax’+bx+c tenga:

a Un méximo relativo enx = - 1
b. Un minimo relativo en x = 4.





-----------------------------------------------------------------------------

Clase Práctica # 13: Extremos locales.

1. (de aplicación de los teoremas obtenidos sobre las condiciones necesarias y/o suficientes de extremos, sobre la utilidad de los conceptos de derivada y extremos) 
[image: image172.png]Halle los méximos y minimos locales y trace la grfica de f(x) = e™sen x para 0 £ x < 4x




2. (de aplicación de los teoremas obtenidos sobre las condiciones necesarias y/o suficientes de extremos, sobre la utilidad de los conceptos de derivada y extremos)
[image: image173.png]a
Determinese la constante a para que la funcién f(x) = x* += tenga:
x




a) Un mínimo relativo en x = 2.

b) Un mínimo relativo en x = 3.

c) Demuestre que la función no puede tener un máximo relativo para ningún valor de a.
3. (de aplicación de los teoremas obtenidos sobre las condiciones necesarias y/o suficientes de monotonía y extremos, sobre la utilidad de los conceptos de derivada, monotonía y extremos) 
[image: image174.png]Calcule los maximos y minimos locales de f(x) en el intervalo [0, 2x]. determine donde f es creciente o
decreciente en [0, 27] y trace el gréfico de f comrespondiente al intervalo [0, 27]
2) f(x)=cosx + senx

b) () = (12 - senx

© T

x+2cosx

d) f()=2cosx + sen2x




4. (de la utilidad del concepto de extremo a la demostración de desigualdades) Demostrar las desigualdades siguientes, utilizando la teoría sobre extremos locales.

[image: image175.png]a) " >1+x para x#0 (Sug Prusbe que la funcion f(x) =

x=0)
5
s

b x=p<snx, parax>0

B
o cosx>1—‘2,pavaxXn

5
q x—% <in(1+1) <x, parax > 0

(1+x) tiene un minimo dnico en
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Conferencia  # 7: Convexidad y punto de inflexión del gráfico de una función. Asíntotas. Esquema para la discusión del gráfico de funciones.

Sumario

· Convexidad del gráfico de una función.

· Punto de inflexión.

· Asíntotas.

· Trazado del gráfico de una función.

· Convexidad del gráfico de una función

Problema 7.1 (de comparación de objetos particulares, análisis de rasgos comunes, abstracción de los no comunes, síntesis de rasgos esenciales, generalización a otros objetos, obtención de la definición) ¿Cuándo podemos decir que el gráfico de una función es convexo (abre hacia arriba), o cóncavo (abre hacia abajo) en un intervalo? Compare la posición relativa del gráfico de la función con los segmentos de secantes y tangentes a la función en dicho intervalo. Apóyese en representaciones gráficas convenientes.

La solución de este problema conduce a la definición:
Definición
[image: image176.png]Seay = f(x) definida y continua en el intervalo [2, b] y sea x:. x; = [a. b] arbitrarios. Decimos que el grafico

dey = f(x) es
) Convexo. si el grafico de y = f(x) queda por debajo de la secante que une los puntos
(21.fGx1)) y (3%, /(%)) y por encima de la tangente trazada a £ en cualquier punto del

intervalo.
i) Concavo. si el grafico de y = f(x) queda por debajo de la secante que une los puntos
(21.8Gx)) y (3%, /(%)) y por debajo de la tangente trazada a f en cualquier punto del

intervalo.





Problema 7.2 (de obtención de la definición de función cóncava (convexa)) Exprese el resultado relativo a la secante analíticamente. 
[image: image177.png]Solucién: La recta que une los puntos (x;, /(1) ¥ (x;, /(x;)] tiene por ecuacion

S SG) (_

m-m

Portanto, el gréfico de la funcion y = f(x) serd cncavo (convexo) en [a. b] si para cualesquiera sean x;, ¥z =
[a. b] con x:. < x; s cumple




Problema 7.3 (de obtención de una caracterización de función cóncava (convexa)) Obtenga una caracterización analítica de este concepto. Note que al trazar las tangentes al gráfico de la función f en los puntos de un intervalo donde la función es convexa, si las observamos de izquierda a derecha, estas se hacen cada vez más crecientes, ¿qué significado analítico tiene este resultado geométrico? Ilustre geométricamente y formule el teorema relativo a este resultado.
[image: image178.png]Solucion Se aprecia que la funcion " es creciente en ese intervalo, o sea. que para toda x en ese intervalo
(#1(x) >0 0lo que es lo mismo: 7(x)>0.




(de preparación para la obtención del teorema) Utilizando este resultado se puede formular una condición necesaria y suficiente utilizando la segunda derivada para la determinación de la convexidad de una función. ¿Cómo quedará enunciado este resultado? 

La solución de este problema es el teorema:

Teorema: Condición necesaria y suficiente para la determinación de la convexidad de una función.
[image: image179.png]Seay = f(x) definiday continua en el intervalo [a, b] y admite derivada segunda en el intervalo (a. b).
Entonces. el gréfico de y = f(x)tiene

) Laconvexidadhaciaariba en[a. b]siysolosi £*(x) 0 paratodox < (a, b).

i) Laconvexidad haciaabajo en [a.b]siysolosi f%(x)2 0 paratodox = (a. b).




(Ver demostración en pág. 138 y 139)

Problema 7.4 (de aplicación del teorema obtenido) Analice la convexidad de las siguientes funciones 
[image: image180.png]2) Como F()=36x, f*(x) = 65~ 6= 6(x=1)

Cuando x <1, f*(x) <0. el gréfico de y = f(x) es concavo en (-3, 1)

Cuando x> 1, f*(x) > 0. el gréfico de y = f(x) es convexo en (1, +z)




Obsérvese que si consideramos un intervalo que contenga al punto x = 1 en su interior, entonces y” cambia de signo en ese intervalo y por tanto la gráfica de y = f(x) no tiene la convexidad definida en ese intervalo.
· Punto de inflexión

A continuación consideremos los puntos donde la gráfica de la función cambia la dirección de su concavidad, los cuales reciben un nombre especial: punto de inflexión.

Definición. 
[image: image181.png]Decimos que el punto (%, f (%)) es un punto de inflexion dela grafica de y = f(x) i existe una vecindad de
. (%~ 5. %+3) tal que y = f(x) tiene definido el sentido de la convexidad en (x-5. %) y (%, % +3)y e
de diferente tipo en cada uno de estos intervalos




(obtención de una caracterización analítica del concepto punto de inflexión) ¿Qué quiere decir esto analíticamente? 
[image: image182.png]R/ Quiere decir que si y = f(x) admite derivada segunda en una vecindad de 1, salvo, quizas, en el propio
punto %, donde f(x) es continua y f*(x) tiene signos distintos a la derecha e izquierda del punto ;.

entonces (%, 7 (x)) es un punto de inflexion del grafico de y = f(x).

L~




Problema 7.5 (de ampliación de la colección de elementos conocidos y de utilidad del concepto de derivada) En las funciones del ejercicio anterior, analice la existencia de los puntos de inflexión 
[image: image183.png]1) Como f(x)=2x f*(x)=230, entonces 7" no cambia de signo nunca (siempre es positiva).
porlo que 7no tiene punto de inflexion

2) Enlafuncion y=x*-3-4, x = Rsetiene que f%(x) = 6x—6=6(x—1). por lo que se aprecia
que

Cuando x < 1. f*(x) <0, el gréfico de y = f(x) es concavo en (- 1)

Cuando x> 1. f*(x) = 0., el gréfico de y = f(x) es convexo en (1. +3).

0 sea, en x=1, f” cambia de signo. por lo que se alcanza el punto de inflexion

Portanto, el punto (1, f(1))=

. 6) es un punto de inflexion de la curva dada.




Nota: (de valoración de la calidad de la caracterización obtenida) Este criterio puede aplicarse también cuando no exista la derivada segunda en el punto 
[image: image184.wmf]0

x


Problema 7.6 (de preparación para la obtención del teorema de la condición necesaria de punto de inflexión para funciones dos veces derivables) Por tanto, estamos en condiciones de seleccionar la tesis correcta del siguiente teorema:
[image: image185.png]Teorema Seay = f(x) que admite derivada segunda continua en el intervalo (a, b). entonces si (g,.f (%))
es un punto de inflexion del gréfico de y = f(x). se cumple que: (marque Ia respuesta correcta)

a) (%) puede tomar cualquier valor real

b).f (%

©) f"(xy) puede no existir

d) f*(x) toma un valor positivo o un valor negativo




Solución: La tesis correcta es la b)
(Ver demostración por reducción al absurdo en pág. 142)

Problema 7.7 (de ampliación de la colección de elementos conocidos de los conceptos función convexa y punto de inflexión y de aplicación de los teoremas relativos a las condiciones necesarias y/o suficientes de convexidad y puntos de inflexión) 
Determine los puntos de inflexión y el tipo de convexidad de la curva de Gauss 
[image: image186.wmf]R
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. Realice un esbozo de su gráfico.

Solución: 
[image: image187.png]Como f'(x)=-2x¢™ y f'(x)=2¢™ (22°-1), se aprecia que la segunda derivada se anula en

yﬁ y al analizar el signo de ~ se tiene:

-

Va Ve

De donde se infiere que

1 1
En los intervalos [7 o, y 00 |la curva es convexa.

2

En el intervalo [7 ] la curva es concava.

1
22
1

Los puntos x = yx= son puntos de inflexion

N

El grifico de esta funcion es:




Criterio de la tercera derivada

También existe un criterio de la tercera derivada para analizar la existencia de puntos de inflexión.

Teorema: 
[image: image188.png]Si'y = f(x) admite en el punto %, derivadas hasta el tercer orden y se cumple ademés que f (%) =0,

(%)% 0 entonces en el punto (xy, f ()] existe un punto de inflexion de f
Demostraci
(De empleo de recursos heuristicos para a demostracion del teorema) ;Qué ocurre con los signos de
1" ala izquierda y ala derecha de %, si se sabe que f*(%)= 0,y /()= 07

R/ esto significa que los signos de f *(x) a ambos lados de %, son diferentes, por lo que se tiene Ia tesis de
manera inmediata.





Criterio de la derivada n-ésima. (Criterio general)

Problema 7.8 (de preparación para la obtención del teorema del criterio de la derivada n-sima) Generalice los resultados obtenidos hasta el momento: criterio de la segunda derivada para la determinación de extremos y criterio de la tercera derivada para la determinación de puntos de inflexión y formule el criterio de la derivada n-esima para la determinación de extremos y puntos de inflexión.

La solución de este problema es la obtención del teorema:

Teorema: Criterio de la derivada n-ésima. (Criterio general)

[image: image189.png]Sea la funcion y =
cumple

() y supongamos que en el punto xg admite derivada hasta el orden n, adems se

FM(x,)=0, parak=1234..n1 S (x) 20
1) Sines par (n>1) la funcién f(x) tiene en el punto xg un maximo relativo cuando ™ (x,) <0 y un
minimo relativo cuando £ (x,) > 0.

2) Sin esimparla funcién f(x) posee en el punto xg un punto de inflexion (n>1)




Ver ejemplo resuelto pág. 147.

Ejemplo. (de aplicación de los teoremas anteriores) 
[image: image190.png]1 2
Analce a existancia de puntos de inflexion de a funcion f (x) =3+ 5 sen2x + 2

R/ Se cumple que: (0) =3, F(0)=1, f(©) = /20y = s =0, fH0)=16




Como n = 5, la función posee en el punto x = 0 un punto de inflexión.
· Asíntotas

Intuitivamente, se conoce que una recta asíntota es aquella hacia la cual el gráfico de la función se acerca tanto como se quiera.

Problema 7.9 (de comparación de objetos particulares, análisis de rasgos comunes, abstracción de los no comunes, síntesis de rasgos esenciales, generalización a otros objetos, obtención de la definición) Teniendo en cuenta que la asíntota puede ser de uno de dos tipos: 

· Vertical: si tiene ecuación x=x0 

· No vertical: si tiene ecuación y=mx+b (la cual incluye la asíntota horizontal cuando m=0 y las oblicuas cuando m(0)

¿Cómo puede llegar a definirse con rigor analítico los conceptos de asíntota vertical y asíntota no vertical?

Sugerencia: En el caso de la vertical analice el comportamiento que debe tener f a la derecha o a la izquierda de x=x0 y en el caso de las no verticales, analice el comportamiento que debe tener la diferencia entre la imágenes de la función y la recta cuando x tiende a +( o a -(. Ilustre geométricamente cada situación.

Solución

La solución de este problema conduce a las definiciones: 

Definición. Asíntota vertical
[image: image191.png]Sea f(x) definida en una vecindad del punto . salvo quizas en el propio %, y sea

lim fx)=® o lm, f(x)=0

entonces, decimos que x = xq es una asintota vertical de la curva y = f(x)




Definición. Asíntota no vertical

[image: image192.png]Sea la funcién y = f(x) definida en un intervalo de la forma (-2, +) & (<, a). Si existen nimeros m y b tales
que la funcion f(x) ~ (mx + b) es infinitesimal cuando x — + (0 x — <), entonces, larectay = mx + b se
denomina asintota de la curva y = f(x) parax — += (0 x = <)

La asintota puede ser definida como una recta cuya distancia al grafico de la funcion tiende a cero cuando
el punto (x, f(x) se aleja a través de la curva hacia el infinito. La asintota determina el comportamiento de la
curva cuando x — += (0 x — ).




(de determinación de condiciones necesarias y/o suficientes) Método práctico para determinar las asíntotas 
[image: image193.png]Verticales
o Es suficiente con determinar los puntos de acumulacién del dominio donde se garantice que
el limite por la derecha o porIa izquierda tienda a + 0 <
No verticales
o Seay=mx + b una asintota de y = f(x). entonces

lim [f(x) = (mr+8)]= 0

Es decir, f(x) - (mx + b)]

o(x). donde a(x)—> 0 cuando x — +

Dividiendo por x se obtiene:
x) _ alx; b
J@ _am

x x x

Aplicando limite cuando x — +x se obtiene

i L

e x

oy lim (FG) =)




Recíprocamente, si los límites anteriores existen, la recta y = mx + b es una asíntota a la curva y = f(x).

Problema 7.10 (de ampliación de la colección de elementos conocidos del concepto asíntota y de utilidad del concepto de derivada) 
[image: image194.png]Determine las asintotas de la cuva f (x)

Solucion:
- Verticales. Enx=1, se tiene

i H2_ Ly, g FOE2
[t S o x4

La recta x = -1 es asintota vertical a la curva.
= No verticales.

et L@

o x

b= liy (7(3) =) = liy [? }

|

Larectay = x -4 es asintota oblicua de la curva y = f(x)





· Construcción del gráfico de una función.

El comportamiento de una función y la construcción de su gráfico puede realizarse siguiendo los pasos siguientes:

1) Determinar el dominio de la función, la simetría, periodicidad y demás características de la función.

2) Determinar los puntos de discontinuidad y clasificarlos.

3) Determinar las asíntotas.

4) Determinar los intervalos de crecimiento y decrecimiento.

5) Determinar los extremos relativos de la función.

6) Determinar los intervalos de convexidad y los puntos de inflexión

7) Trazado del gráfico de la función.

Por tanto ya estamos en condiciones de resolver completamente el Problema 6.1 
Representar gráficamente la función  


[image: image195.wmf]R
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,
que revisaremos en la próxima clase.
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---------------------------------------------------------------------------

Clase Práctica # 13: Convexidad y punto de inflexión

1. (de utilidad y ampliación de la colección de elementos conocidos de los conceptos estudiados, de aplicación de los teoremas estudiados) Determine dominio, intervalos de monotonía y convexidad, extremos y puntos de inflexión, asíntotas y trace el gráfico de las funciones siguientes:
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2. (de utilidad y ampliación de la colección de elementos conocidos de los conceptos estudiados, de aplicación de los teoremas estudiados) 
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Valoración de la factibilidad de la investigación por criterio de especialistas

a) Selección de los especialistas.

Para la determinación de la pertinencia de una serie de aspectos y subaspectos propuestos que avalan la calidad del trabajo desarrollado, no solo en el diseño de la estrategia, sino en la planificación prevista ara su ejecución y control, seleccionamos un grupo de 7 especialistas integrado por profesores de los departamentos de Matemática de varias universidades de Cuba y de Angola. 

Aunque existen variadas formas para objetivar la selección de los especialistas, decidimos realizar la misma por medio de una serie de criterios que exponemos a continuación:

· Ser profesores de alguna de las disciplinas matemáticas de algún CES de Cuba o de Angola.

· Tener por lo mínimo 10 años de experiencia como profesores.

· Poseer conocimientos de Geometría Plana, Álgebra Elemental, Lógica y Análisis Matemático en una o varias variables.

· Haber impartido el tema Cálculo Diferencial de funciones reales en alguna carrera universitaria.

· Estar de acuerdo en colaborar con la investigación.

· Autovalorarse con una puntuación entre 7 y 10 puntos (de una escala de 10, como valor máximo) en cuanto a su nivel de conocimiento sobre el tema.

Los especialistas seleccionados autovaloran que poseen un conocimiento alto sobre el tema que se trata, como muestra el hecho de que 5 especialistas se autocalifican con 9 puntos sobre su conocimiento del tema, 1 con 8 y 1 con 7, de una escala de 10 puntos posibles como valor máximo. Esta autovaloración fue obtenida por medio del §6 del instrumento. 

b) Características del instrumento de consulta a los especialistas.

El mismo cuenta con seis epígrafes, cuyos títulos son: §1. Diseño de la investigación, §2. Establecimiento del sistema de acciones, §3. Propuesta de implementación de la estrategia, §4. Planificación del control de la implementación del sistema de acciones, §5. Consulta a los expertos §6. Autovaloración acerca de su competencia como experto sobre el tema consultado, §7. Autovaloración acerca de las fuentes que le permiten argumentar sus criterios, §8. Datos generales del experto, y, §9. Otras consideraciones.

La aplicación del instrumento solo se realiza por vía correo electrónico, por lo que, con el objetivo de encaminar a los especialistas en su análisis y facilitar su valoración sobre la propuesta, fue necesario realizar una explicación sobre el problema científico que nos lleva a proponernos e implementar la estrategia didáctica, los aportes teóricos y prácticos de la misma, entre otros aspectos, que constituyen en su conjunto, componentes del diseño de la investigación (estos se relacionan en §1).

Está claro que los principales aspectos a valorar por los especialistas son los relativos al diseño de la estrategia sobre las fases de orientación, ejecución y control, por lo que también se incluyen en el instrumento en los epígrafes §2, §3 y §4. 

El epígrafe §5 es el más importante del instrumento, pues es donde los especialistas valoran la pertinencia de los subaspectos (explicados en epígrafes anteriores) incluidos en una serie de aspectos propuestos, mediante una escala de 1 (no adecuado) a 5 (muy adecuado). 

c) Interpretación de los resultados.  

En el anexo 4 se muestra una tabla de frecuencias relativas sobre las opiniones de los especialistas.

Una valoración matemática de estos resultados demuestra que los aspectos y subaspectos considerados poseen alta pertinencia en cuanto a su consideración y forma de medición, pues se aprecia que ninguno de los especialistas estimó a ninguno de los aspectos considerados como poco adecuado o inadecuado.

Para realizar una valoración matemática de estos resultados, confeccionamos la variable P, tal que 
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donde Ci es el valor numérico asignado a la categoría y ni es su frecuencia, de esa forma, para cada aspecto o subaspecto se tiene que 7 ( P ( 35. Estos valores de P están contemplados en la última columna de la tabla del anexo 4 y son susceptibles de ser considerados como datos continuos, a los que se les pueden determinar medidas de la estadística descriptiva que ofrezcan una caracterización sobre la manera en que los especialistas valoraron la calidad del diseño de la estrategia .

De la cual puede interpetarse  que, en todos los aspectos, P se manifiesta mayor o igual que 27.

· Media = 32.3125, como promedio, lo que significa que los expertos valoran en alta pertinencia los aspectos considerados, pues la media es “cercana” al valor máximo de P.
· Moda = 32, valor que más se repite, como se aprecia, es alto.

· Desviación = 1.30600351, los valores de P se concentran cercanos a la media obtenida, sin una varianza considerable. 
Con esto puede afirmarse que los especialistas consideran como muy adecuada la propuesta en general.

Conclusiones
1. Se ha cumplido el objetivo de nuestra investigación, pues se ha diseñado una estrategia didáctica basada en la resolución de problemas que, como se demuestra a través de los resultados obtenidos durante su valoración por consulta a expertos, puede contribuir a perfeccionar los procesos de que intervienen  en el tratamiento de conceptos y teoremas matemáticos.

2. El programa heurístico general que se emplea, recoge como elementos novedosos, la construcción de árboles de problemas debidamente dosificados para garantizar la participación de los estudiantes en los procesos didácticos que se derivan de los grandes problemas a resolver que consisten en: la realización del proceso de formación (desarrollo, generalización) de un concepto matemático y la realización del proceso de obtención (demostración, valoración y aplicación) de un teorema.

3. El sistema de acciones propuesto en el diseño de la estrategia es suficiente para abordar el tratamiento de una amplia gama de conceptos y teoremas matemáticos, aunque durante su implementación, debe adaptarse de forma eficiente y creadora al contenido escogido. 

4. El sistema de acciones propuesto puede contribuir, por medio de una adecuada implementación con estudiantes, al logro de un aprendizaje activo, mediado y significativo de los conceptos y teoremas del Cálculo Diferencial.

Recomedaciones
Debido a los resultados derivados de esta investigación y a la experiencia acumulada en la labor docente del autor, se proponen las siguientes recomendaciones:

1. Implementar la estrategia diseñada al tratamiento de otros conceptos centrales del currículo del Licenciado en Educación, especialidad Matemática.

2. Realizar colectivos de carrera encaminados a acordar cuáles pueden ser los conceptos y teoremas susceptibles de ser tratados con la estrategia propuesta y qué acciones de la misma pueden llevarse a cabo a través de los diferentes años de la carrera.

3. Utilizar la estrategia en cursos de preparación de profesores en dos sentidos, primero, para llevar a cabo los procesos del tratamiento conceptual de conceptos matemáticos del postgrado, segundo, como recurso metodológico a poner en práctica en el aula de clases. La utilización de esta estrategia en la superación de profesores es un valioso recurso de superación postgraduada que puede contribuir a dar un vuelco favorable al tratamiento de conceptos y teoremas matemáticos en la enseñanza superior, como muestran los resultados obtenidos con su aplicación en una muestra de profesores del municipio de Placetas que cursan la Maestría en Matemática Aplicada que oferta el dpto de Matemáticas de la UCLV.
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Anexos
Anexo # 1: Encuesta a profesores

Compañero profesor:

Se dirigen a usted: el Lic. Juca Martin Celestino Sachipia, procedente del Instituto Superior de Ciencias de la Educación de Huambo (ISCED), Angola, cursante de la Maestría  en Matemática Aplicada de la de la Universidad Central de Las Villas, Cuba (UCLV) y miembro del proyecto de investigación “Perfeccionamiento de la Didáctica de la Matemática Superior” de dicha universidad; así como los doctores en ciencias pedagógicas: Antonio Martínez Fonseca y José Enrique Martínez Serra, miembros de dicho proyecto y tutores del maestrante.

En la enseñanza de la Matemática Superior constantemente se nos presentan deficiencias en la comprensión de diferentes aspectos de esta ciencia, tenemos la opinión de que el tratamiento de conceptos y teoremas transcurre por varios procesos en los cuales el profesor debe plantearse acciones conscientes para que estos transcurran de forma que conduzcan a un aprendizaje activo, mediado y significativo por los estudiantes, en lo que la resolución de problemas enfocada en tres direcciones: como motivación, como vía para introducir los contenidos y como instrumento de aplicación práctica de los diferentes conceptos y teoremas puede contribuir de manera favorable.

Conscientes de su alta profesionalidad y maestría en el ejercicio de la docencia y en el trabajo investigativo, consideramos que su ayuda con algunas opiniones sobre lo que tradicionalmente muchos profesores hacemos en el aula nos sería de gran utilidad. 

Por tal motivo le pedimos que nos responda, con el ánimo de ayudarnos, el cuestionario siguiente:

Cuestionario:

1) En el empleo de los problemas para el tratamiento de conceptos y teoremas en la asignatura que imparte, ¿cuál es la vía que más predomina? Ejemplifique:

a. __________ Enseñanza de la resolución de problemas: planteamiento de problemas encaminados a  practicar modelos y estrategias para resolver problemas (modelo de Polya, modelo de Schoenfeld)
b. _________ Enseñanza para la resolución de problemas: se muestra una técnica a los estudiantes para resolver problemas y luego se presentan problemas de práctica hasta que se ha dominado la técnica (generalmente en la resolución de clases de problemas de aplicación en las ingenierías)

c. _________ Enseñanza por medio de la resolución de problemas: planteo de problemas mediante cuya resolución se produce el aprendizaje de los nuevos contenidos.
2) Al abordar el estudio de los conceptos matemáticos, ¿qué vía ha predominado durante el proceso de formación de los mismos? 

a. ______ de lo particular a lo general (inductiva). 

b. ______ de lo general a lo particular (deductiva). 

c. ______ Ambas en la misma medida.

d. ______ En dependencia de las características del concepto que se vaya a tratar. Ejemplifique.

3) ¿Qué acciones de formación, desarrollo y generalización conceptual usted ha realizado en clases durante el tratamiento de conceptos y cuáles considera que deben hacerse? Ejemplifique las que considere pertinentes.

a. Proceso de formación
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b. Proceso de desarrollo
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c. Proceso de generalización
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4) ¿Qué acciones de obtención, demostración, valoración y aplicación de los teoremas se han realizado durante el tratamiento de teoremas y cuáles considera que deben hacerse? Ejemplifique los que considere pertinentes.

a. Proceso de obtención 
[image: image202.png]¢Usted Ta| ;Considera
realiza? que debe

realizarse?
5 No[Si |No
ejemplo

Preparar
el camino
parala
obtencion
del
teorema

T2 motivacion parala misma

[a visualizacion geométrica del resulado que
se pretende enunciar

La realizacion de preguntas heursticas cuyas
respuestas permiten la obtencion de resultados
parciales que en su conjunto conducena la
formulacién del teorema como tal.





b. Proceso de demostración
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c. Proceso de valoración de la calidad del teorema obtenido.
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d. Proceso de aplicación del teorema
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5) ¿De qué manera ha sido evaluado el aprendizaje de los conceptos y teoremas tratados? En las pruebas que se han aplicado, ¿qué tipos de preguntas relativas a los conceptos se han puesto (reproductivas, memorísticas, de aplicación de conceptos, de establecimiento de relaciones con otros conceptos, de análisis de contenidos de los conceptos, de valoración sobre la pertenencia o no de un objeto a la extensión del concepto que se evalúa, de significados del concepto, de elaboración o interpretación de mapas conceptuales, diagramas, etc)? Ejemplifique.

6) Al realizar acciones relativas al tratamiento de los conceptos y teoremas de la asignatura, ¿ha predominado el trabajo independiente de los alumnos, el trabajo cooperativo con los demás alumnos bajo la guía del profesor, o el intercambio y la elaboración conjunta con el profesor? ¿de qué manera se ha llevado a cabo el trabajo cooperativo?

7) Cuando los alumnos cometen errores en la realización de alguna tarea relativa al tratamiento de un concepto o un teorema, ¿cómo se han subsanado los mismos?

Datos del encuestado: Categoría Científica: ________ Categoría Docente: ________ Años de experiencia como profesor: ________  Asignaturas / Carreras que imparte:_________ 

Muchas gracias por su colaboración, y un saludo del Licenciado Juca Celestino Sachipia y de los Doctores en Ciencias  Antonio Martínez Fonseca y José Enrique Martínez Serra.

Febrero de 2010

Anexo # 2: Encuesta a alumnos

Estimado alumno:

Como parte del proyecto de investigación “Perfeccionamiento de la Didáctica de la Matemática Superior” en la Universidad Central de las Villas, se están investigando una serie de deficiencias en la comprensión de diferentes aspectos de esta ciencia, que pueden estar provocadas por algunas dificultades en el empleo de la resolución de problemas durante el tratamiento de los conceptos y teoremas de esta materia.

Es por ello que le pedimos nos conteste las siguientes preguntas encaminadas a constatar su punto de vista sobre la manera en que se manifiestan algunos aspectos del proceso de enseñanza – aprendizaje de la Matemática Superior.

Cuestionario:

1) En el empleo de los problemas para el tratamiento de conceptos y teoremas en las asignaturas de Matemática que ha recibido, ¿cuál es la vía que más predomina? Ejemplifique:

a. __________ Enseñanza de la resolución de problemas: planteamiento de problemas encaminados a  practicar modelos y estrategias para resolver problemas 
b. _________ Enseñanza para la resolución de problemas: se muestra una técnica a los estudiantes para resolver problemas y luego se presentan problemas de práctica hasta que se ha dominado la técnica (generalmente en la resolución de clases de problemas de aplicación en las ingenierías)

c. _________ Enseñanza por medio de la resolución de problemas: planteo de problemas mediante cuya resolución se produce el aprendizaje de los nuevos contenidos.
2) ¿Qué acciones para el tratamiento de conceptos se han realizado en clases y cuáles considera que debían haberse realizado? Ejemplifique las que considere pertinentes.

a. Proceso de formación de conceptos
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b. Proceso de desarrollo
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c. Proceso de generalización
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3) ¿Qué acciones de obtención, demostración, valoración y aplicación de los teoremas se han realizado durante el tratamiento de teoremas y cuáles considera que deben hacerse? Ejemplifique los que considere pertinentes.

a. Proceso de obtención 
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b. Proceso de demostración
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c. Proceso de valoración de la calidad del teorema obtenido.
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d. Proceso de aplicación del teorema
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4) ¿De qué manera ha sido evaluado el aprendizaje de los conceptos y teoremas tratados? En las pruebas que se han aplicado, ¿qué tipos de preguntas relativas a los conceptos se han puesto (reproductivas, memorísticas, de aplicación de conceptos, de establecimiento de relaciones con otros conceptos, de análisis de propiedades de los conceptos, de valoración sobre la pertenencia o no de un objeto a representantes del concepto que se evalúa, de significados del concepto, de elaboración o interpretación de esquemas, etc)? Ejemplifique.

5) Al realizar acciones relativas al tratamiento de los conceptos y teoremas de la asignatura, ¿ha predominado el trabajo independiente de los alumnos, el trabajo cooperativo con los demás alumnos bajo la guía del profesor, o el intercambio y la elaboración conjunta con el profesor? ¿de qué manera se ha llevado a cabo el trabajo cooperativo?

6) Cuando los alumnos cometen errores en la realización de alguna tarea relativa al tratamiento de un concepto o un teorema, ¿cómo se han subsanado los mismos?

Datos del encuestado:  Año / Carrera que estudia:_________ 

Muchas gracias por su colaboración, y un saludo del Licenciado Juca Celestino Sachipia y de los Doctores en Ciencias  Antonio Martínez Fonseca y José Enrique Martínez Serra.

Febrero de 2010

Anexo 3

Encuesta a profesores: Sobre Resolución de Problemas:

Compañero profesor:

Nosotros formamos parte del proyecto de investigación de Matemática Educativa de la UCLV. Conscientes de su alta profesionalidad y maestría en el ejercicio de la docencia y en el trabajo investigativo, consideramos que su ayuda en las valoraciones de algunos aspectos para nuestra investigación nos sería de gran utilidad. Por tal motivo le pedimos nos responda, con el ánimo de ayudarnos, la encuesta siguiente:

Encuesta:

Valore las afirmaciones que enunciamos a continuación utilizando la simbología siguiente: 1: En ninguna medida. 2: En cierta medida. 3: En gran medida. 4: Completamente. 

1. La resolución de problemas en forma general:

a) Es de dominio de todos los profesores. _______

b) Se adecua al estudio de la Matemática en el nivel superior. _______

c) Está presente en todos los programas de las diferentes asignaturas. _______

2. La introducción de temas específicos con problemas básicos a resolver en cada asignatura:

a) Está presente en los planes de cada disciplina de los ISCDE. ______

b) Orienta al profesor a la hora de organizar los contenidos. _______

c) Contribuye a entender mejor los contenidos por parte de los alumnos. ______

3. El programa de una asignatura específica “Práctica y Resolución de Ejercicios y Problemas” :

a) Resuelve todas las deficiencias que presentan los estudiantes en este aspecto._________

b) Es la única vía para enseñar a resolver problemas.__________

c) El que existe, tiene la calidad requerida para cumplir el objetivo para el que se propone._____

Datos del encuestado: Categoría Científica: ________ Categoría Docente: ________                     Años de experiencia como profesor: ________.

Muchas gracias por su colaboración, y un saludo del Licenciado Juca Celestino Sachipia y de los Doctores en Ciencias  Antonio Martínez Fonseca y José Enrique Martínez Serra

Octubre de 2009

Anexo 4: Tabla de frecuencias. Consulta a especialistas.
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Ejemplo: (de aplicación del teorema) Calcular  � EMBED Equation.3  ���    (ejemplo resuelto, pág. 108)


Solución.  Como,  sen x = x - � EMBED Equation.3  ���


Se tiene; � EMBED Equation.3  ���= � EMBED Equation.3  ���= � EMBED Equation.3  ���


(de aplicación del teorema) Encuentre el desarrollo de Taylor de las siguientes funciones en el punto x0 = 0 (en potencias de x):


� EMBED Equation.3  ���  (Sug. Hacer el cambio de variable u = � EMBED Equation.3  ��� y desarrollar eu)


� EMBED Equation.3  ��� (Sug. Encuentre el desarrollo de sen x y multiplíquelo por x3)


� EMBED Equation.3  ���(Sug. Hacer el cambio de variable u = sen x y después sustituir el seno por  su desarrollo)


� EMBED Equation.3  ��� (Sug. Utilice el desarrollo de � EMBED Equation.3  ���, observando que � EMBED Equation.3  ���= � EMBED Equation.3  ���)


� EMBED Equation.3  ���


Calcule     (de aplicación del teorema) � EMBED Equation.3  ���
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