www.monografias.com

Compactar una matriz tridiagonal
1. Análisis del Método
2. Diagrama de flujo
3. Programa en Matlab
4. Expandir una matriz tridiagonal compactada
5. Factorización de matrices por el método de Cholesky
6. Conclusiones
7. Método Crout de factorización de matrices
8. Conclusiones
Análisis del Método
Si se tiene una matriz tridiagonal de la forma
[image: image1.png]—n—(-1)-(n-1)

—3n+2




Entonces en una matriz de 10000 elementos, n=10. Hay E=9702 elementos iguales a cero. Y 208 elementos distintos de cero. Por lo que resulta conveniente almacenar la matriz de una forma más compacta.
[image: image2.png]



Diagrama de flujo
PSEUDOCÓDIGO



DATOS DE ENTRADA

· Matriz A(m x n)

SALIDA DEL ALGORITMO

· Matriz Compacta AC(n x 3)

· O mensajes de fracaso “La matriz A no es cuadrada” o “La matriz A no es tridiagonal”.

[image: image3.png]PASOT: Sim # n realizar
PASO2: SALIDA: “La matriz A no es cuadrada”
PASO3: PARAR
PASO4: Sino
PASOS5: Para i=1 hasta n
PASO6: Para j=1 hasta n
PASOT: Si [i{}>1 realizar
PASOS: Si A(i 20 realizar
PASO9: SALIDA “matriz A no es tridiagonal”
PASO10: PARAR
PASO11: Para i = 1 hastan
PASO12 Si > 1 realizar
PASO13: AC(i 1)=A(ii-1)
PASO14: AC(i.2)=A(1.)
PASO15: Si < m realizar
PASO16: AC(i 3)=A(ii+1)
PASO17: SALIDA: “La matriz compacta AC es: " AC
PASO18: PARAR




Programa en Matlab
[image: image4.png]function [AC] = compacta(A)

ifm~=n
disp(La matriz A no es cuadrada)
retum
else
fori=tn
forj=tn
if (abs(i9)>1)

ITAG])~=0
b=1:
end
end
end
end
ifb~=1
disp(La matriz A si estridiagonal)
AC=[[0:diag(A-1)] diag(A). [diag(A. 1)0]}:
else
AC='La matriz no es tridiagonal:
end
end
end
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Expandir una matriz tridiagonal compactada
Si se tiene una matriz de la forma tridiagonal compacta, como la resultante del ejercicio anterior, entonces se requiere un programa que “expanda” la matriz. Es decir pasar de:
[image: image6.png]



PSEUDOCÓDIGO


DATOS DE ENTRADA:

· Matriz Compacta B (m x n)

SALIDA DEL ALGORITMO

· Matriz Expandida A(m x m)

· O mensaje de fracaso “La matriz debe tener 3 columnas”

[image: image7.png]PASO1: Sin # 3 realizar
PASO2: SALIDA: “La matriz debe tener 3 columnas™

PASO3: Sino
PASO4: Para

PASO5: i > 1 realizar
PASO6: AfLi-1)= B(i.1)

PASOT: Afii)= AC(i.2)

PASO8: Sii < m realizar
PASOS: AfLi+1)= B(i3)

hastam

PASO10: SALIDA: “La matriz A es”. A
PASOT1: PARAR

PROGRAMACION EN MATLAB
function [A] = expandir( B )

[m = size(B):

% Comprobamos que la matriz sea operable.
if(n~=3)
disp(La matriz B debe tener 3 columnas para ser tridiagonal)

else
Al=diag(B(2-end. 1).-1):
A2=diag(B(- 2))
A3=diag(B((1'm-1).3).1)
A=AT+AZ+AZ,

End
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Ahora veremos la eficacia de la aplicación de la matriz compacta para la resolución de sistemas de ecuaciones lineales:

Donde analizando vemos que:
[image: image9.png]a1l a2 0 b1
Sea A=|a21 a22 a23 . unamatriz de coeficientes tridiagonaly sea B = ( b2 |el vector de
0 432 a33, b3,

valores independientes donde tenemos el sistema de ecuaciones lineales: [A][X] = [B]. y deseamos
resolver este sistema por medio de la matriz compacta [C] de los coeficientes de [4], obtenida como lo
vimos antes, asi:

c21=a21 c22=a22 c23=a23

c11=0 cl2=all cl3=al2
c=
c31=a32 32=a33 c33=0





Y donde el sistema a resolver ahora se trabajara con esta matriz C, y haciendo la matriz aumentada 
[image: image10.png]D =(clB)




, que para poder resolverla por medio del método de  Gauss, analizando tenemos que como lo habíamos hecho para el método de Gauss en forma normal (trabajando sin la matriz compactada), procedemos a hacer lo siguiente:
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Así vemos que realiza la eliminación gausiana en la matriz tridiagonal del la forma compacta:
[image: image12.png]as2

Ahoratenemos que: m =22y m, = 2L donde:

=

d31=d31 —m, *d22

Asi,en forma general tendriamos que para:

Al +11:2) = a6 + 11:2) — m =

4G +14)

1) —m e dG)

Y para la resolucion del sistema de ecuaciones se procede a realizar la sustitucion hacia atrés
de la matriz compacta, como lo desarrollamos anteriormente para el método de Gauss

d(,4) —d(13) *x(i+ 1)
d(,2)

se realiza: x() =




 Conclusiones del Método

Como podemos observar el método de la matriz compacta  para matrices tridiagonales  es muy útil, ya que obviamos el gastar memoria al trabajar con la matriz tridiagonal en sí , ya que el resto de los elementos de la matriz que no son de las tres diagonales es cero.
[image: image13.png]Asi, para una matriz de 10000X10000, sabemos que tiene n> = 10000% = 100000000 elementos de

los cuales también sabemos tiene, E = n? — 3n.+ 2 = 99970002 elementos que son cero, porlo que

trabajamos con un total de: 3 — 2 = 100000000 — 99970002 = 90002998 elementos diferentes de
cero ahorrando asi un 90.997002% de memoria, trabajando con tan solo el 9.002998% de los datos de

I matriz

Donde, tenemos Ia formula para el método de Gauss normal, con n incognitas

ne1

numero de operaciones =n® + Z(n -+ m-i+)(n-i+1)
=




Y  del análisis anterior con la compactada vemos que para solucionarlo se realizan:
[image: image14.png]n
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22007 + $25°71(2200 — i) + (2200 — i +1)(2200— i +2) =
3561433698 , operaciones.

« Porel método de la compacta: 10(2200) — 9 = 21991, operaciones.




Así extendiendo a una grafica vemos que:
[image: image15.png]Numero de incognitas vs numero de operaciones

Numero de incognitas





Por eso decimos que este método ahora tiempo y memoria, es decir es más eficaz, que trabajar con la matriz sin compactar, ya que en total utiliza 10(8n)-9 bytes de memoria, 10(8*2200)-9=175991 bytes de memoria.

Y al trabajar más rápido y  con menos números de operaciones podemos decir que genera menos error numérico y de acumulación. 

Factorización de matrices por el método de Cholesky
Análisis del Método:

Un método de factorización de matrices (descomposición LU), es el Método de Cholesky. El método consiste en hacer los elementos de la diagonal de la matriz triangular inferior L  a los de la matriz triangular superior U.

Pero, si [A] es una matriz de n x n positiva definida, entonces [A] tiene una factorización de la forma A=L*LT​, donde L es una matriz triangular inferior.

Para que una matriz sea positiva definida, debe ser simétrica y diagonalmente dominante.

Entonces el problema se plantea de la siguiente manera:
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Generalización de los términos i-esimos
[image: image17.png]Llzenan = Genen /s





PSEUDOCÓDIGO:

             DATOS DE ENTRADA:

[a]: Matriz de Coeficientes del Sistema de Ecuaciones Lineales.

SALIDA DEL ALGORITMO

[L]: Matriz tridiagonal inferior

[Lt]: Matriz tridiagonal superior

Pasos del algoritmo:

[image: image18.png]PASO 1: si (m~=n)
Paso2: salida (1a matrizno es cuadrada)
PASO3: parar
PASO 4:Para i=1:n
PASO5: P=a(titi)
PASO6: aux= determinante de P
PASOT: Siaux<=0
PASO8: Salida (1amatrizno es definida positiva)
PASO9: Parar
PASO10: parai=tn
PASO11: paraj=tn
PASO12: si(a(ij)~=a(i))
PASO 13: salida (1amatizno es simétrica)
PASO 14: parar

PASO15: I(1.1)=/3(11)
PASO16: parai=2n

=a(.1101.1)
PASO 18: para
PASO19: su
PASO20: paraj=ti-1
PASO21: sum=sum+((ij)2
PASO22: Ifii}=/a(i,1) — sum
PAS023: parakei+Tn
PASO24: sum1=0
PASO 25 para,
PASO26: sumt=sum1=(ki)iii)
PASO27: Itki)=(alki-sum1)1(ii)





Codificación matlab:
[image: image19.png]function L tj=choleski(a)
In.mj=size(a):
%comprobacion silamatiz es simétrica cuadraday definida positiva
if(n~=m)
disp(Lamatrizno es cuadrada)
retum
end
fori=tn
P=a(1:i 1),
aux=det(P);
ifaux==0
disp(1amatrizno es positiva definida)
return.
end
end
ifa~=a
disp(Lamatrizno es simétrica’)
retum
end
9%factorizacion de lamatriz para encontrarlyI'
11, )=sat(@(1, 1)

163,1)=a(,)11,1);
end
fori=2:n

sum=sum+{1(i))'2;
end
(i)=sqr(aii-sum);

sum=sumi+I(kj)i,);
Iki)=aki-sum i)
end
end
end
It=T:
end




Ejecución de un ejemplo:    
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La matriz no es definida positiva
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Análisis Del Método:

El método de Cholesky es un método de factorización de matrices por medio del cual podemos encontrar la solución de un sistema de ecuaciones lineales.

Para poder realizar este método en primera instancia debemos observar que la matriz sea simétrica ya que si no es simétrica ya no se podría usar este método, luego de esta restricción debemos observar que la matriz también sea positiva y definida, caso contrario al desarrollar el método obtendremos como resultado raíces cuadradas de números negativos por ende el método fallara y en última instancia la matriz de coeficientes [A] debe ser cuadrada caso contrario obtendremos inconsistencias en el sistema de ecuaciones lineales.

Conclusiones

El método desarrollado contiene un total de 27 pasos lo mismo que nos indica que este método utiliza una cantidad de memoria poco considerable ya que la mayor cantidad se utiliza al almacenar valores en las sumatorias

El método de descomposición factorial de Cholesky  es uno de los métodos más aplicados en la factorización de matrices, ya que es de gran ayuda al momento de resolver sistemas de ecuaciones lineales.

El método de Cholesky es el mejor método que se puede aplicar a matrices simétricas, ya que mediante el mismo permite la ejecución de menos operaciones comparadas con el método tradicional de la descomposición L U, ya que se ahorra el proceso de obtención de U (triangular superior).

Para la resolución de un sistema lineal el proceso a aplicar es el mismo que el que usamos para la descomposición L U normal, es decir:
[image: image22.png][410x] = [8]

4] =Ll

[LIV][x] = (8]

[L][2] = [B]; solucionado por sustitucién hacia atras.
[U][X] = [Z]. solucionado por sustitucién hacia adelante.

Asi podemos ver que Ia ventaja del método de Cholesky es que la triangular superior de la matriz de
coeficientes [U] es igual a la transpuesta de su triangular inferior [L], es decir [U]= [LT]
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Al momento de utilizar matlab debemos tener en cuenta que esta herramienta de trabajo nos brinda muchas comodidades a la hora de utilizar el lenguaje de programación, ya que en si el programa tiene incorporados un sinnúmero de funciones las mismas que facilitan la realización de operaciones  y codificaciones necesarias para que las funciones y programas a realizar tengan un mejor funcionamiento mediante el uso de menos recursos y obteniendo los mismos resultados.

Para finalizar podemos afirmar que el método de Cholesky realizado es aplicable para matrices simétricas definidas positivas de cualquier orden,  podemos afirmar que el método está bien realizado por ende se podrá utilizar en cualquier momento, también la realización de este método ha permitido desarrollar la practica en la elaboración de nuevos programas.  

Método Crout de factorización de matrices 
Un método de factorización de matrices (descomposición LU), es el Método de Crout, en el cual la matriz triangular superior U tiene todos los elementos de su diagonal principal iguales a 1. Es decir;
[image: image23.png]



Factorización de una matriz por el método de crout consiste en encontrar dos matrices  [image: image24.png]L1y



  tales que: 
[image: image25.png][41=1[L]= U]

Luego, recordemos que inicialmente el sistema de ecuaciones era:

[4] = [x] = {5}
pero [4] = [L] = [U]
&}

donde si multiplicamos ambos miembros de la igualdad por [L]™* nos queda:

W]+ [¥] = [L7] = (b} = [2]

=[]+ U] = [x]

Entonces si tomo unicamente estos dos miembros [L]™* * {b} = [Z]
y los multiplico por [L] nos queda:

{6} = [L] * [Z]en donde obtengo los valores de []

con estos valores resolvemos la igualdad: [U] * [X] = [2]

y de esta manera obtenemos nuestra incognita "X".




Análisis de restricciones:

El método de Crout es un método de factorización de matrices por medio del cual podemos encontrar la solución de un sistema de ecuaciones lineales.

Para poder realizar este método en primera instancia debemos observar que en la matriz el primer término de la diagonal principal sea distinto de 0, caso contrario se tendría que evaluar una división para 0 y esto traería consigo varios errores, así también debemos observar que la matriz sea cuadrada para que el sistema no sea inconsistente 

Desarrollo del método:

A continuación mostramos esta resolución con un sistema de ecuaciones lineales de 5x5 para luego con estas fórmulas desarrollar una solución para un sistema de ecuaciones lineales de cualquier orden.
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A partir de la factorización de matrices tenemos que 
[image: image27.png]Por el metodo de cholesky:

Y
421
431
%1
51

[EER
G5 Gz
33 Gy
Ga3 Gy
ds3 Gse
Ly
Ly
=131
Laa

W=+

Qs
s

L5

Gas

ss.

0 0 0 o071
L, o o of o
I, ;0 0«0
Ly L Ly of |o
Isa lss Lss Il lo

coor

0




Entonces ahora resolvemos el sistema matricial:
[image: image28.png]a=ly = lay=ay

asy =l = gy =as,

a2 = layurp+lap ol =ay—lyu,

ay3 = loy ¥y + Ly *uzs = gy = (g~ ly*uss)/ly
g4 = loy ¥ty + Ly ¥ ugy o uge = (age — Ly *uga)/ly
ays = Loy ¥y + Ly *uzs o ugs = (ags — Ly *uss)/ly
a5y =gy *¥ugy + 15y o lp=ag =l vy,

55 = layuys+lspuss +1s3 = Ly =a3 =y —laaugs

g4 = laguyatloguns +laguss > uge = (a5 —lagtins =~ lsguz4)/las

g5 = layuys+lagups +laguss > gs = (ags —lagtys — laguzs)/las
ayp=lyg*ugy + 1y, o =y =l ru,
g3 = lyyuss+loguss +1ss ol =ags = lyus —louss




[image: image29.png]s = lyugatlgups tlguas tls > Ly=ag,—

aattie — Ly,

g5 = lyguys + logups + lguss +lasttes = Lis
g5~ lagttys = Lygtias losuss = lositys
a5y =gy *ug, + 15y ol =ag =l vy,
55 = lsyuss+lspuss +1s3 = g =ags—lsyuis —lspuss
a5s = loyuratlogups tlsguas +lss > lss = a5y~ lsgutys — lsgusg lssuss

55 = lsyuys+lspuns + Isguss +lssitgs +1s5 > s

55 = lsattys — lsattps lssuss — lsaitys




Des estas fórmulas podemos deducir una formula general para cualquier elemento L(i,j) y U(i,j)

[image: image30.png]



Seudocódigo:

Datos de entrada:

[A]: Matriz de Coeficientes del Sistema de Ecuaciones Lineales.

Datos de salida:

[L]: Matriz tridiagonal inferior

[U]: Matriz tridiagonal superior

Pasos del algoritmo:
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Codificación en matlab:
[image: image32.png]function [l.u]=crout(@)
n=size(a):
fori=tn
16.1)=a(.1):
end
if (a(1,1)==0)
disp(No se puede factorarla matriz)
retum
end
fori=2n
u(t
end
fori=2n
sum1=0:
forj=1i-1
sum
end
1.7)=a(i j-sum1:
forjsi+tn
sum2=0:
fork=1i-1
sum2=sum2+1(.K)"ulk j):
end
u(i)=(a(.)-sum2)ig.i)
end
forjsi+tn
sum3=0:
fork=1i-1
sum3=sum3+I K ulk i)
end
17)=a(; )-sum3:
end
end
end

a(1i)11,1):

um 1+ juG):





Ejemplo de aplicación:    
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Conclusiones

El método de descomposición factorial de Crout realizado, contiene un total de 22 pasos, los mismos que incluyen operaciones, condiciones e inicialización de variables, de lo mencionado anteriormente se puede concluir que el método utiliza una cantidad no muy amplia de memoria, siendo usada mayor cantidad de memoria en los procesos que necesitan realizar sumatorias, pero estas variables de sumatorias se enceran al iniciar su respectivo bucle.

El método de Crout es uno de los mejores métodos que se puede aplicar a matrices generales, ya que mediante el mismo podemos esperar resultados bastante aproximados ya que comparando con una calculadora que permite la ejecución del mismo proceso se pudo observar que los resultados tienen una variación mínima en cuanto al resultado.
La exactitud del método:

[image: image34.png]Como A=L°U, entonces el error del programa esté dado por E= (L'U}A.

Los numerosos errores (pequefios * 10™2%) se deben a que en el algoritmo se produjeron varias divisiones
para nimeros cercanos a cero.




Para concluir podemos afirmar que el método de Crout es muy útil para factorar matrices generales, tomando en cuenta que para realizar esta factorización las restricciones existentes son mínimas, por este motivo podemos entender que mediante este método se puede factorar una gran cantidad de matrices  sin que se presenten problemas al momento de la ejecución  
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