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Solución de una clase de ecuaciones diferenciales - Método algebraico
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Resumen

En este trabajo se presenta un método algebraico elemental para resolver ecuaciones diferenciales con factores lineales reducibles a homogéneas,  evitando los procesos largos que involucran su solución por los métodos clásicos.  
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Abstract

This paper  is to present an elementary algebraic method  to solve differential equations with linear factors, avoiding the long processes that involve their solution by the classic methods.
Keywords
Differential equations, slope, tangent line, initial value problem. 
Introducción

En los cursos regulares de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias (EDO) nos encontramos con ecuaciones diferenciales con factores lineales de la forma
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donde @,b,¢,a, 8 v y son constantes

Aprendimos que si se cumple afi—ab =0, entonces, mediante ¢l cambioy =ax+3t, la
ecuacion considerada se reduce a una ecuacion con variables separables. En el otro caso, esto e, si
4fi-ab#0, entonces, haciendo un cambio de las variables dependiente e independiente por las
formulas

yeartlpre, t=ae Fy pepll





obtenemos una ecuación homogénea.

En este artículo, encontraremos la solución a este tipo de ecuaciones diferenciales, mediante un proceso algebraico, si en dicha ecuación se cumplen las siguientes condiciones:
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Definición
 Una ecuación diferencial de la forma 
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se dice que es de coeficientes lineales si se puede representar de la forma

(ayi+ by + 6y W+ agi + by +63 b
O bien, en la forma esténdar
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Estaremos interesados en e caso donde ¢! determinante |© |# 0, esto es, donde afi- cb# 0

e

Luego el sistema lineal de ecuaciones

arrtp e
e Gy

tiene una iinica solucidn (%, 7|




Nota. La condición (ii) hace que la ecuación diferencial (1) sea exacta y por lo tanto ésta puede ser resuelta por el método clásico. 

2.  Solución clásica
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donde (%, pq ) es solucin del sistema de ecuaciones (2), transforman la ecuacion (1) en la ecuacion
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1a cual ya sabemos como resolver.




Otra forma de resolver la ecuación (1), que resulta ser exacta, es mediante una agrupación adecuada de sus términos. La ecuación así ordenada se puede integrar término a término.

[image: image5.png]Asi laecuacion M,y dc+ Nix,p dp =0 donde M(cp)=ar+bp+c v
N{x,p)=-cx~fp -y, resulta ser exacta ya que

(condicien (D)

Esto también se puede ver después de agrupar asi:

lax+ by +c o=+ +7dp =0
lax—ap v dr—(ax+ fy+ 7y =10,
andit - fydy — aydr+ xdy |+ (ede -

Estatiltima ecuacicn se puede integrar término a término para obtener la primitiva

Lyl mpro-w=k
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      Ahora bien,  nos proponemos a resolver la ecuación diferencial (1) usando sólo Algebra elemental, el cual, como veremos, evita realizar los largos cálculos que involucra resolver un tipo problema como el que se presenta por el método de las ecuaciones con coeficientes lineales o bien, por exactas.

      Haremos el siguiente ejemplo (R. Nagle y E. Saff,  1991, pp. 74-76)  de dos formas: 1. Usaremos el método clásico para su solución y 2. Usando el método algebraico, mediante unos pasos sencillos, sin hacer referencia al método como tal, solo como un ejercicio de algebra, después, se dará la fundamentación del método, esto se hace, para no perdernos en los detalles del mismo.  

Ejemplo 1. Resolver la ecuación diferencial 
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Eneste caso setiene: a=3,b=~1,c =~6, =1 §=1, =2 se cumple que af - ab=4210
Resolvemos primero el sistema de ecuaciones:

3-p-6=0,
Tep+l=0

el cual arroja las soluciones: x =1, p = ~3. Por consiguiente, hacemos x =
Puesto que dx=du v dy = dv, sustituyendo x y ¥ en la ecuacion (3) resulta

La ecuaci6n anterior es homogénea, asi que hacemos el cambio de variable 7 = v/ . Entonces
dvjdu=z+uldzfdu), remplazando vfu se obtiene

& 3-z
zeuZ 5
@ 1z




Al separar variables obtenemos 

[image: image7.png]de lo cual se deduce que
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Cuando se reemplaza en forma regresiva z, uy v, se obtiene

p
[Zj +Z[Zj—3:0u'7,
u u
vielw-dt=C,

(p+3R+2x-11p+3)-3x-17 =




La última ecuación proporciona una solución implícita de (3).

Ahora utilicemos el resultado del método que propondremos. El cual realizaremos mediante los pasos siguientes: 
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2

Paso 2 Hacemos &~ 2*3
@zl

Paso3. El resultado del paso 2 se iguala con ecuacion (3) para obtener,

p+3_3x-p-6
w1 xepel

Paso 4. Resolvemos la ecuacion dada en el paso 3, esto es,

e el eI+ Ip46=30 —p - 6x-3x+p 46

PP -2+ dp+12




    donde C es una constante. La última ecuación es precisamente la solución de la EDO (3) y coincide con la solución proporcionada por el método clásico. Deberá notarse que se ha igualado a una constante C, ya que la ecuación es exacta. 

       Las preguntas que surgen: ¿Dónde está el truco?  y  ¿Funciona para toda ecuación diferencial de la forma (1)?. La respuesta a estas dos preguntas es dada en la siguiente proposición.

  Proposición 

[image: image9.png]La ecuacion diferencial (1) ademés de satisfacer la condicion aff - ab » 0., se cumple que &+
entonces, Ia solucién se obtiene en una forma algebraica sencilla, a cual viene dada por

B - ey y - Fo+br o —ate +apg =k is)
donde (xy,7, ) s la solucion del sistema de ecuaciones (2), ¥ k constante.
Observar que la ecuacion (5) también puede ser escrita como
B -+ Doy + 2y - dex =k (61

Puesto que @+b =10y (%,7,) es la solucién del sistema de ecuaciones (2).




Demostración 

[image: image10.png]Supongamos inicialmente que el punto (x,,, ) s solucion del sistema (2). Luego la pendiente de la
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rectatangente viene dada por 1 = 2 2% con lo cual, haciendo m = 2 < iguando con a couacien
5

(1) obtensmos
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Resolviendo se llega a la siguiente ecuacién

B - la-bp+ - o+ b b - lo-ag + apo =k 8




O bien la ecuación (6).

[image: image11.png]Afirmamos que la ecuacion (8) es solucion de la ecuacion diferencial (1). En efecto,
diferenciando implicitamente con respecto 2, en la ecuacion (8), se tiene

2y -2ax+ (= Bly+ (e = by +{y - vy +bag h-lc - ax, + oy, 1= 0
Donde " denota la derivada con respecto x. Despejando de ésta tltima ecuacion y°, se tiene
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TH+ b+ (7= By + 5,

Por unaparte, ¢l numerador de Ia ecuacién (9) s

(= azy + oy 1+ 2ax— (@~ bly = —az, = by, — ax, + Gy, + 2ax= oy + by

_ 2a(x—x0)- (@-B)y - yo)
pues az, + byy +¢ = 0. Anilogamente, el denominador de la ecuacion (9) viene dado por

28y + (@ =bix+ (= fyg + b3 1= 280y = yo 1+ a= bix-x,)




Con lo que la ecuación (9) es equivalente a 
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Ahora bien, va que (xy, by ) es solucion del sistema (1) se tiene que @+ bp+¢ = alx—xp +2(y ~yo |

de igual forma, ax + f + p=lx — xo )+ By — po . Asi que la ecuacion (1) queda

o480y -3y ) )

wx—x, 1+ By -rg)

alx

Tgualando las ecuaciones (10) y (1) se tiene

2alx=3)= (@ =bily=y) alx=1)+biy=y)
2807y -+ l@=bla=x,) alx-x+ Aly=yyl

Para simplificar los calculos, llamamos ¥ = X 5, ¥ = y= ¥, . conlo cual, se obtiene finalmente,

267 +(a

JaaX? + 2aBXY - ala- BV - Bla-bY? = 208XV + 28V + ala- 51X + bla-biXY





Reorganizando

[image: image13.png](288 + gla-bv? + (Bla-bl+ ala-b1X7 + (ala-bl- 2aaX? =0
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(b+alpr’ +a-buy - ax?

Brak=0 k=0

Observar que ¢! factor que acompaiiaa e +b, esto es, §¥? + (a - BIX¥ - a¥? = k , no es mas que la

ecuacion (8), es decir, la solucién de laEDO (1). Observar que esto se sigue va que la ecuacion
diferencial (1) con la condicién &+ = 0, es exacta




 Ejemplos

El primer ejemplo al que le aplicaremos el método algebraico, será una EDO separable y el segundo ejemplo será un problema de valor inicial (PVI), las cuales pueden ser fácilmente obtenidas mediante su solución clásica. Deberá observarse que no habrá necesidad de aprenderse la fórmula (6). 

3.1. Ejemplo 1. Resolver la EDO 
[image: image14.png]Solucién.

En este caso se tiene: a=0,

1,c=0,2=1,§=0,y=0. Se cumple Ias dos condiciones: (i)
afi~cb=1#0 ¥ (if) a+b=0. Lo cual indica que podemos seguir.

Paso 1+ claramente se tiene (xp, b

Paso 2 la pendiente de Ia recta tangente a la curva que pasa por (0,0) viene dada por &= 2.
X

Paso 3: resolvemos la ecuacion L= -2,
x

El resultado de esto da, 1 = ~p, 0 equivalentemente
x

1a cual es Ia solucion de la EDO i





3.2. Ejemplo 2. Resolver el problema de valor inicial (PVI) 

[image: image15.png](Se+2p+1de+ Zeep+1dp =0, plli=1 [ity]

Solucién. Escribimos la ecuacién en la forma (1), esto s

& __Srrpel 12

@ Tepal

Le=-lLa=2F=1y=1

Eneste caso se tiene: a =5,

Se cumple la condicién: &+ 5 = 0. Lo cual indica que podemos seguir. La condicién (i) indica
que el sistema de ecuaciones (2) tiene solucion tnica

Paso 1: Resolvemos primero el sistema de ecuaciones, el cual sabemos que tiene solucion,

Se+dp
ey

el cual arroja las solucioness x=1p=-3. El método consiste entonces en escribir

3
% % 12 cual a su vez, se iguala con la EDO (1), con lo cual obtenemos
I
p#3__Serdp+l
x-1 Zx+p+l
O equivalentemente

Sxtaytaday+ 2x+ 2y+




Pero según el método, hacemos el lado izquierdo de la ecuación igual a una constante, esto es,  

[image: image16.png]Sxleytednylxe 2y =k
Ahora para obtener el valor de &, hacemos uso de la condicin iicial x=1,7 =1, dada por la

condicion (11). Reemplazando estos valores en la ecuacion anteior, se obtiene el valor de k. 2 saber,
k=14, asi que la solucion del VL, es 5x% + y* + 42y + 214 2y = 14

Resolviendo esta iltima ecuacion, mediante Ia solucion de una exacta, se tiene:

Mixy)=5x+2y+1 (4, Wxyl=2x+y+1 (8)

Condicidn de exacta 24 Con o cual

¥
Yl yl=Minyl=sce2p+l, (C)
xpl=Mlxy|=5c+2p+1,

Tntegrando con respecto a x en la ecuacién (C), se obtiene

xt 4 by +x+hlpl (D

Ty




Derivando con respecto a y e igualando con la ecuación (B) tenemos
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Remplazando en (D), tenemos

f‘x,yu%xz +2xy+x+%yz+y

Asi que 1a solucion de la ecuacin diferencial viene dada por f(x,y)=. o bien

50 12
2542yt oyt by =k
3 o 2,V pd




La cual coincide con nuestra solución, encontrada algebraicamente.

Conclusiones

En este trabajo presentamos una forma alternativa de resolver una ecuación diferencial con factores lineales de la forma (1), bajo ciertas condiciones, evitando los procesos largos, los cuales ocurren cuando se resuelven con los métodos clásicos. Es claro que el método algebraico expuesto resulta ser muy restrictivo, pero resulta ser mucho más sencillo de resolver una vez se cumplan las condiciones (i) y (ii), las cuales son fáciles de verificar. 
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