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Consulta de Integrales
1. Integrales definidas
2. Teorema de la existencia de la integral definida
3. Aplicaciones económicas de la integración
4. Integrales en función de un parámetro. Derivación e integración bajo el signo de integral
5. Función gamma
6. A modo de conclusión
7. Función Beta
8. Aplicaciones en la física
Integrales definidas
Cálculo de una integral definida:
[image: image1.png]Sea Ia funcion f{,) definida sobre el segmento [a,b]. Dividimos al segmento [a.b]en n partes arbitrarias

por los puntos a=3x<x <...<x,=b, escogemos cada segmento elemental [x, ,.x,] un punto

anbitrario &,y hallemos la longitud de cada segmento £, =, —%, ;. Por lo que podemos plantear que se

llama suma integral para Ia funcion £,y sobre el segmento [,b] a la suma que tiene a forma.

S ot = ot o oy ot
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Todo esto lo mostraremos de forma gráfica como sigue:
[image: image2.png]Por o que podemos plantear que se denomina integral definida de la funcion f{,) en el segmento [,5] (o

bien dentro de los limites de a o b), l limite de la suma integral a condicion de que la longitud del mayor
de los segmentos elementales tienda & cero, o sea.

b= Jin 35 o

macdn 0

En otras palabras integral definida de la funcien f{) en el segmento [a.b] es el drea bajo la curva limitada
por la funcion f, y las rectas perpendiculares al eje de las abscisas que pasa por los extremos del

segmento [a,b]




Teorema de la existencia de la integral definida
[image: image3.png]Si fa funcion f{,y es continua sobre el segmento[a,b], entonces el limite de Ia suma integral existe y no
depende del procedimiento de la division del segmento [a,b]en segmentos elementales i de la eleccion de

los puntos &,
.
Sii f{,)>0sobre el segmento [a,b] entonces Ia integral definida | f{.ykx = representa graficamente el érea

de un trapecio curvilineo, o sea, de de Ia figura acotada por las ineas y = fi,y x=a, x=b, y =0




Reglas de cálculo de las integrales definidas:
1. Fórmula de Newton-Leibniz:

[image: image4.png]¥y
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Ejemplo:





2. integración por partes:
[image: image5.png]L) )
| udv= (m"]fz — | vdu

Donde 11 = i,y ¥ =¥ son funciones continuamente derivables en el segmento |15 |
Ejemplo:
| Inxdy =

1
En este caso tenemos que:

dv

u=Inx..du= dv=1.v

X

De aqui que:
[ Inxdx = (v ln.\‘]: —[xZE=(xIn .\‘]: —fdx=
1 1 1

[ Inxdx = (v ln.\‘]; - (.\‘]’ =(xlnx—»
1

{Inxdy = (elne —e)-(1n(1)-1)=
1
Como:lne=1ylnl=0

{Inxdx=(e—e)-10)-1)=0-(-1)=
1

.I. Inxdv=1
1




3. Cambio de variable:
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es una función continua junto con su derivada [image: image8.wmf](
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En este caso hacemos un cambio de variable ya que el argumento de la función es aparentemente complejo, o sea: 
[image: image15.png]Por lo que si

entonces:
17r+17:*:
2
2zr+l=4-1

l=r=3




Por lo que la integral nos quedará de la siguiente forma:
[image: image16.png]-
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Propiedades principales de una integral definida

[image: image17.png]Ejemplo:
2 o
| xdx v
) 2

Ejemplo:
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[image: image18.png]5 .

3% [ iy = [ S+ fdy donce a<e <b
Ejemplo:
3

s Ix+ | xcx Donde 2 <
2 2 3





Posteriormente resolveremos el miembro derecho de la igualdad:
[image: image19.png]3





Por lo que queda demostrada la propiedad.
[image: image20.png]Ejemplo:
2 2 2
[ + 37 v = [22dv + [ ¥y =
5 5 5
8
|
5





[image: image21.png]B
2° C fxydx=C| fi,x donde C es una constante.

Ejemplo:
3





EJERCICIOS RESUELTOS (1)
1) Calcule las siguientes integrales:
[image: image22.png]s

a) | (3x% +4cosxkdy

Resolucién:
En este caso procederemos como sigue:
2 2 2
| (337 +4cosxJdv=3|x r/\+4|co~\r/\—
) ) )

iy

% 27 i
2dx+4|cosxdx 3[ :|+4‘seux]n7:

H

. s
=2 +dsen]y [’; 703]4(4[5:1;%75:1;0]





[image: image23.png]b) [lnx*—xlnxbx

|
1
Resolucion:

En este caso integramos por partes, 0 sea.

[l x? —xlnx B = [Inodx— [ x Inoxdx

1 1 1

Recordemos que:ln x™ =mInx por lo que Inx? = 2Inx de aqui que:

2{Inxdx ~ [ xln xdx

1 1

Gomo cadaintegrando estan expresados de la forma de funcion compuesta, entonces:

2 A
fudv= P — [vale

Donde para el caso del primer integrando

ll]nxdx}dv:lev:x.'.u:]ux —du &
De aqui que:

|:‘>c].ux]; - fﬂ}:mﬂxk Z2fax=
5





Para el segundo integrando:
[image: image24.png]su=lnx edu:é
x
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Por lo que nos quedaré:
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[image: image25.png]B
- w0
o) [xlx?+27 dx
o
Resolucion:
En este caso integramos por sustitucion o sea
2
S A,
dx dx dx
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Ahora los límites de integración cambiarán de la siguiente manera:
[image: image26.png]3o 617673306283047 2147483648 _ 617671248800200 _
62 62 a 62 a

f
[xlx? +27° e = 9962439496779
b




[image: image27.png]Resolucién:
En este caso integramos por sustitucion, procediendo de la siguiente forma:

3%
= | sentdt =




Ahora aplicamos el método de integración por partes, donde:
[image: image28.png]u=t" = du=2tdt

dv=sent - v=—cost
Los limites de integracién cambiaran de la siguiente forma
rEx =0
72 20 3r <r <0

Por lo que nos quedara de la siguiente forma:

R
3% 3% 3% cost 3%
2t sentdt =2 | sentdt =| -2 | L2 Torcostd =
5! sy R
A 7
Hoost | 677
+< |teostdr=
o °





El segundo integrando también procederemos por partes, o sea:
[image: image29.png]3
= [ sentdr

e

o

u=t-—>du=dr

dv=cost —>v=sent

Por lo que podemos plantear que:

o 2 i
¢ |tcastdt:—[3t fmt} +g‘tseut]fff | sentdt
H ok 2 R
37 feosif ) 3007 cos0 | (6137 Jsenlm | 6(0iseni0)) 6%
=|- — + — + — - — — | sentdt =
B B B B sy
7
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[ocas% _Geosl0 ]

¥ 2T G
3T contas = S cost)

o

rsenlifr| Geosifr 6 _

3%

=337 cosif7 |+ /m senlyfx I+ 6 cosifr —6
|t sentdt = — =

o

Como

cosifr = 0106

serdfr =0994
Entonces:
=337 10106+ 63/710.994 1+ 610106 -6

— 3710106 1+ 64710994 1— 5 364




Aplicaciones de las integrales definidas:

Las integrales definidas son muy aplicables en las ciencias exactas, técnicas, económicas y naturales. En este caso trataremos de las aplicaciones que estarán relacionadas con las   ingenierías, para ello es importante tener en cuenta los siguientes aspectos que a nuestro humilde juicio son importantes para la mejor asimilación de este tema:

Cálculo del área de una figura plana:

Generalmente es importante para cualquier ingeniero calcular las áreas de determinados planos, que a diferencia de lo conocido por nosotros en la geometría plana donde las figuras son regulares, casi siempre nos encontramos con figuras geométricamente irregulares por lo que nos sería muy difícil aplicar los métodos tradicionales para el cálculo del área, por ejemplo:

Si tuviésemos una parcela de tierra para un futuro cultivo cuya forma fuese regular, o sea:

[image: image30.png]



En este caso como en otros es fácil determinar el área, pero en caso que la parcela sea con sus lados, o al menos uno de sus lados curvos. Es por ello que debemos tener en cuenta los siguientes aspectos.
Caso I
[image: image31.png]El drea de un trapecio definido por la curva y = fi| £y 20| por las rectas x=a y x=b y porel

segmento [a,b]en el eje 0x se determina por la formula:

= [fupt

Esto lo representamos a continuacion:

A

y





Caso II
[image: image32.png]El area es una figura imitada por las curvas y = fioy € ¥ = Sy |fioy < fia] ¥ por las rectas x=a y
x=bcomo mostramos a continuacion:

El drea se determinara por la siguiente formul:

J.[fz(x)’fx(x)}dx




Caso    III
[image: image33.png]Si la curva esta definida por las ecuaciones paramétricas x = f), ¥ = ). entonces el area del

trapecio curvilineo limitado por esta curva, por las rectas x= @ y x=by por el segmento [a,b] en el
eje 0x se expresa por la formula

Donde 1, y t, se determinan por la ecuaciones @ =, .b = )|y 20| cuando 1, <r <z,




Caso IV
[image: image34.png]El drea de un sector curviineo limitado por una curva definida en las coordenadas polares por la
ecuacion o= g ¥ porlos radios polares 6=, 6= fla < §) se expresa por la integral

7

s {,&d@




Caso V
[image: image35.png]es continua,

& _ 4
dx

Si'una curva y = £, en un segmento [a,b] es suave, o sea, la derivada 2=

entonces la longitud de arco respectivo de esta curva se determina por la formul:

el (@Y
L= 1-| 2| &
! (%)

= Al definit  paramétricamente la curva x=1.y =yl € Jg| son funciones derivables

continuas, la longitud de arco de la curva, correspondiente a la variacion monétona del parametro ¢ desde
4, hasta , , se calcula por la siguiente formula:

: 7 7
L-TY( %] (L]
T Yar dt

= Siuna curva suave y esta definida en coordenadas polares por la ecuacion o= ). <6< 8

entonces Ia longitud de arco es igual &

. (deY
227 46
i +[d€

B




Aplicaciones económicas de la integración
Extracción del petróleo de un pozo: 
[image: image36.png]Supongamos que en el instante ty = 0 comenzamos a extraer petréleo de un pozo cuyas reservas se

calculan en K unidades. Definamos;

X(,) = Cantidad de petréleo en unidades que queda en el instante {

Por o que para el momento inicial X(n) =K, osea, para t) = 0 el pozo sélo tiene sus reservas. De ello

es fécil deducir que cuanto transcurre un tismpo ¢ = T la cantided extraida sers;

Siendo L'(,) = Ia tasa la tasa de extraccion en un instante t = T , por lo que:
! (—
Xy =K~ [Upydi =K~ (U

0

Es facil percatarse que cuando U

Kentonces Xy =0, o sea, se agotaron las reservas de

petréleo.




De igual manera sucede con los recursos forestales que el hombre explota en ocasiones sin tener en cuenta la reserva, siendo este uno de los grandes problemas existentes en el mundo actual, para estos casos:
[image: image37.png]Donde: Z,‘(,) = es la tasa de explotacion (Corte o tala) de madera.

K = Es la reserva forestal o maderera.




  Reserva de divisas de un país: 
[image: image38.png]i Fyydesigna las reservasde divisas de un pafs en un instante £ = T. Suponiendo que Fy) esderivadle,
Ja tasa de variacion de estas reservas con respecto &l tiempo seré

ar,
To=— =u

Si fy)> 0. esto signifca que hay un fujo neto de amm entrando &l pais en el instante £ = T, mientras
que fi,) < Osignifica que salen divisas. Del concepto de integral definida se deduce que:

L3
o)~ Fo= .f forlt

La expresion anterior mide & variacion de /as divisas en un mluva/aae tiemoo
representamos un ejemplo de Jo planteado anteriormente:

X

Jty]enia siguiente figura

7y

En el grifico se puede observar que hay un flujo neto de entrada de divisas entre g y £ . luego un fiujo
neto de salida entre £ ¥ £,




EJERCICIOS RESUELTOS (2)
[image: image39.png]2.1-Calcule el area de la figura limitada por la parabola y =2x” ~8x con el eje 0x

Resolucién
Este es e tipico caso de la curva que se corta con el eje de las abscisas 0, donde las ordenadas (los
valores de y) es “Cero’ 0. En ofras palabras los limites de integracion seran los ceros de la funcion

ke

0, por lo que procederemos como sigue:

0<x<4
Esto quiere decir que la parabola corta al eje 0x en los puntos (0.0 (4,0]. Porlo que, si

[fupte





En este caso, no quedará que:
[image: image40.png]2.1-Determine el 4rea de la superficie engendrada por la revolucion en tomo al eje horizontal del arco

7r
del sinusaide y = sen2x desde x=0hasta x=2.

Resolucién
Este caso es tipico de superficies en revolucion, por lo que procederemos como sigue:

dy _dsenls(, dx
Hallamos &2 = 258X [5 2% |5 cos2x . entonces
@ &

dx

i
o1

o2t 7 L
§= 27| sen 2L+ (2082 Pl = 27 | sen 2L+ oo’ 2uxdx =
d




Ahora aplicamos el método de sustitución de variables, o sea;
[image: image41.png]dx

4sen 2x| " dx

dt = —4sen2xdx
sen2xd= [7 l]d: - &
1 1

Determinamos los limites de integracion con respecto a £ por lo que:

.
Aplicando la propiedad | £ vbx =

S, nos queda
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[image: image43.png]5
x
21~ Determine el érea imitada por las curvas ~- =1 ylaparabola y =4x

)

Resolucién
En este ejemplo se trata de dos curvas, entre las que se forma determinada érea plana, lo que implica saber
dénde se cortan estas curvas por lo que procederemos como sigue:

2
;V 1y y=4x" buscaremos el valor o los valores de las abscisas para los que las ordenadas

coincidan en ambas curvas, o sea
2 )
Gomo: y =4x" entonces la sustituimos en la curva y nos quedara

Por lo que:—

2
5

0 sea que las curvas se cortan en los puntos [—

Ahora es importante tener en cuenta los siguientes aspectos ¥ = fiiy € ¥ = Sy i < fiw|




En otras palabras hay que evaluar las curvas en los puntos donde se cortan para saber cuál de ellas tiene mayor valor, esto significa que en el gráfico una estará por encima de la otra, o sea, el área de la figura plana es real (No Negativa), de aquí que:
[image: image44.png])]dx en este caso

quedara que, si

3

2116
Como == >— entonces nos

3




[image: image45.png]Hallar el area de la figura plana limitada por la parabola y =2x"~4 ylarecta y =3x+6




Resolución

Este caso es parecido a los anteriores, con la diferencia que se trata de una recta y una curva por lo que igualaremos ambas funciones para saber dónde se cortan, o sea:
[image: image46.png]Silacurvaesy =2x*—4 ylarectay =3x+6 entonces nos quedara que:
2 —4=3x+6|-3x-6
27 -4-3x-6=0
27 -3x-10=0

3 2 ) 3
Esta ecuacion tiene la forma: ax” + bx + ¢ =0 por lo que podemos aplicar el siguiente método de solucién:

1 1
3+489 34943

=31
4

3-943
4

3
3-89

De aqui que:
-160<x<31

Por lo que ahora podemos plantear que:
Ext b
{1207 —4-3x+6kx= [(2x°—3x+20x=
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[image: image48.png]21-  Calcule el area de la figura plana limitada por la onda de la cicloide x=3(t—sent |,
¥ =3(1- cost | como mostramos a continuacién:

I3





Resolución
[image: image49.png]Ahora estamos en presencia de una curva esta definida por las ecuaciones paramétricas x = f), ¥ = f
entonces el area del trapecio curvilineo limitado por esta curva, por las rectas x=a y x=>by por el

segmento [a,b] en el eje 0x se expresa por la formula:

Donde:

(1 cost |, donde ¢ variade ;=0 at, =27, 0sea

§:3 dit —sent | _3 dt_dsent
dt dt dr ot
0<¢<27 siendo y,=3(1-cost|

Por lo que nos quedaré:
2 ar

{311~ cost 31— cost 1 =9 | (L - cost i1~ cost b =
5

8

27
9 [(1-cost fdr=

i)
En este caso se trata de una diferencia de cuadrados, donde: ¢ =1,b=

B

cost por lo que:

(1-cost ' =1-2cost+cos’ t




Entonces nos quedará que:
[image: image50.png]2
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21- Halar lalongitud de arco dela curva y =x° desde x=0 hasta x=1




Resolución

Este caso se puede resolver de la siguiente forma:
Derivamos la ecuación de la curva, o sea:
[image: image51.png]Por lo que:

R >
[avbeds =+ a+be Bic

. 2
| a+bxdx:i,‘a+bx5+c

= Como

Entonces





[image: image52.png])

21-  Calcule la longitud del arco de la curva x = cos2t, y =sen 2t desde t; =O hasta 1, =

Resolucién
Ahora hallamos primeramente las derivadas de las funciones paramétricas respecto a t de la siguiente

manera:

dx _ dcost [7 fj
dtdr \Cdr
dx
&
dy _dsent(2dr)_
@ [?]7

2sent

E
j);:lcost

Ahora podemos plantear que, si
: 7 7
I AN
T Yar dt

Entonces

H
L= +4sen’t+4cos’ tdt =
o

oDy

H
Aisen®t + cost it = 5| Adr =10|
d

L=100] = IOT” Unidades Lineales




[image: image53.png]21- Hallar lalongitud de arco de la curva p=send desde § =0 hasta &, =

Resolucién
En este caso calculamos la respectiva derivada

dp _dsen _
de 4

cos&

Por lo que nos quedara que:

% - 1
L= jyflsen&7 +(cos67d6= [sen® 6+ cos’ 6d6=
@

|
o





Ejercicios resueltos sobre aplicaciones de las integrales definidas

2A.1- El rendimiento de plantas de café con buenas condiciones de fructificación en un intervalo de tiempo normal de una cosecha se expresa por la siguiente ecuación, o función de densidad probabilística: 
[image: image54.png]Fy=n [h:tdt(dunde este se expresa en quintales por caballeria) y el rendimiento total de estas plantas en

[tlnsds. Si usted como Ingeniero

este mismo intervalo de tiempo esté dado por la ecuacion R

Agrénomo necesita informar a la direccion de la empresa el futuro plan de produccion para lograr un
rendimiento Gptimo en un intervalo de tiempo de 15 afios si cuenta con las siguientes condiciones técnicas
iniciales.
11=2000 Posturas de caé
t,=4 Tiempo en que la postura ya es planta productiva
a)- Determine el rendimiento en este tiempo.
b)- Determine el rendimiento medio en este caso,




Resolución
En este caso procederemos teniendo en cuenta que el intervalo de tiempo es desde 4 hasta 15 años, o sea: 
[image: image55.png]11 <5 porlo que nos quedar que el nimero de plantas de café que logran n rendimiento optimo sera

3
Fy=2000|Intdt =
g
Ahora procederemos a la integracion por partes de manera anloga al ejemplo de integracion por partes
expuesto con anterioridad en este capitulo

i i
s b
Judy = o] — v
H H

Donde 1 = 1;

Vys0n funciones continuamente derivables en el segmento [415]
En este caso tenemos que:

u:].ut.'.du:% dv=1l:rv=t

De aqui que:
3 " 3

Fy=2000 [Intdt =2000(¢ Int’ — 2000 [ = = 2000(¢ Int],’ ~ 2000 [ dt =
H [ H

Fy=20000151n15—41n 4)-2000(t]; =
Fy=2000(15(2,708 |- 4(1386 |- 2000(15 - 4
Fy=2000140,62 - 5,544 ]~ 2000111 76— 22001

Fy=48152





Aunque parezca un valor insólito este es el rendimiento por planta de café en 11 años con óptimas condiciones.

El rendimiento medio en este caso será:
[image: image56.png]3 3
2000flntdr  |Intdr
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Como en este caso procederemos de manera andloga al inciso anterior:
35

it} - [dr

Ahora procederemos con el integrando del denominador como sigue:
dt
u=lnt —>du=—
3

P
dv=t—>v 5

De aqui que

3 3
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Con óptimas condiciones el rendimiento medio será de 99,77 %.

2A.2- La densidad de probabilidad de una variable aleatoria [image: image58.wmf]t

 que nos representa el tiempo expresado en años que demora en contaminarse determinada zona de cultivos que producto de la cercanía a una central nuclear, cuyas medidas de protección no se cumplen se ha comprobado que la misma se rige por la siguiente ley:
[image: image59.png]0,51t <0
-
t-—|si0=r<2
W[ 4]

0,810

&)- Siconocemos que y es la densidad de impurezas nucleares y se conoce que estadisticamente

se cumple que [ fiydt=1. Determine la densidad de impurezas nucleares en este caso.




Resolución

En este ejercicio que es típico de una posible investigación sobre contaminación ambiental, por lo que le proponemos los siguientes pasos:
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2A.3- Si la fuerza de Coriolis que actúa sobre un cuerpo de masa [image: image61.wmf]m

está dada por la siguiente ecuación 
[image: image62.png]E, =2magt cosgsiendo @ la velocidad angular de la Tierra y @ la latitud geogréfica del lugar. Analice y

obtenga la ecuacion que describe la velocidad y el desplazamiento de un cuerpo que cae libremente en esta
latitud.




Resolución

Este es un caso típico de aplicación de las integrales definidas en uno de los fenómenos físicos más comunes existentes en nuestro planeta a gran escala, o sea, la existencia de un grupo de fenómenos relacionados con las fuerzas de Coriolis donde se ha comprobado que la rotación de la Tierra ejerce un efecto sobre los objetos que se mueven sobre su superficie que se llama "Efecto Coriolis". En el Hemisferio Norte este efecto curva su dirección de movimiento hacia la derecha y viceversa por lo que el efecto Coriolis curva la dirección inicial de los vientos que se mueven entre dos puntos de alta y baja presión desviándolos, en el Hemisferio Norte, hacia la derecha de su dirección de avance y en el Hemisferio Sur, hacia la izquierda. Por lo anteriormente analizado le proponemos aplicar el siguiente procedimiento:
[image: image63.png]B =ma

En este caso sabemos que
E =2magtcosg
Por lo que podemos plantear que:
E=K
2magtcosp=m
2magtcosp _ma
m m
a=2agtcosp
Como.
dv
=2
dt
Entonces.
dv

a=—=2agtcosp
dt

dv

— = 2agt cos @|*dt

dt

dv=2agtcos gt

Ahora integramos en ambos miembros tomando como limites de integracion el intervalo desde el inicio
t, con velocidad inicial v, =0 ya que el cuerpo se deja caer, hasta el momento en que el cuerpo toca la

superficie de la tierra t con velocidad v, 0 sea.
[dv= {20t cos gt = 2ag cos p |t =

T
04 :lagcos¢[7:| =

Como: v, =0
v -0=ag cosplt’

V=g cos glt” —
I}





Esta es la expresión de la velocidad para esta latitud geográfica
Para obtener la expresión del desplazamiento de un cuerpo que cae libremente en esta latitud es fácil, sólo hay que tener en cuenta que:
[image: image64.png]Ahora de manera andloga al inciso anterior, 0 sea:
Para el inicio t, S, es méximo y para t (cuando toca la superficie) S =0, por lo que nos queda:
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Y esta es la expresión que rige el desplazamiento del cuerpo en estas condiciones.
[image: image65.png]Dos planetoides de masas m, y m, se encuentran a una distancia r uno del otro de tal forma que la fuerza
ity

T
=

de interaccion gravitatoria entre ellos se rige por la expresion f(,) - Encuentre Ia expresion de la

variacion de la energia entre los planefoides.




Resolución

Este ejercicio aparentemente es difícil, pero, si tenemos en cuenta las siguientes consideraciones desde el punto de vista físico es fácil percatarse de las siguientes condiciones de frontera o contorno. 
La fuerza de atracción entre un planeta y el Sol o entre dos cuerpos en el espacio cósmico es central y conservativa, por lo que para que estos cuerpos se acerquen o sea alejen, la fuerza gravitacional realizará un trabajo que depende de las posiciones iniciales y finales de ambos cuerpos, o sea, en este caso variará la energía potencial del campo gravitatorio. Esto se puede expresar matemáticamente de la siguiente forma:
[image: image66.png]W AE, - [

Como:
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[image: image67.png]) 3 24 "
La reserva de petroleo de un pozo en el una zona desértica del medio oriente es de 2.10*" Barriles, en
el mismo trabaja una compaiiia de norteamericana cuya tasa de extraccion se rige por el siguiente modelo

ug =61+t [10” erilesJ Determine Ia cantidad de barriles que quedan al cabo de dos afios de
explotacion.

Resolucién
Este sjercicio se soluciona de la siguiente forma;

K

2.10* Barriles, ugy = 6t% +¢[10 Barriles|por o que

2
Xy =K—[lor* +1)dr=
b

Xy=K- 6|rdr+|rder—"r +!
:

22 + er ‘ K-(16+2)=K-(18)=

Xy =210"-1810" =
e
Xy =1998210




Integrales impropias

Conceptos básicos: Se llaman integrales impropias a aquellas que:

1. A las que tienen límites infinitos.
2. A las de las funciones infinitas.

[image: image68.png]La integral impropia de una funcion f;, dentro de los limites desde a hasta + se define por la igualdact
- .
P
Moo= fin | fophe

Si el limite existe y s finito, Ia integral impropia se llama convergente; pero si el limite no existe o es igual a
infinito se denomina divergente.

De manera anéloga, la integral impropia de una funcién f,y dentro de los limites desde b hasta — = se
define por la igualdad

Y Ia integral impropia de una funcion f{,) dentro de los limites desde + hasta — e se define por fa

igualdad
- f
[ fiode = lin | £ ydx
= et

Si la funcién [,y tiene una discontinuidad infinita en un punto C de un segmento [,5] y es continua

cuando ¢ <x <c y ¢ <x <b, entonces segin la definicion, se hace:

%
) fp
g

o= lim | e+ lim
2
Una integral impropia_ | fiydb (donde fi,y=c0 a<x <b) se llama convergente si existen ambos limites

en el segundo miembro de laigualdad o divergente si no existe por lo menos uno de ellos.




Ejemplos: 
[image: image69.png]‘cosxdx (0 determinar su divergencia)

<Imp>I) - Calcular la integral impropia |
i)

Resolucion

En este caso calculamos la integral impropia, teniendo en cuenta que su forma es

S = h.ulf,ix

|
J =y

por lo que, procederemos como sigue:
- 5
feosixdic = Jim [ cos xcic = fin (senx]; =
| ) sy

[cosxcbx = lim (senb —sen0
5 e

| cosxdx = limsenb
=

o




Como este límite no existe. Por ende, la integral impropia diverge.
[image: image70.png]<Imp>1) - Calcular

Resolucion

.
En este caso calculamos la integral impropia, teniendo en cuenta que su forma es |

oy por o aue

procederemos como sigue:





O sea, la integral impropia converge
[image: image71.png]T
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<Imp>1) - Hallar
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Resolucion
|

En este caso calculamos la integral impropia, teniendo en cuenta que su forma es
B
Srode= lim [ £, 10x

procederemos como sigue:
]
E e

En este caso la funcién integrando es par, por lo que:

T - S dx
c=2 = lm 2 =2 dim [ =
Slex slex? o Slax? el
2 Jim (arctex) =2 lim (aretgb - arctg0 =

2 lim (arctgb—0

f=





Por lo que la integral impropia converge.
[image: image72.png]L
<Imp>1) - Hallar |
5 x

Resolucién

1
En este caso la funcién integrando f(x) — enelpunto x =0 es ilimitada por lo que procederemos como
x

sigue:
L L
T —tin 1% o
1x el e e
limfln1~In d = L+

=




Por lo que la integral impropia diverge.
[image: image73.png]o
<mpsl)- Halar | xe " dx
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Resolucion
Este ejercicio lo solucionaremos de Ia siguiente forma

+e0

2 . b 2
[ xe™ dv=lim [xe™ dv=

b~>+w6
b / \
1 . 1 )
lm | ——¢ = lim|——¢ ‘ =
boova 2 bo>ted )
(1
lim | —=¢™®
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Por lo que la integral impropia converge.
Criterios de comparación: Al investigar la convergencia de integrales impropias se utilizaremos uno de los criterios de comparación:
[image: image74.png]1 - Silas funciones f{,) ¥ ¢y,(0 sea, dos funciones de una misma variable) estan definidas para todas

las x 2 @ y son integrables en el segmento [¢,A]  donde A Za y'si 0 < f,) < g, para todas

las x 2 a, entonces de la convergencia de la integral

[@uydx resutta la convergencia de la
integral |
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x
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S,y converge para p 1 y diverge para p<1

3-Sila funcien fj,y 20 esta definida y es continua en el intervalo ¢ <x <b, asi como es

infinitamente grande de orden pen comparacion con

para x — b, entonces la integral
—x

S,y converge para p <1 y diverge para p =1




Ejemplos: 
[image: image75.png]Himp!>1) - Investigar la convergencia de la integral
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Integrales en función de un parámetro. Derivación e integración bajo el signo de integral

Consideremos la siguiente integral:
[image: image76.png]5

(e

En la misma Aes un parametro variable y la funcion £, ) de dos variables estd definida para todos os

valores de x en el intervalo [a.b]y para todos los valores de A. En estas condiciones Ia integral

Siuayis s lafuncion del parametro A

Todo o analizado con anterioridad, reviste gran importancia la cuestion de la derivada de la funcion I . del

&)

e o contnsas en el

pardmetro A Supongamos que la funcien f,s)  la derivada parcial

recténgulo a <x <b,a <A< 8. Eneste caso existe la derivada, 0 sea

Si es permisible la permutacion del signo de la derivada (deAly el signo integral (dex), entonces,
5

podemos decir que la funcién I[ ) Fiuafix se puede derivar respecto al parémetro bajo el signo

integral. En la formula.

Se supone que los limites de integracion aYbno dependen del parémetro A. Sin embargo si
a yb dependen de A entonces la solucion serd

. .
5 ]
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Para derivar respecto al parámetro una integral impropia:
[image: image77.png][forarts
;

Es necesario que las integrales.
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[ froapte ¥I %dx Existan para todo = < 4 <0
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La formula de integracion respecto al pardmetro Ade la integral definida I[ ) Siuays bajo el signo

integral en el intervalo [z, 8], tiene siguiente forma:

2
[t

La funcién subintegral £, ;) debe ser una funcion continua de dos variables en una region finta de
integracion. En caso de una region infinita de integracion se obtendrd una integral muiltple impropia.




Ejemplos:
[image: image78.png]L
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Resolucién:
En este caso o primero que haremos es examinar la integral
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Es fécil deducir que:
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Posteriormente hallamos la derivada del  integral respecto con respecto a [image: image79.wmf]m

, o sea:
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Luego derivamos respecto a [image: image81.wmf]m

una vez más, o sea:
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[image: image83.png]dx
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Resolución:
En este caso lo primero que haremos es examinar la integral:
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XI-a)- Hallar:

[image: image85.png]Resolucién:
En este caso procederemos como sigue:

H I
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[image: image87.png]Haller 1= [¢™* dx . INTEGRAL DE EULER-POISSON)
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Resolución:

En este caso procederemos como sigue:
[image: image88.png]- Hacemos x= ¢ donde A >0, entonces:

- Luego para mayor faciidad operacional, multiplicamos en ambos miembros.
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[image: image89.png]Hallar I(;)
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Resolución:

En este caso procederemos como sigue:
[image: image90.png]- Derivamos con respecto al parémetro A, o sea.
d 2 it gy
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Por consiguiente: 
[image: image91.png]nl=-2A+hhC
Comlog, b =c < ¢ =b.entonce
I=Ce?*

- Para hallar Chacemos A =0, o sea:





Función gamma
Se llama función gamma o Integral de Euler de segundo género a una integral que tiene la siguiente forma:  
[image: image92.png]exPldx

or—s

Esta integral en funcion del pardmetro p, es impropia, ya que el limite superior es igual a la
infinidad y ademas porque para x —» 0 yp <1 la funcién subintegral crece indefinidamente. Esta
integral converge cuando p >0y diverge cuando p <0 . La funcion gamma es una de las més
importantes funciones (despus de las elementales) para el andisis y sus aplicaciones.




Propiedades de la función gamma:
[image: image93.png]Propiedad-1) La funcion T,es continua y tiene una derivada continua
Ti,ypara p >0
Propiedad-2)  Tiene lugar Ia igualdad:
T = I

Propiedad-3)  Después de aplicar n veces la formula de la propiedad anterior, se
obtiene la siguiente refacion:
T = (p+n+1lip+n+2Lip+1pl,

Propiedad-4) i en la formula de la propiedad anterior hacemos p =1y tomamos

en cuenta que Ty = [e~xildx = [e™x"dx = [e~dx =1, se obtiene Ia siguiente
o o o
igualdad
Ty =1l

Sin=0, entonces 0l=Tpy =1
Propiedad-5)  La funcion Ty, da la posibildad de extender el concepto de factorial

nl determinado solamente para los valores naturales de n sobre el campo cualesquiera
valores positivos del argumento. De Iz formula T,y = pTy,) resulta que si p —0

entonces.
Tow = Pl 7
I
Ty == 4
r
Ty =4
Propiedad-6)  Cuando p =-nes facil deducir que.
I o) _ Tima) _ T ir To _ 1w
—n An-l] nn-lin-2) Tl

0sea Tiy= -1 wln =1234,....




[image: image94.png]En general, Ia funcion Ty, se puede ampliar al caso de valores
I
) entonces T,y tene un
P (1)

Propiedad-7)
negativos del argumento p. Puesto que T(,y=

verdadero sentido, si —1 < p <0
Si—n<p<(-n+1), entonces resultaré que
- T
O pp+lip+21ip+n-1)
con ayuda de la sustitucion de p+n=ca, de donde

Para comprender mejor,
p=-n+a, la dlima formula se transforma en esta:

Eneste caso, para —n < p <~ n+1] e signo Ty, se determina por el factor |

Utiizando a fermula T,y = pTy,) se pueden obtener los valores

)

Propiedad-8)
de I,ypara un argumento semientero, 0 sea.
1 1 3
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[image: image95.png]Propiedad-9)  Tiene lugar la formula de complemento

x
I =——I0<p<ll
iFor) = S O <7

1
Sien esta formuia hacemos p =, enfonces.





A modo de conclusión

[image: image96.png]Utilizando las propiedades principales de la funcién gamma, se puede determinar I, para cualquier
r.

El grafico de la funcién I, lo representaremos a continuacion:





[image: image97.png]Los valores de la funcién I, se los daremos en la siguiente tabla:

Valores de la funcion I7,) Sil <p <2}

» Tty » Tty » Tty » Tty
1,00 1,0000 125 0,9054 1,50 0,8862 175 0,9191
1,01 0,9943 126 0,9044 151 0,8866 176 09214
1,02 0,9888 127 0,9025 1,52 0,8870 177 0,9238
1,03 0,9350 128 0,8007 153 0,8876 178 0,9262
1,04 0,9784 129 0,8990 154 0,8882 179 0,9288
1,05 0,9735 1,30 0,8975 155 0,8889 180 0,9314
1,08 0,9687 131 0,8960 1,56 0,8896 181 0,9341
1,07 0,9642 132 0,8946 157 0,8905 182 0,9368
1,08 0,8597 133 0,8934 1,58 0,8914 183 0,9397
1,09 0,9555 134 0,8922 1,59 0,8924 184 0,9426
1,10 0,9514 135 0,8912 1,60 0,8935 185 0,9456
1.1 0,9474 136 0,8902 161 0,8947 186 0,9487
112 0,9436 137 0,8893 162 0,8959 187 0,8518
113 0,9399 138 0,8885 163 0,8972 188 0,9551
114 0,9364 139 0,8879 164 0,8986 189 0,9584
115 0,8330 1,40 0,8873 165 0,8001 1,80 0,9618
116 0,9298 141 0,8868 1,66 0,8017 191 0,9652
117 0,9267 142 0,8864 167 0,9033 1,92 0,9688
118 0,9237 143 0,8860 1,68 0,8050 1,93 09724
119 0,9209 144 0,8858 1,69 0,9068 1,94 0,9761
120 0,9182 145 0,8857 170 0,9089 1,95 0,9799
121 0,9156 146 0,8856 171 0,9106 1,96 0,9838




 [image: image98.png]122 0,9131 147 0,8856 172 0,9126 1,97 0,9877
123 0,9108 148 0,8857 173 0,9147 1,98 0,9917
124 0,9085 149 0,8859 174 0,9168 1,99 0,9958

2,00 1,0000





Ejemplos:
[image: image99.png]Calcular Ia Integral de Euler-Poisson: | e™ dx
o




Resolución:
En este caso emplearemos otros recursos, ya conocidos,  o sea:
[image: image100.png]— Efectuamos la sustitucion:
=t
nx=aft
L
dx_dE_di 1 471

—= ==t

@ d a l 2]





[image: image101.png]Calcular T, |

()
Resolucién:
En este caso utiizamos la siguiente formule

=p=

by
I, =
r





[image: image102.wmf]
[image: image103.png]Calcular T,

)
Resolucién:
En este caso se cumple la Tmpropiedad de la funcion gamma, por lo que utiizamos la
siguiente formule

OO T

comaabemof[,] =/ ;entonceesueda
3

ol





[image: image104.png]Calcular T,

@
Resolucién:
En este caso aplicamos la 8vpropiedad de la funcion gamma, por lo que
empleamos la siguiente formula.

(2m-1)T,,  (2m)T;,
I )
[,..%] o e

ynogjuedar:





[image: image105.png]Caleular T, ,

()




Resolución:
En este caso utilizaremos la relación:
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Función Beta

Se llama función beta o integral de Euler de primer género a la integral:
[image: image107.png]L
Bipyy= [x7 - "
d

Esta integral es la tinica de dos parémetros p y q que converge cuando p >0.,g >0. La funcion B es

simétrica con respecto a los parametros, o sea, B(, ;= B, )

. 2
Sise hace el cambio de la variable de integracion, haciendo x = sen” t enfonces.

dx _dsen’t _dsen’t(dsent
dt dt dt dt

dx
== =2sentcost|"dr

dt
dx = 2sent costdt

De lo anterior es fécil percaterse que t varia de la siguiente forma:

B B
0<r <= osea variadesde 0 a —

Porlo que la integral de Euler de primer género tomard la siguiente forme.

B H
By = %7 - dx = [sen® ¢l - sen® ¢ /! 25ent cost dt =
o o
B
By =2 sen’™ teos™ it =
o
Otambién
B 1
By = [sen” xcos” xdx:7B[M il >0:1>0)
o 2 FT




A las formas anteriores se  reducen muchas integrales que se resuelven en problemas prácticos. Para calcular los valores de la función beta se utiliza la siguiente dependencia entre la función beta y la función gamma:
[image: image108.png]Sig=1-p. entonces

Utilizando Ia funcién beta es facil determinar el valor de F[ y osea:
2

Sea p

Como:
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Entonces como:

[image: image109.png]



Ejemplos:

[image: image110.png]o1

Calcular | sen® x cos® xdx
o




Resolución:
En este caso procederemos como sigue, o sea: 
[image: image111.png]i

el m] m>0n>0), ya que en

1. Utiizaremos la formula: By, .y = |'sen™ x cos” xdx
°

este caso: m=6>0:n=8 >0, de aqui que:
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Resolución:
En este caso procederemos como sigue:

1. Primero para mayor facilidad de trabajo, escribiremos la integral de la siguiente forma:
[image: image115.png]=

Ademés, ) =TT =(3-11=21=2
3,

(




Entonces nos quedará que:
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XIII-a)- [image: image137.wmf]Demuestre que si:

[image: image117.png]1. Entonces 11, :%




Resolución:
En este caso aparentemente es difícil, pero, en realidad es todo lo contrario, para ello le proponemos la siguiente forma de resolución:
[image: image118.png]1. Utiizaremos el método de sustitucion de variables, donde: t =x* = x =4t , de aqui que:
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[image: image119.png]2. Ahora procederemos de manera andloga al caso anterior:
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[image: image120.png]—  Teniendo en cuenta las expresiones obtenidas con anterioridad, podemos plantear que:





Aplicaciones en la física
El objetivo fundamental de el conocimiento de este tema es para una de las aplicaciones más importantes en la Física Moderna, específicamente en la Óptica Cuántica, cuando se estudia la radiación térmica, donde se pone de manifiesto una de las leyes más importantes no sólo de la Física, sino, también de la naturaleza la Ley de Conservación de la Energía y aunque nos parezca extraño es un aspecto importantísimo en la comprensión de las cuestiones referentes a la Física Nuclear, aspecto este de gran aplicación en la ciencia actual. Pero no pretendemos en este capítulo profundizar en el tema desde el punto de vista físico, nuestra intención es dar a conocer algunas de las aplicaciones más importantes referentes al tema y profundización de estos métodos matemáticos, por lo que resumiremos a continuación los siguientes aspectos:
[image: image121.png]r,dy = [r,dA (Principio de funcionamiento
o @

de las alarmas de visién infrarroja y otros sistemas modernos de control computarizado)
Se denomina emitancia energética (emisividad integral) de un cuerpo & la magnitud fisica
numéricamente igual a la energia de les ondas electromagnéticas de fodas las frecuencias
posibles (o de todas las longitudes de onda 4) desde 0 haste, o sea, 0 < A <« emitidas por la
unidad de drea de la superficie del cuerpo en la unidad de tiempo. De o anterior es fécil
percatarse que mientras mayor es el drea superficial de un cuerpo si esté formado por una misma
sustancia que otro, en iguales condiciones espaciales, serd mayor su emitancia energética.

—  Densidad volumétrica de la energia de radiacién (caracteristica espectral de la
radiacién de equilibrio valida en las sustancias radioactivas y los sistemas mas potentes

—  Emitancia energética de un cuerpo &,

del Universo, estrellas, galaxias, meta galaxias, ctmulos estelares, etc.) &= [ oy, ;¥
o
—  Determinacién de la vida media T de los niicleos existentes inicialmente en una

17 2 1
sustancia radioactiva se determinan por la formula: 7= | ANidt = A|te"?dt = 3
ix1 o




EJERCICIOS RESUELTOS (3)
3.1- Hallar:
[image: image122.png]3.1-a) 1- %

+x




Resolución:
En este caso procederemos realizando los siguientes pasos:
[image: image123.png]- Hallamos la derivada total % utilizando la siguiente formula:
K of . .
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= +

v ) T xd
P2 T A SE TP

Donde a=0b=1y f, de aqui que.
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Resolución:

Este inciso se refiere como hemos visto en ejemplos anteriores a un caso típico de la función gamma para una fracción negativa, por lo que procederemos de la siguiente forma:
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Resolución:

Este inciso se refiere como hemos visto en ejemplos anteriores a un caso típico de la función gamma para una fracción positiva semientera, por lo que procederemos de la siguiente forma:
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Resolución:

Este inciso se refiere como hemos visto en ejemplos anteriores a dos casos comunes de la función gamma para un número natural y uno real entero, por lo que procederemos de la siguiente forma:

· Para determinar [image: image131.wmf](
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Donde


· Luego determinamos [image: image133.wmf](
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 aplicando la  6ta propiedad de la función gamma, de la siguiente forma: 
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· Ahora determinamos 
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