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Cálculo aproximado da las derivadas y derivadas parciales de orden superior
1. Résumé
2. Bibliografía
Résumé
Dans cet article on expose le calcul des dérivés d’ordre supérieur d’une fonction d’une suele variable et le calcul des dérivés partielles des fonctions de deux ou trois variables.  L’ordre  des dérivés  a calculer et la precisión de ces calculs dépendent uniquement  de la précision avec laquelle on peut calculer les valeurs de la fonction. Le calcul avec des nombre entiers tres grands ou avec des decimaux très longs et le calcul des valeurs des fontions élémentaires avec grande précision, se trouvent éxposés (par le même auteur) dans Monografias.com. La théorie est accompagnée par la codification nécésaire en Visual-Basic, pour calculer les dérivés ou les derivés partielles. Pour le calcule des dérivés d’une fontion d’une seule variable on utilise la formule suivante: 

[image: image1.png]n
FMwst T et g oo
A" iz

Au cas de fonctions de deux ou trois variables, les dérivés partielles on peut les calculer.
respectivement, de la maniére suivantes:
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oi m=p+g+r et p.g,r € N—{0]. Dans cettes formules on peut prendre, par exemple,
J1= 0.0000000000001

Sea f: R —> Runafuncién m -veces derivable en el punto x.Si 71 = 1, entonces de la igualdad
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resulta que el cociente
Fleth)=fix)
&

para valores pequefios de hie K, es una aproximacién de la derivada f'(x). Cuanto mas
pequeilo es el valor de /. tanto mejor serd la aproximacién. Puesto que la funcién f es derivable

enelpunto x, las derivadasa la izquierda y a la derecha en este punito coinciden con laderivada y
por tanto se puede suponer que 41> 0




Teorema 1: 
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Puesto que las derivadas consideradas existen, o tiene importancia como tiendena cero las
variables /1 y k. y asi se puede considerar que /= k . Por consiguiente
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Así, el teorema queda demostrado. Por consiguiente, para h bastante pequeño tenemos la aproximación siguiente:
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En particular, si h es bastante pequefio, tendremos:
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Según el teorema anterior, 
[image: image5.png]para aproximar una derivada de orden m. se deben calcular solamente los valores de la funcion en
los puntos x,x+h....,x+mh y aplicar la formula (27). Si A=107 y se desea calcular una
aproximacién de la derivada de orden m con un error absoluto menor que 107 entonces
teniendo en cuenta que £ (x ) s una fraccion de denominador 10™, los valores de la funcion
‘habrd que calcularlas con un error absoluto menor o igual que 10 "% _Por ejemplo,si 71 = 5

=9y g =6, los valores de la funcién se deberian calcularlas con un error absoluto menor que
107" Antes de la existencia de los ordenadores répidos este camino era inviable y en la
aproximacién de las derivadas se limitaba a las formulas (2) y (3) expuestas en [2], o bien se
recurria a las formulas de interpolacién (ver [1] —[5] enla bibliografia). Hoy. el camino expuesto
eneste trabajo es perfectamente posible. teniendo en cuenta lo expussto en lasmonografias [6] -
[7]. Puesto que la precisién del cdleulo de los valores de las funciones elementales, expuestoen
[6]. se limita a 150 decimales después del punto decimal, tiene que cumplirse la condicién
np+q <150 . el cileulo aproximativo de las derivadas es posible hasta un cierto orden,

dependiendo de la precisién que se quiere alcanzar en la aproximacion de las derivadas




Si se quieren aproximar derivadas de orden más elevadas o se quieren calcular las derivadas con más precisión, hay que aumentar la precisión con la que se calculan las funciones elementales (esto es posible pero aumenta el tiempo de ejecución del cálculo).
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IfLeftS(u. 1)
EndIf
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Endlf
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3(1)=v:3Q)=u
DOSA = DividiDec(x(, 6. n)

‘End Function





Ejemplo 1: 
[image: image7.png]definiendo en ¢l Module] de un programa Visual- Basic la funcién Logy, de la manera siguiente

‘Public Function f(ByValt As String, p As Long) As String
Dimx(2) As String, n As Integer, a As String
n=7:a=10
£=LogaP(t.2,p)

‘End Function

1a function DOSA devuelve parala octava derivada el resultado siguiente:

(Log,, V()= -2188.844188




Para calcular el valor de la función y de todas sus derivadas hasta el orden m (inclusive), hay que modificar el programa anterior de la manera siguiente:

[image: image8.png]‘Public Function DOSAB(ByVal t As String, ByValm As Integer) As Variant
Dimx(2) As String, i As Integer, j As Integer, k As Integer, u As String, v As String
Dimb s g, As Long an A Sing. As nteger, 10 s Sting
B="0.000000000001"

‘ReDim fd(m)

£4(0)=£(t,20)

Fori= 1 To Len(fd(0))
FRightS(LeAS(FA(0), D, 1)="" Then
£4(0) = LeRS(fA(0),1 - 6)

End1f
Nesti
Forj=1Tom
pe127j=6v=
Fori=0Toj
ian=MidS(S5(), 2)
u=MultiplicarDec(x(, n)
Ele
u=x(1)
End1f
k=iMod2
1 Then
IfLeS(, 1)="" Thenu=MidS(u, 2) Elseu
End1f
1fv<"0" Then
x(1)=v:xQ)=u
= SumarDec(x(, n)
Ele
End1f
Nesti

X()=k:x0)=j
= PotenciasDec(x0,1)
X(=vx0)=u
£4() = DividiDec(x0, 6.1)

Nextj
DOSAE = )
End Function




[image: image9.png]Al gjecutarla funcion DOSAB para = 8, esta devuelve ¢l resultado siguiente:

F)=0.7'11=0434204  f@(1) = 0868588 £ (1) =-2.605766. f© (1) =10.423067

FO0)=-52.115337, f7 (1) =312.602026. F® (1) = ~2188.844188




Para aproximar a la vez todas las derivadas hasta la derivada de orden m, se puede proceder también de la manera siguiente: 
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Al +1,0) esuna aproximaciénde f7(x) (7 =L....m)). Naturalmente. cuanto més grande es el
valor de m . y cudnto mis cifras exactas deseamos hallar en la derivada de orden m . més

pequeilo tiene ser el valor de .y con més precisién hay que calcular los elementos de Ias filas de

indices2,3,...,m+1




La función siguiente, devuelve el valor de la derivada de orden m  de [image: image11.wmf]f

en el punto t: 
[image: image12.png]Public Function DOSB(ByValt As String, ByValm As String, ByValh as sting) As Variant
Dim A As String.%(2) As String i As Integer, fd() As String
Dim's As String, k As Integer, dif As String 1 As Integer
=0.000000030001": p =15 * m=6:n =7
ReDim Am -~ 1, m), fdim 1)
AQ,0=t
Fori=1Tom
X(D)=AQ.i-1:x0)=h

6-1k=1:xQ)=AG-1.K)
&f = RestarDec(x(. n)

x(1)=dif: x2) =h

AGUK) = DividirDec(x0. p.n)

Nexti
fal)=s

Nextk
DOSB = 40
End Function

El programa anterior, calcula f1t)= A(1,0) ylas derivadas f®(¢)= Alk+10).




Ejemplo 2: 
[image: image13.png]Silafuncién f1x)="— se define en el Module1 de la manera siguiente:
x

Public Function f(ByVal t As String, p As Long) As String
Dim x(2) As String, n As Integer
n=7
(1) = ExpP(t p): x(2) =t
£= DividirDec(x0), p. )
End Function

Al ejecutar las instrucciones:

‘Private Sub DerHOm_Click(Index As Integer)
Dim s() As Siring,i As Integer 1¢ As String 1es As String, m As Integer
1e = SS(13) = SuS(10) m=§
50 =DOSB( m)
Fori=1Tom-1

res=1es =) <1

Nexti
Form1 Textl =xes

End Sub

se obtienen los resultados siguientes:
F12)%3.694528,  f'(2)m 1847264

Fr2)m1847264.  f912)m 0923632
FO2In1847264.  £O02Im6465424

FP21n-18.034456. £ @2)70.432353

Asi la serie Taylor que aproxima la funcién f en un entorno de 2
F124+]=3.604528+1.847264x +1 847264x +0.923632x” +++ 79.432353x" + -+

Si enlas funciones DOSA, DOSAB 0 DOSB setoma p =140 (disminuyendo eventualmente también el

valor de b), las derivadas de orden 1-3 se pueden aproximar con mucha precisién.




Todo depende de la precisión con que se pueden calcular los valores de la función y de las funciones elementales (en la monografía [6] se han propuesto programas para el cálculo de las funciones elementales con una precisión que puede alcanzar las 140 cifras después del punto decimal, y esto también se podría aumentar modificando un poco los programas).  
En el caso de una función real de dos variables reales, se puede hablar de las derivadas parciales y presenta interés calcular los valores de estas derivadas en ciertos puntos, sin calcularlas de manera simbólica. Los programas anteriores se pueden adaptar para el cálculo numérico de las derivadas parciales no mixtas, de  cualquier orden. Las funciones siguientes devuelven una derivada parcial no mixta de orden m:

 Public Function DerParxOm(ByVal t1 As String, ByVal t2 As String, ByVal m As Integer) As String

[image: image14.png]“Derivada parcial respecto a x de ordenm
Dim () As String, x(2) As String. i As Integer, p As Long. n As Integer
Dim s As String, k As Integer, dif As Sting. h As String
h="000000001"n=7:p=15*m=6

ReDim agm = 1,m)

a(Lk)=1a(0, k), 12, m)
Nextk
For:

Tom=1
Fork=0Tom-i+1
x(1)=aG-1.k=1):xQ)=a-1.K)
dif = RestarDec(x(), n)
x(1)=dif: xQ)=h
a(; k) = DividirDec(x(, p. n)

Nestk
Nesti
s=am=1,0)
Fori=1To Len(s)
IfRightS(LeRS(s, ), )=
5= LeRS(5,i=6)
Exit For

EndIf
Nexti
DerParxOm=s




End Function

Public Function DerParyOm(ByVal t1 As String, ByVal t2 As String, ByVal m As Integer) As String

[image: image15.png]* Derivada parcialrespecto a y de ordenm
Dim a() As String, 5(2) As String. i As Integer, p As Long, n As Integer
Dims As String. k As Integer, dif As String h As String
h="0.00000001"n=7:p=15*m=6
ReDima(m=1,m)
20,0)=12
Fori=1Tom
x(1)=a(0,i- 1y x@)=h
(0.) = SumarDec(x0, n)
Nexti
Fork=0Tom
a(L,k)=fit1, a0, k), m)
Nextk
Fori=2Tom=1
For

Tom-i-1
x(1)=a(-1.k= 1y x@)=aG-1k)
dif = RestarDec(x(), n)

(1 x2)=h

a(. k) = DividirDec(x(), p. m)

a@m=1,0)





End Function
Para calcular todas las derivadas parciales no mixtas de orden menor o igual a m, se pueden utilizar las funciones siguientes:

Public Function DerParxHOm(ByVal t1 As String, ByVal t2 As String, ByVal m As Integer) As Variant

[image: image16.png]* Derivadas parciales respect a x hasta el orden m
Dim a() As String, x(2) As String, i As Integer, p As Long, n As Integer
Dims As String.k As Integer, dif As String. h As String. fd() As String
h="0.000000000001":n=7:p=15 *m=6
ReDim agm - 1, m), fdgm = 1)
20,0)=t1
Fori=1Tom

3()=a©,i-1:x2)=h

2(0,1) = SumarDec(x0, n)
Nexti
For

Tom

a(1,}1)=1a(0,k),12,p)
Nextk
Fori=2Tom=1
Fork=0Tom-i=1
x(D=a@-1,k=1:xQ2)=al-1,k)
dif = RestarDec(x(, 1)

Nextk
Nexti
s=a@m=1,0)
Fork=1Tom=1
s=a(k,0)
Fori=1To Len(s)
If RightS(LeRS(s. i), 1)=
5= LetS(s,i-6)
Exit For
EndIf

Nexti

£k =3
Nextk
DerParxHOm = 140




End Function

Public Function DerParyHOm(ByVal t1 As String, ByVal t2 As String, ByVal m As Integer) As Variant

[image: image17.png]* Derivadas parciales respect a y hasta el orden m
Dim a() As String, x(2) As String. i As Integer, p As Long.n As Integer
Dims As String.k As Integer, dif As String. h As Sting, fd() As Sting
h="0,000000000001":n=7:p=15 *m=6

ReDima(m~1,m), fdm=1)

(0,0
For

1Tom
x(1)=a.i-1):3Q)=h
(0,1) = SumarDec(x0, 1)
Nexti
Fork=0Tom
(LK) =£t1, 20,5, p)
Nestk
Fori=2Tom=1
Tom-i+1
x(1)=aG-1,k=1)3Q)=aG-1,k)
dif = RestarDec(x(), n)
xQ)=h
iidiDec(x(), p, n)

Fori=1To Len(s)
If RightS(LeRS(s, ), 1
5= LeRS(,i=6)

DerParyHOm =0




End Function
Ejemplo 3: 
[image: image18.png]Para calcular a todaslas derivadasparciales no mixtas de ordenmenoro igual a m en el punto de coordenadas
(10}, dela funcién
Inix+y* |

n10

. hay que definir primero esta funcién en el Module] de la manera siguiente:

Sflx.p)=Logylx+y* =

‘Public Function f(ByValt1 As String, t2 As String, p As Long) As String
Dim 5(0) As Strng. 1 s Integer, u As Sing

= MultiphcarDec(x0, )
x(1)=tl:xQ)=u

= SumarDec(s0, )
£=LogaP(u,2,p)




End Function

[image: image19.png]Para m =

. al ejecutar los cdigos siguientes:

‘Private Sub DPxHOm_Click(Index As Integer)

Dim s() As String { As Integer, m As Integer, rc As String
Chr3(13)= ChiS(10): m=38

50 = DerParxHOm(x, y, m)

Fori=1Tom=1

res=res=s) - xc

Nesti

Textl =res
End Sub

‘Private Sub DPyHOm,_Click(Index As Integer)
Dim 5() As String. i As Integer, m As Integer, ¢ As String
re=Chr$(13) - ChrS(10) m=8
50= DerParyHOm(x, y, m)
Fori=1Tom=1
res=res =)~ xc
Nesti
Textl =res
End Sub




,  en la caja de texto Text1 aparecen los resultados siguientes:
[image: image20.png]fL0)=0

£ x(101=0434294 .. £'y(10)=0.000000... 0
Frox (1,0)= 0434294 . £y (1,0)=0868588 ...
Froo (1,01=0868588 ... £ 'y (10]= -0.000000... 0
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£ rooooo 1,0 15337 £y (1,01=104.230675 ..

£ rooooooe (1,0)=312.692026... £ yyyyyyy (1,0]= ~0.000000...% 0

Foooooooe (1,0 )= 2188844188 .. £ yyyyyyyy (1.0)= 4377.68837

Las expresiones 0.000000 6 ~ 0.000000 indican valores pricticamente nulos, positivos & negativos,
respectivamente.
A continuacién supondremos que la funcién (x,y | = f{x,) Jes continua en un dominio D y que tiene

derivadas parciales continuas de todo orden en D. Si (¢.b )€ D, a partirlas definiciones
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Continuando así y sin entrar en los detalles de los cálculos, se puede averiguar que:
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Si no se necesitan las derivadas parciales de orden mayor que 5, para el cálculo de estas derivadas se puede utilizar el código siguiente:
[image: image26.png]Public Function TDPR2VHOS(ByVal a As String, b As String, m0 As Integer) As Variant

‘Se calculan ¢l valor dela funcion y de todas sus derivadas parciales

*de orden q en el punto (ab), (1 <= g <=m).

Dimx(2) As String h As String, p As Long, ph) As String. i1 As Integer

Dim ah() As String, bh() As String, n As Integer, u As String, v As String

Dimi As Integer, j As Integer, k As Integer, res() As String, vfab

Dim v As String, et As String. m As Integer, s As Integer

n=7:m=m0: h="0.000000000000001"

1fm>3 Then

m=3
MsgBox "El progiama calcular solamente las derivadas parciales de orden <= 5"

EndIf

1fm<1Thenm=1

s=mip=15*m=6

‘ReDim res(en, m ~ 1, 2), ah(m), bhm), phiem), vim, m)
ah(0)=2: bh(0)
b = GHO) bO) p: 10,0, )= b 10,0, 2)
Tom

x(I) ah(k - 1): x(2) =h: ah(k) = SumarDec(x(, n)

%(1)= bhk - 1): x(2) =h: bh(k) = SumarDec(x0, n)
Nestk
Fori=0Tos

Forj=0Tos-i
VI, )= fah@), bh(). p)
Nextj
Nexti

x(1)=ph(k- 1} 3Q)=h
phk)=MultiplicarDec(x0, n)

Nextk

1fm>=1Then
“Caleulo de fx(ab)
(1) = ¥A(1, 0): x(2) =0, 0): x(1) = RestarDec(x0, n): x2) =h
res(1, 0, 1)= DividirDec(x(, p.n): es(1, 0, 2) ="fx ="
“Caleulo de fy(ab)
()= VRO, 1): 52) = A0, 0 x(1) = RestarDec(s0, n): 5()=h
zes(l, 1, 1)= DividirDec(xO), p.n): res(l, 1,2) ="y =





 End If

    '----------------------------------------------------

[image: image27.png]Ifm>=2Then
“Cileulo de fxx(ab)
X(1)= VA2, 0) 3
(1) =¥, 0): x2)=

0):1es(2, 0, 1) = SumarDec(x(), n)
(1) =MoltplicarDec(x0.n): 3(2) =res(2,0, 1)
(2)=ph(2): res(2, 0, 1) = DividirDec(x(), p, n)

X(1)=vi(l, 1) x2) = VA0, 0) res(2, 1, 1) = SumarDec(x(, )
()= vi(1, 0): x(2) = vA(0, 1) x(2) = SumarDec(x0) n): x(1) =res, 1, 1)
o lkmnneom n):x(2) =ph(2):xes(2, 1, 1) = DividiDec(x0), p. 1)

1, 1,2)=

(1) = V00, 2): x(2) = 0, 0):res, 2, 1) = SumarDec(x0, 1)

x(1)=vH0, 1) 52 ‘(1)=MultiplicarDec(x() n): x(2) =res(2, 2, 1)
x(1)= SumarDec(x(), n): x(2) = ph(2): res(2, 2, 1) = DividirDec(x(), p, )
res(2,2,2)=





End If

    '------------------------------------------------------

[image: image28.png]1fm>=3 Then
“Caleulo de fxxx(ab)

13, 0): XQ2) = ¥AQ, 0): 1653, 0, 1) = RestarDec(x(, m)

£(1, 0): x2) = ¥2, 0): 5(1) = RestarDec(x(), n): x(2) ="3"

ltiplicarDec(x(, n): x(2) =1es(3, 0, 1): x(1) = SumarDec(x(, n): x(2) =ph(3)

res( vidirDec(x(), p.n): 1es3, 0, 2) ="fxx:

“Caleulo de Frxy(@b)

12, 1): X2) = R0, 0): 153, 1, 1) = RestarDec(x(0, 1)

£0, 1): x(2) =2, 0) x(2) = RestarDec(x(, n): x(1) =res, 1, 1)

res(3, 1, 1) = SumarDec(x0, n): x(1) = vA(1, 1): x(2) = vf(1, 0)

x(1) = RestarDec(x() n): X(2) = "2": x(2) = MultiplicarDec(x(. n): x(1) =res3, 1, 1)

()= ktsurl)edxo, 1) x(2) =ph(): 1es, 1, 1) = DividirDec(x(, p. 1)

res(, 1,

“Caleulo de m vab)

3(1) = ¥, 2):x2) = VA0, O): res(3, 2, 1)= RestarDec(x(, 1)

3(1)= ¥, 0): 3(2) = ¥H(0, 2): x(2) = RestarDec(x(, m): x(1) =1es(3, 2, 1)

1es(3, 2, 1) = SumarDec(x(, my: x(1)= ¥, 1): x2) = ¥£(0, 1)

%(1) = RestarDec(x() ): X2 (2) = MultiplicarDec(x(), n): x(1) =1es(3, 2, 1)

(1) = RestarDec(x(), n): x(2) = ph(3): res(3, 2, 1) = DividirDec(x(), p, n)

res3,2,2)="fx

“Caleulo de fyy

.b)
A (2)=+1(0, 0): res(3, 3, 1) = RestarDec(x(, n)

0, 1): x(2) = vA(0, 2): x(1) = RestarDec(x(, n): x(2)="3"
licarDec(x(), n): x(2) =res(3, 3, 1): x(1) = SumarDec(x(, n): x(2) =ph(3)
DividirDec(x(), p, n): res(3, 3,





  End If

    '----------------------------------------------------------

[image: image29.png]1fm>=4 Then
‘Caleulo de frxxx(ab)

(1) = vi(4, 0): x(2)= VA0, 0): es(4, 0, 1) = SumarDec(x(), n)
x(1)= vi(3, 0): x2)= VUL, 0): x(1) = SumarDec(x(), n): x(2) ="4"
(2) = MultiplicarDec(x(, n): x(1) =1es, 0, 1)
res(d, 0, 1) = RestarDec(x(, n): , 0): 32)
(1) = MultiplicarDec(x0, n): x(2) =resd, 0, 1): 5(1
res(4, 0, 1) = DividiDec(xO), p, n): res(d, 0, 2) ="fxxx:
‘Caleulo de Fxxxy(ab)

13, 1):x(2) = VA0, 0): es(d, 1, 1) = SumarDec(x0), n)
13, 0): x2) = VA0, 1): 5(2) = SumarDec(x(, n): x(1) =res(d, 1, 1)
1)=RestarDec(x0, n): 5(1)= VAR, 1): 32) =vA2, 0)

(1) = RestarDec(x(), n): MultiplicarDec(x0, n): x(1) =1es@, 1, 1)
res(d, 1, 1) = SumarDec(x0, n): x 1):3Q2)= Vi1, 0)

(1) = RestarDee(x(, m): x(2 fultiplicarDec(x(), n): x(2) =res(4, 1, 1)
x(1)= SumarDec(x0, n): x(2) pm) nsu 1, 1)= DividirDec(x(). p. n)

e, 1.2)= sy

umarDec(0, ): 52) = ph(4)

‘Caleulo de fxyyy(ab)
(1, 3)' (2= VA0, 0): resd, 3, 1) = SumarDec(x(), n)

x(1)= VR0, 3): x(2) = V{1, 0): x(2) = SumarDec(x(, n): x(1) =res(d, 3, 1)

res(d, 3, 1) = RestarDec(x(, n): x(1)= V{1, 2): 52) =+R0, 2)

(1) = RestarDec(x(), n): x(2) = "-3": x(2) = MultiplicarDec(x(, n): x(1) =1es. 3, 1)
res(d, 3, 1) = SumarDec(x0, n): x(l) 0, 1:5) =+10, )

(1) = RestarDec(x0, n): 5 fultiplicarDec(x(, n): x(2) =res(4, 3, 1)
4) m44 3,1)= DividirDec(x(), p, n)

x(1)= VA0, 4): x(2) = vH(0, 0): res(4, 4, 1) = SumarDec(x0, n)
(1) = vi(O, 3): x2) = VA0, 1): 5(1) = SumarDec(x(, n): x2) =
(1) = MultipicarDec(x0, n): X() =res, 4, 1)
res(d, 4, 1) = SumarDec(x0, n): x(1) = vE(0, 2): X
(1) = MultiplicarDec(x(0, n): (2) =res(d, 4, 1): 5(1
res(4, 4, 1)= DividirDec(x(, p, n): res(d, 4, ) ="fy

umarDec(x(, n): x(2) =ph(d)




  If m >= 4 Then

[image: image30.png]“Cileulo de fxxxx(ab)
4,0 x)= A0, Oy et 0, 1) = SumarDec(s, )

o 1)= RestarDec(x0, n): x(1) = vEC, 0): x(2) =
ulplicarDec(x(, ): x2) =res(4, 0, 1:

SumarDec(x(), n): x(l) res(d, 1,1)

A2, 1): % 12,0

- !\[uh.\phczr]lzc(xo, n:x()=resd, 1,1)

£(1, 1) x(2)=vA(1, 0)
MultiplicarDec(x0, n): 52) =res@d, 1, 1)

()= llutleec(x{) a2
res(d, 1, 1) = SumarDec(x0, 1)
%(1)= RestarDec(x0, n): x(2
()=
res(3, 1,2)="1
“Caloulo de Fxxyy(@b)

5(1)= VA2, 2): X(2) = vAO, 0): res(3, 2, )= Sumnmc(x()n)

1 1):3Q)=v£2, 1): x(

ﬁ) ﬁuph:ulkt(x(). Q2 1) SumaiDec(:0,1)
x(1)= vi(2, 0): x(2) =vH(0, 2): x( =res(4,2,1)
res@, 2, 1) = SumarDecx0, 1) x(1)= ¥1(1, 2): x2) = ¥4, 0)

u= SumarDec(x0. n): x(1) = v, 1): xQ) =
fultiplicarDec(x(), n): x(1) =w: x(2) =

= SumarDec(x0, ) x()="2": (1) = Muh.\plk:xl)ec(x() n): xQ)=resd, 2, 1)
= DividirDec(x(. p.n)

- \-n(o 0):res,
10, 3): xQ2)= V(1 0): x(2
1)=RestarDec(x(, n):
5(1)= RestarDec(x0, n): x(2) =
res(4, 3, 1) = SumarDec(x(, 1)

3, 1)= SumarDec(x(,n)
SumarDec(x(), n): x(1) =resd, 3, 1)

(1, 2):%(2) =10, 2)

2) = MultiplicarDec(x0, n): x(1)=res(3, 3, 1)
(1, 1:x2)=vH0, 1)

 x(1) = MultiplicarDec(x0, 1): 5(2) =1es(4, 3, 1)
h(4) res(4, 3, 1) = DividiDec(x(), p, )

“Cileudo de fyyyy(ab)
10,4 3(2) = VE(Q, 0 res(d, 4, 1) = SumarDec(x0, 1)
10, 3): %2) = vE(Q, 1): x(1) = SumarDec(x(, n): x(.
rultiplicarDec(x(, 1): @) =res@. 4, 1)

1) = SumarDec(x0, n): x(1) = vi(
fltiplicarDec(x(), n): x(2) = res(:

SumarDec(x0, n): x(2) = ph(4)





  End If

    '--------------------------------------------------

[image: image31.png]Ifm>=5 Then
“Caleulo de fxxsss(ab)
(1) = vA(5, 0): x(2) = vF(0, 0):res(5, 0, 1) = RestarDec(x(), n)
x(1)= vA(L, 0): X(2) = vi(4, 0): x(1) = RestarDec(x(), n): X(2)="5"
fultiplicarDec(x(), n): x(1) =res(S, 0, 1) res(5, 0,
= 16,050 =510 n) xd e:uxDec(x() n):x()
1) = SumarDec(s0, ) 5(2) =Bh(S)

£(2, 1) 3(Q) = v, ) x(

‘MultiplicarDec(x(, 1): 5(2

5 1, D =DividiDecte, o (5, 1,2
)

= MultplcarDec(x0.m): (1) = v: x2)=u: (1)~ RestarDec(x0, : 52) =1e(5, 2. 1)
: %(1) = VA, 2): 5(2) = ¥A2, 0): u = SumarDec(x(, 1)

)= SumarDecisd,
(1) = SumarDec(x0, n): X()
1es(5, 2,2) = "Frxxyy ="

hS):1e5(5, 2, 1) = DividieDec(x0, p. 1)

)

A0, 3) res(5, 3, 1) = SumarDec(x(, n)

*.2" x(1) = MultiplicarDec(x(), n): X(2) =res(s. 3, 1)
70,0)

S, 3. 1) = SummarDects,
u= Sum.lxnec(x() m:x(1)
(1

ultiplic:
x(1)= ¥1, 1): xQ) =¥10, 1) n-mmnbecuo )
= MaultiplicarDec(x(), n): x(1) = x(2) =
(1) = MultiplicarDec(x0. n): x(2) =1es(3. 3, 1): x(1) = SumarDec(x0), n): X(2
res(3, 3, 1) = DividirDec(x(0, p, ) res(s, 3, 2) = " Frxyyy

2






[image: image32.png]Caleulo de fxyyyy(ab)

x(1)=vi(l,4); A(0, 0): res(3, 4, 1) = RestarDec(x(), n)

x(1)= vf{1, 0): x(2) = v(0, 4): X(2) = RestarDec(x(), n): x(1)=res(5, 4, 1)

res(5, 4, 1) = SumarDec(x0,n): x(1) = vAl, 3): x2) = 0, 3)

= RestarDee(x(), n): x(1) = vA(1, 1): x(2) = vH(0, 1): v = RestarDec(x(,)

3(1)= w x(2) =v: (1) = SumarDec(x0), n): x(2)="4"

%(1)= MultiplicarDec(x(), n): X(2) =res(3, 4, 1):xes(3, 4, 1) = SumarDec(x0, )

x(1)= ¥R, 2): x(2) = VA0, 2): x(1) = RestarDec(x(, n): x2) ="6"

x(1) = MultiplicarDec(x(0, n): x(2) =res(S, 4, 1): x(1) = SumarDec(x(, n): X(2) = ph(5)

res(S, 4,1)=. nm.ixne:(xo p.n):res(5, 4, 2) = "Fxyyyy ="

‘Cileulo de fy:

x(1)= ¥R, 3 —\fm 0):res(s, 5, 1

x(1) = RestarDec(x(), n): x(2) = "5

res(S, 5, 1) = SumarDec(x(, n): x(1) = vH(0, 3): x(2) = v{(0, 2)

%(1)= RestarDec(x(0, n): x(2) ="10": x(1) = MultiplicarDec(x(0, n): x(2) =res(5, 5, 1)

x(1)= Sum: u(x{),n)cx{})-ph{S)cres(S 5, 1)= DividiDec(x0, p. 1)

ress, 5,2)
EndIf
‘Redondeo a 6 cifras después del punto decimal
k=0
Fori=0Tom

Forj=0Tok~1

et=res(i j, 1)
Foril =1 To Len(et)
If RightS(LefS(et, i1), 1)="" Then
res(ij, 1) = LeRS(et, il = 6)
Exit For

RestarDec(x0, n): x(1) = ¥A0, 1): x(2) = A0, 4)
1) = MultiplicarDec(x(, n): x2) =1es(5, 5, 1)

Endlf
Nextil
Nextj
k=k+1
Nexti
TDPR2VHOS = 1es0)




End Function

Ejemplo 4: 
[image: image33.png]Si se considerala funcién f1x,y 1= Lnlx? + y |, hay que definirla primero en ¢l Module! dela manera.
siguiente:

‘Public Function f{ByVal t] As String, 12 As String p As Long) As String
Dim x(2) As String, n As Integer, u As String, v As String, « As String

s()=tl:x@2)=t1

(1
v -wmupmxbeofxu n
(1

w Sumzlnzc(x() n
£=LaR(v, p)





End Function

Luego, ejecutando el código:

[image: image34.png]Private Function CEDP2VHOS(ByVal x As String, ByVal v As String,
Dim rc As String, res() As String, sp As String ', m As Integer
Dim i As Integer, j As Integer, k As Integer, txt As String, cmt As String
re = ChrS(13) = ChrS(10)
Py ": emt =" Derivadas parciales de orden: "
res) = TDPR2VHOS(x, y, m)
alores de la funcién  de sus derivadas parciales en el punto:

Valm As Integer) As String

=t (' SUSE+ ", "+ SuSE) =)' +re
txt=txt +1es(0, 0, 2) +1es(0, 0, 1)~ e+ sp ~ emt + 1"+ xc
k=1
Fori=1Tom
Forj=0Tok
txt=txt +res(i,j, 2) + res(i.j, 1)+ 1e
Nextj
1fk<m Then
txt=txt = sp = cmt = SurS(k + 1)~ re
EndIf
k=k+1
Nexti

CEDP2VHOS =1txt




EnFunction

, en el punto de coordenadas [image: image35.wmf](

)

3

,

2

se obtienen los resultados siguientes:

[image: image36.png]FOyppl231= 0016384

e (23 )=
oo (23)= 0049908 - £ ey (2,31=0.050418: fPxyy (2.31=-0.049008

) s
Oy (23)=-0.050418 - fDypyy (2.3)=0.040008




En general se puede enunciar el teorema siguiente:
Teorema 2: 
[image: image37.png]Sila funcién (x,) > f1x,y ) es continua y tiene derivadas parciales continuas en cualquier punto de
coordenadas (¢,b) , pertenceienteaun dominio D, entonces, siendoh muy pequefio, las derivadas parciales

de f de orden m se pueden aproximar de la manera siguiente:

B flab) 1 L .
WNW;;\—L’Cgc,,f\awp—mbwq—jh\p+q>0 @5)

donde p+g=m, Co =1y

"V flab) 8 flabl 8™V flab) 89 flab)

oy’ B By )





Obviamente, la relación (25) es equivalente a cada una de las relaciones siguientes:
[image: image38.png]S flap) 1 s T
# 7;‘71?Cg{z‘fl‘Cpf‘awpfx‘hbwqf]‘h} pig>0 Q6

=

ey 12 o fe
#mhwq;‘fl‘Cp|:2‘f1‘lczf‘a+‘pf1‘hAbi»‘qu‘h‘:| ptg>0 QN

k=

La demostracién de la férmula (25) se puede hacer por induccién completa respecto al mimero natural
r=p+q=1.Si r=lentonces p=0yg=16 p=1y =0 ydl torema 2 es consecuencia del

teorema 1. i r=2 entonces p=1,¢ =1 yutilizando (26) y (9), resulta que

. .
hlfzz‘—l?C,’[Z‘—l"c,’f‘awl—x‘hAb+(1—])h

=

.

:hflz;‘(fl)lcf[f(ai»hbi»(lfj)h)ff‘mbi»(lf] =
=

7 flab))

[flathb+hi- flab+h)= flathbi+ f(a.b)]= p

Suponiendo quela propiedad a demostrar se cumple para p v utilizandola relacione (3), hay que verificar
que esto implica que se cumple también para p +1
Asi, r+1=(p+1)+4 yintroduciendolanotacién §=b + (g — )}, segiin la relacién (26) resulta que:

oifab_of of 1 1[omiflarhb)_ o7lab]]
aryt x|yt B eyt aop?




[image: image39.png]Lo flarhb) 107 lab)

» >
S -1(C fla+(p+1-ih, g Elflfc"f\awpth.ﬂ}

= =1

q{zﬂ‘\fﬂc”[ﬁfu»\p+171h.ﬂ\7fuz+\p—xhAﬂ‘]}:

P _‘( 1) C3[cBlastp+0m 8- Chrla+ i 6)- Chrlas phs)+Chrla+(p-Di )+

+C2slat(p-Dhg)-Clrlat(p-Din g )+ - +(4)Pc}{’/>u+h,/mud"*‘c}lj;wn,;l}

1%(’1)161 Choplat (p+1)h B1= Chafla ph, f) -+ ()P CLi fla, f] =

b=

h,,, Sy C’Tw 17 Chyfla+ (p+1-ihb+(g- k)
=

Si r+1=p+(g+l)y @=a+(p—ik, el razonamiento es anilogo:

o flab)_ a[ of ‘ab‘:|Nl[a””ﬁalwhwiap‘qf-a.bw}‘
h

™ ety eyt " op°




[image: image40.png]1 i flab+h) 187 lab)

Lo e
#—2;‘71‘Cp[i;‘fl"cgf‘abwq+lf]‘ }
= =

2
h =0 =0

.
LSy c;[jqﬂcsz b+ lg- m}

1

2 ioie? 0 1 1
7 2, 1) Cpleaslab @i )- Corlab s an)- CaslbranlvCysla,bt(a-hl-

DT s e+ (DT 1 DT s 4+ (T )

Seye T[C0, S (b + (g + D)= CL,, f (@bt gh)+ -+ ()™ T flab ]

T
=

h}“z‘ 5 oS 17 et pihbrig— i)
=

o
h,d_( ' Cl, V“—l Cifla+(p—ihb+ig—jh)

= =




Por consiguiente, el teorema 2 queda demostrado.
[image: image41.png]El siguiente programa utiliza el teorema 2 y ¢l orden delas derivadas parciales a calcular no se encuentra
limitado a 5. Para 0 <5, en general es mis lento que ¢l programa TDPEVHOS

‘Public Function TDPR2VHOm(ByVal a As String, b As String, m0 As Integer) As Variant
“Se caleulan ¢l valor de la funcién y de todas sus derivadas parciales
*de orden q en el punto (ab), (1 <= q <=m).
Dimx(2) As String, h As String, p As Long, ph() As String, il As Integer, m As Integer
Dimn As Integer, u As String, v As String, w As Integer, w1 As Integer, k1 As Integer
Dimi As Integer, ] As Integer, k As Integer, 1es() As String
Dimp! As Integer, q1 As Integer, p11 As String, q11 As String
Dim i As String, jj As String, sum As String, et As String, sd As String
n=7:m=m0:h="0.000000000000001"
Ifm0 <1 Thenm
p=15"m-§
ReDim resm, m~ 1, 2), phm = 1)
“Caleulo del valor dé a funcion
1es(0,0,1)= £a, b, p)

*Calculo delas derivadas parciales hasta el orden m.

Forpl=0Tom
Forgl=0Tom
Iipl - ql =k Andpl *pl ~q1 * g1 =0 Then
Forj=0Toql
Fori=0Topl
P11 =MidS(EuS(e), 1 g1l =MidS(SusS(q), )
= MidS(SS). 1) =MGdS (w1 ). )
x()=plL:x() =it
x(1)= RestarDec(x0,n) x2)=h
x(1)=MuliphcarDec(x0.1: x2) =a
SumaDec(x0,1)
x(1)=g11:30)=jj
x(1)=RestarDec(:0,n) x2) =h
x(1)=MuliphcarDec(x0,1) 32) =b
SumaDec(x0.1)
flu.v.p)
x(1)= Combinaciones(p11, i, n): x(2)= Combinaciones(q1 1, jj. )
MultphcarDec(:0.)
(=wxQ)=v
Q)= MultplicarDec(x0, m) x(1) = sum





[image: image42.png]weisj
w1=wMod2
1£w1 =0 Then
sum = SumarDec(x(, )
Ele
sum=RestarDec(x0, 1)
End1f

Nesti

1fp1 <0 Then
Forkl=1Topl:sd=sd~
End1f
1£q1 <0 Then
Forkl=1Toql:sd=sd~
End1f
respl, ql,2)=sd~
End1f
Nextql
Nextpl
Nestk
“Se retienen solo 6 cifas después del punto decimal.
Fork=0Tom
Fori=0Tom
Forj=0Tom
Ifi=j =k Then
at=1esij 1)
Foril =1 To Len(et)
If RightS(LeRS(et, i1), 1) =" Then
1es(i.. 1) = LefS(et, it = 6)
Exit For
End1f
Nextil
End1f

Nextkl

" *Tipo dela derivada

Nestk
TDPVHOm = res)





End Function

[image: image43.png]Ejemplo 5: Sea (xn.y) = f(x.y) definida por f(r.y) = x* + y*|e™® . Para hallar sus derivadas
parciales hasta el orden Sinclusive en el punto decoordenadas (2,1) |, utilizando el programa anterior, hay
que definirla funcién en el module] de la manera siguiente:

Public Function £(ByVal t1 As String, By Val 12 As Suing, p As Long) As Sing

Dimx(2) As String, u As String, v As String
Dim w1 As String, w2 As String, n As Integer

11 xQ)=t1
fultiplicarDec(x(, n)
2:x0)=02

= MlphaDec(s0.7)
()=

1= SumarDec(x(. n)
)=t x)=0

EXpR(2.)
£=\MuliplicarDec(x. )




End Function

Luego, efectuando el código:
[image: image44.png]‘Private Function CEDP2VHOm(ByVal x As String, ByVal y As String, ByVal m As Integer) As String

‘Dim1c As String, res() As String, sp As String
Dimi As Integer, j As Integer, k As Integer,tst As Swing, cmt As String
CheS(13)+ ChrS(10)

" cmt =" Derivadas parciales de orden: "

1e50 = TDP2VHOm(x, y, m)
"Valores deIa funcidn y de sus derivadas parciales en el punt

=SS =", - StS() -
txt=txt =1es(0,0,2) *1es(0, 0, 1) = rc = sp - emt =
Fork=1Tom
Forj=0Tom
Fori=0Tom
1Fi=j =k Then
txt=txt=resi j, ) < res(ij. 1) -1
EndIf
Nexti
Nextj
1fk <m Then
txt=tst=sp - emt =SSk = D) rc
EndIf
Nextk

CEDP2VHOm =txt




End Function

, se obtiene el resultado siguiente:

Valores de la función y de sus derivadas parciales en el punto [image: image45.wmf](

)

1

,

2

:

[image: image46.png]£=100.427684
Derivadas parciales de orden: |
£'x=180.769832 : f 'y =140.508758
Derivadas parciales de orden: 2
£ 00 =301.283053; f 'xy = 220.940906: £ 'yy = 220940906
Derivadas parciales de orden: 3
F o0 = 461967349 f iy = 342454127 f 'xyy = 301283053 £ 'yyy = 341454127
Derivadas parciales deorden: §
f ooor = 662822718 f oy = 502138423 f ooy = 421796275
Ftayyy = 420796275 £ yyyy = 341.502.138423
Derivadas parciales deorden: 5
£ 00000 =903.840161: f ooy = 702.993792: f ooy = 58248057
£ oy = 542300496 £ xyyyy = 58248057 £ yyyyy = 702993792
Derivadas parciales deorden: §
F ooooor=1185.046677 ;£ ooooy = 944020234 f ooy = 783 335939
F ooy = T02.99379L: f oy = 702.993791: £ xyyyyy = 783335939
£y = 944.020234




Lo expuesto para las funciones reales de dos variables se puede enunciar (con pocas modificaciones)  para las funciones reales de tres o más variables reales.
Teorema 3: 
[image: image47.png]Sila funcién (x,,2) = f{x,7,2) es continua y tiene derivadas parciales continuas en cuzlquier punto de
coordenadas (¢,b,¢) pertenccienteaun dominio D, entonces siendoh muy pequetio, las derivadas pardales
de f de orden m se pueden aproximar de la manera siguiente:

o™ sla,b, g

v ’ ;
2 2 2 T flarpmihbelg- e st -1 prger >0 (28)
—0j=0i=0 Tav

alyla’
donde m= prger

La demostracién dela férmula (28) se puede hacerpor induccién completarespectoa § = p+q + 7, como
sehahechoen el caso delas funciones de dos varizbles. Enelcaso s =16 s = 2 (dos o uno delosmimaos
P.q yres nulo) y e teorema 3 es consecuencia de los teorema 1 6 teorema 2, respectivamente. Lucgo,
suponiendo quela relacién (28) se cumplepara 71 = p+ g+ r, queda a demostrar quese cumpletambién
para s+1. A continuacién hay tres casos posibles

mtl=(p+D)+gtr, m+l=p+@+D+rém+l=p+q+(r+l)

En el primer caso, si h es lo suficientemente pequefio y notando §=b+(g— jlhiy y=c+(r—kh)

8™ flab.e)_ a[ o f } 1 {6(”‘)f‘a+kb‘c‘76“”/’%2;1}

@by
e 5| aro AN

1 r q ’4
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Tz ‘71\]*"6’:64 2 fla+ (p+1jn.8.y) - CL fla+ ph .y~

wi=os=0

—CLfla+ph By 1+ Chfla+(p—10 B,y = — - +(~1F CZ3 flat b B.y) 1+

(=17 CE flath By 1+ (=177 C2 fla. By
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En los otros dos casos, después de cambiar el orden de los sumatorios, se procede de manera análoga. Así el teorema queda demostrado y se observa que es fácil extenderlo para funciones de más de tres variables. 
[image: image49.png]‘Public Function TDPf3VHOm(ByVal a As String, b As String, ¢ As String, m0 As Integer) As Variant
“Se caleulan el valor de Ia funcién y de todas sus derivadas parcialés
*de orden q en el punto (ab) (1 <= q <=m).
Dimx(2) As String, h As String, p As Long, ph() As String, if As Integer, m As Integer
Dimn As Integer, u As String, ¢ As String, « As String, w1 As Integer, w2 As String
Dimi As Integer,j As Integer, k As Integer, res() As String, et As String
Dimp! As Integer, q1 As Integer, 1 As Integer, kO As Integer, i0 As Integer
Dimp11 As String, q11 As String, 111 As String, sd As String, kk As Integer
Dim i As String, Jj As String, sum As String, k1 As Integer
n=7:m=m0:h="0.000000000000001"
Ifm0 <1 Thenm=1

p=15"m-§
ReDimres(m,m=1,m=1,2), phm = 1)
Valor de la funcién en ¢l punto (a,b.c)
125(0,0,0, )= a, b, p)

Potencias deh

ph(k) = MultiphcarDec(x(, n)
Nestk
Caleulo de las derivadas hasta el orden m,
Forkd=1Tom
Forr=0Tom
Forgl=0Tom
Forpl=0Tom
Ifp1 - ql ~x1 =KD Andp1 * p1+ql * gl =x1 *11 0 Then
Fork=0Tox!
Forj=0Toql
Fori=0Top!
p11=MidS(StrS(p1), 1): q11 = MidS(StrS(qh), 1):x11 =MidS(SuS(@1), 1)
MIdS(SES(), 1):]j = MidS(StrSG), 1): kk = MidS (SrSe), 1)





[image: image50.png]%(1) = Multiplicar(x(), n): 5(2) = Combinaciones(r11, kk, n)
= Multiplicar(x(, n)
x()=wxQ)=v
%(2) = MultiplicarDec(x(), n): x(1) = sum
Sk
w1 =2 Mod2
1£w1 =0 Then
sum = SumarDec(x(, )
Ee
sum=RestarDec(x0, 1)
End1f
Nesti
Nextj
stk
(1) = sum: x(2)=phipl ~ q1 ~11)
ividiTDec(x(, 6, n) ' Valor mumérico de la derivada

1£p1 <0 Then
Forkl=1Topl:sd
End1f
1£q1 <0 Then
Forkl=1Toql:sd
End1f
1f11 <0 Then
Forkl=1Torl:sd=sd~
Endlf
res(pl, ql.1,2)=sd=" =" " Tipo dela derivada calculada
End1f
Nextpl
Nextql
fextxl
Nextk0
“Se retienen solo 6 ciffas después del punto decimal.
Fori0=0Tom
Fork=0Tom
Forj=0Tom
Fori=0Tom
Ifi=j~k=i0 Then
ef=resij.k, 1)
Foril =1 To Len(et)
If RightS(LeRS(et, i1), 1
1es(i,j,k, 1)= LeRS(et, i1 ~6)
Exit For
End1f
Nextil
Endlf
Nexti

": Nextkl

Nextkl





[image: image51.png]TDP3VHOm = res)






End Function

Ejemplo 6: 
[image: image52.png]Sea f: B = Rla funcién definidapor f(x,.z) =In(xy +2). Enel modulo 1 deun programa Visual-
Basic hay que redefinir la funcién anterior de la manera siguiente:

‘Public Function f(ByVal t1 As String, 2 As String, 13 As String, p As Long) As Stiing
Dimx() s Suing. 1 As Iteger, u s Sting





End Function
Luego, ejecutando el código siguiente se obtienen los valores numéricos de las derivadas parciales hasta el orden m; 
[image: image53.png]Private Function CEDP3VHOm(ByVal x As String ByValy As String ByVal z As String, ByVal m As Integer) As String
Dim e As String, res() As String. sp As String.txt As String, emt As String
Dimi As Integer,j As Integer, k As Integer, KO As Integer, punto As String
res) = TDPSVHOm(x. v, 2. m)
re= ChrS(13) = Chas(10

‘Derivadas parciales de orden: *
i
sp = "Valores de la funcion y de sus derivadas parciales en el punto:

punto="("=x =

e punto - 1c

tt <res(0.0,0, 1) 1e = sp = emt ="1"xc
Forkd=1Tom
Fork=0Tom
Forj=0Tom
Fori=0Tom
1fi=j~k=k0 Then
tt=txt-res(ij.k, 2) = resLj. k. D)+ xe
EndIf
Nexti
Nextj
Nextk
1£k0 <m Then
tt=txt = sp = emt =SSO = 1) ~xc.
EndIf
Nextkd

CEDP3VHOm = txt




End Function
[image: image54.png]Silas derivadas pacials dela funcion considerada s caletan en el punto de coordanadas (2.3.2) hasta lorden 71 = 3 , ol
codigo anteror devuelve el sesultado siguiente enuna caja de textos:

Valores de la funcién y de sus derivadas parciales en el punto (2,3,2)

f=2079441

Derivadas parciales de orden: 1

F1x=0374999: £y =0.249999: f 'z

124099

- Derivadas parciales de orden: 2
£ 0= —0.140624: £ 'xy = 0.031249: £ yy = -0.062499
Fixz=-0046874: f 'yz=—0.031249; f 'z =-0.015624

- Derivadas parciales de orden: 3

F 000 = 0105468 f oy = 0023437 f 'y = ~0.015625
F'ypy=0.03125; f oxz=0.035156: £ 'xyz = -0.007812

£ 'yyz= 0015625 f 'xzz=0.011718; f'yzz=0.007812; f 'zzz = 0.003906
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