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PROBLEMA N21: DINAMICA DEL CUERPO RIGIDO

El disco delgado uniforme gira alrededor del eje OG a medida que rueda sin deslizar
por el plano 1. El extremo O del eje esta soldado a un collarin deslizante que gira
alrededor de una varilla vertical fija.

Datos:

L =09 [m]

m = 0.54 [kg]

R = 0.3 [m]

- *ra:i]

5

La terna ({7, 1=, Z =) es fija referida al marco de referencia y la terna (X, Y, Z) es mévil, al cual

referiremos todos los valores de cdlculo a excepto que indiguemos lo contrario. Esta
terna se encuentra rotada 20° respecto a la direccién negativa de 7 de la terna fija.

HALLAR:

a) Invariantes vectorial y escalar. Tipo de movimiento.
b) Velocidad de un punto P en funcidn del tiempo.

c) Aceleracion angular de la rueda.

d) Aceleracion de P.

e) Energia cinética.

f) Tensor de inercia en O y graficarlo.

g) Reacciones dindmicasen Oy C.
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Desarrollo

a) Invariantes vectorial y escalar. Tipo de movimiento

El INVARIANTE VECTORIAL del sistema se lo define como al vector rotacién @ que es la

resultante de todas las rotaciones que afectan al sistema y esa resultante serd la
misma cualquiera sea el centro de reduccién adoptado. Con lo cual tenemos que

n
E=§a:

=1

Para poder calcular el invariante vectorial necesitamos descomponer i.; en la terna

movil (X, Y, Z) y determinar la velocidad de rotacion con que gira la rueda, que lo
llamaremos ;.

A @3 lo obtenemos aplicando la forma impropia de la ley de distribucién de
velocidades (FILDV), en la cual necesitamos conocer la velocidad de un punto, que en
nuestro sistema conocemos la del punto Cy O, al punto O lo llamaremos CENTRO DE
REDUCCION del movimiento. Por lo tanto la velocidad de O es cero debido a que las
rotaciones del sistema se intersecan en ese punto.

Con lo cual tenemos: ¥y =1g5+ @ ATqp (FILDV) [1]

Las velocidades de O y C son nulas. La velocidad de O por lo explicado anteriormente, y

la del punto C porque, entre el disco y el plano Tt no hay deslizamiento.

En tanto que 7-; representa el vector posicién con origen en O y extremo en C.

Siempre referido a la terna movil.
=y + @y
i, = —6s5in20 j+6cos20k

e A

iy = _Er_il: ]

7y =1j— Rk

5, =17, =0

De la ecuacion [1] nos queda:

& Af.p =0  Reemplazando obtenemos

[—(6sin20+w,)j+ 6cos20k] A[lj—RE| =0

Mecdnica Racional - Rodriguez, Jonathan Exequiel Pdgina 2




(6R sin20 + w,R)i —

Igualando los términos en la direccion i despejamos la magnitud de la velocidad de

rotacion de la rueda ( w;).

6lcos20 — 6R sin 20
R

w, = 14.86 [ﬂ]

L

Una vez encontradas las velocidades de rotacién que actuan en el sistema (referida a
la terna movil), podemos expresar el INVARIANTE VECTORIAL

_ . 6lcos20 — 6Rsin20 |-
w=— 6520+

+ 6cos20k
R ] COS

Reemplazando los correspondientes valores en la expresidon anterior, tenemos:

@=-16.9)+ 5.6 k| |=]

EI INVARIANTE ESCALAR () expresa que los vectores velocidades de un sistema
material rigido proyectados en un determinado instante sobre la direccion del vector

rotacidn son constantes. La expresion nos queda de la siguiente manera:
uw= %, .& (Producto escalar)[2]

Donde 7, representa la velocidad de cualquier punto y éi el versor en la direccion de

i que va cambiando a cada instante (gira a la misma velocidad que la terna movil).
Para calcular 1, vamos a utilizar la velocidad del punto G (utilizando FILDV).

Ve =V, T ATz

Vg = 6sin 20 +

{ 6lcos 20 — 6R sin 20J1

R i+ ECDSE-G-E}HIE

Ty = —6lcos20 i

I 6lcos20 — 6Rsin 20
o |= [{6sin 20+ =

\

)2+ { 6cos20)?
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- —[Es'mZIZI— El::lsEIII—REREmED] ﬁ ¢ o220 ;
= - 1T - 3
El::ls2IZI—RER 5m2IZI._:I: +( 6c0s20)7 ,\:'I:Es'm2|:l— El..:lsEIZI—RER slnEEI}: +( & cos20)7

,\:'I:EsinEIIl +

Por lo tanto reemplazando en la ecuacidn [2], nos queda:

TIPO DE MOVIMIENTO: Los invariantes escalar y vectorial suministran importante
informacién, como el tipo de movimiento del sistema. En el caso que p = 0 tenemos

dos posibilidades, que la velocidad del punto G sea nula (Movimiento de rotaciony G
es un punto del eje de rotacién), que en nuestro caso no lo es y la otra es que @ sea
perpendicular a ¥¢, que es lo que sucede en nuestro caso y por lo tanto el tipo de

movimiento es de ROTACION INSTANTANEA. Otra forma de darse cuenta es a través
de las rotaciones concurrentes, en el que se obtiene una rotacion instantanea con polo
en el punto O.

b) Velocidad de un punto P en funcion del tiempo

Para determinar la velocidad del punto P en funcién del tiempo, tomemos una vista
del disco en el plano ZX, y analicemos como varia el vector posicidn del punto P visto
desde G (7). Para esto llamemos 6f[t] al &ngulo que hay entre 5.y una de las
direcciones, en nuestro caso es en la direccién positiva de Z (referido a la terna movil).
A su vez B va a depender de la velocidad de rotacion del disco, es decir .

y4

Apreciando de la grafica podemos determinar 75, por lo tanto tenemos:
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fpe = —Rsin@i+RcosB k = wy.t

Aplicando FILDV podemos determinar la velocidad del punto P, referido siempre a la
terna movil.

By =Tp+ ATpp  [3]
Donde:
oo = Teo + Tpg
Too = 1]
Por lo tanto, tenemos que:
fop = —RsinB® i+1j+ RcosB k

De la ecuacidn [3] la velocidad del punto P nos queda:

_ . 6lcos20 — 6R sin 20
Vp=[— 6sin 20 + R ]

i+ Ecnszﬂi}ﬁ{—RsinE i+1j+ Rcose k}

6lcos2Z0— 6Rzin20 . . . .
= |+6cos20(i—6Rcos20zinfj —Rsinf |6sin20+

Glcos20— ERREnZD]E‘

Tp = —[Rr:rs'ﬂltﬁsinzll— -

|I:rF =—(5.1+5.1cos0)i—1.7sinf j— 5.lsinﬁ'.fz| [E]

c) Aceleracion anqular de la rueda

La aceleracion angular (¥) representa la variaciéon de la velocidad angular (&) con
respecto al tiempo. Por lo tanto tenemos:
dig

'F:E

Siendo; @ = (wyl, —wy J, w7 k)

_ dwy di  dwy | dj dw, dk
¥F=—.i+w

dt ar dr g ar T “rgr

Los primeros dos términos son cero, debido que la velocidad angular no tiene
componente en la direccion de X, el tercero y quinto también son nulos, porque tanto
wy Como @z son constantes y no varia en el tiempo. Ahora lo Unico que queda

determinar de la expresidn anterior es como varian los versores (j ¥ k) con respecto al

tiempo.
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Utilizando la formula de POISSON que permite expresar las derivadas de los versores
en funcién de un producto vectorial entre la velocidad angular impuesta a la terna
movil y el mismo versor.

Con lo dicho anteriormente la velocidad angular que hace variar a los versores (7 v k)

es 4. Por lo tanto la formula de poisson nos quedan:

A

Reemplazando estas ultima expresiones en la ecuacién
¥=—wy.iy A] +wz.d; AEK

i, A = (—6sin20§+ 6cos20k) A’

@, A] = —6cos20i

i, Ak=(—6sin20 j+6cos20k) A&

iy A k= —6sin20 1

6lcos 20 — 6Rsin 20
R

}7=—[65in20—

] .(—6cos20)i+ 6 cos20.(—6s5in20) 1

Y= — - (l1cos20 —Rsin20}i

Ahora comprobémosla referida a un sistema de referencia paralelas a la terna fija, la
cual también estara en movimiento.

La expresion de la aceleracion angular nos queda:
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—w, cos 20 j + (w, + w, sin 20)

Por lo tanto:

_ d{w-cos20) i d d{wq + w, sin 20) i , d
f=—|—F" { ::0520}7] + . (g + sin 20) —
at at. at dat

De esta ultima expresion tanto 4 ¥ son contantes y no varian en el tiempo, lo mismo pasa

con el versor k. Lo cual nos queda:

= 20)2
= —(w; cos20)—
r="1 dt

Con la expresién de poisson determinamos la variacién del versor | respecto del

tiempo.

Remplazando en la expresion anterior;

¥ =6{w-c0s20) 1 ;

— 14386 [E]

=

¥ = {6+ 14.86 + cos20)

Como se puede apreciar, por las dos formas llegamos al mismo resultado, es decir,
gue la aceleracién angular no depende de la terna que hayamos elegido.
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d) Aceleracion del punto P

Para determinar la aceleracion de un punto P del disco en funcién del tiempo,
utilizaremos la forma impropia de la ley de distribucion de aceleraciones (FILDA).
Teniendo en cuenta las mismas consideraciones que planteamos para la velocidad.

@Gp = 8+ FA fpg + & A(@ A Tpp ) [4]

Basandonos en el mismo grafico en el cual determinamos la velocidad del punto P,
obtenemos el vector posicidon 75, . La aceleracion del punto O es nula, debido a que las

rotaciones concurren en ese punto y a dicho punto se lo llama polo.

Trabajaremos con las expresiones numéricas, por lo tanto tenemos:

7=83781 |5

=

Fop = —0.35in81+ 097+ 03cosBk [m]

@=-169]+ 5.6k [ﬂ}

=

Calculemos los términos por separados;
FA Fpp = 83.781A[—0.35in01+ 0.9]+ 0.3 cosBK]

= 2513 cosBj+ 754k

@ N Fog =(—16.97+ 56k)A[—0.35inB1+ 0.9+ 0.3 cosB K]
- . - . = i
= —(5.04+ 5.07 cos 6) i — 1.68sin 6 j —5.07sin 6 k |5]
G nl@ A Fop ) =(-16.97+ 5.6 k) [-(5.0¢ + 5.07cos8) { — 1.685in@ j— 5.07 siné k]

=95.05sin @ i — (28.2 + 28.4cosf) j — (85.17 + 85.68 cosH) k [:Ez]

Reemplazando estas expresiones en la ecuacién [4] y operando, determinamos la
aceleracién del punto P.

dp=95.1sinf 1 —(28.2 4+ 53.5cos6) j—(9.77 + 85.68¢cos8) k
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e) Energia cinética

La energia cinética para un sélido en movimiento rototraslatorio viene dada por la
siguiente expresion:

1 5 1 2 - -
e =_mvy + ;qum w” + mvy . A Ty [5]

Como se puede observar la energia cinética estd compuesta de tres términos, vamos a
explicar qué significado tiene cada uno de ellos.

El primer termino llamémoslo &€; = -muy;, éste recibe el nombre de energia cinética

de arrastre o de traslacién y es la que tendia el sistema en el supuesto que toda la
masa estuviera concentrada en el centro de reduccidn, siendo generada por la
velocidad de éste ultimo.

Al segundo término g, = -I__ 1 @", se lo denomina energia cinética relativa o de

rotacidn y esta originada por el movimiento relativo de cada punto respecto del centro
de reduccion 0, .

Tercer y Ultimo término e; = mvy, .@ A T, recibe el nombre de fuerzas viva
compuesta y su valor depende del centro de reduccién. Esta puede anularse si se toma
como centro de reduccidn a un punto fijo, es decir, perteneciente al eje de rotacidn, en
lo que también anulariamos &;.

Para nuestro caso vamos a elegir como centro de reduccidn el baricentro del sistema,
es decir, al punto G (la masa del brazo OG es despreciable).

Con lo cual de la ecuacion [5] anulamos el tercer término (g5), debido a que 7z es nulo
(vector posicidon del punto de reduccién al baricentro del sistema, que en nuestro caso
coinciden por haber tomado como centro de reduccidn al baricentro). Por lo tanto la
expresion se reduce a:

1 ., 1 5
e = Emﬂg + __fuusf"-"

Desarrollaremos los cdlculos por separado.

l 2

gy = M-

1 =
2

La velocidad del punto G la hemos hallado en el inciso [&], colocaremos su expresién y

valor.
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Ve =V, Tw ATy
v = —6lcos20 1

vz = 361*(cos20)?

La masa del sistema es dato, con lo que &4 nos queda:

l - -
e, = EmSﬁI‘ (cos20)°

e, = 18ml*(cos20)?

[Joule] 6 [Nm]

Para determinar &, calcularemos primero el tensor de inercia del cuerpo respecto del
punto G, sobre las direcciones (X,Y;, Z,), para luego hallar el momento de inercia del
cuerpo sobre un eje paralelo a la velocidad angular (&) que pasa por el centro de

reduccién (G), es decir I, .

Al tensor de inercia lo obtenemos de tabla;

_ Ipizr —Ixwvs —Ixiz

'{G = _*';1'1}’1 *'}’11’1 _*r:w1z1
_*r;-:1z1 _IY121 1r2121

Cada elemento de este tensor tiene un significado, los elementos de la diagonal
principal representan los momentos de inercia polar, y estan referidos respecto a cada
uno de los ejes. Mientras los demas elementos ubicado a los lados de la diagonal
principal representan los momentos centrifugos, y estan referidos respecto de los
planos coordenados.

Ahora para calcular [ observemos el siguiente grafico:

LAY
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Proyectando la inicia de cada eje en la direccién de I

IATslEy

=

lnwe = Caxileizn T 553-1*’;-1;-1 T Coz1lz1m [6]

=

Donde los C_,.4,C C,z1 son los cosenos directores entre el eje & pasante por el

iyl

punto Gy los correspondientes ejes X,,Y;, Z4. Con lo cual tenemos
C, . = cos(ew ,X,)

C cos(w ,¥;)

oyl

C..q4 = cos(w,Z,)

Observando de la grafica se puede determinar el angulo entre i y el eje Z al que

llamaremos . A su vez;

@ = a+ 20°

Aplicando el teorema del coseno determinamos «:
w; = w® + w] — 2ow, cosa

Despejando de esta ultima expresidn @ obtenemos:

W Ty — ddg

& = drc cos
2wy
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Donde:

w = /(16.9% + 5.67)

rod

w0, =6 [

&l coe 20— &R sin 20 rad
=149 29
R K

Wy =

Por lo tanto:

317+ 36— 220.8
2x178%6

o — drc cos |:
i = 51.8°
Con lo cual @ = 71.8°

Ahora calculemos los cosenos directores:
C..,=cos(90)=0
C..,=cos(90+ @)= —095

wyl

C..,=cos(g)=031

Reemplazando estos valores en la expresion numero [6]

L1 , S 1 ,
Lywe = (=095)*-mR? + (031) - mR?

51 5 ,1 .
e = [—0.95)‘50.54[0.3]‘ + (0.3 lj'ZG.S-’-l[G.Ej'

|lywe = 0.023|  [Kgm®]

Por lo tanto la energia cinética relativa o de rotacién, nos queda de la siguiente
manera.

1
€, ==
& 2

I ct”

1 ,
e, = 50.023(17.8)’
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oute

La energia cinética es:

le =6.95 +3.64 = 10.6] [Joule]

f) Tensor de inercia en O y graficarlo

Para encontrar el tensor de inercia en el punto O, necesitamos trasladar el tensor de
inercia centroidal del punto G hacia el O sobre unos ejes paralelos a (X;,¥;.Z,) que lo

llamaremos (X, Y, Z). Con lo que utilizaremos el teorema de Steiner y sus expresiones
son la siguiente:

=

Iyx = Iyixy +m(y™+2°

Ly = T + x?)

Iyx = Iyy = Iyqyy — mxy
Ipy = Iyz = Iyyzy —mxz

Iyz = Izy = Izyyy — mzy

Del primer grafico se puede observar que el vector posicion de O a G es:
Fop =(x=0,y=1z=10)

Reemplazando en las expresiones anteriores, tenemos;

Iix =-mR* +ml® =2054(03 )* + 0.54(09)* =045  [kgm?]

Iy =-mR%=2054(03)2= 0024 [kgm?]

=ZmR?+ ml® =3054(03 )% +054(0.9)* =045 [kgm?]

4
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Formemos el tensor

Grafica del tensor de inercia en el punto O:

Analicemos la siguiente expresion;
il = Iﬁh‘xi + *rwxzz + *r.a'z?‘-'sl2 — 2(Lypxy %5 + Lpxy 23 + Irpxsx,)
Esta expresion es la de una superficie cuadratica centrada en O, llamada ELIPSOIDE.

También se denomina a esta superficie elipsoide de inercia relativo al punto O del
cuerpo regido dado. La geometria del elipsoide define por completo las propiedades
inerciales del cuerpo respecto de O, es decir, representa graficamente el tensor de
inercia en dicho punto. En general a cada punto del cuerpo ird asociado un elipsoide
diferente.

El elipsoide en nuestro caso tiene tres ejes de simetria; siempre sera posible orientar
las direcciones coordenadas de manera que coincida con dichos ejes, obteniéndose la
ecuacion canodnica.

Los momentos de inercia respecto a estos ejes reciben el nombre de momentos
principales de inercia y a los ejes se les llama ejes principales de inercia. Para esta
orientacién de los ejes se anulan los productos de inercia y la ecuacién cuadratica se
convierte en:

1=1Iypxi + Lppxs + Lyx3| [7]
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La ecuacién candnica de un elipsoide es:

2

x
1:a_2+

+Z
ol

y?
b2

Donde: @, b, ¢ representan los semiejes del mismo. Por comparacion de la ecuacion [7]

e [8] determinamos los semiejes del elipsoide de inercia, que estdn dado por;

1
a_:

v xx

Remplazando los valores obtenemos:

1=0.45x"+ 0.024y> + 0.45z2°

Para realizar la grafica de esta ecuacion, utilizaremos un software como por ejemplo
MATHEMATICA 6. Colocando la siguiente sintaxis.
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e=ContourPlot3D[0.45 x*2+0.024 y*2+0.45 z~2[11,{x,-1.5,1.5},{y,-6.5,6.5},{z,-2,2},
AxeslLabel—{ "X","Y","Z2"},Axes-> True , ContourStyle — Directive [Orange, Opacity[0.8]
, Specularity[White,30]]]

Veamos tres vista del elipsoide en los siquientes planos:

PLANO YZ:

Show(e,ViewPoint—{20,0,0}]
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PLANO XZ:

Show[e,ViewPoint—{20,0,0}]

1

PLANO XY:

Show(e,ViewPoint—{20,0,0}]
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g).Reacciones dindmicas en Oy C

Para poder hallar las reacciones dindmicas R,y ,Rny,RyzYy Re; aplicaremos las

ecuaciones cardinales de la mecanica. Ellas son:

Zy

Ecuacion de NEWTON

_ _ d@ _
F,=F +F = d—J +0AQ

gL

Donde:

F;Representan las fuerzas exteriores o las fuerzas totales, es decir estaticas y

dinamicas, se la expresa como la suma de las fuerzas activas y reactivas.

F; Representan las fuerzas reactivas, que son las reacciones que debemos encontrar.

d S . I

L—ﬂ Representa la variacion de la cantidad de movimiento () respecto de la terna
[ ?.51

movil como si ésta estuviese detenida.

{1 Es la velocidad angular de la terna mévil (impresa a ella). Que en nuestro caso es @,
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Ecuacion de EULER:

)

_ dK - -
Me oy = d_;| TOAKG + Vi) AQ
,

9

Donde:
Mg, Es el momento de todas las fuerzas exteriores respecto del centro de momento

O1.

dE o A S Ref o
[F] Representa la variaciéon del momento cinético( K} respecto de la terna movil
v el

como si ésta estuviese detenida.

Como primer paso determinemos todo los términos por separado de las ecuaciones
cardinales.

Cantidad de movimiento (3):

g =mV,

Esta expresidn nos dice que la cantidad de movimiento total del sistema es la que
tendria su baricentro en el supuesto de que toda la masa estuviese concentrada en él.

La velocidad del punto G la determinamos en el inciso (a);

Fe = —6lcos20 i

g

Por lo tanto ¢ nos queda:

|Q_ = m (—6lcos20) i|

@ = 0.54(—5.1)1

Por otro lado;

Debido a que no varia respecto a la terna movil.
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Calculemos el término 11 A @, donde 11 representa la velocidad angular é; :

i, AN@ = (—6sin 20 |+ 6cos 20k) A m (—6lcos20) i

&y, A @ = —(36mlsin 20 cos 20)k — (36ml(cos20)?)j

i, N\g=—-56k—154]

Por lo tanto de la primera ecuacién cardinal (NEWTON) tenemos:

_ d
Fy =[d—f| +w, AQ

F,=-154] -5.6k

Calcularemos ahora el momento cinético en el punto O.

Kigy = T AV, oy + I, &

¥

Donde 7;; es la posicidn del baricentro respecto al centro de momento Oy V;;-es la

velocidad de ese punto, que en nuestro sistema es un punto fijo por lo tanto su
velocidad es nula.

El primer sumando del término de la derecha de la Ultima expresidn, expresa que una
parte del momento cinético respecto del punto O seria el que tendria toda la masa
como si ésta estuviese concentrada en el punto G y con la velocidad de O. Recibe el
nombre de momento cinético “"de arrastre u orbital".

El segundo sumando es el debido a las velocidades relativas a O y se denomina
momento cinético relativo o propio.

—mR? +ml?
4
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Realizando la operacidon matricial nos queda:

Con lo cual de la expresidn anterior nos queda:

I,o=—-04j+25k

Por lo tanto;

Kioy=—04j+25k

O, ARy =(-2j+56k)A(—04]+25k)

. dE = A Ang p 25
El termino [;] = 0; el momento cinético no varia con respecto a la terna movil.
¥ el

Por lo tanto de la segunda ecuacién cardinal (EULER) nos queda:

2] ()

Mg, = —2.761
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Observando del grafico anterior y con ayuda del diagrama de abajo, aplicando la
expresion de newton logramos obtener un sistema de ecuaciones. Reemplazando en
ella y separando en sus respectivas componentes surge (Para el calculo de las
reacciones dindmicas no se considera el peso del sistema).

0
7)) Rpy —Rpsin20=—154
k) Rp;+ R.cos20=-56 [10]

Aplicando la ecuacion de euler y procediendo como en el caso anterior, teniendo las
mismas consideraciones, pero antes de determinar el momento sobre el eje OX,

analicemos el siguiente diagrama, que es una vista simplificada sobre el plano Z¥":

| mg

s R 5in 20

Rccos20 | | R,
/2091
El momento sobre el eje OX y teniendo en cuenta la ecuacién de euler es:
R.cos20=L —R_sin20=R = —276 [11]
R.(Lcos20 — Rsin20) = —2.76

B —2.76
~ (Lcos20 — Rsin 20)

R- [12]
—2.76

R-=
¢ (0.9cos20 — 0.3sin20)

[V]
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R, =—3.71[N] |

De la ecuacién de sumatorias de fuerzas en la direcciones ] y k, ecuaciones [9] y [10]

despejamos las otras reacciones Rz y Rgy;
R,y = R.sin 20 — 15.4 [N]

R,y = —3.71s5in20 — 15.4 [N]

R,, = —16.66 [N] |

R,; = 3.71cos20— 5.6 [N]

|Roz = —2.11 [N]|

Ahora descompongamos estas reacciones en unos ejes paralelos al sistema de
referencia (' -,Y-,Z-), que llamaremos ( ) que estard en movimiento con el

sistema.

Para ello analicemos el siguiente
grafico;
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Las reacciones Ry, Ry Ry, corresponden al sistema de referencia (X, Y, Z), lo que
queremos determinar son las reacciones producidas en el sistema de referencia
( ), 0sea y

Proyectando cada componente en sus respectivos ejes nos queda;

= Rgx =0 [N]
=R-=-3.71 [N]
= Rpycos20

—16.66 s5in 20

=569 [N]

= Rgzcos20

=—-2.11cos20

=-1.98 [N]
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PROBLEMA N22: VIBRACIONES FORZADAS AMORTIGUADAS

El motor de la figura estd montado sobre dos resortes, cada uno de constante
k

= 10507 [ﬂ El amortiguador posee un coeficiente € = 140 [i—‘g] El motor,

incluyendo la base de montaje y la masa desbalanceada B, pesal71.7 [N].Lamasa B

pesa 4.45 [N]yselocalizaae =0.0762 [m] del centro del eje O.

En régimen, el motor rota a w = 300 [rpm].hallar:

a) utilizando el diagrama de fuerzas actuantes durante el movimiento, encontrar
la amplitud y fase del mismo.

b) Determinar la fuerza maxima y minima ejercida sobre la base por los resortes e
amortiguador; y la fuerza combinada de ambos.

c) Hallar la velocidad de resonancia y la amplitud del movimiento en esta
condicién.
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DESARROLLO

Determinemos la fuerza de excitacién (Fz ) periddica que hace que el motor vibre. Esta

es la fuerza centrifuga debida a la masa desbalanceada del motor. Dicha fuerza tiene
una magnitud constante de:

FD = mEﬂ'n
Donde:
mg; Es la masa desbalanceada
a,,; Es la aceleracion normal en donde la podemos expresar como:
ﬂ:n = T'n:r_?:

Por lo tanto tenemos:

F, =mgrw”

rod

Pasemos la frecuencia circular del motor a [T]

rer 2w 1lmin
w = 300

min rev 60s

rad
w = 10w [—]
5

r=e=00762 [m]

F,=045% 0.0762% (10m)* [N]

F, =33.85 [N]

La oscilacién en la direccién vertical puede expresarse en la forma periddica como:

F; = F, cos(wt)
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F. = 33.85cos(10mt) [N]

Realizamos el diagrama de cuerpo libe (DCL) del sistema para poder determinar la
ecuacion diferencial del movimiento que satisface al mismo.

El sistema de referencia se coloca cuando el cuerpo estd en equilibrio estatico.

Fr

N

Fa

N

y‘f"o

Donde:

F5; Es la fuerza resultante de ambos resortes y es proporcional al desplazamiento

vertical.

F,; Es la fuerza del amortiguador y es proporcional a la velocidad.
FA = Ci:r

Donde ¥ representa la derivada primera de la posicion respecto del tiempo, es decir, la

velocidad.

En movimiento aplicamos la segunda ley de newton, es decir & F = m¥. Para poder

determinar la ecuacion diferencial del sistema.
Fp —F, —Fp =my

Dividimos m.a.m. por m
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Reemplazamos por sus respectivos valores:

F cos(wt) € . k B
———}:r——}:r :_1"

m T m

Reacomodando la ecuacién diferencial nos queda:

.k F, cos(wt)
¥y+—yv+—y=——"—"—7—

L T L

Plantearemos la solucion de la ecuacion diferencial solamente para el estado
estacionario o permanente, que es el que persiste durante el movimiento.

Proponemos como solucidn a:

v = Acos(wt) + B sin(ewt) [10]

Derivamos dos veces la funcidn anterior y la expresién obtenida la reemplazamos en la
ecuacioén [9].

¥ = —Aw sin(wt) + Bw cos(wt)

= —Aw® cos(wt) — Bw? sin(wt)

- . o oA R . K . . F, cos(wt)
—Aw*cos(wt) — Bw* sinfwt) + ;[—A:u sinfwt) + Bw cos{wt)] + o [4 cos(wt) + B sinwt)] = 9T

Agrupamos los términos de los cosenos y senos

. C k . C k F_ cos(wt
cos(wt) [—f-lm‘ +Bw—+ A —] + sin(wt) [—Em' —Aw—+EB—| = D—H
m m m m m

Para poder determinar las constantes A y B, igualemos los coeficientes de los senos y
COSenos.

, c k F
—Aw?+ Bo— 4+ A— =2
T T T

0

ke

- [
—Bw*—Aw—+EF—=
T i

Armamos un sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas, problema resoluble. Ahora
podemos determinar las constantes A y B, utilizando un programa de cédlculo como el
MATHEMATICA. Con lo cual las constantes nos quedan:
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ae F (k—ma?)
"~ (Cw)? 4+ (k— mw?)?

[11]

B 33.85(2 = 10507 — 17.52 = (10m)?) Ns?
(140 =10m)% + (2% 10507 — 17.52(10m)2)? ‘kg

|A=0.00379 [m]|

F Cew

B = €0 T (k= mal)?

[12]

33.85 = 140 = 107 Ns?
B = _ —
(140 = 107)2 + (2 = 10507 — 17.52(10m)?)?

[ ]

kg

|B = 0.00448 [m]|

Vamos a darle otra expresion a la ecuacién [10], teniendo en cuenta las ecuaciones
[11]y [212].

Observando del grafico tenemos que:
E = Hsing
A=Hcosg

Reemplazando estas expresiones en la ecuacion [10] y operando;
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v = H cos p cos(wt) + H sin ¢ sin(wt)

v = H[cos ¢ cos(wt) + sin @ sin(wt)]

Al término entre corchetes lo sustituimos por una identidad

v = Hcos(wt — -:,::-:'J| [13]

Donde H y @ lo determinando del grafico anterior;

H=4A*+B?

H =4/0.003792 + 0.004482

H=0.0058 [m]|

wn3)
=arctan|—
@ A

3.03448]

@ = arctan [—
0.00379

@ =49°=0.868 rad| [15]

Sustituyendo estos valores en la expresion [14] determinamos la ecuacién de
movimiento del sistema.

y = 0.00527 cos(wt — 0.868)|

En donde:

H ; Representa la amplitud de oscilacién del sistema para el estado permanente o

estable.

@; Es el angulo de fase, es decir, el angulo existente entre el movimiento (respuesta) y

la fuerza exterior (entrada).

Antes de realizar el diagrama de fuerzas actuantes, expresemos las fuerzas que actian
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FUERZA ELASTICA O DEL RESORTE (F;):

Como: ¥ = H cos(wt — ¢)

La amplitud de F; es kH en la direccién de v negativa.

FUERZA DE AMORTIGUAMIENTO (F, ):

F, =—Cy

Para encontrar su amplitud derivemos la expresién [13] con respecto al tiempo;

v = —Hwsin(wt — @) | [14]

Démosle otra forma a la expresion anterior;

¥ =Hw cos[ml‘ —¢T 13/2)

Por lo tanto la amplitud de F; es CHa, que se encuentra adelantada a F; en /2

FUERZA DE INERCIA (F;):

F, =my

Derivemos la ecuacion [14] con respecto al tiempo;

i = —Hw? cos(wt — @)

= Hw® cos(wt — ¢ + )

La amplitud de F; es mH?® adelantada a F; en 7.

FUERZA EXTERIOR (F):

F; = F, cos(wt)

De amplitud F, adelantada a "v" en @.
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Para poder realizar el diagrama de fuerzas actuantes, analicemos como es la frecuencia
forzada (@) con respecto a la frecuencia natural del sistema (e, ).

w = 10w [1fs:| ~ 3141 [1/]

&, M .
2=k, |k [2+10507 T

W, = | = |—: IW = . = 3463 [ XE]
Y T ,\Jm N = A

En este caso como w = w,, el angulo de fase se encuentra 0 << @ < 90°,

Expresemos estas fuerzas en un poligono funicular:

|Fy| = CwH

|F;| = mw?H

Analizando el diagrama de fuerzas actuantes tenemos;

|Fy| = B = CwH

A= |Fg|— |F| = kH —mw?*H

A = H{k —men?)
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Pod S B CenH Cew
oaemos expresar que: = — = - === -
P d 4 A Hik—mw?) (k—mw?)

c
Por lo tanto P = arctan( = )

k—mcw?

140 = 107 )
2 * 10507 — 17.5(107)2

@ = arctan(

P = 49°

Con esto podemos comprobar el dangulo de fase que determinamos con la expresion
[15] a través de la ecuacién diferencial. Lo mismo vamos hacer para la amplitud.

Para determinar la amplitud del movimiento planteamos
B =F,sing
CwH = Fgpsing

Fp sin g
H=——
Cew

_ 33.85sin49
T 14D « 10w

|H =0.0058 [m]|

b) Fuerzas mdximas y minimas ejercidas por los resortes y

amortiquador sobre la base y combinacion de ellas.

Resortes:

Donde:

W: Peso total del sistema W = 171.7 [N]

kH: representa la amplitud del resorte; va ser positiva cuando la fuerza sea maximay

negativa cuando sea minima.
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F

maxh

= 171.7 + 2 * 10507 = 0.0058 [N] = [F ..z = 293.58 [N]|

F

mink

= 171.7 — 2* 10507 = 0.0058 [N] = |F .,z = 49.81 [N]|

Amortiguador:

Donde:

CwH: representa la velocidad de deformacién del resorte; positivo cuando se
encuentre comprimido en la direccion de “¥”positiva y negativo cuando se encuentre

traccionado.

Frnaxa = 1717 + 140 % 107 * 0.0058 [N] = [F,,.. = 197.2 [N]|

maxd ~

F

mind

= 171.7 — 140 = 107 = 0.0058 [N] = [F,;,,, = 146.2 [N]|

Fuerza combinada:

Analicemos el siguiente diagrama;
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La fuerza combinada es:

Fiig = (kH)? + (CwH)?) = 1/ ((2 * 10507 * 0.0058) % + (140 * 10ew * 0.0058)2)

Fa:g =124.52 [N]|

Fatrpge = W+ Fayg = 171.7 + 12452 [N] = |FA+RM ~ 206,22 [N]|

FatRmn = W — Fasr = 171.7 - 12452 [N] = |FA+Rm ~47.18 [N]|

c) Velocidad de resonancia del sistema y amplitud de

movimiento en esta condicion.

La velocidad de resonancia se produce cuando la frecuencia forzada tiende a igualar a
la natural del sistema, es decir (se omiten los calculos ya que fueron hallados
anteriormente).

W= wg.. =34.63 [1/g]

H

Para hallar la amplitud en esta condicién lo analizaremos con el poligono funicular
pero para este caso ¢ = 90°,

Por lo tanto nos queda;

F, = Cwg, H

F 33.85
H=_'0

= S, [m]
wp,. 140 *34.63

H =0.00698 [m]|
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