Ecuaciones diferenciales de segundo orden
Una ecuación diferencial de segundo orden es de la forma

[image: image1.png]y* +ay + by = f(x)




Si [image: image3.png]


 se llama Ecuación homogénea, como por ejemplo

[image: image4.png]y'+3y +4y=0




Si [image: image6.png]f(x)#0



 se llama Ecuación no homogénea, como por ejemplo

[image: image7.png]y* + 6y’ + 5y = 2senx




1) DEFINICIÓN DE INDEPENDENCIA LINEAL
Se dice que las funciones [image: image9.png]Vi, Va2,



 son linealmente independientes si la única solución de la ecuación

[image: image10.png]



Donde [image: image12.png]


. En caso contrario, las funciones son linealmente dependientes.
Ejemplos:

1) Las funciones [image: image14.png]y; = —senx



 ; [image: image16.png]


  para ser linealmente independientes debe cumplir

 [image: image18.png]



Remplazando los valores de las funciones se obtiene

[image: image19.png]C,(—senx) +C,(x*)=0




Como los únicos valores posibles de [image: image21.png]


 para que cumpla la igualdad es [image: image23.png]C,



, entonces las funciones [image: image25.png]y; = —senx



 ; [image: image27.png]


  son linealmente independientes

2) Las funciones [image: image29.png]


 ; [image: image31.png]Yy



  para ser linealmente independientes debe cumplir

 [image: image33.png]



Remplazando los valores de las funciones se obtiene

[image: image34.png]C,(x)+ C,(4x)=0




Como uno de los posibles valores de [image: image36.png]


 para que cumpla la igualdad pueden ser           [image: image38.png]C,=—4yC,




, entonces las funciones [image: image40.png]


 ; [image: image42.png]Yy



  son linealmente dependientes

Si [image: image44.png]Y ¥y Yy



 son soluciones linealmente independientes de la ecuación diferencial

[image: image46.png]y*+ay +by=0



 , entonces, la solución general es

[image: image47.png]y =Cy, + Coy,




Donde [image: image49.png]


 son las constantes

Además por ser ecuación diferencial de segundo orden se tiene soluciones de la forma

[image: image50.png]



Entonces

[image: image51.png]



Remplazando en [image: image53.png]y*+ay +by=0



 se tiene

[image: image54.png]Cm*e™ + Came™ + Cbe™ =0




Factorando

[image: image55.png]Ce™(m* +am+ b)





Como [image: image57.png]Ce™



 nunca se anula, [image: image59.png]


 es una solución si y solo si [image: image61.png]m*+am+b

0




Ejemplo ilustrativo

Resolver la ecuación diferencial [image: image63.png]



Solución: 

Se obtiene la ecuación característica, para lo cual se sustituye [image: image65.png]


 por [image: image67.png]


 , [image: image69.png]


 por [image: image71.png]


 , e [image: image73.png]


 por 1 para obtener una ecuación de la forma [image: image75.png]m*+am+b

0




Por lo tanto la ecuación característica de  [image: image77.png]


 es  [image: image79.png]



Resolviendo la ecuación se tiene [image: image81.png]



Entonces

[image: image82.png]C,e™*




[image: image83.png]C,e™*




Que son las soluciones particulares de la ecuación diferencial

Además, como estas dos soluciones son linealmente independientes la solución general es

[image: image84.png]y =C,e™ + C,e ™




Graficando para valores arbitrarios  [image: image86.png]C,=1yC,




 se tiene
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Para comprobar la respuesta, se deriva la función, para lo cual en GeoGebra

a) Al escribir Derivada en Entrada  se despliega algunas opciones. 

[image: image88.png]Archivo Edita Vista Opciones Hemamientas Ventana Ayuda
» Vista Algebraica

& oA~ &)

5 f(x) = e 7
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b) Se escoge la opción Derivada[(Función)]
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c) Escribir f(x)
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d) Enter. Clic en la círculo de g(x) para que se borre la gráfica de g(x).
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Para calcular la segunda derivada de f(x), se deriva g(x) y se obtiene [image: image93.png]h(x)
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Para comprobar que [image: image96.png]e e



 es la solución de [image: image98.png]


. 

Reemplazando valores en  [image: image100.png]



[image: image101.png]4e*™ + 4

— —4(e® +e7™)




Eliminando denominadores

[image: image102.png]4™ +

4

— 4

e (e™ +

e ¥
)




Eliminando paréntesis

[image: image103.png]4e¥ + 4 — 4™ — 4

0




Reducción de términos semejantes

[image: image104.png]



Como se quería comprobar

2) ECUACIONES LINEALES HOMOGÉNEAS CON COEFICIENTES CONSTANTES 
Una ecuación diferencial homogénea de segundo orden con coeficientes constantes es de la forma:

[image: image105.png]"~ + by +cy
ay’




La ecuación característica o auxiliar es de la forma

[image: image106.png]am® + bm +c¢





Como se observa la ecuación auxiliar es una ecuación cuadrática cuyas raíces se las puede determinar empleando la fórmula general

[image: image107.png]—b 1 Vb? —4ac

Sa




[image: image108.png]



Por tanto es necesario recordar la solución de una ecuación cuadrática donde se pueden presentar tres casos.

1) Primer caso: raíces reales y diferentes
Discriminante positivo [image: image110.png](b* —4ac = 0)



. Entonces [image: image112.png]m, ym,



 son raíces reales y diferentes. En este caso se dice que existen dos soluciones particulares o fundamentales

[image: image113.png]



[image: image114.png]C,e™*




La solución General estaría dada por la combinación lineal de las soluciones fundamentales

[image: image115.png]y = C,e™* + C,e™*




Ejemplo 1

Resolver la ecuación diferencial [image: image117.png]y*+6y — 7y

0




Solución:

La ecuación característica o auxiliar es

[image: image118.png]m* +6m—7





Al resolver la ecuación auxiliar se tiene

[image: image119.png](m+7)(m—1)=0=m.

—7;m,

1




Luego las soluciones particulares son

[image: image120.png]C,e™¥ =2y,




[image: image121.png]C,e™¥ =2y,





Además, como estas dos soluciones son linealmente independientes, la solución general es

[image: image122.png]y =C,e ™ + C,e*




Ejemplo 2

Resolver la ecuación  [image: image124.png]


  para [image: image126.png]



Solución

La ecuación auxiliar es

[image: image127.png]m* —3m—10=0




Resolviendo la ecuación anterior

[image: image128.png](m—-5)(m+2)=0=m.





Luego las soluciones particulares son

[image: image129.png]vy

C,e™* >y,

5%
C,e’




[image: image130.png]C,e™¥ =2y,




Además, como estas dos soluciones son linealmente independientes, la solución general es

[image: image131.png]y =C,e™ + C,e™ ™




Remplazando la primera condición [image: image133.png]


 en la solución general

[image: image134.png]y =C,e5* + C,e™ ™




[image: image135.png]1
C,e5%+ C,e™?0




[image: image136.png]1=C,e’+C,e°




[image: image137.png]1=C+¢,




Para remplazar la segunda condición [image: image139.png]y'(0) = 10



 se deriva la solución general

[image: image140.png]y =C,e5* + C,e™ ™




[image: image141.png]e5¥ .5+ C,e” ¥ (-2)




[image: image142.png]5C,e —2C,e %




Remplazando [image: image144.png]y'(0) = 10




[image: image145.png]5C,e —2C,e %




[image: image146.png]5C,e5%—2C,e %0




[image: image147.png]10
5C,e?

2C,e"




[image: image148.png]5C,—

2C,




Resolviendo el sistema

[image: image149.png]GG { G+6
c,—2C,  lsc, —2C,




[image: image150.png]



[image: image151.png]



Remplazando los valores encontrados en la solución general, se obtiene la solución particular

[image: image152.png]y =C,e5* + C,e™ ™




[image: image153.png]



Graficando la solución particular se tiene
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2) Segundo Caso: Soluciones reales e iguales

Discriminante cero [image: image156.png](b* — 4ac




. Entonces [image: image158.png]m, ym,



 son raíces reales e iguales. En este caso la solución general es

[image: image159.png]y = C,e™ + C,xe™




Ejemplo:

Resolver la ecuación diferencial [image: image161.png]v +4y +4y=0




Solución:

La ecuación característica o auxiliar es  [image: image163.png]m* +4m+ 4





Al resolver la ecuación auxiliar se tiene

[image: image165.png](m+2)(m+2)=(m+2)>’=0=>m; =m,




   

Luego la solución general es

[image: image166.png]y =C,e ™ + C,xe




3) Tercer caso: raíces complejas 

Discriminante negativo [image: image168.png](b* —4ac < 0)



. Entonces [image: image170.png]a+Pi;m,=a—pi



 son raíces complejas conjugadas. 

Remplazando en [image: image172.png]y = C,e™* + C,e™*



 tenemos:

[image: image173.png]= C,elethix
y = C,e'@*Bix 4 ¢ pla—pilx




Multiplicación de igual base

[image: image174.png]y = C,e™ef* + C,e™ e Fi¥




Factor Común

[image: image175.png]



Como [image: image177.png]ef* = cos(fx) + isen(fx)



  y [image: image179.png]e P = cos(fx) — isen(fx)



  

Remplazando

[image: image180.png]= (¢, (cos(Bx) + isen(Bx)) + Cy(cos(Bx) — isen(Bx)))





Operando

[image: image181.png]% (€, cos(Bx) + Cyisen(Bx) + Cycos(Bx) — C,isen(Bx))





Factorando

[image: image182.png]=e™((C, + C;)cos(Bx) + (Cyi — C,i)sen(Bx))





Como [image: image184.png]C, + C, = constante



  y  [image: image186.png]C,i — C,i = constante




[image: image187.png]%% (€, cos(Bx) + C,sen(Bx))





Finalmente se obtiene la solución general

[image: image188.png]y = C,e™cos(fx) + C,esen(fx)




Ejemplo 1:

Resolver la ecuación diferencial [image: image190.png]4y'+13=0





Solución:

La ecuación característica o auxiliar es  [image: image192.png]m* —4m+13=0




Resolviendo la ecuación auxiliar

[image: image193.png]—b+VbT—dac _4+ /(97 —4-1-13 _4+V16-52 _4+V=36
Sa - 5.1 - 5 T 5

m




[image: image194.png]+3i




[image: image195.png]m, =2+3i

m,

2—3i




Como

[image: image197.png]a+Pi;m,=a—pi



 
La solución general es   [image: image199.png]y = C,e™cos(fx) + C,esen(fx)




[image: image200.png]y = C,e*¥cos(3x) + C,e**sen(3x)




Graficando para un valor arbitrario de [image: image202.png]


 se tiene
[image: image203.png]BHS O0OH-

e micio

ﬁ % Cortar
BB Copiar

Pegar 7

INSERTAR

DISENO

DISENO DE PAGINA

Times New Ro -

2

N K S -akex,

9 Copiarormato

Portapapeles

PAGINAT1 DE72

6564 PALABRAS
»

[§

<)

A3l

MODULO DE CALCULO 2

REFERENCIAS  CORRESPONDENCIA

bilidad] - Word

COMPLEMENTOS

13 [Modo de comp:

REVISAR  VISTA

A

» Vista Algebraica

= Funcion
5 f(x)

& cos (3 %) + ¢ sen(3x)

ESPANOL (ECUADOR)

wg‘r

AaBbCcD

Enfasis sutil

I} Seleccionar -

i Buscar -

Edicion

—

Reemplazar

-—————+ 0%

Esp
3

1920
30/06/2013




Ejemplo 2

[image: image204.png]y* + 6y + 13y

para y(0)

(0)

1




Solución:

La ecuación auxiliar es [image: image206.png]m*+6m+13=0




Resolviendo la ecuación auxiliar

[image: image207.png]—b+VbT—4ac _—6+[(6)°—4-1-13 _—6+V36—-52_—6+—16
Sa 5.1 - 5 - 5





[image: image208.png]



[image: image209.png]m,

—3+2i

m,





Remplazando en

[image: image210.png]y = C,e™cos(fx) + C,esen(fx)




[image: image211.png]y = C,e *cos(2x) + C,e”




Remplazando la primera condición [image: image213.png]


 en la solución general

[image: image214.png]y = C,e *%cos(2-0) + C,e *%sen(2- 0)




[image: image215.png]1= C,e’cos(0) + C,e%sen(0)




[image: image216.png]1=C-1-1+C,-1-0




[image: image217.png]



Para remplazar la segunda condición [image: image219.png]y(0)=1



 se deriva la solución general

[image: image220.png]~(—sen(2x))-2 + e73% - (=3) - cos(2x)| + C;[e73* - cos(2x) - 2 + e73* - (=3) - sen(2x)]





[image: image221.png]=Cy[e7¥ (—sen(0))- 2+ e7*% - (=3) - cos(0)] + C,[e7*° - cos(0) - 2 + &0 - (=3) - sen(0)]




[image: image222.png]=C,[e?-(0)-2+e%-(—3)-1]+ C,[e?-1-2+€°-(—3)-0]




[image: image223.png]=C,[0-3]+C,[2+ 0]




[image: image224.png]1=-3C, +2C,




[image: image225.png]1=-3-1+2C,




[image: image226.png]1=-3+2C,




[image: image227.png]



[image: image228.png]4
4=206,=0C=>




Remplazando en la solución general

[image: image229.png]y = C,e *cos(2x) + C,e”




[image: image230.png]¥ cos(2x) + 2e " *sen(2x)




3) ECUACIONES LINEALES NO HOMOGÉNEAS CON COEFICIENTES CONSTANTES 

Una ecuación diferencial de segundo orden con coeficientes constantes y término F(x) variable es de la forma

[image: image231.png]ay” + by +cy = f(x)




La solución general es una combinación lineal de dos tipos de soluciones, una solución complementaria [image: image233.png]


  y una solución particular [image: image235.png]



[image: image236.png]y=y.+¥,




La solución complementaria [image: image238.png]


 satisface la ecuación homogénea

[image: image239.png]0
by, +cy,
ay,” +




Esta ecuación se la puede resolver empleando los procesos antes mencionados para la ecuación homogénea de coeficientes constantes
La solución particular [image: image241.png]


 satisface la ecuación no homogénea

[image: image242.png]f(x)
;+cy,

by,’
ay,” +





Esta ecuación se la puede determinar empleando el llamado método de los coeficientes indeterminados.

En estas condiciones, de acuerdo a la forma de [image: image244.png]f(x)



, la solución particular [image: image246.png]


 tiene los siguientes casos

1) Si [image: image248.png]f(x)=a,x"+a,_x"*+--+a,x+a,



, entonces,

[image: image249.png]v, = A X"+ A, x"T e Ajx +H A




Ejemplos:

Si [image: image251.png]f(x) =x%+3x



, entonces,

[image: image252.png]y, =Ax*+Bx+C




Si [image: image254.png]f(x)=7x+6



, entonces,

[image: image255.png]y, =Bx+C




2) Si [image: image257.png]


, entonces,

[image: image258.png]



Ejemplos:

Si [image: image260.png]


, entonces,

[image: image261.png]



Si [image: image263.png]f(x) = 4xe*



, entonces,

[image: image264.png]y, = Bxe* + De*




Si [image: image266.png]f(x) =x? +3e*



, entonces,

[image: image267.png]y, = Ax*+Bx+ C + De*




3) Si  [image: image269.png]f(x) = a;senfx + a,cosPfx



 , entonces

[image: image270.png]y, = Esenf8 + Fcosf




Ejemplos:

Si  [image: image272.png]f(x) = 6sen3x



 , entonces,

[image: image273.png]y, = Esen3x + Fcos3x




Si  [image: image275.png]f(x) = x + sen2x



 , entonces,

[image: image276.png]y, = Bx + C + Esen2x + Fcos2x




Si  [image: image278.png]f(x) =x + 2e* + sen2x



 , entonces,

[image: image279.png]v, = Bx + C + De* + Esen2x + Fcos2x




Si [image: image281.png]f(x) =x? + 3e* + 6sen2x



, entonces,

[image: image282.png]v, = Ax*+ Bx + C + De* + Esen2x + Fcos2x




Ejemplos ilustrativos

Ejemplo 1
Hallar la solución general de [image: image284.png]y*+4y +9y=x"+3x




Solución:

La solución general es de la forma  [image: image286.png]y=y.+¥,




a) Resolviendo [image: image288.png]


 

La solución complementaria debe satisfacer la ecuación homogénea, es decir, 

[image: image289.png]v, + 4y, +9y.=0




La ecuación auxiliar es [image: image291.png]m* +4m+9





Resolviendo la ecuación auxiliar

[image: image292.png]—b+VbT—dac _—4+ /(@ -4-1-9_—4+V16—-36 _—4 V=20
Sa 5.1 - 5 - 5





[image: image293.png]m

—4EV20V-T -4+ VE SV 42 2VEi 2(-2+ V5

5 5 5 5

215




[image: image294.png]



Remplazando en [image: image296.png]y = C,e™cos(fx) + C,esen(fx)




[image: image297.png]sen(V/5x)




b) Resolviendo [image: image299.png]



Como [image: image301.png]f(x) =x%+3x



, entonces [image: image303.png]y, =Ax*+Bx+C




La solución particular debe satisfacer la ecuación no homogénea, es decir, 

[image: image304.png]y," + 4y, +9y, = x* +3x




Calculando la primera y segunda derivada para [image: image306.png]y, =Ax*+Bx+C




[image: image307.png]



[image: image308.png]y," = 24




Remplazando en [image: image310.png]y," + 4y, +9y, = x* +3x




[image: image311.png]2A+4(2Ax+ B) +9(Ax*+Bx+C)





Eliminando paréntesis

[image: image312.png]2A+8Ax +4B +9Ax* + 9Bx+9C





Agrupando

[image: image313.png]9Ax*+ (8A+9B)x+(24A+4B+9C)=x*+3x




Como los dos polinomios son iguales, sus coeficientes deben ser iguales, entonces

[image: image314.png]94=1
84+95=3

24+ 4B +9C





Resolviendo el sistema. Despejando de la primera ecuación [image: image316.png]94




[image: image317.png]



Remplazando el valor de A en la segunda ecuación [image: image319.png]8A+9B =3




[image: image320.png]1 19
8 5+98=3=8+81B=27=81B=27-8=81B=19 =B =_




Remplazando valores en la tercera ecuación [image: image322.png]2A+4B+9C =0




[image: image323.png]94

1 19
2:5+4 = +9C=0=18+76+729C=0=94+729C=0=C=——__




Por lo tanto al remplazar en [image: image325.png]y, =Ax*+Bx+C



 se tiene

[image: image326.png]



Finalmente la solución general es

[image: image327.png]1
y = Cie™>cos(V5x) + Cyesen(V5x) + Sxi




Ejemplo 2
Hallar la solución general de

 [image: image329.png]2y’ — 3y = 2senx




Solución:

La solución general es de la forma  [image: image331.png]y=y.+¥,




a) Resolviendo [image: image333.png]


 

La solución complementaria debe satisfacer la ecuación homogénea, es decir, 

[image: image334.png]



La ecuación auxiliar es [image: image336.png]m* —2m—3





Resolviendo la ecuación auxiliar

[image: image337.png](m-3)(m+1)





[image: image338.png]



Luego las soluciones particulares son

[image: image339.png]C,e™¥ =2y,




[image: image340.png]C,e™¥ =2y,




Además, como estas dos soluciones son linealmente independientes, la solución general es

[image: image341.png]Ve

C,e™* + C,e





b) Resolviendo [image: image343.png]



Como [image: image345.png]f(x) = 2senx



, entonces [image: image347.png]v, = Esenx + Fcosx




La solución particular debe satisfacer la ecuación no homogénea, es decir, 

[image: image348.png]y," — 2y, — 3y, = 2senx




Calculando la primera y segunda derivada para [image: image350.png]v, = Esenx + Fcosx




[image: image351.png]= Ecosx + F(—senx) = Ecosx — Fsenx





[image: image352.png]



Remplazando en [image: image354.png]y," — 2y, — 3y, = 2senx




[image: image355.png]—E(senx) — F(cosx) — 2(Ecosx — Fsenx) — 3(Esenx + Fcosx) = 2senx





[image: image356.png]—E(senx) — F(cosx) — 2E cosx + 2Fsenx — 3Esenx — 3Fcosx = 2senx




[image: image357.png]—4E(senx) + 2Fsenx — 4F (cosx) — 2E cosx = 2senx




[image: image358.png](2F — 4E)senx — (4F + 2E)cosx = 2senx





Igualando los coeficientes se tiene

[image: image359.png]2F —4E =2




[image: image360.png]4F +2E=0




Resolviendo el sistema

[image: image361.png][2F—4E:2
4F + 2F





[image: image362.png]



[image: image363.png]



Remplazando los valores encontrados en 

[image: image364.png]v, = Esenx + Fcosx




[image: image365.png]



Finalmente la solución general es

[image: image366.png]y=y.+¥,




[image: image367.png]ax 2 1
y = Cie™ + Cye™™ ——senx + - cosx




[image: image368.png]1 2
y = C,e™ + (o™ + ¢ cosx — senx




