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Introducción a las ecuaciones diferenciales
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5. Ecuaciones diferenciales de orden superior
Introducción
1.1) DEFINICIÓN 
Una ecuación diferencial es una ecuación que involucra derivadas (o diferenciales) de una función desconocida de una o más variables. Si la función desconocida depende sólo de una variable, la ecuación se llama una ecuación diferencial ordinaria. Sin embargo, si la función desconocida depende de más de una variable la ecuación se llama una ecuación diferencial parcial.

Un ejemplo de ecuación diferencial ordinaria es: 
[image: image1.png]



La variable independiente (v. i) es x

La variable dependiente (v. d) es y 

Un ejemplo de ecuación diferencial parcial es: 
[image: image2.png]dv | _dWv
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La variable independiente (v. i) es “x” y “y”

La variable dependiente (v. d) es V 

1.2) ORDEN DE UNA ECUACIÓN DIFERENCIAL 
El orden de una ecuación diferencial está dado por el orden mayor de su derivada. 

Ejemplo
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1.3) GRADO DE UNA ECUACIÓN DIFERENCIAL  
El grado de una ecuación diferencial está dado por el exponente del mayor orden de su derivada. 

Ejemplos 

Determinar el orden y grado de las siguientes ecuaciones diferenciales ordinarias. 
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Solución de una ecuación diferencial 
Una función que cuando se remplaza en la ecuación diferencial da una igualdad, se llama una solución de la ecuación diferencial, por lo tanto, resolver una ecuación diferencial es encontrar una función desconocida que al ser sustituida en la ecuación diferencial se obtiene una igualdad.
2.1) FUNCIÓN PRIMITIVA DE UNA ECUACIÓN DIFERENCIAL 
Es una expresión equivalente a la ecuación diferencial que carece de derivadas. 

Ejemplo: 

Resolver la ecuación diferencial 
[image: image5.png]dy
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f dy = fzxdx integrando
2

y=2 z +c sumamos la constante c, cuando la integramos a la v.i.

y=xltc solucién general (por ¢)




La expresión es una “función primitiva” de la ecuación diferencial. 

Verificación 
[image: image6.png]=x+c Solucién
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La solucién es aquella funcion que al ser reemplazada en la variable dependiente °y’
satisface la ecuacion diferencial.





Observación: Al derivar la función primitiva se reproduce exactamente la ecuación diferencial. 

2.2) PROBLEMA DE VALOR INICIAL
 Un problema de valor inicial es un problema que busca determinar una solución a una ecuación diferencia sujeta a condiciones sobre la función desconocida y sus derivadas especificadas en un valor de la variable independiente. Tales condiciones se llaman condiciones iniciales.

Un problema de valor de frontera es un problema que busca determinar una solución a una ecuación diferencia sujeta a condiciones sobre la función desconocida especificadas en dos o más valores de la variable independiente. Tales condiciones se llaman condiciones de frontera.

Ejemplo ilustrativo

Una curva tiene la propiedad de que su pendiente en cualquier punto (x,y) de ella es igual a 2x. Hallar la ecuación de la curva si ésta pasa por el punto (2,5)

Solución:

[image: image7.png]Puesto que la pendiente de una curva en cualquier punto (x.y) de ella representa

. se tiene:

Resolviendo la ecuacion diferencial
dy = 2xdx

La operacion C; — Cj es otra constante de integracion, por lo tanto queda:

y=x*+C

Donde C es una constante arbitraria

Empleando la condicién inicial
5=(22+C=>C=5-4=>C=1

Asila curva requerida esta dada por
y=x+1




2.3) DESCRIPCIÓN DE UNA FAMILIA DE CURVAS
[image: image8.png]Gréficamente ¥ = x* + C representa una familia de curvas, cada miembro de ella esta asociado con un
valor particular de C.

Enla siguiente figura se muestras algunos de estos miembros para C:
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Puesto que C puede variar, frecuentemente se llama un parametro para distinguirlo de las variables
principales x y y. La ecuacion diferencial S = 2x que es satisfecha por todos los miembros de la familia

frecuentemente se llama la ecuacion diferencial de Iz familia.




Ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden
3.1) ECUACIONES CON VARIABLES SEPARABLES 
Encuentre la solución general de la ecuación diferencial.
[image: image9.png]



Resolución.
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Soluciones Particulares
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Graficando en Graph
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Comprobación 
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3.2) ECUACIONES HOMOGÉNEAS 
Es homogénea si no contiene términos que dependen únicamente de su variable independiente, en caso contrario es No Homogénea. 

Ejemplos:
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Ejemplo ilustrativo
Resolver la ecuación: 
[image: image15.png](2% +y¥)dx — 2xydy = 0




Resolución: 

En una ecuación diferencial homogénea se realiza el cambio
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Integrando
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Graficando para un valor arbitrario C = 1
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3.3) ECUACIONES EXACTAS 
Resolver la ecuación 
[image: image19.png](2x+y)dx + (2y + x)dy = 0




Resolución 

Para que la ecuación diferencial sea exacta debe cumplir la condición 
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Como cumple la condición se trata de una ecuación diferencial exacta
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Se Iguala las dos derivadas con respecto a y.
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Graficando la solución de la ecuación diferencial para C = 1
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3.4) ECUACIONES CON FACTORES INTEGRANTES 
[image: image24.png]Dada la ecuacion diferencial de la forma:
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Una vez obtenida la nueva expresión se puede resolver la ecuación mediante los procedimientos para ecuaciones diferenciales exactas

Para obtener los factores de integración se pueden emplear las siguientes reglas:
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Ejemplo ilustrativo: Resolver la siguiente ecuación diferencial

[image: image26.png](x% +y? +x)dx +xydy =0




Solución

Se debe verificar si la ecuación diferencial es exacta. Las funciones definidas para las ecuaciones diferenciales exactas son:

[image: image27.png]M=xl+y'+x
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Obteniendo las derivadas parciales cruzadas se tiene:
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Debido a que las 2 derivadas parciales no son iguales, la ecuación diferencial no es exacta.

Como la diferencias entre las 2 derivadas cruzadas dividida para N es una función de “x” se aplica:

[image: image28.png]- )
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Multiplicando la ecuación diferencial por el factor de integración “x” se tiene una ecuación diferencial equivalente

[image: image29.png]x[(x*+ ¥ + x)dx + xydy] = 0

(x®+xy? +xD)dx+ xydy =0

Para la nueva ecuacion se debe redefinir las funciones “M" y *N"
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Debido a que las 2 derivadas parciales son iguales, la nueva ecuación diferencial es exacta.

Como la nueva ecuación diferencial es exacta se procede a resolverla como en casos anteriores. Esta solución queda como tarea para el lector.

[image: image30.png](2% +xy? +x%)dx + x?ydy = 0




3.5) ECUACIONES LINEALES 
Resolver las siguientes ecuaciones lineales

[image: image31.png]1)xdy — 3ydx = x%dx




Solución
[image: image32.png]



Es una ecuación lineal en “y”

Como la solución es
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Graficando para un valor arbitrario de C = 1
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Es una ecuación lineal en “x”

Como la solución es
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Propiedad conmutativa en los exponentes
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Graficando para un valor arbitrario de C = 1
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Ecuaciones diferenciales de segundo orden
Una ecuación diferencial de segundo orden es de la forma

[image: image39.png]¥ tay +by=f(x)
Si £(x) = 0 se llama Ecuacién homogénea, como por ejemplo
y 43y +4y=0
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4.1) LA SOLUCIÓN GENERAL COMO COMBINACIÓN LINEAL DE SOLUCIONES LINEALMENTE INDEPENDIENTES
Definición de independencia lineal

[image: image40.png]Se dice que las funciones ¥y,
ecuacion
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Ejemplos:

[image: image41.png]1) Las funciones ¥y, = —senx : ¥, = x7 para ser linealmente independientes debe cumplir
Gyt Gy 0 Gy, =0
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Proceso de solución

[image: image42.png]Si¥ ¥y ¥ son soluciones linealmente independientes de la ecuacion diferencial
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Ejemplo ilustrativo

Resolver la ecuación diferencial
[image: image43.png]



Solución: 

[image: image44.png]Se obtiene la ecuacién caracteristica, para lo cual se sustituye ¥* por m* | 3 por m e ¥ por 1 para
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Que son las soluciones particulares de la ecuación diferencial

Además, como estas dos soluciones son linealmente independientes la solución general es

[image: image45.png]¥ =¥+ e

Graficando para valores arbirarios Cy = 1 C; = 1 se tiene





Para comprobar la respuesta, se deriva la función, para lo cual en GeoGebra

a) Al escribir Derivada en Entrada  se despliega algunas opciones. 
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b) Se escoge la opción Derivada[(Función)]
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c) Escribir f(x)
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d) Enter. Clic en la círculo de g(x) para que se borre la gráfica de g(x).
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Para calcular la segunda derivada de f(x), se deriva g(x) y se obtiene 
[image: image50.png]h(x)
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[image: image52.png]Para comprobar que ¥ = e + ™% es Ia solucién de y* — 4y = 0
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Como se quería comprobar

4.2) ECUACIONES LINEALES HOMOGÉNEAS CON COEFICIENTES CONSTANTES 
Una ecuación diferencial homogénea de segundo orden con coeficientes constantes es de la forma:

[image: image53.png]ay +by +cy =0
La ecuacion caracteristica o auxiliar es de la forma

am® +bm+c=0




Como se observa la ecuación auxiliar es una ecuación cuadrática cuyas raíces se las puede determinar empleando la fórmula general

[image: image54.png]—bxVb?—4ac
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Por tanto es necesario recordar la solución de una ecuación cuadrática donde se pueden presentar tres casos.

1) Primer caso: raíces reales y diferentes
[image: image55.png]Discriminante positivo (b2 — 4ac = 0). Entonces my ¥ M, son raices reales y diferentes. En este caso se
dice que existen dos soluciones particulares o fundamentales

¥y = Cpe™
¥z = G

La solucion General estaria dada por la combinacién lineal de las soluciones fundamentales

Cie™sF + e




Ejemplo 1

Resolver la ecuación diferencial 
[image: image56.png]y+éy—-7y=0




Solución:
[image: image57.png]La ecuacion caracteristica o auxiliar es

m+em—7=0

Al resolver la ecuacion auxiliar se tiene

(m+7)(m=-1)=0=my=—7;my=1

Luego las soluciones particulares son

=0T Sy = Ce

Y2 = CeTH Sy, = Cpe

Ademéas, como estas dos soluciones son linealmente independientes, la solucién general es

¥ =0T+ Cet




Ejemplo 2

Resolver la ecuación
[image: image58.png]¥y* =3y’ — 10y = 0 para¥(0) = 1; y(0) = 10




Solución
[image: image59.png]La ecuacion auxiliar es
m—3m-10=0
Resolviendo la ecuacion anterior

(m=-5)(m+2)=0=m,=5m,

Luego las soluciones particulares son
¥y = Cre™F >y = Ce™

¥y = Coe™F Sy, = CeH




Además, como estas dos soluciones son linealmente independientes, la solución general es

[image: image60.png]¥ =Ce™ + G

Remplazando la primera condicién 1(0) = 1 en la solucion general
¥ =0+ G

1=+ Ce™®

1=Ce®+Ce®

1=C,+C

Para remplazar la segunda condicion 3"(0) = 10 se deriva la solucién general
¥ =0+ G
¥ =™ 5 + 0o (-2)

C,e% — 2Ce7

y=

Remplazando 3(0) = 10
¥ =5C,e% - 20,67
10 = 5C;e° - 2C,e™>°
10 = 5C;¢°— 2C,e°
10=5C, - 2,




Resolviendo el sistema

[image: image61.png]{ 1=0+0C, { =1
10 =5¢, - 2¢, = IS¢, -2, = 10

10 —zl —2-10_-12_12
1 1| —2-5





Remplazando los valores encontrados en la solución general, se obtiene la solución particular
[image: image62.png]V=™ + e

_12





Graficando la solución particular se tiene
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2) Segundo Caso: Soluciones reales e iguales

[image: image64.png]Discriminante cero (b% —4ac = 0). Entonces ™M, ¥ ™, son raices reales e iguales. En este caso la
solucion general es

¥ =Cye™ 4 Coxe™




Ejemplo:

Resolver la ecuación diferencial
[image: image65.png]y+4y+4y=0




 Solución:
[image: image66.png]La ecuacion caracteristica o auxiliar es m* + 4m + 4 =0

Al resolver la ecuacion auxiliar se tiene

(m+2)(m+2)=(m+2)°=0=m, =m, = —
Luego la solucion general es

V=0T + Cxe™




3) Tercer caso: raíces complejas 

[image: image67.png]Discriminante negativo (b? — 4ac < 0). Entonces my = @ + Bi; my = a — i son raices complejas
conjugadas.

Remplazando en ¥ = Cye™+* + C,e™* tenemos:

y = Cyel@*Bis 4 ¢ gla=0x

Muttplicacién de igual base

¥ =Cre® e + Cremeh

Factor Comn

v = e (Cyef™ + Cre™F)

Como e = cos(Bx) + isen(Bx) ye™#* = cos(Bx) — isen(Bx)

Remplazando

y =% (y(cos(Bx) + isen(8x)) + C(cos(Bx) — Lcenﬂ?x)))

Operando
¥ = e™(Cycos(Bx) + Cyisen(Bx) + C,cos(Bx) — Crisen(Bx))

Factorando
¥ = e™((C; + C)cos(Bx) + (Cyi — Cyi)sen(Bx))

Como C; + C, = constante y Cyi — Cyi = constante
¥ = e™(Cycos(Bx) + Cysen(Bx))
Finalmente se obtiene la solucién general

y = Cye™cos(Bx) + C;e™ sen(Bx)




Ejemplo:

Resolver la ecuación diferencial 
[image: image68.png]Yy -4y +13=0




Solución:

[image: image69.png]La ecuacion caracteristica o auxiliar es m* — 4m + 13 =0

Resolviendo la ecuacion auxiliar

2a 2-1 2

my=a+Bi;m,=a—pi
Lasolucién general es ¥ = Cye™cos(Bx) + C,e™ sen(Bx)
¥ = Cye™cos(3x) + Coe*sen(3x)

Graficando para un valor arbitrario de Cy = 1 ; C; = 1 se tiene

—btVbi-dac 4+ /(-9 -4 113 _4+V16-52 _41V-36

2
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4.3) ECUACIONES LINEALES NO HOMOGÉNEAS CON COEFICIENTES CONSTANTES 
Una ecuación diferencial de segundo orden con coeficientes constantes y término F(x) variable es de la forma

[image: image71.png]ay” +by +cy = f(x)

La solucién general es una combinacion lineal de dos tipos de soluciones,

una solucion complementaria ¥, y una solucion particular ¥,,

Y=Yty
La solucién complementaria ¥, satisface la ecuacion homogénea

ay; + by +ey. =0




Esta ecuación se la puede resolver empleando los procesos antes mencionados para la ecuación homogénea de coeficientes constantes
[image: image72.png]La solucién particular , satisface la ecuacion no homogénea

ay,” + by, +cy, = f(x)




Esta ecuación se la puede determinar empleando el llamado método de los coeficientes indeterminados.
[image: image73.png]En estas condiciones, de acuerdo a la forma de f (), Ia solucion particular ,, tiene los siguientes casos

1)Si f(x) = @y x™ + @,y x" 1 + ==+ a,x + @,  entonces,

Vp = AT A, X" e A Ay




Ejemplos:
[image: image74.png]Si f(x) = x? + 3x, entonces,
Y, =Ax*+Bx+C

Sif(x) = 7x + 6_entonces,
¥, =Bx+C

2)Si f(x) = ce®  entonces,

3, =De"*




Ejemplos:
[image: image75.png]Sif(x) = 4e* entonces,

¥, =De*

Si f(x) = 4xe” entonces,

¥, = Bxe* + De®

Sif(x) = x* + 3*, entonces,

¥, = Ax®+Bx+C+De*

3)si £(x) = aysenfx + azcosPx , entonces

¥, = Esenf8 + Fcosp




Ejemplos:

[image: image76.png]Si f(x) = 6sen3x | entonces,

¥, = Esen3x + Fcos3x

Si f(x) = x + sen2x | entonces,

¥, = Bx+ C + Esen2x + Fcos2x

Si f(x) =x +2e* +sen2x , entonces,

¥, =Bx+ C+De* + Esen2x + Fcos2x
Sif(x) = x* + 3™ + 6sen2x, entonces,

¥, = Ax? + Bx + C + De* + Esen2x + Feos2x




Ejemplos ilustrativos

Hallar la solución general de
[image: image77.png]y 4y +9y=x2+3x




Solución:

[image: image78.png]La solucién general es de la forma ¥ =y, +,

a) Resolviendo ¥,
La solucién complementaria debe satisfacer la ecuacion homogénea, es decir,
Yot 4y T =0

La ecuacion auxiiar es m* + 4m +9 =0




Resolviendo la ecuación auxiliar
[image: image79.png]-biVbi—4ac -4+/(3)7—4-1-9 -41+Vi6—36 —4+V=20
m= = = =

2a 21 2 2
—4+V20V=1_ —4#Va5V=1_ -4+ 2V5i_2(-2:V58
” i»z N : VT iz V5 _2( 2_» ;)=_2H,§i

my=-2+V5i ; my=-2-V5i
Remplazando en

¥ = C,e™cos(Bx) + C,e™ sen(fx)

¥, = Cre™¥cos(V5x) + Cye > sen(V5x)
b) Resolviendo ¥,,

Como f(x) = x? +3x, entonces y, = Ax> + Bx + C




La solución particular debe satisfacer la ecuación no homogénea, es decir, 
[image: image80.png]¥+ 4y, 9y, =27 +3x

Calculando la primera y segunda derivada para y, = Ax* + Bx + C
Y, =24x+B

¥, =24

Remplazando en y," + 4y," + 9y, = x% +3x

24+4(2Ax + B) +9(Ax* + Bx +C) =x% + 3x

Eliminando paréntesis

24 +8Ax +4B +94x? + 9Bx +9C =x% + 3x

Agrupando

94x + (84+ 9B)x + (24 + 4B +9C) = x* +3x




Como los dos polinomios son iguales, sus coeficientes deben ser iguales, entonces

[image: image81.png]9A=1
8A+9B=3
24+4B+9C=0

Resolviendo el sistema. Despejando de la primera ecuacion 94 = 1

1
A=—
9

Remplazando el valor de A en la segunda ecuacion 84 + 98 = 3

1 19
B-;+98=3 8+81B=27=818=27-8 =818 =19 B:BI
Remplazando valores en la tercera ecuacion 24 + 4B +9C =0

1 94
2-; 4—+9C 0=18+76+729C=0=94+729C= 0=C——m

Por o tanto al remplazar en ¥, = Ax® + Bx + C se tiene

BESPUEUI
BT TR " 72e
Finalmente la solucion general es

19 94

- e 1
¥ = Cye™¥cos(V5x) + Coe "> sen(VEx) + 35 "7




Ecuaciones diferenciales de orden superior
5.1) ECUACIONES LINEALES DE ORDEN N 
Una ecuación diferencial de orden superior que tiene la forma:
[image: image82.png]@, (Y™ + a1 (Y™ + o+ ay()y + @y (N)y + ag(N)y = F(2)

En donde si £(x) = 0, la ecuacion diferencial se denomina homogénea, pero si f(x) = 0,
entonces la ecuacion diferencial se denomina no homogénea.




Principio de Superposición o linealidad

[image: image83.png]Sean ¥y, 2, Vs, V-1, ¥ SOluciones de una ecuacion diferencial homogénea de orden n, entonces la
combinacion lineal de estas es:

Y=Coyy 6y + Ca¥s ot Gy Yoy T Cadn




También es solución de dicha ecuación diferencial
Dependencia e Independencia lineal

[image: image84.png]Se dice que las funciones Yy, Yz,
ecuacion

'» son linealmente independientes si la Gnica solucion de la

Coyy + 6y 763+ F Gy Vuey T 6¥n = 0

Donde €y =C, = C; =€, =0




En caso contrario, es decir, si alguna de las constantes no es nula,  las funciones son linealmente dependientes.

Wronskiano

Es una función, cuyo nombre se debe al matemático polaco Josef Hoene-Wronski, especialmente importante en el estudio de las ecuaciones diferenciales. 
[image: image85.png]El Wronskiano se obtiene al resolver el determinante que esta conformado por un conjunto de funciones y
sus derivadas. Supongamos que las funciones f(x) 1, f (%), -, f(x) oy, £ (X), poseen al menos 7 — 1
derivadas, entonces el Wronskiano esta dado por.

fi
fi
v = A

f,l_’

WSy for

Para el caso de tres funciones

i £ £
Wh R =i £ £
i £ A




Uno de los usos más importantes del Wronskiano en las ecuaciones diferenciales es el de verificar si un conjunto de soluciones es linealmente independiente o no.

[image: image86.png]Dado un conjunto de SOIUCIONeS ¥y, ¥, Vs, -+ ¥n—1, ¥ de una ecuacion diferencial homogénea de orden n,
dicho conjunto de soluciones es linealmente independiente si y solo si, en algin punto de un intervalo se
cumple que

W ¥z o Yaeps V) # 0





Ejemplo ilustrativo
[image: image87.png]Determine, mediante el Wronskiano, si las funciones dadas son linealmente independientes o linealmente
dependientes en el intervalo (—, +)

¥y =cosx;y; =senx;y; =1

Remplazando valores en

i £ £
Wh R =i £ £
TR f

Se tiene

cosx  senx 1
—senx  cosx 0
—cosx —senx 0l

Wy y2y3)

Resolviendo el determinante de orden 3 por el método de Sarrrus

cosx  senx 1
—senx cosx 0]

W(yy, ¥, y3) = [~cosx  —senx 0| =0+sen’x —0+cos’x +0+0
cosx  semx 1
—senx  cosx o

Wy, ¥3) = sen’x + cos?x = 1

Como W(¥y,¥2,¥3) # 0, entonces, las funciones son linealmente independientes




5.2) ECUACIONES LINEALES HOMOGÉNEAS CON COEFICIENTES CONSTANTES

Una ecuación diferencial homogénea de orden superior tiene la forma:

[image: image88.png]@Y7+ a, gy et gyt Hay  agy = 0

Y tiene como solucion general la funcion ¥ = ™ por lo tanto su ecuacion auxiliar viene dada por-

a,m* +a, "+ am Fagm+ag=0




Estas ecuaciones puede generar muchas combinaciones, sin embargo, se presentan tres casos que ayudarán en la resolución de las mismas.

1) Primer Caso: Múltiples raíces diferentes

[image: image89.png]Si todas las raices de la ecuacion diferencial homogénea son reales diferentes, es decir

My #my # - #Em,_y #m, entonces la solucion general tiene la forma

CLe™s 4 oo™ 4 e €y 4 G





2) Segundo Caso: Múltiples raíces iguales
[image: image90.png]Si todas las raices de la ecuacion diferencial homogénea son reales e iguales, es decir

my=my = =m, s =m, entonces la solucion general tiene la forma

C,e™F + Cxe™sF + Coxe™F L0, x "R 4 (" e e





3) Tercer Caso: Múltiples raíces iguales

Si todas las raíces de la ecuación diferencial homogénea son conjugadas complejas, es decir,      

[image: image91.png]my =a + Pi es una raiz compleja de muttiplicidad k, y sus raiz conjugada m, = @ — Bi también es una
raiz compleja de multiplicidad k, entonces con base en 2k soluciones complejas se tiene como solucion
general

Coo¥eos(Br) + Cxosen(Ba) +x(Co%eos (Bx) + CuoFsen(B) +

£ (Canm16 05 (83) + Conesen(B))





Ejemplos ilustrativos

[image: image92.png]1) Resolver ¥~ + 6y + 11y + 6y = 0

Solucion:

La ecuacion auxiiar es: m* + 6m* + 11m +6 =0

Factorando se tiene
(m+1)(m+2)(m+3)=0

Las raices son

my=—1;my=-2m;=-3
Entonces la solucién general es

V= Cie + Cye (e 4 C e
V=T + e+ Cpe

Graficando para valores arbitrarios Cy = C; = C3 = 1 se obiene:
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2) Comprobar que 
[image: image94.png]¥ =Ce™* + Ce™ + C3e7% es lasolucion de y= + 6y° + 11y + 6y = 0




Solución

[image: image95.png]Calculando la primera derivada de y = Cye™ + C,e ™ + C;e ™3

V= CreFIne - (—1) + Cye ™ Ine - (—2) + Cze "> Ine - (=3)

V= —CreTF - 20,7 — 30,7
Calculando la segunda derivada

¥ = CreTF +4C,eTH + 90,7
Calculando la tercera derivada

Yo =0T = 8L — 270,




Remplazando valores en 
[image: image96.png]Y+ 6y + 11y + 6y =0
—C,e™ —BC,e ™ — 270,73 +6(Cie ™ + 40,07 + 90,07

H11(—Cye ™ — 20,67 — 3C;e7H) + 6(Cre™F + CreTH + Cie™H) =

—Cye™ —BC,e ™ —27C;e™ + 6,6 + 240,67 + 5406

—11C,e7 — 220,67 — 33C,e7 + 60,07 + 60,67 + 6067 = 0




Como se quería comprobar

3) Encontrar la ecuación diferencial cuya solución es: 
[image: image97.png]y =C,e ¥+ Ce™ ™ +Cze




Solución:

Se observa que

[image: image98.png]=-3
=-2;my=
=-1;m,

my =




Entonces
[image: image99.png](m+1)(m+2)(m+3)=0

Por lo tanto al eliminar los paréntesis se obtiene la ecuacion auxiliar
(m*+2m+m+2)(m+3)=0

(m* +2m+m+2)(m+3)=0
(m*+3m+2)(m+3)=0

m +3m® +3m? +9Im+2m+6=0
m+6m?+11m+6=0

Entonces la ecuacion pedida es ¥~ + 6y + 11y + 6y = 0




5.3) ECUACIONES NO HOMOGÉNEAS CON COEFICIENTES CONSTANTES 

Una ecuación diferencial de orden superior que tiene la forma:

[image: image100.png]@, (Y™ + a1 (Y™ + o+ ay()y + @y (N)y + ag(N)y = F(2)
Endonde si f(x) # 0, la ecuacion diferencial se denomina no homogénea.

La solucién general es una combinacion fineal de dos tipos de soluciones, una solucion complementaria Y
y una solucion particular ¥,

Y=Yty
La solucién complementaria ¥, satisface la ecuacion homogénea

@, (Y™ + 8,1 (Y™ o+ ax(x)y + @y (N)y + ag(N)y =0




Esta ecuación se la puede resolver empleando los procesos antes mencionados para la ecuación homogénea de coeficientes constantes
[image: image101.png]La solucién particular , satisface la ecuacion no homogénea

@, (Y™ + a1 (Y™ + o+ ay()y + @y (N)y + ag(N)y = F(2)

Esta ecuacion se la puede determinar empleando el llamado método de los coeficientes
indeterminados para determinar y,,

En estas condiciones, de acuerdo a la forma de f (), Ia solucion particular ,, tiene los siguientes casos
1)Si f(x) = @y x™ + @,y x" 1 + ==+ a,x + @,  entonces,

AT AT e A Ay





Ejemplos
[image: image102.png]Sif(x) =x? +3x = y,=Ax*+Bx+C

Sif(x)=7x+6 = y,=Bx+C
Sif(x)=8 = %=C
Sif(x)=5+x° = 3, =Ar+Bx*+Cx+D

Sif()=3x"+ 2 +x = y,=Ax*+B+Cx +Dx+E

2)Si f(x) = ce®  entonces,

¥, =De®*

Ejemplos

Sif(x) = 4e* = y,=De*

Sif(x) = 4xe® =y, =Bxe* + De*

Sif(x)=x*+3¢e* = y,=Ax*+Bx+C+De*

Sif(x) = (x*+4)e™ = y,=(Ax*+Bx+C)e™




[image: image103.png]3)Si f(x) = aysenfx + a,cosPx  entonces

¥, = Esenf8 + Fcosf
Ejemplos.

Si f(x) = cos3x

Si f(x) = sen3x

Si f(x) = 6sen3x

Si f(x) =x +sen2x

Si f(x) = x +2e* +sen2x
Sif(x) = x% +3e* + 6sen2x
Sif(x) =e™

Si f(x) = 4x(sen2x)

sen2x

Si f(x) = (4x —x?)e*(sen2x)

=

¥, = Esen3x + Fcos3x
¥, = Esen3x + Fcos3x

¥, = Esen3x + Fcos3x

¥, = Bx+ C + Esen2x + Fcos2x

¥, =Bx+ C+De* + Esen2x + Fcos2x

¥, = Ax? + Bx + C + De* + Esen2x + Feos2x
¥, = e (Esen2x + Fcos2x)

¥, = (Ax + B)sen2x + (Cx + D) cos2x

¥p = (Ax? + Bx + C)e¥sen2x + (Dx* + Ex + F)e¥cos2x




Casos especiales tomando en cuenta las raíces de la ecuación auxiliar

Ejemplos ilustrativos

[image: image104.png]1) Dado ¥* + 5y + 6 = 2¢™ entonces

La ecuacion auxiliar es m? + 5m + 6 = 0 con raices my = —3; my =
La parte expoencial de f(x) = 2e ™ es — 1

m, = parte exponencial de f(x) ym, # parte exponencial de £(x)  por lo tanto
¥, =De™

2)Dado y” +y' — 6y = —5e**

La ecuacion auxiliar es m? +m — 6 = 0 con raices My = —3; My =2

La parte exponencial de f(x) = —5e* es 2

Como m, = parte exponencial de f(x) ; porlo tanto

¥, = Dxe™

3)Dadoy” +2y +y=3e™

La ecuacion auxiliar es m? + 2m + 1= 0 con raices my = my = —1

La parte exponencial de f(x) = 3e™ es — 1

Puesto que hay dos raices iguales a la parte exponencial de £(x) | por lo tanto

¥, =Dxle™




[image: image105.png]4)Dadoy* — 5y° + 9y" — 7y + 2y = 2¢%
La ecuacion auxiiar es m* — Sm® + 9m? — 7m + 2 = 0 con raices

my=

my=my=1;my=
La parte exponencial de f(x) = 2e¥ es 1
Puesto que hay tres raices iguales a la parte exponencial de £(x) |, por lo tanto

¥, = Dx%e¥

5)Dado y* + 5y" + 6 = 3cosx.

La ecuacion auxiliar es m? + 5m + 6 = 0 con raices my = —3 ; my
El coeficiente del angulo de f(x) = 3cosx es 1
Como my # coeficiente de dngulo x ym, # coeficiente de dngulo x : por lo tanto

¥, = Ecosx + Fsenx

6)Dado ¥ + 4y = 3cos2x

La ecuacion auxiliar es m* + 4 = 0 con raices m = +2i de donde @ = 0; 8 = 2

El coeficiente del angulo de f(x) = 3cos2x es 2

Como B = coeficiente de &ngulo x; por lo tanto

¥, = x(Esen2x + Fcos2x)

Nota: Las letras A, B, C, D, E y F de ¥, pueden remplazarse entre si o ser remplazandas por otras letras,
asi por ejemplo

Yp=Bx+C=Ax+C=Ax+B=Mx+B

¥, = x(Esen2x + Fcos2x) = x(Asen2x + Bcos2x) = x(Psen2x + Qcos2x)




Casos especiales tomando en cuenta la multiplicidad

Ejemplos ilustrativos

[image: image106.png]1) Dado y* + 4y’ + 3y = 7x + 2, entonces

La ecuacion auxiliar es m? + 4m + 3 = 0 con raices my = —3; my = —1
La solucién complementaria es ¥, = C;e™ + C,e™

Se asume que la solucion particular es ¥, = Ax + B

Se verifica que entre Ax + B con C;e™ + C e
&7 0 ™ por lo tanto
Y, =Ax+B

no hay mutiplicidad, ya que A% + B no es muiplo de

2) Dado ¥~ —¥* = X + 1, entonces

La ecuacion auxiliar es m® — m? = 0 con raices my = my = 0 ;m; =
La solucién complementaria es ¥, = C; + Cox + Cye*

Se asume que la solucion particular es ¥, = Ax + B

Se verifica que entre AX + B con Cy + C,x + C3e* si hay multiplicidad, ya que Ax es mutiplo de Cox
Por o tanto se debe multiplicar ¥, = Ax + B por x, quedando ¥, = Ax® + Bx

Nuevamente se verifica entre Ax2 + Bx con €y + C,x + C3e¥ sigue existiendo multiplicidad entre Bx con
Cx

Porlo tanto la solucitn particular se multplica nuevamente por x para que no exista multplicidad, quedando
¥, =Ax®+Bx?




[image: image107.png]3) Dado ¥~ + = 2xsenx, entonces
La ecuacitn auxiliar es m* + 1 = 0 con raices my = 0 +1; my =0 — i
La solucién complementaria es ¥, = C;cosx + Cysenx

Se asume que la solucion particular es ¥, = (Ax + B)senx + (Cx + D)cosx

Se verifica que entre Cycosx + Cysenx con (Ax + B)senx + (Cx + D)cosx si hay multiplicidad, por lo
tanto se multiplica la solucion particular por x

¥, = (Ax* + Bx)senx + (Cx* + Dx)cosx

4) Dado ¥~ — 4y” + 4y = x% + 4e™ entonces
La ecuacion auxiliar es m® — 4m? + 4m = 0 con raices my = 0; my = mz = 2
La solucién complementaria es ¥, = C; + C,e + Cyxe™

Se asume que Ia solucién particular es y, = Ax? + Bx + C + De*




Se debe vericar la multiplicidad en forma individual

[image: image108.png]Se verifica que entre Ax? + Bx + C con Cy + C,e* + C3xe™ si hay multiplicidad, por lo tanto se debe
multiplicar Ax? + Bx + C por x, quedando
Ax®+Bx*+Cx

Se verifica que entre De®* con C; + C,e%* + C3xe® si hay multiplicidad, por lo tanto se debe muttiplicar
De* por x, quedando

Dxe™
Se verifica de nuevo que entre Dxe™ con C; + C,e% + C3xe™ si hay multiplicidad, por lo tanto se debe
multiplicar Dxe* por x, quedando

Dx%e®™

Porlo tanto la solucion particular queda
¥, = Ax® + Bx® + Cx + Dx?e™




Notas: 
Una vez obtenida la complementaria y la ecuación particular se procede a resolver como en casos anteriores.
Próximamente se publicará las respectivas de tareas de cada uno de los temas.

Se recomienda visitar las siguientes direcciones en donde se encontrará artículos sobre Aritmética, Álgebra, Geometría, Probabilidades, Estadística Descriptiva, Estadística  Inferencial y planificaciones por módulos curriculares
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