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Introducción
En el presente trabajo monográfico veremos la definición del valor absoluto y los teoremas que se  adquiere para la resolución de desigualdades (ecuaciones e inecuaciones) que incluyen el valor absoluto veremos cada una de las desigualdades paso por paso para solucionarlas. 

El valor absoluto está relacionado con las nociones de magnitud, distancia y norma en diferentes contextos matemáticos y físicos. El concepto de valor absoluto de un número real puede generalizarse a muchos otros objetos matemáticos.

El valor absoluto por lo tanto es el valor numérico que existe desde el cero a cualquier número de la recta numérica, sin importar su signo, sea este positivo o negativo, ya que todo valor absoluto siempre será un número positivo.

OBJETIVOS

· Comprender la definición del valor absoluto y entender todas sus propiedades para poder resolver desigualdades que incluyan el valor absoluto.

· Demostrar qué importancia tiene el operador matemático Valor Absoluto.

· Realizar una conceptualización personal y a su vez ejemplificarlo el valor absoluto.

VALOR ABSOLUTO

Definición
[image: image1.png]El valor absoluto de un nimero real a, denotado por |al, se define por la regla:

taz
e %, e
Porejemplo.si a=3 —lal =3
=0 >lo/=0
a=-5 =|-5/=—-(-5)=5
Vemos que el valor absoluto de un nimero positivo o cero es igual al mismo nimero, mientras que el valor
absoluto de un nimero negativo es el nimero positivo comespondiente. Esto significa que para cada

nimero real @, hay un nimero ~a, cuyo valor absoluto representa su distancia al origen, el positivo a la

derecha y el negativo ala izquierda. Geométricamente se representa como:

Para dos nimeros @ ¥ b, la — b| = |b — a|, representa la distancia entre estos puntos, sin importar la
direccién; asi, Ia distanciaentre , @ = —4y b =3

Jla=bl = 3I=1-71=7; lb-al=13-(-9)I=171=7





Geométricamente se representa como:

[image: image2.png]



Tendremos ecuaciones e inecuaciones que involucran valores absolutos, éstos se resuelven basándose en los teoremas siguientes.

[image: image37.emf]
Teoremas sobre valor  absoluto
TEOREMA 41. 
[image: image3.png]Va&R: i) lal z0
i) lal=0 o a=0

Demostracin:
i) Enefecto,consideremos: a<0 , a=0, a>0
(1) Sia<o0 - lal=-a - -lal=a - -lal<0 & |a|>0

(2) Sia=0 - lal=a=0
(3) Sia>0 - lal=a = lal>0 slal >0

i) (1)Demostraremosque siza=0 - lal =0

Enefectolal =0 —» 0=a 0=a

(2)Demostraremosque si:a =0 - |al =0
Enefecto, si: a=0 - la|=a - |a|=0
Porlotanto: lal=a < a=0

TEOREMA 42. Va &R:

Demostracion: En efecto:

(1)Por definicién de potencia: |al> = |allal

=

(2)siaz0- la*=aa - la*

(3)si a<0- lal*> = (—a)(—a) >





TEOREMA 43. 
[image: image4.png]Va&éR: |a|=VaZ
‘Demostracion: En efecto:
(1)Por el T.42: |al*
(2)Entonces: /]al? = /a®

@)= lal=Va?





TEOREMA 44. 
[image: image5.png]Va&R: lal=|-al

Demostracién: Consideremos los casos: @> 0, @ =0, a <0
)sia>0 - lal=0

Por (—1):
(2)Sia=0 —lal=0
Por(-1): —a=0 - |-al=0

a<0 > |-al=—(-a)=a  :lal=

(3)Sia<0 —lal=-a

Por(-1):—a>0 - |-al=—a  :lal





TEOREMA 45. 
[image: image6.png]Vab&R: |ab|=|alb|
Demostracién: En efecto:
(1)Por el T.43: |ab| =/(ab)?
(2)Por propiedad de potencia: |ab| = \/a?b?

(3) Entonces: |ab| = \/a?/b? = |allb| ...





TEOREMA 46. 
[image: image7.png]Vab€eR b=0.entoces: |3|=7

Demostracién: En efecto:

a a
@ sea g=c > [F]=ll
(2) Entonces: a=be — lal = lbel = [bllel - 2

1]

(3) Luego, de (1)y (2): |§| - %




TEOREMA 47.
[image: image8.png]Vab&R: |atbl<lal+|bl (Desigualdar Triangular)
‘Demostracion: En efecto:

(1) la+ b|* = (a+ b)? =a®+ 2ab +b* .. ... (T.42)
@) <a’+2laxb|+ b .. ...(ab < |ab|)

[©)] < lal® + 2lal|b] + ] ... (T.42 y T.45)
(a) = (lal +b])?

(5) Comola+bly (lal +|b]) son ambos positivos, entoces:

la+bl = al +|b|




TEOREMA 48. 
[image: image9.png]Vab&R i) la—bl < lal + bl
ii) la] — |bl < |a— b|
Demostracién:i) En efecto:
(W la=bl=la+(-b)..

(2) Entonces:la — bl < |al +|-b| .

(Def.de diferencia)
(T.47)
L(T.44)

(3) Luego: la— bl < lal + Ib] ..

La demostracin de ii) se deja como ejercicio.




TEOREMA 49.
[image: image10.png]lal=b & (b=20) A (a=b V a=-b)
‘Demostracion: En ef ecto:

(1) Por el T4

al 20, VaER
(2) Entonces,  si|a| = b,implica que:b = 0

(3) Por definici

lal=a v —lal=0

(4) Luegosi:lal=b »b=a vV b=—a - a=bVa=

(5) Por tanto, de2y4:lal=b < (b=0)A (a=b V a=-b)




TEOREMA 50. 
[image: image11.png]lal=|bl & a=b Vv a=-b
Demostracion: Consideremos los casos: b2 0 y b< 0
(1)si bz0 > |bl=b

Luego:lal = |b| & lal=b < a=b Va

.(T.49)
(2)Sib<0 = |bl=-b=>0

Luego: lal=1bl = lal=—b = a=—b v a=—(-b)
ca=-b V a=bhb

(3) Por tanto: la|=|b| & a=b V a=





TEOREMA 51.
[image: image12.png]S5i b=0 y lal<b & -b<a<h
Demostracion: i) Demostraremos b= 0 y lal<b > —-b<a<h
En efecto:
(1)VasR: a<l|al, yporhipétesis: |al<h
(2) Luego,por transitivad: a<b
(3)Delpaso (1): —b < —|al
(4) Ademis, VasR: —|al<a
(5) Entonces de (3)y (4): —b < a..
(6) Finalmente de (2)y (5): ~b<a<bh

(Transitivad)

ii) Demostraremos ahora quesi b=0 y —~b<a<bh - la|<b
En efecto,considerando los casos: a2 0 y a< 0

(1) Por definiciénde V.A,  si a=0 - lal=

(2) Por hipétesis: a< b
(3) Luego,de (1) y (2):lal< b
(4)sia<0 - |al=-a. .(Def.v.A.)

(5) Por hipétesis: —~b<a - —a<bh

(6) Luego,de (4) y (5): lal< b
Por lo tanto,de i) y ii) queda demostrado:
Sibz0ylalsh & -b<a<h

Corolario. Sib=0 y lal<b & —b<a<h




TEOREMA 52.
[image: image13.png]Si lalzb & azbV as-b
La demostracién se deja como ejercicio.

Corolario. Silal>b & a>b V a<b




TEOREMA 53.     
[image: image14.png]Va,beR: lal<|b| < a®<b?




Ecuaciones con valor absoluto
TEOREMA 1
[image: image15.png]D) lxl =b o bz0 y x=1b

i) lxl=b o b20 y[x=b , x=-b]
Nota: Este teorema establece q el universo dentro del cual se ha de resolver la ecuacion:|x| = b esta
determinado por la condicién: b 20, Ia cual debe ser resuelta previamente.
El conestivo légico " q aparece en el teorema. indica interseccién .una vez encontrando el universo de
Ia ecuacién se pasa a resolver las ecuaciones x=b asi como x=—b, y se comprueba si las respectivas

solusiones pertenecen 0110 a dicho universo U, o si satisfacen la ecuacion original




PRUEBA DEL TEOREMA I:
[image: image16.png]comolx| = 0, de b= |x| sesigue que : b0 ; ademas ,

s tal = xsi x20
—xsi x <0

b=x , b=

k=b , x=

Sabiendo que bz 0 , considerando cada igualdad por separado:

+ Six=b ,ycomob=0,entonces x=0
Luego, lxl =x=b— |xI =b

+ Six=—b,ycomo b= 0,entonces x <0
Luego,|x| = —x =b — |x|

Ejercicios de aplicacin:

1). Resolver:  4|lx —1|+x=|x - 3| +5




Solución

[image: image17.png]<-o1> 1 <13> 3 <3,04>

lx—1]=—(x—1) lx—1]=+(x—1) lx—1]=+(x—1)

lx—3|=—(x—3) lx—3|=—(x—3) lx—3|=+(x—3)

Para x €< —0,1>,en(?) : 4(x—1)+x=-(x—3)+5ox=2

2e<—o0,1>- §i{-2}

Para x €<1,3> en(*) : 4(x—1)+x=-(x—3)+5ox=2
Para x €<3,+0>,en(¥: 4(x—1)+x= (173)+5<—>x:‘11
3 =
() e<s+m>-5-0

Porlo tanto: S =Syu S;uS3={-2,2)

2) Resobver: (x—4)-2lx—4| -15=0




Solución
[image: image18.png]|x — 42-2lx — 4]-15=0
(lx—4l+3)(Ix—4/-5)=0

[lx—4/+3=0|x-4/-5=0]





3) Resuelva 
[image: image19.png]2x=l2x-3|-5
Solucién:
l2x—3]=5-2x
j"[s—zxzn]
1[21—3:5—21 ., 2x—-3=—(5-2%)]

[x<s5/2] [x=2 ,

—s5]




                                                FALSO
[image: image20.png](Recucrdaque:Pv F < P)

N [xS;] Y [x=2]

B
HXE<*w,’>n{Z}:(2} ex

Asi, el conjuntosolucién consiste deun solo elemento: CS =(2}

4) Resolverla ccuacién:

Solucién
El universo U esta determinando por la solucién de:
4
—L0e0x>0 cxe<0,0>=U
*
Toda solucién que hallemos a continuacién, lo interesante al final con un universo U

lo cual equivale a elegir aquel (.o aquellos Jvalores que se encuentren dentro de U
:asi, sobre U=< 0,00 >

-





Resolviendo [image: image21.png]Ly (@



  por separado y luego reuniendo las soluciones:
[image: image22.png]5= = con  x=0
. B
o
- x=2
x 4
== © —4(x—4), x#0, x#1
o xPi4x=4 , "
o (x+2P=8 "
o x=-2+V8-2+2\2

X€C.5.=UN{2,-2+2V2,-2-2V2)
=<0,0>n{2,-2+2V2,-2-2V2}

={2,2v2-2}




Inecuaciones con valor absoluto
En  la  resolución  de  inecuaciones con  valor  absoluto  intervienen fundamentalmente los  siguientes  teoremas. 
[image: image23.png]TEOREMA 51.
TEOREMA 52.
TEOREMA 53.
TEOREMA 54.
TEOREMA 55.

Sibz0ylalsbo-b=ash
Sila|zb e (azb)V(as-b)
Vabe

a| = |b| & a?b?

lxl<aca>0a(-a<x<a)

Ix|>acx<-aVx>a




EJEMPLOS  ILUSTRATIVOS

Ejercicio 01
[image: image24.png]2) Sead={x€ R}/ >2{x-2]} hallar el complemento de A
Solucina) $i x>2 = x—2 > 0 =[x =2 = (x—2)

1 (x 3)
S e

como(x—3)2>0,¥xER—{3} = x—-2>0x>2—51=<2,+00 > —{13}

B)six<2-x-2<0-|x—2/=—(x—2)

como(x—1)2>0,YxER-{1} = x-2<0ox<2>52=<—02>—(1}
Luego,A=S1US2=<-0,2 >U< 2+ o> —{1,3}=R-{1,2,3}

4=(123)




Ejercicio 02 

Resolver en los  R la siguiente inecuación:
[image: image25.png][|262 — 14x + 24| + |22+ 4| < [[322 - 27x + 54 + 22 + 4|

solucion.

Dadoquex® +4>0,¥xER = |x? +4| =x2+4

= l2x2 - 14x + 24| + |x> + 4] < [[322 - 27x+ 54| + |22 + 41|

Aplicando Ia desigualdad triangular en cada lado de la inecuacion se Tiene:

|22 — 14x + 24| + |22 + 4] < |32 — 272+ 54| + |22+ 4|

|22 — 14x + 24| < [3x2 - 27x + 54| & (2% — 14x+24)% — (322 — 27x + 54)2 < 0
(5x%— 41x +78)(—x%+ 13x — 30) < 0 & (5x— 26)(x — 3)(x - 10)(x— 3) > 0
Inecuacién equivalente: (5x —26)(x— 10) > 0,x = 3

Porel método delosvalores criticos: S=< —0, % >U< 10,45 > ~(3)




Ejercicio 03
[image: image26.png]=3}

sisiA={xRl[2-|4-3xI> )yB = {xe ||

HallarA' 0B
SoluciénEn A:|2— |4 —3x|| > 1 (2 —|4—3x| > DV(2-14-3x| < -1 (T.52)

© (13X- 4| <1V(3x-4]) >3 (T.449)
5 5
En|31*4|<1t—)1<31*4<*1H§<1<1—b51:<§y1>
1
En|3x—4/ >3 (3x-4>3)V(@BX-4< —S)H(x >;)V(x<§)
-52=< -0 >u<T 4w >
LuegoAd = S1052 =< —o5 >U< 1,2 505 ] 400 >
-Gl
“BTEE

= 3.comolx—1 > 0Vx € R— {1},se tiene:

EnB =g

2
2531 m -1z i o oDz (ve-n 2021 132

‘-.( >§]u 2 es
xz3|VG,





Ejercicio 04  desarrollar.
[image: image27.png]e=ti-lxl o
1-lx =

Solucin

Aplicando la definicién de valor absoluto:|x — 1| =

— e i
-~ \// 7\./ . i

a) si1<0—>{

>0t =0

Reemplazando (a)enla inecuacién dada. ——— = o

1
como——=20-x+120x=-1ox>-1
x+1

la solucion para este caso es: < 0,0 > A < —o,~1 2< =1,0 >

|x
-1

D)si0=x<1- (- T
1-x-x
lox-x,

1-x
o @x-1Dx-1)z0parax=1

reemplazando (b) en la ecuacion dada:





[image: image28.png]ahoramediante de los puntos criticos se tiene:




[image: image29.png]1]
lasolucion para este caso es: [0,1 > A(< =00, 2] V<, 4o >) = [

) Sixz1-

{h‘r

Reemplazando (c) en la inecuacion dada:

x-1-x

1
200—> -
T—x 2093-7205x-1>0parax = 1de dondex>1

Lasolucionpara este casoes:[1,+m > A < 1,40 >=< 1, +e0 >

1]

Por lo tanto la solucion :< 1,0 >U[ ]U< 1+ >

2.

1
o< —l,i] U<1,+00 >




Ejercicio 05

Resolver:
[image: image30.png]|

x+1
x#S

x+1
7| T3>0




Solución 

Completando  cuadrados  se  tiene:[image: image31.png]
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Anexos
EJERCICIOS DE APLICACIÓN
01.  Resolver:
[image: image33.png]2X-5





                           Solución:
[image: image34.png]lalzb e as-bvazh

2X-5 2X-5 2X-5
21 6 < -1 >
4-X

X-5
x—4

+1< -1+1

2X-5 1(x—4) 2X-5 1(x-4)
- 20 v + <o
x—4 x—4 == =

o

2X-5tx-4

P A
= x4
=1 3x-9 _
o —=z0 v =
x—4 x—4

SE-1DE-4)2z0v3x-3)(x-4)< 0

x=1;x=4 v x=3;x=4

E ANV ® = &
1 3 4 + 00

—o0 4 + — o
<1 v x>4) v @B <x<4)
gUE | v
-0 1 3 4 +oo

CS={xc€R/x<1v3<x<4vx>4}




02. Resolver:

[image: image35.png]lx+6] = 2x+6
Solucién:

lal=b © b20x(a=-bva=bh)

lx+61=2x+6© 2x+620A[x+6=—(2x+6)v(x+6)=2x+6]

cxz -3a[x+6= —2x—6 v —x=0]
cxz -3A[Bx=12 v x=0]

cxz =3





Conclusiones
· El valor absoluto es valor numérico, que no importa el signo que tenga ya sea positivo o negativo. El valor absoluto siempre será un número positivo.
· En la primera fase de la investigación de Cerizola, una noción matemática básica y aparentemente simple: el valor absoluto de un  numero real”, sólo se contempla la definición de valor absoluto como número y no se contempla como símbolo, es decir; se limita a definir al valor absoluto como: El número sin el signo o La distancia a partir del cero sobre la recta numérica. 

· No se muestra la definición del operador valor absoluto en el contexto aritmético, el cual definimos al principio como: “El valor absoluto de un número, es ese mismo número sin signo y se representa entre dos barras verticales, por ejemplo: −3 = 3 . 

· Al realizar el análisis en libros de educación básica secundaria en México tanto de texto como de ejercicios, encontramos que el tema valor absoluto de un número es tratado con mayor frecuencia como distancia y no se utiliza la definición “El valor absoluto de un número, es ese mismo número sin signo y se representa entre dos barras verticales, por ejemplo: −3 = 3 ”que es la que nosotros pretendíamos encontrar, es decir; la mayoría de los libros analizados presentan al operador valor absoluto como: “el valor absoluto de un número, es la distancia de cero hasta ese número”.

· El objetivo de enseñar el operador valor absoluto en el nivel de educación básica secundaria en México, es porque hasta este grado se comienza a utilizar un nuevo tipo de número: los números negativos. 

· Para poder establecer la posición y el orden que estos números tienen en la recta numérica, así como se muestra la definición de valor absoluto como: “el valor absoluto de un número, es la distancia de cero hasta ese número”. La cual se encontró en siete de los diez libros analizados. 
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