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Introducción
En álgebra lineal, los vectores propios, autovectores o eigenvectores de un operador lineal son los vectores no nulos que, cuando son transformados por el operador, dan lugar a un múltiplo escalar de sí mismos, con lo que no cambian su dirección. Este escalar λ recibe el nombre valor propio, autovalor, valor característico o eigenvalor. A menudo, una transformación queda completamente determinada por sus vectores propios y valores propios.

Un espacio propio, autoespacio o eigenespacio es el conjunto de vectores propios con un valor propio común.

La palabra alemana eigen, que se traduce en español como propio, se usó por primera vez en este contexto por David Hilbert en 1904 (aunque Helmholtz la usó previamente con un significado parecido). Eigen se ha traducido también como inherente, característico o el prefijo auto-, donde se aprecia el énfasis en la importancia de los valores propios para definir la naturaleza única de una determinada transformación lineal. Las denominaciones vector y valor característicos también se utilizan habitualmente
OBJETIVOS:
· Formular la definición de Valor Propio y de Vector Propio (real o complejo).

· Enunciar e interpretar el significado del teorema sobre la condición de subespacio vectorial, de un subconjunto de vectores propios.

· Enunciar e interpretal el significado del teorema relativoa vectores propios pertenecientes a subespacios propios diferentes.

· Aplicarlos resultados de las definiciones y teoremas estudiados, a la determinación de los valores propios y de los subespacios propios.

· Formular la definición de base propia.

· Enunciar e interpretar el significado del teorema sobre la diagonalización, en el caso de que los valores propios sean reales y desiguales y también complejos.

· Formular la definición de matrices simétricas y diagonalización ortogonal.

· Aplicar los conocimientos del capítulo al crecimiento de una población y a las Formas Cuadráticas.

· Aplicar los resultados del teorema anterior a la resolución de ejercicios.

Valores propios y vectores propios (eigenvalores y eygenvectores) de matrices reales y complejas
A continuación se va a desarrollar un tema muy importante dentro del algebra lineal, llamado valor propio y se plantea de la siguiente manera:

[image: image1.png]Si A es una matriz nxn, hay vectores x diferentes de cero en Rntales que Ax
'sea un multiplo escalar de x. El escalar denotado por A se llama valor propio de
la matriz A y el vector x diferente de cero se llama vector propio de A
correspondiente a A, por lo tanto se tiene:

Valor propio

!

AX =Ax

Vector propio




Los términos valor propio y vector propio correspondientes a los  términos eigenvalor y eigenvector derivados del término alemán Eigenwert cuyo significado es “valor propio”

Interpretación geométrica en el plano R2
[image: image2.png]Si A es un valor propio de la matriz A y x es un vector propio de A
correspondiente a A entonces la multiplicacion de x por la matriz A produce un
vector Ax paralelo a x,como se muestra a continuacién:




VALORES PROPIOS Y VECTORES PROPIOS DE UNA MATRIZ

Definición:

[image: image3.png]Si A es una matriz cuadrada, entonces un escalar A es un valor propio de A si
satisface la ecuacion

Det (A-A) =0




A esta ecuación se la denomina ecuación característica de A.

· Ejemplo:

[image: image4.png]Encuentre los valores propios de la matriz A [31 g]
Solucion:
Al 0_[3 2_A-3 -2
"'A‘)‘[o 1] [—1 o]'[ 1

Det (AI-A) = \2-3A+2=0

A2-3A+2=0

de la matriz A.

A=1} } Estos son valores propios
A=2




Observaciones:

Si A es una matriz de orden nxn entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:
[image: image5.png]1) A es un valor propio de A.
2) El sistema de ecuacién (Al-A)x = 0 tiene soluciones no triviales.
3) Existe un vector x en R" diferente de cero, tal que Ax =Ax

Si A es un valor propio de A, entonces el espacio solucion del sistema de
ecuaciones (Al-A) x = 0 se denomina el espacio de A correspondientea A, y los
vectores diferentes de cero en el espacio propio de A correspondiente a A.

» Ejemplo:

Hallar los valoresy vectores propios de la matriz A = [i 1152]




Solución:

La ecuación característica de A es:
[image: image6.png]Det (AI-A) =0

wasify 4 057 L

Det (A-A) = (A+1)(A+2) = 0
A= } valores propios

r=2) detamatiz A
Seax =[;;] un vector propio de A

X es un vector propio de A correspondiente a A siy solo si X es una solucién no
trivial de (M-A)x = 0, es decir, solucion no trivial para:

(v |
Si A=-1la ecuacién se transforma en:
[ -6
-3x1+12x2=0 x1=4x2
{ X1+4x2=0 x2=t

£ :E;] = [: = ;[: Son los vectores propios de A correspondientes a A = -

SiA=-2
3 56

-4x1 +12x2=0 x1=3x2
{ X1+ 3x2=0 x2=t

x =[:;] = [i = t[i Son los vectores propios de A correspondientes a A = -2




3.1.- PROCESOS PARA DETERMINACIÓN DE VALORES PROPIOS Y VECTORES PROPIOS.

Sea A una matriz nxn:

[image: image7.png]1.

2.

3.

Forme la ecuacion caracteristica |Al~A |= 0. Sera una ecuacién
polinomial de grado n en la variable A.

Determine las raices reales de la ecuacion caracteristica. Estos son los
valores propios de A.

Para todo valor propio A, determine los vectores caracteristicos
correspondientes a A; al resolver el sistema homogéneo (AI-A)x = 0
Para llevar a cabo lo anterior se requiere reducir por renglones una
matriz nxn. La forma resultante escalonada reducida debe contener por
lo menos un renglén de ceros.




Observación:

Todo endomorfismo en V donde V es un espacio vectorial de dimensión finita y mayor o igual a 1 sobre el cuerpo de los complejos admite vectores propios.

Pero si el cuerpo no es complejo, entonces no existen vectores propios.

· Ejemplo:

[image: image8.png]Sea (R? +, R....) el espacio vectorial sobre Ry
f:R?2 _—» Ral que
£ (X,y) = (XCOs8 — ysens, xsend + ycosd)

si existe (x.y) | R2, (xy) # (0.0), tal que para algin A R, f (x.y) = Ax.y)
entonces:

(Xcos8 — ysens, xsend + ycosd) = (AX,Ay)
Xcos8 — ysen® = Ax

{ xsend + ycos8 = Ay de donde:
(A= cosB)x + ysend = 0

{ -send - x + (A cosB)y = 0




El sistema admite solución no trivial si:

[image: image9.png](A—cosB)2+sen26=0 = A2-2Acos8 +1=0
A=cos8 +Vcos26 -1

Sené =60° =—> R

Solo existen vectores propios si 6 = n

Consideremos (R? +, C,...) existen valores y vectores propio. El endomorfismo
f representa una rotacion del plano de angulo Balrededor del origen.





Teorema:

[image: image10.png]Si .V — V es una transformacién lineal y ademas existe una base
[ V] = {v1, v2v3,...... vn} formada por los vectores propios de f
correspondientes a los valores propios A1,A2........An, entonces la matriz de f
respecto de esta base es la matriz diagonal:

21 0 0 ... 0
0 220 ... 0
f I

0 0 0 ... in




Demostración:

La matriz de f respecto de la base [ V ] se obtiene determinando las imágenes de los vectores de dicha base, y teniendo en cuenta la definición de vector propio

[image: image11.png]f(v1) =AMV =ATv1 +0v2 + OV3 +........

(v2)=A2v2= OVl + Av2 + OV3 +..

f(vn) = Anvn =0Vl +0v2+ 0v3 +....

En consecuencia
21 0 0 0
0 22 0 0
D=|

0 0 0 ... in




Observación:

[image: image12.png]Del teorema demostrado diremos que la transformacion lineal f es
diagonizable.

SiDimV=nyf V —» V esunendomorfismo que admite n
valores propios distintos, entonces f es diagonizable.

En términos de matrices diremos que si A ' k™" admite n valores
propios distintos, entonces existe P ' k™™ no singular, tal que P-1AP es
diagonal.




POLINOMIO CARACTERISTICO DE UNA MATRIZ 

Definición:

[image: image13.png]El polinomio caracteristico de una matriz A/ ' k™"es el determinante de la matriz
Al - A es decir:

—a2n

P (A) = det (M - A) =
—anl  —an2 . . . A—am
Desarrollando el determinante se tiene:

P (A)=A"+Cn-1A"1+. ... +C1A + CO





PROPIEDADES:

[image: image14.png]El escalar A es un valor propio de la matriz A k™" si y solo si A es raiz del
polinomio caracteristico de A.

1. Si A es un valor propio de A entonces A — I\ es singular, y por
consecuente también lo es Al - A 0 sea det(Al - A)=0
En consecuencia A es una raiz del polinomio caracteristico de A.

2. Supongamos que A sea una raiz del polinomio caracteristico de A.
Entonces det (Al — A) = 0. Osea que Al — Ay A - IA son singulares esto
significa que A es un valor propio de A.




VALORES CARACTERISTICOS PARA MATRICES TRIANGULARES

Si A es una matriz triangular nxn entonces sus valores propios son sus elementos en la diagonal principal.

3.2.- MATRICES SEMEJANTES:

Sean las matrices A y B de orden nxn se dice que la matriz A es semejante a la matriz B si existe una matriz P invertible de orden nxn tal que B = P-1AP  

Observación:

La definición dada también se puede expresar así:

Las matrices A y B de orden nxn son semejantes si y solo si existe una matriz invertible P tal que PB = AP

· Ejemplo:

[image: image15.png]Dedos matrices semejantes. Sea A=[§ 31] B= [

Solucion:

e T -6

AP:[CZ) }1][—21 ;1]=[i :1

M L

Como det (P) = 1# 0, P es invertible por lo tanto A y B son semejantes.




Teorema:

Si A y B son matrices semejantes de orden nxn, entonces A y B  tienen elmismo polinomio característico y por lo tanto, tienen losmismos valores propios.

Demostración:

[image: image16.png]Como Ay B son semejantes — | P invertible tal que B = P1AP y
Det (B — Al) = det (P'AP — Al) = det(P-'AP - PAIP)
= det(P1 [A— AIP))

= det (P[A- ] P)
= det (P1) det(A — Al) det(P)
= det (P") det (P) det(A - Al)
= det (P1P)det (A— Al)
= det (I)det (A Al)

= det(A—Al)




Esto significa que A y B tienen la misma ecuacióncaracterísticay como los valores propios son raíces de la ecuación característica tienen los mismos valores propios.

3.3.- EJERCICIOS

[image: image17.png]1.- Encuentre los valores propios y vectores propios correspondientes a la
siguiente transformacion lineal f: R2 —> R2tal que f(x, y) = (2y, X).

Solucién:

f(x, y) = A(x, y) = (2y, x) de donde se tiene
X =2y

{ Ay =x

Sustituimos:

Ny=2y

N=2

A=1/2

Los valores propios de f son A = 12

M=2y,Ay=x ParaA=#/2

2y=#V2x, x=#/2y entonces+y2y=x

Por lo que:

(xy)= @2, y) = &2, 1y

Luego los vectores propios son:

(&2, 1), teR




2.- Encuentre los autovalores y autovectores correspondientes a las siguientes transformaciones lineales:

[image: image18.png]TR — R?  talque T(x,y) = (X+Y, 2x +Y)

Solucién:

T(x, y) =A(X, y) = (x +y, 2x + y) De donde se tiene:

M=x+y  —» A=x=y
{ Ay=2x+y

Sustituimos:

AMX=X)= 2X+ X=X

AX = Ax =X+ Ax

N-2A-1=0

A=18/72

Los autovalores son A = 1 V2
Entonces +V2x=y ;Porlo que:
% y)= (X 2V2x)= (1, £/2)x
Luego los autovectores son:

(1, +/2)t, teR

(182 x-x=y
x£/2x=-x=y

#2x=y




3.- Obtener los eigenvalores y los eigenvectores asociados si existen de la siguiente matriz:

[image: image19.png]A=f; 3
Solucién:
Calculamos los eigenvalores A de la matriz A
Dem(M-A)=|‘;2 1113|=(A-2)(A-3):o
De donde A= 2 y A= 3 son los eigenvalores de A.
Para A= 2 calculamos los eigenvectores:

w-A [3]=0 donce [* o] E;] )

Entonces:
[ -1
ox1-x2=0 x2=0
{ oxt-x2=0 x=s3] = s[)]
vi=(1,0)

Para A= 3 calculamos los eigenvectores:

w-Al[G]-0 donae P52 1] [E]-0

b 1=
{ 0x1-0x2= 0 rz:;[g]=s[:]

v2=(1.1)




Por lo tanto los eigenvectores de la matriz A son (1,0) (1,1)

[image: image20.png]4.-Si los valores caracteristicos de A = [g db] son AM1=0 yA2= 1 ;Calles son
los valores posibles de ay d?

Solucién:

P (A) = det (Al-A) = |[* 3 Ai”d

=(\-a)2-4d)
PA)=(A-a)i-d)=0

ConA=0

P(0)=(-a)(-d)=0

Posibles valores: a= 0;d = 0

ConA=1
P()=(1-a)(1-d)=0




Posibles valores: a= 1; d = 1

5.-Determine los valores característicos de la siguiente matriz:

[image: image21.png]2+i o 1-i
3 1+ o

3 2-i —Si]

Solucién:
El polinomio caracteristicode A es:

3 -2-i 3i
A= A -1+
i

= (\-3) (A% — 2)-(-2+i) [(-2-i) M-(3i+3)] +3i [(1+3i) +3A)]
=(23 — 312 ~2 A+6) - (5 A+O+3i) + (31-9- 9A)

= (1 - 322 ~16 \12)

= (A1) (A-6) (\+2)




Lo cual implica que los valores característicos de A son -1, 6, -2 

6.-Vea si las matrices D y A son semejantes dada la matriz P

[image: image22.png]1 4 3
D=|o 1 -1

0 5 7
Solucién:

P es invertible porque det (P) = 3 # 0, entonces:

e 1T TR
orep S 8 £ 3F 3 ]

Como PA = DP entonces A y D son semejantes.




Diagonalización de matrices
Se dice que una matriz cuadrada A es diagonizable, si existe una matriz inversible P tal que P-1AP sea diagonal; se dice que la matriz P diagonaliza a la matriz A.

S existe una matriz ortogonal P tal que P-1AP es diagonal, entonces A es diagonizable, y se dice que P diagonaliza ortogonalmente a A.

· Ejemplo:

[image: image23.png]La matriz A

1 3
31
0 0

Es diagonizable ya que

1 1 0
P=l1 -1 0
0 0 1

Tiene la propiedad de que

4 0 0
PIAP=10 -2 o0

0 0 -2




Teorema:

Una matriz A de orden nxn es diagonizable si y solo si tiene n vectores propios linealmente independientes.

En tal caso la matriz diagonal D semejante a A esta dado por:

[image: image24.png]0 A2 0 0
D=
[ 0 0 .. . in
Donde 41, 22,......., An son los valores propios de A.

Si P es una matriz cuyas son vectores propios linealmente independiente de A,
entonces D = P-'AP




Demostración:

[image: image25.png]Primero se supone que A tienen vectores propios linealmente independientes
V1, V2, v2,.......vn que corresponden a los valores propios (no necesariamente
diferentes) 21, 22,

P11
P21
Seavi=( " |, v2= y sea
-Pnl -Pn2 -Pnn
P11 P12 . . . Pin
P21 P22 . . . P2n

Pnl Pn2 . . . Pnn




Entonces P es invertible ya que sus columnas son linealmente independientes.

Ahora también.

[image: image26.png]a1l @12 . . . aln)[P11 P12

@21 a22 . . . a2n|lP21 P22
AP
anl an2 . . . annilPnl Pn2
P10
P2i

Y se ve que la columna i de AP es A =
-Pni-

Asi AP es lamatriz cuya columna i es Aivi y

P1n
P2n

= Avi = Avi

A1P11 A2P12 . . . AnPln
A1P21 A2P22 . . . AnP2n
A= -
A1Pn1 J2Pn2 . . . AnPnn:
P11 P12 . . . Pin o0
P21 P22 . . . P2n 0 20
Pero PD = eHs
Pnl  Pn2 0
A1P11 A2P12 . . . AnPln
A1P21 A2P22 . . . AinP2n

A1Pn1 J2Pn2 . . . JnPnn

oo

in




Entonces AP = PD y como P es inversible, se puede multiplicar ambos lados por la izquierda por  P-1 para obtener:

D = P-1AP

Nota:
Si A es una matriz de orden nxn, entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

· A es diagonizable.

· A tiene vectores propios linealmente independientes.

Nota:

Si una matriz A de orden nxn tiene n valores propios diferentes entonces A es diagonizable.

· Ejemplo:

Determinar si la siguiente matriz es diagonizable:

[image: image27.png]1 -1 -1
A= [ 1 3 1]
-3 1 -1

Y luego determine una matriz P tal que P-'AP sea diagonal.




Solución:

Calculando los valores propios de lamatriz A 

[image: image28.png]—1 | =0 Desarrollando el determinante:
3 -1 A+1

P(N=|N-Al=

P () =(A-2)A+2)A-3)

M=2
A2=-2
A3=3
2 0 0
La matriz diagonal es D = [g —02 g] son los valores propios de A.

Ahora calculando los vectores propios de A, para estocada valor de A
resolvemos el sistema (Al - A) x =0

(5 2 2JE-





Poniendo en la forma escalonada en los renglones reducida:

[image: image29.png]Vector propio

el = B

3 0 0

-3 1 1 1o Ly
_2I—A=[71 -5 71] = [0 M 1/4”71]
3 -1 -1 oo o lls

-

O IS Y Y

3 -1 -1 o olls




Para verificar la independencia lineal de los vectores se forma la matriz P, cuyas columnas son los vectores propios y se convierte enlaforma escalonada reducida.

[image: image30.png]-1 1 -1][1 0 1
P= [ o 71 ”0 1 D] =
0 0 1

Dado que la forma escalonada reducida es la matriz identidad los tres vectores
propios son linealmente independientes. Por tanto, A es diagonizable.

-1 -1 0
pi= [1/5 0 1/5]
15 1 1/s
Entonces se concluye que:

2 0 0
PAP = [0 -2 D]
0o 0 3




4.1.- PASOS PARA DIAGONALIZAR UNA MATRIZ CUADRADA:

Sea A una matriz nxn:

1) Determine n vectores propios linealmente independientes v1, v2, v3,…..vn de A, con valores propios correspondientes λ1, λ2, λ3,…….λn. Si no existen n vectores propios linealmente independientes, entonces A no es diagonizable.

2) Si A tiene n vectores propios linealmente independientes, entonces sea P la matriz nxn cuyas columnas son tales vectores propios. Es decir:

                    P = [v1, v2, v3,………vn]

3) La matriz diagonal  D = P-1AP tendrá los valores propios λ1, λ2, λ3,…….λn en su diagonal principal (y ceros en el resto). Observe que el orden de los vectores propios usados para formar P determina el orden en que aparecen los valores  propios sobre la diagonal principal de D.

4.2.- EJERCICIOS

[image: image31.png]1.- Compruebe que A es diagonizable al calcular P-TAP.

ael 2 el
Solucién:
Calculamos P!

1 —4

= 1[1 73] [

Pee=2 S0 WS D

ol R [

= [; fz]




Concluimos que A sí es diagonizable.

2.- Encontrar la matriz P que diagonalice a la matriz A.

[image: image32.png]



Solución:

Buscamos los vectores propios de A. Como es una matriz de 3x3 entonces debe tener tres vectores propios para ser diagonizable.

Como A es una matriz triangular superior, sabemos que los valores propios son los elementos de la diagonal principal.

[image: image33.png]M=2,A2=3;A3=1 —»  Valores propios.

Para M = 2 calculamos su vector propio:

bl

0x1+0x2-x3=0 x3=0
0x1-0x2-4x3=0 x2=0
0x1+0x2-x3=0 xi=s

[x1] 1]

[::l =s ’:l v=(1,0,0) es el vector propio

Para A2 = 3 calculamos su vector propio:

b s 1B

x1+0x2-x3=0 x3=0
0x1-0x2-4x3=0 x2=s

0x1+0x2-23=0 x1=0

[x1] 07

[;;l S5 H v=(0.1,0) es el vector propio

Para A3 = 1 calculamos su vector propio:

[ -l

x1+0x2-x3=0 x3=t
0x1-2x2-4x3=0 x2=-
0x1+0x2+0x3=0 x1=-t

[x1 =1
[,;zl =t ’_ l v=(1,-2.1) es el vector propio
3. &




Finalmente formamos la matriz P que está constituida por los vectores propios como vectores columna.

[image: image34.png]-1
-2
1

o

1
P=lo 1
o




3.- Demuestre que la matriz dada no es diagonizable.

[image: image35.png]Solucién:

Calculamos sus valores propios:
= =4 0]

P (A) = det (A-A) = |73 A| =p
P(N=A=0
Su unico valor propio es A = 0, ahora calculamos los vectores propios:

0 0jx1]_ [0

-3 o] [x?] - [0]
{ 0x1+0x2=0 xX2=s

-3x1+0x2=0 x1=0

[i; =s[‘;] v1=(0, 1) es el vector propio




Por tanto A no tiene dos vectores característicos linealmente independientes, entonces se concluye que Ano es diagonizable.

4.-Demuestre que la matriz dada no es diagonizable.

[image: image36.png]0 0
A=l3 o
Solucién:

Como A es una matriz triangular superior los elementos propios son los
elementos de la diagonal principal.

A=1Valor propio.
Para A =1 Calculamos su vector propio.
0 —k][x1] - [0
[0 0 ] [;(2] - [0]
{ 0x1-kx2=0 x2=0
0x1-0x2=0 x1=s

[i; =s[;] v1=(1,0) es el vector propio




Por tanto A no tiene dos vectores característicos linealmente independientes, entonces se concluye que Ano es diagonizable.

5.- Calcular A6 donde la matriz A es igual a:

[image: image37.png]= [ —11
Solucién:

Primero encontramos la matriz P que diagonalize a A

-10

P () =det (LA) = [ 7 “11|—

(A=10)(A+11) + 108
PN =R+ =220
A=-1)M\+2) =
M =1,A2=-2 Valores propios
Hallamos los vectores propios correspondientes:
M =1,suvectoresu=(-2,1)
A2 =-2, su vector es v= (-3, 2)
Forman la matriz P:
_[2 -3
F= [ 1 2 ]
Ahora nos toca encontrar D = P-'AP y luego D&
_[-2 -3
B ’[ 1 2 ]
paap_[-2 -3][10 -2 -
’P1AP’[1 2][—6 —11][ ]
1 0
P

b ol





Aquí aplicamos la ecuación del cálculo de las potencias de una matriz.

[image: image38.png]As=PDSP-!

e TR Py

Por lo tanto

—188 —378

6=
A=l126 253




Matrices simétricas y diagonalización ortogonal
5.1.- MATRIZ SIMETRICA:

Definición:

Una matriz cuadrada es simétrica si:

[image: image39.png]» Ejemplo:
Las matrices Ay B son simétricas, pero la matriz C no lo es

0 1 -2
A=[1 3 o0

-2 0 5

s 1





Observación:

· Una matriz no simétrica puede no ser diagonizable.

· Una matriz no simétrica puede tener valores propios que no sean reales.

· Para una matriz no simétrica, el numero de vectores propios linealmente independientes correspondientes a un valor propio puede ser menor que la multiplicidad del valor propio.

Ninguno de los casos anteriores es posible con una matriz simétrica.

Teorema:

Si A es una matriz simétrica nxn, entonces las siguientes afirmaciones son verdaderas:
[image: image40.png]I Aes diagonizable.

Il Todos los valores propios de A son reales.

. Si A es un valor propio de A con multipiicidad k, entonces A fiene k vectores propios
linealmente independientes. Es decir, el espacio caracteristico de A es de dimension k.




Demostración:

La demostración no es posible ya que se requiere conocimientos más avanzados.

· Ejemplo:

[image: image41.png]Demuestre que la matriz simétrica A = [? ;] es diagonizable:

Solucion:

El polinomio caracteristico de A es

i-a  —c |z e
&= @) rsab-c

P()=|A-A
Como cuadratico en A, este polinomio tiene por discriminante a:
(a+b)2-4(ab - ?) = a2+ 2ab + b2— dab + 4c?

=a?-2ab + b? - 4¢?

=(a-b)2 +4c?

Dado que este discriminante es la suma de dos cuadrados, debe ser cero o
positivo. Si (a—b)2 +4c2=0 entonces a =by ¢ = 0, lo cual implica que A ya es
diagonal. Es decir:
a 0
a=fs d

Por otra parte, si (a — b)2 + 4¢2> 0, entonces por la formula cuadratica el
polinomio caracteristico de A tiene dos raices reales distintas, lo cual implica
que A tiene dos valores propios distintos. Por tanto, A es diagonizable también
en este caso.




5.2.- MATRIZ ORTOGONAL 

Definición:

[image: image42.png]Una matriz cuadrada P se denomina ortogonal si es

pP1=pT
» Ejemplo:

0

La matriz P 1

;]Es ortogonal porque

Observacion:

invertible y:

Dos vectores v1 y v2 en Rn son ortogonales si v1.v2 = Oy ortonormales si

ademas | [v1|| =1

En el ejemplo anterior las columnas de P constituyen un conjunto ortonormal de

vectores {v1, v2}




Teorema:

Una matriz P nxn es ortogonal si y solo si sus vectores columna forman un conjunto ortonormal.

Demostración:

Suponga que los vectores columna de P forman un conjunto ortonormal.

[image: image43.png]P11 P12 . . . Plmw
P21 P22 . . . P2n

Pnl Pn2 . . . Pnn

Entonces el producto PTP es de la forma

P11 P12 . . . Pin[P11 P12 . . . Pln

P21 P22 . . . P2n|[P21 P22 . . . P2n
PP =

Pnl Pn2 . . . PnnllPnl Pn2

viv2 . . . vlwn
v2v2 . . . v2.oon
vnvl vnv2 . . . vn

Dado que el conjunto {v1, v2......, vn} es ortonormal se tiene

vivj=0 i=j oy vivi=||vi|[2=1




Por lo tanto, la matriz compuesta de productos punto es de la forma

[image: image44.png]1 0 0
01 0

PP = =in
0 0 1

Lo anterior implica que P-'=PTy se concluye que P es ortogonal.
» Ejemplo:

2/3 2/3
135 0 ] es ortogonal al probar que
—2/3\5 —4/3V5 5/3V5.

Demuestre que P =

PTP=1
1/3 2/3 1/3 —2/N5 -2/3V5| 1 o
PP=|-2/5 1/5 2/3 1NS —4/3v§=[g 1
—2/3vV5 —4/3V5 5/3\5 2/3 0 5/3V5 o

Se concluye que P-1= PTpor lo que P es ortogonal.




 Teorema:

Si A es una matriz simétrica nxn. Si λ1 y λ2 son valores propios distintos de A entonces sus vectores propios correspondientes x1 y x2 son ortogonales.

Demostración:

[image: image45.png]Sean A1 y A2 valores propios distintos de A con vectores propios
correspondientesx1 y x2 Asi Ax1 =A1x1 y Ax2 = Ax2

Para demostrar el teorema es Util empezar conlasiguiente forma matricial del
producto punto

x21
x22

X1.x2=[x11x12.....x1n]| ~ | =x1Tx2

x2n

Ahora se puede escribir
M (x1.x2) = (Mx1) x2

= (Ax1).x2

= (AX1)T.x2

=(ATx17).x2 Yaque A es simétrica A = AT
= (x1TAT) x2

= (x1TA)x2

=x1T (Ax2)

=x1T (A2x2)

= x1(A2x2)

= A2 (x1.x2)

Esto implica que (A1 - A2) (x1.x2) = 0 y como A1 #A2 se concluye que x1.x2=0
por consiguiente x1 y x2 son ortogonales.




· Ejemplo:

[image: image46.png]Demuestre que dos vectores propios de A =[i ;] correspondientes a valores

propios distintos son ortogonales.
Solucion:

Calculando los valores propios de la matriz

P\ =|N-Al= ’1:13 ,111 desarrollando
P(A)=(A-3)2-1

M=2

=4

Todo vector propio correspondiente a A1 = 2 es de la forma x1 = (s, -s) s# 0

Todo vector propio correspondiente a A2 = 4 es de laformax2 = (. ) t#0




Por consiguiente

X1.x2 = (s, -s). (t, t) = st – st = 0

Y se concluye que x1 y x2 son ortogonales.

5.3.- DIAGONALIZACIÓN ORTOGONAL:

Una matriz es diagonizable ortogonalmente si existe una matriz P tal que 

P-1AP = D

Teorema:

Si A es una matriz nxn. Entonces A es diagonizable ortogonalmente y tiene valores propios reales si y solo si A es simétrica.

Demostración:

[image: image47.png]Se supone que A es diagonizable ortogonalmente entonces existe una matriz ortogonal P tal que D = P1AP.
es diagonal. Ademas como P-1= P, se tiene:
A= PDP-=PDPT
Lo cual implica que
AT=(PDPT)T=(PT)TDTPT =PDPT =A




Por consiguiente, A es simétrica.

Observación:

El conjunto de matrices diagonizable ortogonalmente es precisamente el conjunto de matrices simétricas.

· Ejemplo:

[image: image48.png]2 2 -2
Encuentre una matriz P que diagonaliza a A = [ 2 1 4 ]

Solucion:

Calculamos los valores propios de la matriz

i-2 -2 2
P\ =|N-Al=| =2 1+1 -4 | desarrollando
-4 A+1

(A-3)2 (A+6) = A1 =-6, A2=3 Estos son los valores propios.

Un vector propio para A1 es v = (1, -2, 2), que se normaliza a:

Dos vectores caracteristicos para A2 son v2 = (2, 1,0) y v3 = (-2, 1,0)
Observe que v1 es ortogonal av2 y v3.

Los vectoresv2 y v3 no son ortogonales entre si. Para encontrar dos vectores
propios ortonormales para A2 se aplica el método de ortonormalizacion de
Gran-Schmidt.

w2=v2=(2,1,0)





Ahora normalizamos estos vectores:

[image: image49.png]La matriz P tiene como vectores columna a ut, u2, u3.

1/3 2/N5 -2/3V5
=1-2/3 1/V5 4/3V5
2/3 0 5/3V5

Una verificacion muestra que:

P1AP = PTAP





5.4.- PROCESO DE DIAGONALIZACION ORTOGONAL DE UNA MATRIZ SIMETRICA:
Sea A una matriz simétrica nxn

a) Determine todos los valores propios de A y la multiplicación de cada uno.

b) Para cada valor propio de multiplicidad 1, elija un vector propio unitario (Elija cualquier vector propio y después normalícelo).

c) Para cada valor propio de multiplicidad k[image: image50.png]12



 2 encuentre un conjunto de k vectores propios linealmente independientes. Si este conjunto no es ortonormal, aplique el método de ortonormalizacion de Gran-Schmidt.

d) La composición de los pasos b) y c) da un conjunto ortonormal de n vectores propios. Use estos vectores propios para formar las columnas de P. La matriz P-1AP = PTAP = D   será diagonal.

5.5.- EJERCICIOS:

1.-Determine si la matriz dada es ortogonal.

[image: image51.png]—4/5 0 3/5
A= [ 0o 1 0 ]
3/5 0 4/s
Solucién:
Para demostrar quela matriz es ortogonal, debemos probar que A AT

4/5 n 3/5 4/5 0 3/5 10 0
it el talb i
3/5 u 4/5)l 3/5 o 4/5. 01

Por lo tanto se concluye que si es ortogonal.

Ademas si hacemos

,0.3), A2=(0,1,0),A3==(,03),
A1 A2=A2.A3=A1.A3=0] AL
HALI=1A21=1A43=1

En consecuencia el conjunto {A1, A2, A3} es un conjunto ortonormal.




2.- Encuentre una matriz ortogonal P tal que PTAP diagonalize a A. Compruebe que PTAP da la forma diagonal correcta.

[image: image52.png]a=[5 7]
Solucién:

Encontramos el polinomio caracteristico y los valores propios.

A—6 2

P=det-A)=['3¢ 2 [=h-8)3)-4

P(A)=A2-9\+14=0

A=7)A\-2)=0

A=7 A=2 Valores propios

Encontramos los vectores propios correspondientes.

El valor propio A = 7 tiene como vector propio v1 = (-2, 1)
El valor propio A = 2 tiene como vector propio v2 = (1, 2)

Ambos vectores propios constituyen una base ortogonal y como ambos son de
multiplicidad 1, los normalizamos para obtener una base ortonormal.





Ahora hacemos la comprobación:

[image: image53.png]Por lo tanto D = PTAP




3.- Encuentre una matriz P que diagonalize ortogonalmente a A.

[image: image54.png]31
A=l s
Solucién:
Encontramos los valores propios.

P (A) = det (A-A)

P(AN)=A-6A+8=0

(A=2)A-4)=0

A=2 A=4 Valores propios

Para A = 2 encontramos sus vectores propios:
5 Sl

xX2=s x1=-s

X1

o =s[711] = =s[31] v1=(1,-1) vector propio.

Para A = 4 encontramos sus vectores propios:

4 TG

x2=s x1=s
x1)_ 1] _ .
2 _S[1] = v2=(1,1) vector propio.




Los dos vectores son de multiplicidad 1; por los tanto los normalizamos para obtener una base ortonormal.

[image: image55.png]=L =(1
PrEgmn=(E

_an _
2= = (5

Formamos la matriz P.

Por lo tanto D = PTAP Si cumple.




4.- Encuentre los valores propios de la matriz simétrica dada. Para cada valor propio, determine la dimensión del espacio propio correspondiente.

[image: image56.png]



Solución:

Encontramos los valores propios de A.

[image: image57.png]P (A) = det (A-A) [

P (A)=A-12A-16=0
(A=4)M+22=0
A=4 A=-2 Valores propios

Para A =4 calculamos sus vectores propios:

=30

4x1-2x2-2x3=0
-2x1+4x2-2x3=0

-2x1-2x2+4x3=0

4 =2
53 e e
x3=s
xX2=s
x1=s

x 1 1
[.:2] =s H v1=(1,1,1) Es el vector propio
3. 1.




[image: image58.png]Para A = -2 calculamos sus vectores propios:
-2 -2 =2][x1 0

=-2 -2 -2[x2|=|0
-2 -2 -2l

-2x1-2x2-2x3=0
-2x1-2x2-2x3=0
-2x1-2x2-2x3=0
4 -2 72 . 72 72 .0
-2 4 . .0
-2 -2 4 0.
x3=s 2x1+2t+2s=0
x2=t x1=-s-t

]-[-S_]-s[ ]+t[ ] vi=(11,1) Es el vector propio
13

v2=(-1,0,1) v8=(-1,1,0) Son los vectores propios de vector propioA =





Por lo tanto tenemos que la dimension del espacio propio es 2.

5.-Encuentre una matriz ortogonal P que diagonalice a

[image: image59.png]Cpaa:
-1 4

4 -1

Solucion:
IN-A[=(2— 3)*(2+ 6)

A=-6 =3

La multiplicidad de A1 es 1y la multiplicidad de A2 = 2

Un vector caracteristico para A1 esv1 = (1,~2,2)que se normaliza
2

359

Dos vectores caracteristicos para A2 son

=2 =
Tval

V25(2, 1,0)V3=-2, 0, 1)
V1 es ortogonal a V2 y V3. Sin embargo los vectores V3 y V2 no son
ortogonales entre si. Para encontrar dos vectores caracteristicos
ortonormales para

22 se aplica el proceso de ortonormalizacion de Gram — Schmidt

2.0

La matriz P serd
12 -2
3 V5 35
-2 1 4

P=l— = —
3 V5 3y
FISSPRsal)
3 3y5.




Potencias de matrices. Ecuaciones en diferencias
6.1.-POTENCIAS DE MATRICES:

Una primera aplicación a la diagonalización de una matriz es que se puede fácilmente encontrar la potencia n‐ésima de una matriz. 
[image: image60.png]Supongamos que la matriz A se ha diagonalizado y por lo tanto podemos decir
que A=PDP~*

El resultado de elevar 4*
AA=(PDP~*)(PDP™Y)
El producto de una matriz por su inversa es la identidad
PTip=|
Entonces
AA=PD?P™*
Y asi se pueden calcular las distintas potencias. Asi podemos concluir que:

A"=ppnpTt




6.2.- ECUACIONES EN DIFERENCIAS:

Una ecuación en diferencia es una expresión que relacióna distintas sucesiones, siendo una de ellas una sucesión desconocida.

Son similares a las ecuaciones diferenciales, sustituyendo las funciones por sucesiones.

[image: image61.png]Xpey = Axg (k=0,1,2,..)

Si a es una matriz nxn, entonces la ecuacién dada es una descripcion
recursiva de una sucesién {x1} en Rn.Una solucién de la ecuacion es una
descripcion explicita de {x1} cuya férmula para cada x, no depende
directamente de A ni de los términos precedentes de la sucesion excepto el
termino inicial Xo.

La maneramas facil de construir una solucién para la ecuacioén es tomar un
vector propio Xo y su valor propios correspondiente a A y hacer.

x = A'xg (k=120

Esta sucesion funciona porque

Axp = A(A*x0) = AM(Axg) = AfQAxg) = A4 xg = Xy




Las combinaciones lineales de soluciones de la forma indicada arriba también son soluciones.

6.3.- EJERCICIOS:
1.- Elevar la matriz dada al cuadrado al cubo y a la cuarta potencia

[image: image62.png]a=c s
Solucion:
wsancle 30 =[5 2
ponnfs O 915 2
a=AnAAS[® O[e 9 _[at O]

‘como vemos, podemos afirmar que la ene-ésima potencia de A, la podemos
escribir como:

aefa® O
=[G
Y en general para cualquier matriz diagonal

G
a=lo b 0

0 0 ™




2.- Elevar la matriz a la n-esima potencia

Dado

[image: image63.png]wl
ol

-




Solucion:

Aplicando lo ya antes demostrado obtenemos la potencia hay que tomar en cuenta que si no tenemos la matriz D tenemos que obtenerla mediante la diagonalización. Además de obtener P y P inversa.

[image: image64.png]e[
B Pl I
Realizando la multiplicacién tenemos

an = POEECEDT 4(0) - 41"

= 37y -3¢-0" e+ z(—1)n]-§R”




3.- Encontrar la matriz potencia de:

[image: image65.png]4

-4




Solución:

Para este ejercicio se considera que ya previamente se a realice do la diagonalización y las matrices P y D son:

[image: image66.png]-1 -2 -1
P={1 1 1|D=

2 4 4

Hallamos P inversa
0 4 -1
P2 2 0
2 0 1
Entonces la matriz potencia de Aes

-1
1 1

-2
A"=A"=pD P =]

0
0

-1 o
1.0 2*
2 4 4 0 0 3™

o

[z

4
-2
0

-1
0
1

]




4.-Utilice la expresión del ejercicio anterior para calcular la potencia cuando

n=5

Solución:

[image: image67.png]-2 -1 1 0 o0 0 4 -1
AP=AP=pp3p~ 1 1|.]o 2° o -2 -2 0
0 0 3%

2 [ 1

-2 -1 1 0 0] 10 4 -1
A*=43=pp*p~ 1 1o 32 o322 -2 o
2 4 4llo o 243l7l2 0 1

179 62 -121

A=[211 -30 121

2844 124 485

n=10

-1 -2 -1 1 0 o 0 4 -1
a=al=ppipizl 1 1o 2% o2 —2 o
2 4 4llo o 3°l7l2 o 1

-1 -2 -1] 1 0 0 N 0 4 -1
1 1 1]./0 1024 0 3|72 -2 0
2 4 4 0 0 59049 2 [ 1

[—57001 2046 —29524]

A0z g10=ppiop=

58025 —1022 25524
232100 —4092 118097





5.- Dado

[image: image68.png]as ]

{3

P

el
Ysidtes

B Pl I




Calcular la cuarta potencia

Solución:

Realizando la multiplicación tenemos

[image: image69.png]s P61 4() - 4(-Df 1

3(7)*-3(-1)* 6(7)*+2(-1)*F

01 1200

4 =
A 1900 1801




Matrices unitarias, normales y matrices hermitianas
Los problemas que implican la diagonalización de matrices complejas, así como los problemas asociados de valores característicos, requieren del concepto de matrices unitarias y Hermitianas. Estas matrices corresponden grosso modo a las matrices reales ortogonales y simétricas. Para definir las matrices unitarias y Hermitianas definiremos primero los siguientes conceptos:

Definición de la Transpuesta Conjugada de una MatrizTranspuesta:  

La transpuesta conjugada de una matriz transpuesta A, denotada por A*, se define como:
[image: image70.png]P




Donde los elementos de Ā son los conjugados complejos de los elementos correspondientes de A.

Observación:

Hay que tener presente que si A es una matriz real, entonces: 
[image: image71.png]A" = AT

Propiedades de la Transpuesta Conjugada:

sON =

Ay =A
(A+B)y =A"+B"
(kA" = kA"

(AB)" = B* A*




7.1.- MATRICES UNITARIAS:
Una matriz compleja A se denomina unitaria si:

[image: image72.png]A= A"
» Ejemplo:

Demuestre que la siguiente matriz es unitaria:

1+ 14]
1-i 1+
Solucion:
i[i+i 1—ija[l—i 1+i]_1[4 O
A= bl 1+ dihise 1—i'c[o 4

Entonces se concluye que A* =A -'. Por consiguiente A es una matriz unitaria.




Teorema:

Una matriz compleja A nxn es unitaria si y solo si sus vectores renglón (o columna) forman un conjunto ortogonal en Cn
7.2.- MATRICES NORMALES:

Una matriz es normal si conmuta con su traspuesta, esto es, si AAT = ATA. Obviamente, si A es simétrica, anti simétrica u ortogonal, es necesariamente normal.

7.3.- MATRICES HERMITIANAS:

Se dice que una matriz cuadrada A es hermitiana si:

A = A*

Así como las matrices simétricas, las matrices Hermitianas pueden identificarse fácilmente por inspección. Para probar esto consideremos una matriz de 2x2.

[image: image73.png]b1+ bZi]
d1 +d2i

= [al+a2i 61+62i]
b1+ b2i dl+d2i.

_[al—a2i .:1—:2;']
" lb1-b2i d1-a2i

Si A es hermitiana entonces A =A* y se concluye que A debe ser de la forma:

A [bllilbzi bl:lbn]




Resultados semejantes pueden obtenerse para matrices Hermitianas de orden nxn. En otras palabras, una matriz cuadrada A es hermitiana si y solo si se cumplen las condiciones siguientes:

1. Los elementos de la diagonal principal son reales.

2. El elemento aij en la i-esima columna es el conjugado complejo del elemento aji en el j-ésimo renglón y en la i-esima columna. 

Teorema: Los valores característicos de una Matriz Hermitiana:

Si A es una matriz Hermitiana, entonces sus valores característicos son números reales.

Demostración:

[image: image74.png]Si A esun valor caracteristico de Ay

V= (a1 + bii, @2 + b, ... an + bni)

Es un vector caracteristico correspondiente, entonces:

Av=Av.

Al multiplicar ambos lados de esta ecuacion por v* se tiene:
VAV = V(W) = AV'V) = M@+? + bi?, a2 + b2+ . +ap2 + bp2)
Luego, como

(VFAV)* = VAR (V)" = Vi AV

Se concluye que v*Av es ina matriz hermiteana 1x1. Lo anterior implica que
V*Av es un numero real y entonces es posible concluir que A es real.




Teorema: Matrices Diagonalizables Unitariamente

Si A es una matriz hermitiana nxn, entonces:

1. A es diagonalizable unitariamente

2. A tiene un conjunto de n vectores característicos ortonormales.

 Teorema: Vectores característicos de una Matriz Hermitiana 

[image: image75.png]Si A es una matriz hermitiana con vectores caracteristicos v1 y v2
correspondientes a distintos valores caracteristicos A1 y A2, entonces v1y v2
son ortogonales. Es decir:

vi.v2=0




Comparación de las Matrices Hermitianas y las Matrices Simétricas: 
	A es  una matriz simétrica

( Real)
	A es una matriz Hermitiana

(Compleja)

	1.-Los valores característicos de A son reales
	1.- Los valores característicos de A son reales.

	2.- Losvectores característicos correspondientes a valores característicos  son ortogonales
	2.- Los vectores característicos correspondientes a valores característicos distintos son ortogonales.

	3.- Existe una matriz ortogonal P tal que P’AP es diagonal.
	3.- Existe una matrizunitaria P tal que P*AP es diagonal.


7.4.- EJERCICIOS:

1.- Demuestre que la siguiente matriz es unitaria.

[image: image76.png]Solucién:

i|a[1—i 1+i]=3[4 _,
ilZli+i 1-id75lo 477

2li-i

Entonces se concluye que A* =A -1 Por consiguiente A es una matriz unitaria.




2.-Demuestre que la siguiente matriz compleja es unitaria al demostrar que su conjunto de vectores renglón forma un conjunto ortonormal en C3

[image: image77.png]


 

Solución:
Sean r1, r2 y r3 definidos como de la siguiente manera:

[image: image78.png]11501
2'2 ' 7

M=

2255

o (5 3+ aen
3= (o o 2

Entonces las longitudes de r1, r2 y r3 son:
1= (e e e i oy
1721= (r2r2) 2 =G 2e Hla =1
1731= (309 2 =G+ 2+ SYe=1

‘Ademas se puede escribir:

n=3)F+ )5+ (HE)





De manera semejante r1.r3 = 0 y r2.r3 = 0 y se puede concluir que (r1,r2,r3) es un conjunto ortonormal.

3.- ¿Cuáles de los siguientes matrices son Hermitianas?

[image: image79.png]. 3 2-i -3
1 3-i 0 3-2i
al,.. " b)[; c)[2+i [ 1—]
[3+; i ] [3 2 4 ] ot




Solución:

a) Esta matriz no es hermitiana porque contiene un elemento imaginario en su diagonal principal.

b) Esta matiz es simétrica pero no hermitiana porque el elemento en el primer renglón y segunda columna no es complejo conjugado del elemento en el segundo renglón y primera columna.

c) Esta matriz es hermitiana.

4.- Encuentre los siguientes valores de la siguiente matriz Hermitiana.

[image: image80.png]3 2-i -3i
A=[2+1 0 1-i
3 1+ 0
Solucién:

El polinomio caracteristico de A es:

-2+i 3i
s -1+i
-1-i A

=A3-3A2-16A-12





Lo cual implica que los valores característicos de A son: -1, 6, -2

Para encontrar los vectores característicos de una matriz compleja se usa un procedimiento semejante al que se emplea en una matriz real.

[image: image81.png]El vector caracteristico correspondiente al valor caracteristico A = -1se obtiene
al resolver la siguiente ecuacién:

A-3 -=2+i 3i vl 0
oo 70 e[
=-3i -1-i A v3.
-4 -2+i 3i vl 0
[7271’ -1 71{»1‘] v2]=[g]
=-3i -1-i -1 Jl3.

De donde tenemos:

Los vectores caracteristicos de A = 6 y A = -2 pueden encontrarse de manera
'semejante, y estos son:

1+2|]

(1-215,6-95,13)y (1+3i,—2—4,5)




5.- Demuestre que los siguientes vectores característicos de la matriz hermitiana del ejercicio anterior son mutuamente ortogonales.

[image: image82.png]v1=(-11+2i,1)

v2 = (1-21i,6 —9i,13)
v3=(143i,-2-15)

Solucién:

vLv2 = (=1,1+2i,1)(1— 21,6 — 9;,13)

= (-1)(1+21) + (1+2)(6+9) + (1)(13)
=-1-21i+6+12i+9i—-18+13

=0

v1v3=(-1,1+2i1)(1+3{,—-2-45)

= (—1)(1-30)+ (1+20)(=2+1) + (1)(5)
=-1+3i—-2-4i+i—-2+5

=0

v2.v3 = (1-214,6 - 9i,13)(1+ 3i,— 2—(,5)
=(1-21)(1-3i) + (6-9)(-2+ 1) + (13)(5)

=1-3i—21i—63—12+18i + 6i+9 + 65





6.- Encuentre una matriz unitaria P tal que P*AP sea una matriz diagonal, donde

[image: image83.png]3 2-i -3i
A=|2+i [ 1-i

3 1+ o




Solución:

Enel ejercicio anterior encontramos los vectores caracteristicos de A. La matriz P se forma al normalizar estos tres vectores caracteristicos y usar los resultados para crear los renglones de P.

[image: image84.png]V7

Neil=1(-1,1+2i,1) = Vi+5+1
Iv2 ||=||(1—21l'.6—9l'.13)l= V442 +117 + 169 = V728
Iv31=1(143i,-2-4i5) = VI0+5+25= V40

Una posible eleccién para P es:

1 1-21i 1+3i

V7 728 Va0

Vi Vis V&




Aplicaciones: crecimiento de una población
Las matrices pueden aplicarse para elaborar modelos que describan el crecimiento de alguna población en clases de edad de la misma duración.

Si el tiempo que vive un miembro de la población es L años entonces las clases de edad se representan por los n siguientes intervalos:

[image: image85.png]Clase de Clase de Clase de la

Primera edad Segunda edad n-esima edad
Ly\[L 2L (n—1)L
L) F

El nimero de elementos de la poblacion en cada clase de edad se representa
entonces por el vector de distribucién de clases

X1
lxz
xn





                              Numero en la clase de primera edad.

Numero en la clase de segunda edad.

                              Numero en la clase de la n-esima edad.

Durante un periodo de L/n años, la probabilidad de que un elemento de la clase de la i-esima edad sobreviva para convertirse en elemento de laclase de la                 (i + 1) –esima edad está dada por pi, donde  








[image: image86.png]Ospi €1 11,28, 01

El numero medio de descendencia producido por un miembro de la clase de la
i-esima edad esta dado por bi, donde

0<bi, i=12.

Los numeros mencionados pueden escribirse en forma matricial.

b1 b2 B3 . . . bn—-1 bn
PL 0O 0 . .. 0 0
0o P2 0 . .. 0 0





Al multiplicar esta matriz de transición de edades por el vector de distribución de edades durante un periodo especifico seobtiene el vector de distribución de edades para el siguiente periodo. Es decir:

                                            Axi = xi+1

· Ejemplo:

Una población de conejos criados en un laboratorio tiene las siguientes características:

a) La mitad de conejos sobrevive el primer año. De estos, la mitad sobrevive el segundo año. La duración máxima de vida es de tres años.

b) Durante el primer año los conejos no producen descendencia. El número medio de descendencia es 6 durante el segundo año y 8 durante el tercer año.

Actualmente la población de laboratorio consta de 24 conejos en la clase de la primera edad 24 en la segunda y 20 en la tercera. ¿Cuántos habrá en cada clase de edad en un año?

Solución:

El vector actual de distribución de edades es

[image: image87.png]247
i
20!

0<edad <1
1< edad <2
2<edad <3
y la matriz de transicion de edades es
0 6 8
A= [0.5 0 D]
0 05 0
Alcabo de un afio el vector de distribuciones de edades sera:
o 6 8][24] 3047
x2=Ax1=[05 0 0ff24 =[1Z]
0 05 oll2o 12
0<edad <1
1< edad <2

2<edad <3




Si el patrón de crecimiento continúa durante otro año, entonces la población de conejos será:

[image: image88.png]0 304] [168
o= A [1/2 o ][ <[]
0 1/2 o0

0<edad <1
1< edad <2

2<edad £3




A partir de los vectores de distribución de edades x1, x2, x3 se observa que el porcentaje de conejos en las tres clases de edad cambia cada año.

8.1.- EJERCICIOS:

1.- Use la matriz A de transición de edades y el vector x de distribución de edades para encontrar los vectores de distribución de edades x2 y x3. Luego encuentre una distribución de edades estable para la matriz dada.
[image: image89.png]A=[1‘;2 3] x=[; o
Solucién:
=ma=[, L oJ=[5]

w=me=(0 J][5]= [




Ahora encontramos una distribución de edades estables. Para ello encontramos los valores propios.

[image: image90.png]1 -2
P (A) = det (A-A) =[71/2 x ]
P =A-1=0
(A=1)A+1)=0
A=1 A=-1  Valores propios

Solo trabajamos con el valor propio positivo es decir: con A = 1 y encontramos
el vector propio respectivo:

[—11/2 712] [E] = [g]

x1-2x2=0 x2=s
{ +x2=0 x1=2s
[al=<L3]

Por lo tanto el vector de distribicion de edades es: x= s[ﬂ





2.- Use la matriz A de transición de edades y el vector x1, de distribución de edades para encontrar los vectores de distribución de edades x2, x3.

[image: image91.png]3 4 12
A=F [ o] x1=[12]
0 1/2 0. 12

Solucién:
847
12
6

3 42
x2=AX1=F 0 0][12]
o 1/2 ofli2
3
x3=Ax2=F o ][]
o 1/2

W
]
palt -1




3.- Encuentre una distribución de edades estable para la matriz de transición de edades del ejercicio anterior.

[image: image92.png]0 3 4
A [1 0 0]
0 1/2 0
Solucién:
Encontramos los valores propios:
3 —4
P (A) = det (AI-A) =| ’ o]
71/2 2
P(A)=M-3A-2=0
A=2)M+12=0

A=2 A=-1  Valores propios




Solo trabajamos con el valor propio positivo, y encontramos el vector propio:

[image: image93.png]3 —]n]
3
2¢1-3x2-4x3=0

Xx1+2x2+0x3=0

x1=1/2x2+2x3=0

2
-4
-1 % [0]
0 —1/2 ] [_1/2 ]
x3=s x1=8s
X2 =4s

x1 8
x2| =S [4]
Lx3. 1

Por lo tanto el vector de distribucion es: x= 5[4

8

]

1




4.- Una población presenta las siguientes características:

a. Un total del 75% de la poblacion sobrevive el primer año. De este 75%, el 25% sobrevive el segundo año. La duración máxima de vida es de 3 años.

b. El numero medio de de descendencia de cada miembro de la población es 2 el primer año, 4 el segundo y 2 el tercero.

Actualmente la población consta de 120 elementos en cada una de las tres clases de edad. ¿Cuántos habrá en cada clase de edad en un año? ¿Y en dos años?

Solución:

Primero formamos la matriz de transición de edades y el vector de distribución de edades a partir de los datos:

[image: image94.png]2 4 120
A=1075 0 0 x1 =120

0 025 o 120.
Entonces al cabo de un afio quedara:

2 4 2][120° 960
x2=Ax1= 1075 0 0||120

0 025 oll12o.




Habrá 960 individuos en la primera clase de edad, 90 en la segunda y 30 en la tercera.

Si el patrón de crecimiento no se altera, entonces el vector de distribución de edades será:

[image: image95.png]2 960 2340
wemazfors o (]« [70]

0 025 O 225




Habrá 2340 individuos en la primera clase de edad, 720 en la segunda y 22 en la tercera.

5.- Una población de conejos criados en un laboratorio tiene las siguientes características:

a) La mitad de conejos sobrevive el primer año. De estos, la mitad sobrevive el segundo año. La duración máxima de vida es de tres años.

b) Durante el primer año los conejos no producen descendencia. El número medio de descendencia es 6 durante el segundo año y 8 durante el tercer año.

Actualmente la población de laboratorio consta de 24 conejos en la clase de la primera edad 24 en la segunda y 20 en la tercera. ¿Cuántos habrá en cada clase de edad en un año?

Solución:

Primero tomamos la matriz de transición de edades y el vector de distribución de edades con los datos del problema.

[image: image96.png]0 6
A= [os 0 o] x1_[ ]
0 05 0

Al cabo de un afio el vector de distribuciones de edades sera:

el g, ]




Al cabo de un año en la primera clase de edad habrá 304 conejos, en la segunda clase de edad habrán 12 conejos, y de igual manera en la tercera clase.

Formas cuadráticas
Los valores propios y los vectores propios pueden usarse para resolver el problema de rotación de ejes. Recuerde  que la clasificación de la ecuación cuadrática.

[image: image97.png]ax?+bxy +cy?+dx+ey+f=0 ——> Ecuacion Cuadratica




Es bastante directa en la medida en que la ecuación no contenga  termino xy. Sin embargo, si la ecuación contiene termino xy, entonces la clasificación se logra más fácil al efectuar primero una rotación de ejes que elimine el termino xy. La ecuación resultante (respecto a los nuevos ejes x’y’) será entonces de la forma

[image: image98.png]aXP+C(y)PR+d(x)+ey +f=0
Se vera que los coeficientes a’ y ¢’ son los valores propios de lamatriz
_Ta b2
A=y 77
La expresion:

ax2 + bxy + cy? Forma Cuadratica

Se denomina forma cuadréatica asociada con la ecuacion cuadratica
ax2+bxy +cy?+dx+ey+f=0.




La matriz A se denomina matriz de la forma cuadrática. Observe que la matriz A es simétrica por definición. Además,  la matriz A será diagonal si y solo si su forma cuadrática correspondiente no tiene termino xy.

· Ejemplo:

Encuentre la matriz de la forma cuadrática asociada con cada una de las siguientes ecuaciones cuadráticas.

[image: image99.png]a)  4x2+9y2-36=0
b)  13x2—10xy +13y2-72=0
Solucion:
a) Como a=4,b=0yc=29entonces la matriz es:

A= [: g]Matriz diagonal (sin termino xy)

b) Comoa=13,b=-10,y ¢ = 13, la matriz es:

=[13 -5 - "
A= [75 13]Matnz diagonal (con termino xy)




Para ver como se puede usar la matriz de forma cuadrática para efectuar una rotación de ejes, sea:

[image: image100.png]x=[]

Entonces la expresion cuadratica ax2 + bxy + cy? + dx + ey + f puede escribirse
en forma matricial como sigue.

XTAX +[d €] x + 1= [xy] [b';z b£Z][;1+[de] MEX;

=axZ+bxy+cy?+dx+ey+f




Si b = 0 entonces no es necesaria ninguna rotación. Pero si b≠0, entonces como A es simétrica se puede aplicar el teorema de Diagonalización ortogonal para concluir que existe una matriz ortogonal P tal que:

[image: image101.png]PTAP =D

Es diagonal por tanto, si se hace

PTX =X = [;‘]

Se concluye que X = PX, y se tiene
XTAX = (P (X))TA(PX)

= (X')TPTAPX

= (X')DX’

La eleccion de la matriz P debe hacerse con cuidado, ya que si Pes ortogonal,
entonces si determinante es £1.

Se puede demostrar que si P se elige de modo de que | P| =1, que diagonaliza
aA. Es decir:

prap = (1 A

Donde A1y A2 son valores propios de A. La ecuacion de la cénica rotada esta
dada por

M (X)2+A2(y)? +[de] PX +f=0




Lo anterior sirve como demostración.

Observación: 

Nótese que el producto matricial [d e]Px’ es de la forma:

[image: image102.png][d e]PX’ = (dcos® + eseng) X' + (-dsend + ecosd) y’




· Ejemplo:

Efectúe una rotación de ejes para eliminar el término xy de la ecuación cuadrática

[image: image103.png]—10xy + 3y2 + 16V2x~32=0
Solucion:

La matriz de la forma cuadratica asociada con esta ecuacion es
=[3 -5
L5 [—5 3 ]
Los valores propios de A son Al = 8 y A2 = -2 con vectores propios
correspondientes x1 = (-1, 1) y x2 = (-1, -1). Esto implica que la matriz P es:

1/VZ —1/V2|_[cos® —send =
[1/,/— 173 =[oons eose ] conceIPI=1

Como cos135°= —1/yZ y sen135° =1/¥Z seconcluye que el angulo de

rotaciones de 135°.

Por tltimo a partir del producto matricial

[d elPx = [16v3 o][:/{/‘/_— ”"’1[7

=-16x- 16y’
Se concluye que la ecuacin de la conica rotada es

8(x')2 - 2(y)2 - 16x’ - 16y’ ~32 =0
En forma estandar la ecuacion es:

@-1 -7
2 2ZEa




Proceso que se debe seguir:

[image: image104.png]a)  Formelamatriz Ay determine sus valores propios M y A2

b)  Encuentre los vectores propios comespondientes a Al y A2
Normalice estos vectores propios para formarlas columnas de P

¢ Si|P|>-1 entonces multiplique por -1 una de las columnas de

Ppara obtener una matriz de la forma

pe Lose —senf

cosf
d9 El angulo8 representa el angulo de rotacion de la conica.
B La ecuacion de laconica rotada es

M X)2+A2(y)2+[de]Px +1=0




9.1.- EJERCICIOS:

1.- Obtenga la matriz de la forma cuadrática asociada con la matriz dada:

[image: image105.png]10xy — 10y2 + 4x— 48 = 0
Solucién:

Como tenemos que a =0, b= 10y ¢ =-10, la matriz de la forma cuadratica
seria:
_[a b2
A=l 7]
Entonces la matriz seria:

A=ls ol




2.- Obtenga la matriz A de la forma cuadrática asociada con la ecuación dada. Luego encuentre los valores propios de A y una matriz ortogonal P tal que PTAP sea diagonal. 

[image: image106.png]16x2 - 24xy + 9y2 - 60x — 80y +100 = 0
Solucién:
Primero formamos la matriz de la forma cuadratica:
Como a =16, b=-24y ¢ = 9, la matriz de |la forma cuadratica sera:

A=[16 —12]

-12
Ahora encontramos los valores propios:

12
A=9.

P (A) = det (A-A) = [’1 —16
P (A) = A2~ 9A- 16A + 144 - 144= 0
P(\)=A=-25\=0

A(\-25)=0

A=0 A=25 Valores propios

Para A= 0 calculamos sus vectores propios:

e | i

-16x1 +12x2=0
12x1-9x2=0
xX2=s

1= %5 v1 = (3/4, 1) Es el vector propio.




[image: image107.png]Para A= 25 calculamos sus vectores propios:

[ 2l

Ox1+12x2=0
12x1 +16x2 =0
x2=s
x1=Ts V2 = (4/3, 1) Es el vector propio.
Luego procedemos a normalizar cada vector:
G
w3

p2= = (G5

Formamos la matriz P.

=
B
3
H

Ahora probamos si D = PTAP es diagonal:

,.]

p=

T

)
=PTAP =| 12

H :] 16 12]
E s =

s

[o 25

Porlo tanto D = PTAP. Si cumple.




3.-Sea 

                                   [image: image108.png]X7+ 2y7 4327 + 4y +4yz




Buscar un cambio de variables lineal e invertible (y además ortogonal) de manera que se eliminen los productos de dos variables distintas.

Solución:

[image: image109.png]120
A= ’z 2 z]
02 3
Det(A-Al)=-2° + 64> = 31— 10=10
A=-1 \=2 \=5

x4 2y2¥522 =0

Haciendo cambio de variables, X=PX’ quedara:-
La matriz P tiene por columnas una base ORTONORMAL de vectores
propios

de A

A =-1vectores propios de A: (2z, -2z, z), con norma 1 elijo el vector
(2/3,-2/3,1/3).

A=2(2y.y, -2y) elijo (213, 113, -2/3).
A=5 (x, 2x, 2x) elijo (113, 2/3, 2/3).

2/3 -2/3 1/3
P=|-2/3 -1/3 2/3]

13 2/3 2/3,
Respuesta:

El cambio de variables
X=2[3X =213y +1/3z
y=-213x - 13y +2/32
z=113X +2/3y +2/3Z

2+

Lleva la forma cuadratica: —x'* + 2y"**5z'2 =




4.- Efectúe una rotación de los ejes que elimine el término xy en la ecuación cuadrática dada. Identifique la cónica rotada resultante y de su ecuación en el nuevo sistema de coordenadas.

[image: image110.png]2x+4xy + 2y + 6V2x + 2V2y +4 =0




Solución:
Primero formamos la matriz de la forma cuadrática:

[image: image111.png]Comoa=2b=4yc=2d=6V2,e=2/2 yf=4Ilamatriz de laforma
cuadratica sera:

2 2
a=[; 3
Ahora encontramos los valores propios:

P (A) = det (M-/-‘«)=[’1:__)2 23

-2
P(\)=A-4A=0
AAM-4)=0
A=0 A=4 Valores propios

Para A= 0 calculamos sus vectores propios:

= IR

-2x1-2x2=0
2x1-2x2=0

xX2=s

x1=-s v1=(-1, 1) Es el vector propio.




[image: image112.png]Para A= 4 calculamos sus vectores propios:

(% ZIE-0
21-2x2=0
{m +22=0

x1=s v2 =(1,1) Es el vector propio.
Luego procedemos a normalizar cada vector:

(1) (11
P (G

&#®

Comotenemos | P| = -1 multiplicamos a una de las columnas de P por -1 para
obtener |P| =1

N
ool 3] oz

Como cos315° = -sen315° = 142, concluimos que el angulo de rotacion es
igual a 6 =315°




Ahora del producto matricial obtenemos:

[image: image113.png][delPx = [6V2 22]

-t o]

=[4x 8y]
Concluimos que la ecuacién de la conica rotada es
M(X)2+A2(y)2+[de]PX +f=0
0(X)2+4(y)2+4(x)+8(y)+4=0

4y)2 +4(x) + B(y)+4=0




Pertenece a la ecuación de una parábola.

5.- Efectúe una rotación de los ejes que elimine el término xy en la ecuación cuadrática dada. Identifique lacónica rotada resultante y de su ecuación en el nuevo sistema de coordenadas.

xy + x - 2y + 3 = 0

Solución:

Primero formamos la matriz de la forma cuadrática:

Como a = 0, b = 1 y c = 0, d = 1, e =-2  y f = 3 la matriz de la forma cuadrática será:

[image: image114.png]_[0 1/2
A= [1/2 0 ]
Ahora encontramos los valores propios:
A -2
P (A) = det (Al-A):L1 12 Y ]

P(A\) =A%) (A+%)=0

A=1/2 A=-1/2 Valores propios

Para A= -1/2 le corresponde el vector propio:
vi=(1,1)

Para A= % le corresponde el vector propio:
v2=(1,1)

Luego procedemos a normalizar cada vector:





Formamos la matriz P.

[image: image115.png]Como tenemos | P| = -1 multiplicamos a una de las columnas de P por -1 para
obtener |P| =1

cosf  —senf

por tanto P = [smg cosh

Como cos315° = -sen315° = 1//2, concluimos que el angulo de rotacion es

igual a © =315°

Ahora del producto matricial obtenemos:

e

[delPx =[1 -2]

.

=[3v3/2 -ﬁ/z][ﬂ

=[3V2/2x' ~2/2y]
Concluimos que la ecuacién de la conica rotada es

M (X)2+A2(y)? +[de] PX +f=0

Z(y)+3=0

) _\TA:"! +3=0




Pertenece a la ecuación de una hipérbola.

Conclusiones
Una vez concluido el trabajo tenemos una idea clara de temas antes desconocidos como son los valores propios y vectores propios y sus distintas aplicaciones. 

Estos conocimientos lo logramos mediante la realización de varios ejercicios donde se explica de manera clara, además los mismos realizan una síntesis de los temas tratados en el presente trabajo.

De igual manera pudimos entender lo que es la Diagonalización de matrices y sobre todo las matrices simétricas y la Diagonalización ortogonal.

Varios de los conceptos aprendidos los pudimos llevar a las aplicaciones como son: crecimiento de una población en la cual con los ejercicios propuestos podemos ver como va a variar el crecimiento de una población a lo largo de los años y formas cuadráticas en la cual podemos resolver mucho más fácil y rápidamente las ecuaciones canónicas.   

Recomendaciones
Deberíamos tener presente el cuidado que debemos tener a la hora de resolver los distintos ejercicios ya que es fácil caer en los errores algebraicos sobre todo si estamos trabajando con números complejos.

Además hay que tener presente la teoría ya que sin esta no podremos trabajar en los distintos ejercicios prácticos.

Si después de revisado todo el trabajo queda alguna duda recomiendo revisar la bibliografía que esta al final.
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