Fisica teorica
MECANICA
Cinematica tensorial

Tema 4
Independencia lineal
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.fipan‘adc?- 1 (4)

 k-espacio (/gem'u“w,j propuedades. Jrupo abeliano(V,@),

Prv/u.ea(a&! &L&lfw conmuteivo (k,*,‘), P ¢dades.

| %/wfow &é-e&mw (k’*)’f pmpum'jw‘zzéegj:w (k*).),
Fw/uedewfzs.

_ Apar!ﬂdo-z (2.
. Sistama n-ario de V. (ombinacion lineal. Coeliciente. Teoremas
0) ‘f, 42., 3 7 4.

:@eﬂu&oms A Suéespaafos. (4).
'. ﬂ'[uﬂ‘uJo -1 (4).

3“585,1@64:0 vectorial, Sué&sfsa.c&o rval,
;Afar-faclo--a (8).
. Sistema jenemalan (Bn/'um‘o eryendrua&a P jenemo(o. Teorema-5-

(: /na[e'pena[eamb L‘neaD (5).

Apartado -1 (5).

 Swstema Libre . Sistema linea/mente c°na’e,oend:'em‘e. Teoremas 6,7,
: X,?j (0. Debinicion ,&rma/ de Sistema Libre.

(Dependencia Lneal) (3).

;Aparkufa-f (%)

- Sistema Za'yn.do. Sistema linea/mente Jepenaé'em‘ze. Teoremas AL 4
42. Definicion tormal de scstema zi-;? ado. Teoremas «3,¢4,15, 16,
AT, 18,49 4 20,

_fn d fee. 1.




C,'ntom;‘[_rca ﬁns.on"a/ : e e & BB 4.
Tema 4 ﬁ‘ndefafﬂdendﬂ Ah@a/),

Apactade-1.
| Un k-—e.g/oa.ajo Vjene;n‘ca (es decir, un k—e.spaea:a recto -
nal de seporte V) es una estmctura (k)= [(1@®), (K %), @]
gue c.ump/e las sgw‘eni\es /bm/b/edaales:

A) - (\/J@) es un Jrufw abeliano.,

)= (/(, *,0) &5 wun culrpo Conmu Fativoe.

3): 5:;667/} = r@ws=rw=X%c/t.
U ::;Z Vo rltw)= (rot)m

5)-Siendo cek e elemento neutro e (k% 0), fal gue k%
= k-{e}, con €EK como elomento neuhro de (¥, +), se
bene: Pwell == sw=uw.

6).- #ﬁ,f XK

Ywel

7). -
)= Frek JZ=> riwez)= rwerz.
Yw,zeV/

=> (ret)wsrw@tw.

En (&), la eshuctura ((,8) es un grupo aée/{‘ano\y cun
le las scquienfes propredades :
P e i 4

A) - Clausura: Ywzel = w@z=yEV.
2)- Asociatvidad : thy g yev > (wOD)®y=Ww® (@Y.
3)- Meutnbdad : VYweV = FoeV | w@o=0@w:=w.

Siendo 0€V of elopmanto neubro de (V,@)'
4)-Simetna: Ywel = 5&76‘(/[ w®w = Www = 0.

Siendo W of elomumto Simetnco Ay WEV -en

(V, &), y vceversa.
5).*Conmu-¥a\(w'u£da.)j:' HW,EGV =2 WPE= Z@W.

da estrucium (K %,e) de (k) es «wun cleg rpo cormnu ta-

i
]
' v cum/p/e :

111 L).- (K -!r) es un abeliano.
| Sy I

i 2).- (kte) es un gnuho abeliano.



[ BB s bapielo, & .
f Vrs,tek = re (Swt)= (res) % (ret).

£n (k,*%,2), la estriclura (K,*) es wn g oo abeliano
4 cumple :
4)- Clansaura: Vritek = (ret)ek.
Z)- Aseeiabividnd: ris,t€k > (rés)kt = r4(sS«t).
3)-Neubabdad: Vrek = Feck [ree=ekr=r
Srendo ek ef elommte neutro Lo (K, 4).

4)-Smetria: VYrek 2> FFek | reF=Fkrze.

Stendo Tek eof elomunts Swmetrco de rek e

(& ,+).
§) Conmutatividad: Vrtek = ret=t«r

- Rraluante, la espructum (k5 0) de (k,#,2) es grupo
abeliamo cmvyulw
d)e Cladsurm: Yritek* = (ret)ek*
2).- Aseciatividad : Vris,tek* o (rTes)et = re(sot).
3)- Meuwtralidad: Vrek*s Jsck* [ rog=Cor =1
Sendo cck® of elowunto neutro de (k).
4)- Baetnia: Yrek* > Iree? | rer’srer=¢£.
Sendo ek of elomunto Srnnetnco do rek™
en (k* ).
5)- Conmutatividad: Vrtek™ = ret = ter

Apactado-2 .
" EFn eof k- e:s/ba_c-u: vectonal e sqoorfe V, _?ene’n\m, Se (lamae.

ISISTEMA a cualguier s‘uécmy'un-fo finito S'c V, fal que S£4-

For tants, card (§)=n €A. Dadp gue card (5)=n, a § se e (l-

‘ma SISTEMA N-ARD de V, en concordancia con su cardinal,

Esto fampren se peede indicar al denobar a S por S, , con e/

Subindice de su cardinal: &£ £8S,.

_ Siendlo S, =fV¢:Vz=--':an wun sistema n-arwo de i/, se lla-

i mard COMBINACION LINEAL de S, (mds exactamente dicho.

' Combinacion Lineal de lbs elementos de $) a la expresion:
(ROV,)® (04)®..&(L0,)=

MA@ 5y, ®. 80 B Y

I

P&y

i=

-



i

. Siendo €K wun escalar cua/?u?erd, al gue se /e 3.
. llama COEFICIENTE de /la combinacion [ineal.

TEOREMA-O:
Siendlo (V)= [(v®), (k,*, ');@J un espacio rectoral, con

OEV como elemento neutro de (V,®) y e€K como elemento

neutro de (kK ,+), se c.um{o/e-'

DEMOSTRA CloN:
trek
Hw eV

.be cionc/e N

YweV > eow=ew=o.

} = AW=rws(rte)w=rw @ew.

ZeZBew [z::-weV =
> E@Z:=Z@®(z@ew) > 0:(i@2)Pew =
= O0=0®ew = O=-ew

TEOREMA-1:
E] elemento neutro O€) de (V. @) es combinacien lineal
de cualputer sistema S, CV.

EMOSTRACION :
‘D -S.ea Sn: {V‘,U‘z,..-)l/ﬂf

Tomemos Iy =pe€k , con eck el elomento newtro de
(k,*), /ﬂ'dm todo rrek que sea coeﬁ‘cienvle de la comér-

naceon Gneal: &
By,

iz¢

c.g.d.

Obwmamente, esto l(leva a:

B oevzo
en virfud del teorerna - 0. =
c.g.-d.
TEOREMA-2:

Cua/?u.z‘e/‘ elemento WG'/ es Camé’?z'na.cfo;t Aht’a/ de s/ Mis-
mo, es decir, el sistema wunitars S, —“/Wj <
DEMOSTRACION: |

Frvnal.
TEOREMA-3 :

Siendo $, wn sistema n-ario de V, cualguier elemento %6.5,’,

es coméinacidn lineal de .

DEMOSTRACION :



ra
Gastara e/ej;r Sodos los =€, salro =&, en E e,
exd

con Q—Eé :7 v E‘S;, . For feorema-© anr@n'.w; entances:
n

i
E v :§ rev; @B Ve = ev,BEV, = OBV, =V, C‘.g-a(.
= iy
(RK
TEOREMA-4 :
S weV es combinacwon lineal de/ sistema Sy ={v,, .., v}V
4 cada V €S, es combinaccon lineal def sistema § =4u,, . 25k
de V, entonces wel es combinacion Fneal de Sp -
DEMOSTRAC/GM' For Ar"po’lesr‘s' ‘E B W IF"FKJ' V. €S, CV.

Tambien: Yy €S, = hgfv# |2, ek aiednt.

For ; te:
? conSjmen CH W:E v s E (Eiﬂ/ J) -

izA

= .U-U- &® E%QJ@ ® giyu o

5

E(r.t”)#,@g(r.tz)%@ @ﬁ(r. B A o
%:g r‘“f“j'

=qu, ®¢ 1, ® - ®9, Uy = E 9 u;
0{':4

pbviamente : e

?jék’; ! (‘.Q-c{,

Genem cores de sqé@

ﬂgar-}ada-—'f
 Como you se d,)o en e/ fema 2 (espacio veclonal), siendo (Vi) =

=[(v, ®), (K, 4,+),8] un espaceo vectoral, se dira que an WCV forma
‘una estaxctum (Wk)E [(W,®), (K, *,9), ®/ de SuBESPACIO VECTD -
RIBL de (Vk) st (Wk) es un espacio vectoria/. Elo e?wmé' a
decir gue (W,k) es un subespacio vectorial de (U k) si se cum
plen las 3 condiciones siguientes:

- W V.

2)- buveW = (u@v)eEW

i Zrefw > reu-cucll
a@

For otra parif'e, siendo T=foscV el cmyhn#o ani' farue f-%rmado



_' knf ¢/ elemento neuto de (v, ®) en (k). Sequn e/ &
Tema .2 [espa.c;o u‘x?cf-on'a/), (T, k) es un S'uéespaab ec-
forial de (V,k) llamado SUBESPACIO TRIVIAL de (V.&).

Apartado- 2.

' Tode sistema n-arme JS,CV se denemina Fambien SISTEMA
‘GENERADOR en (Vk), porgue, salmw en ef caso de S5, =T (Subes
Pa,a&o fnvial, para e/ gue [T]: ? de cardénal urza), Sh pesee o
da /ujar a wna inbinifa cantidad de combinacienes /M&c/e.s')
las cuales enjena(ran o gencran elementas de V que Sorman un
con/'un#a [5',.]= AoV de cardinal Enﬂm’/—», lHamade conmvun
 ENGENDRADO o GENERADO por .

TEOREMA- 5
Srendo S, cVy [G]=4, es (A4,<) un saées/baala vectornal
de (V,k).

M ACLoN :
DEMOSTRACIoN By B2 es ‘4=7;j e/ teorema ?uec:&r demos trado

Fero pam S, # T, veamoS:
,/")r Acf/} pues #valﬁ combinacion Arl'ed/ de S, es «n

f/rjmé’mzn c;&z V. .
). Voe,ve b == ([u@v)eA. En efecf'v, sean:
n
“:B g | reeks vies,

uzgntl-w | ek ; w€S,

ied

Entonces:

” r 1
w®v = B @E tiVy = ® (nt)y =
= it =4 ez d
:E_SJV,,'EA s pues: re#t; =2 s; €KL,
izd

o e ad ~ 3

c=d

il gedx . =(er)ek c.q.d.

G': depen deneira Lineal )

i&faa&o -17.

Seendo S, CV wun sistema do V fal que J,’.,r{v,,v,_,.‘.,v,,jrse olira
ue 5, es wun SISTEMA LIBRE o LINEALMENTE INDEPENDIENTE cuas
do ningin elemento Ue€5p, con 12k% n, puede sor engendrado o



jeneraaﬂo por o Sistema 8, , = S,- IV, f o | 6.
TEOREMA-6 ]
Sienda (k,%,¢) wun culrnoe conmutabiro, con €K como ele-
ment neutro dp (k,4), se cumple L S’r%‘,_(.denle-'

Yrek = ree =cer =e.
EMOSTRAC oM
2 SRRl For ¢ principio e permanencia en feas /efczs fgrma—

es, debe ser Vf,rek 5 D e BB

= /f'f’)*‘fé’-f) = S*/&-I’) I §o L
S= Sk feer) = FT+S=Sefsxle.r)] =
P Cz (FrS)(€er) = ezex(ber) = e-= L
TEOREMA- T :

Scendo S, cV wun sistema de V' taf gue Saz{v,, VesesVa §
sc S @s lbre enfonces se cumple:

De Londe :

Yo.es, = v; #0
Siendo O€V ol elemento peutro de (V,®) en ¢/ espacio vecte-
ral (vik)s [(v,@) (K, *,2,®].

EMOSTRACION :
PEMOSTRACLS e Suporiemos gue en el sisterna libee S, éaj a/mg‘

nos an v, €S, fal gue Vv =0, entornces fenemos Que
ad mitir g ue i :Sn-{b’kf /puea!e €nj€nc1/2rr a %6.9,,, en
concordancia con e/ fecrema-1 anterior. Rrs elfo sera ¢n ab -

. quJ}O)FuES'i‘:O g e Won eatee G Aetoriay Je Sistema Libre

c-2.d.
TEOREMA- 8 .
Siendo S, V' wun sistema de V ?‘ufgue & = Bug, Vi .--;an, s¢ S,

es libre enforces se cumple: I
et B ks o g

t
=t

 Siendo D&V ef elemento neubho de (Vv,8) 4 eck o elemento

newtr de (k%) en el espacie vectoria/ (v k) = [(v,@), (k,4,),@].
DEMBSTRACI N :

I S es Libee | entonces, por deBinicion, se cumf/e
/o sfguiente .
l;/'l'{ceya = U‘( 75 E oy
PR
¥k
n _ n
veY VKQE reu;, = 0# %@E rv

e
et

De donde:

t=
c#K



' . S

!
i

€S ast /borgue. —

‘ De do;wfe: =
v

—

Ahora éuen 1/ =, Fues#o Fue s ﬁtem l/!(:O enfonces
7[.

&

#ﬂa!na gue ser necesariamente Y =0, contra /lr}OO':‘es;s. Esto

V.=0 = %@\Q,:a*% =

7

OV

&
‘_ £n consecuencia, 51:2,6/( tal gue I;-'.l‘@ R4 ‘:/; f; /:ues por
5\_? el Teorcma-0 anteror €s ey, =o. Ahora 6:‘3:?/ o es /:osaé/e hallar

.‘7 Veamas/’ f;ar Af,oo'nfesis:

o
n
2T

X
x7

For cons;\?ajen"‘e: —_ .
=&Y | &+e.

For ofra Farf‘e, come todo efements Y €5, fene que C‘ump/f‘r la

»n

hipclesis Siguiente.
4 g Ve #E -
te=f
L&
Entonces, se deduce:
E rV = ew f w = E oy
cxf L-v-‘(
e E#K

Entonces: h
eV = e rv = Y @EV, = eér:-u,;@evk

F 3 &
£z 4 i=4
it K
n
> 0= 3 (eer)y Bev,
=
iHK
For feorema-6
e- . =
De donde » 0
sBevy®ey, = O=@ ey
(=t S
ti:tK =

D sea, lo gue se ha coneluido es (o Sigud ente:
n

B rv,zo & m=e
= < g.d.

#



 TEOREMA-S: 8.
| Si S,V es unsistema de V fal gue S5.% vy, .., v, }
g se CM.m,péa las & condiciones s‘{}adem‘e.s:
2)-Yves, = u #0.
BT s 4 e
Entonces S, es un sistema l[bre el espacio vectora/ /m(),_:

E[{V,@), (%, %), @J , €on O€V como elements neutro de (V,@®)
€€k come elemente neutro de (¥,4).

DEM LS TQAC.IO’K/:
5Uf20n9amos _?ue K
n
A€ Sn | =B rY
=t
cEK
Entences: - il — e —
®Y =By, @Y = 0= TueY
i e
Abhora é'z‘en, /wr lo Establecido en 1é{ d’emDSAZIC;ﬂ’ﬂ Fe/ feprema ante-
oo
A [Q¢a
De donde: i 4
oo B @y = o= qu |gee

E.—-l E Pl

contra la Ar/‘oﬁalesis del fevrema, c.g A.
TEOREMA-10 (Befinicion forma/ de S;stema Libre):

las condiciones necesarias Y sutrcientes pa gue un Sisfema
SpzdVys Vys o ) Vnf V' SO Libre son las siquientes:

). Vv eSS, = v +0.

D-¥P rv, =0 [nek = r=e.

isd
Siendo O€V ol elementv neutr de {V,@)y ek o elemento neu-
o de (k%) en ef espacco vectoria/ (v &) .:'r'[ﬂ/,cﬁ), (& *,e), @].
DEMOSTRACIN :

Carsdivst wia: 10 3 Heoremas anfenads.

(Dépendencia Lineal.

A!padaalo -71.

Srende &, CV un sistema de UV ful gque 540,40 0%F, se dora gue
{J',, es wun SISTEMA LiGAIO o LINEMMENTE DEPENDIENTE en ef esPa.a',o
|veckorial (4k) 2 [(v,®), (k,%,),@] cuando Ty €S, ,con 12kn, faf




que V. ES, /Dueale ser enjendfaa‘o oyenemoCo por e/ )

- sistema .S:,_, = 5’,,- flﬁ.}

- fn-ﬁonces g

TEOREMA- 11
(Betinicion formal de Sistema Z{'yao&».

Scendo S, S s yn}C{/ vn sistema At v, sera S, uvn v
fema /:‘jaa[o en ¢l espaceo vectonal (KR)ERI’;Q), (k 14,9), Oj, con
0€V como elemento neutro de (V;a)j eck ef elementy neutro de
(&, %), Si y sélo sv se cumple una de las 2 condiciones siguientes:

0)- V€S, » Fyel,| y =0

-Z)."yﬁr;.y‘- -0 [v‘.:fO!r;GK => §Q€klf;$e,£5k$n.

e
DEMDSTACIaN: da condicion 2 es evidende, a raie del Teorema-{ ante-
#or. da condicion 2 nes lewa ar _7
E r;v;@:;vk =0
=)
- Hael W@V, =0 w:ﬁ v = (u‘z@ﬁ/}# r;(o‘,(:_ﬁx =
i=?
R 2 V.= W
For fo C!I:?MML‘?)‘?"L&GLD en la clemostacion del teorema-& anternsr, serd

- -/ —f - -/ [ -
rv = Ew s> v ) T (EwW) > Fer )y =(red)w >

-1t —

> &Y = tw ‘zﬁ-:r;(-g ekt = &;(-:‘_;Ez(t'f;)%' '-‘éziié‘;‘/f: 15}62

idw iy

. &sto S‘rj’nz‘ﬁ‘ca que V,:_ésﬂ es combinacion lineal e %’,:ﬂ—ftfk}, c.?.d.

o e T et 4B e bkt s wae 4o e f e S s et re L S e e L

TEOREMA-12:
Todo sisferma S, -V en (W k) es libre o /{jaa/o. S es lebre, enton -
ces ho es /gacfo_,- ¥ i e /{yaafo, entonces no es lLbre.

DEMOSTRACI - Ls comlane cte log feoremas agnfeneres.
TEOREMA-13:

Siendo (k)= [(Y®), (k,#,%),8] un espacie vectorial 4 stendo
T:{o} e/ Suées/oo.cio trauial (T;k) de (V,k), co O€V como e/e’me:a
% peutro de (I/,@), es T-C V un sistema Linealmente Depen-
diente.

DEMOSTRAL o)

Corvfarno del teorema-11 anterior,



_cpig e@En men @ Spuesmmiaintes R S e

1

NS gt e pes e e e
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10.

TEOREMA- 14 -
Siendo (4k)= [(V,@), (k,¢,9),@] un espacis vectonal
g S={upcV fal gue w0, con 06V ef elements neutro de
(V@) es S, un sistema lnealmente éndependiente.
DEMOSTRACIoN:

TEOREMA-15:

Sea S, oV wn sistema libre de (Vi) g Sea Se &Sy, c0n pSn.
S S, &5 Lbre, entonces So s famébien frére.
DEMOSTRACION :

Tavial.
TEOREMA- 1§ -

Sea S, &V un sistema de ((/,k) y Sea Sn 0fm s/sfema de
(V,k), tal gue S, C8se S Sy es /rya.afo, entonces S, taméren
es /{7440.
DEMOSTRAC ol

corolurie del Teoremea-9 antenor:

7R wnal,
TEOREMA-17:

Sea. SaC V an sistema de (V)= [(v,®), (k,#,9),0] ¢ Sea
0€S, , con OEV €f elemento neutro de (V,@). Enfonces S, es li-
5¢do.
DEMOSTRACIs N

TEOREMA-18:
£n e/ espacio vectorial (Vik), si un elements vel es combe-
nacwen lineal de un sishema Lbre S, V, entonces dicha combs’

Grolrrp de los fesremas 4’03 e

nacion lneal es dnica.

DEMOSTRACI ot :

ean
W {4ly, My s .., ““'l_f

A
V:E rey

fmd

S’Mfwdjmd ?ue exister
&En #anc:e.s; Y é’n.’q z
n n ; —
Péeu: =§(’2'*6;)'“; e= 4ty o ot
Y s

buesto z —
Fe e %PV{V{F€K,V£V 2 Y= TV



| Jou gues .

r‘_ﬁ@l—lfzo
-. rverv e ff:*f‘)!/:ev:"o
- De donde: - T
rv@grv = riv@rv = vory

c.q.d.

TEOREMA-19.

Sea Sy un sistfema Ajado j yenemdor de UV en [I{k).fﬂ-
fonces .JI»L €S, fa/ que 5:,_, - J-:, -{!/k} s *ﬂMéf.e‘d un Sistema
generador de (V,k)-

DEMOSTRAC IoN:

Es consecuencia inmediata de la aé#ni‘a:o’n e Srstemea
/{/aad!o.
TEOREMA-20):

Stende S, :1v,,4,,.., Up b an sistema Lbrp deof espaco vectoria/
(Vlk)i:[(‘d®)ad(:*;‘)a@_]; Seq '4,” € VJ Vqu: 5:, ) ‘a/ gue .5:,” = J‘n v
UfUpa} = {UsVesenis oy, b, Siendo S,,, wn sistema lrigado de
(V,k). Entences, se cumple que 1, € [5,].

. DEMOSTRACIoN:

70 Sp,e €3 /{fao&:) per %evremavdf-/ anternor cabe ci-

na, y Solo wina, de las dos /goSr'éa‘&We: S«\‘jz.«,u“en?{es :

Y€, > AyeS, |y =0 scasr

+7

naf
)" VE v =0|wro  » dnek|r 2elisktnst
L=

i S/ const devamos Frg e wm/b/@ ﬁr /bn'mera /:os:'éﬁo_'/a'a(a/af, é’nv"oﬂcﬁf co
; me S, es libre, resulla gue, por feorema~ ¥ anteriot, Yy eS8, = v 20 %
;consecueﬁcia, tendia gue ser Ve T, T O//bor fo gue, a/o/r'camaiﬂ e/ feore-
%ma-/ antercer, Hegariamos a.: I{1H =20 6‘[._5‘.,] A c.g,af.

E ;

; Pem st cpns‘raﬂe/za»ws fu.e Se cum/,/e /ﬂ' s?,z.pndgd /pOSr'ér'Z(Eé'@A/ ., en ‘a g’ae
t zf’lv‘. 6'3‘”{ es #£0, entonces i nef

i_ ry o > dn e,
P

‘ be donde:

' EFEUI: @ ’;.&f fo-! =B = 'J,;f:ﬁhe
£z

1D sea:
{ We 7, V,, S0 = drie | wad rpy

=i

-

Budiendo ahorn suceder dos casos mutfuanente f’x.céujen-/es, a saber:
=0, de donde se Leduce

ue R /og,r,esh gue E’:aw;& 0 }-\7 esfo conduce a la conelusion contra-
¥

dictotia de gue S, es Cbre. lor o tanto, 560 es admisible /a epcion:

-

‘W=D & wz0. S0 w=o0, endpnces Senq
7

F
NEr Vﬂ-ﬂ

!
E
1
!



e

e . %
ide | ; +ew re -d G 42
, b_ C{ moSlech,(,OH d‘e/ o rEYle

W 0}' y [= 4] esr’-o/ seju_n

)
= = f”_—.) w =
H - ¥ lfu: r~ Vﬂ"‘f ;—_:‘> U;'T*I ()‘H-J
 anterivt, senia: T =

é = (F_ )—( = Vn,u E[S,,],C_?,d,
-_—}—'Vm,__f:fW] = {1,



