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Prólogo 

La disciplina Matemática para la Licenciatura en Educación Primaria, para el Curso Diurno del Plan E, aporta los referentes teóricos indispensables para la comprensión de los procederes didáctico - metodológicos que caracterizan el tratamiento de la matemática escolar, pues propone los contenidos indispensables que necesitan los licenciados para enfrentar exitosamente los programas de Matemática que se trabajan en la escuela primaria.

Es decir, desde la disciplina se prepara a los futuros maestros para poder fundamentar, desde el punto de vista matemático los contenidos que se imparten en la escuela primaria, de modo que se evite la repetición mecánica de conocimientos sin una debida explicación o fundamentación científica. Con esta intención se incluyen algunos temas que no se corresponden directamente con los contenidos de los programas de Matemática que se trabajan en la enseñanza primaria, teniendo en cuenta además que los estudiantes de la carrera, deben concluir sus estudios con un nivel universitario y por tanto con una preparación científico teórica en correspondencia con ese nivel.

Por otra parte, con esta disciplina se garantiza también que se creen las condiciones previas indispensables para la comprensión de los contenidos que sobre la Didáctica de la Matemática en la escuela primaria recibirán los estudiantes posteriormente. Dado que la disciplina posibilita que los futuros licenciados adquieran, sistematicen y amplíen los conocimientos básicos que necesitan para el ejercicio de su profesión, existe una gran vinculación con los programas que se desarrollan en ese nivel de enseñanza. Sin lugar a dudas, por la importancia que reviste esta disciplina para el ejercicio de la profesión, el aporte de esta es esencial.

La disciplina contribuye a crear el nivel de partida necesario para la formación y desarrollo de habilidades profesionales y se caracteriza por la integración de los componentes académico, laboral e investigativo. Los contenidos propuestos tienen un orden lógico lo que permite establecer una estrecha relación entre los mismos y trabajarlos con un carácter eminentemente práctico, lo que permitirá que los estudiantes desarrollen las habilidades específicas de la Matemática y que se aprovechen las altas potencialidades que tiene, tanto desde el punto de vista del desarrollo de capacidades mentales generales, como de la educación política.

Es por ello que el presente libro contribuye fiel a tu preparación de acuerdo a las condiciones socio históricas concreta  del momento en que estamos viviendo.

Tema 1: 
Los conceptos XE "Tema 1: Los conceptos." 
“...el razonar no es sólo el aspecto frío y calculador del hombre, sino también el factor que impregna y hace posible las vivencias más humanas: los momentos felices, los instantes de tragedia, los errores y los aciertos”.  

Goya escribió que “El sueño de la razón produce monstruos”. Cuando la razón se duerme aparecen los monstruos de la superstición y los horrores de las pasiones desbocadas. Debemos tener pasiones que nos muevan a la acción, pero no dejar que nos posean y manipulen. Debemos tenerlas, no ser sus títeres. La pasión puede y debe acompañar a una razón despierta, para que la pasión pueda enriquecer la vida, en vez de entorpecerla.

La lógica es la ciencia de tener una imaginación despierta. ¿Qué monstruos crees que pueda producir la falta de lógica? Antes de seguir con la clase, ¿para qué creen que pueda servirle la lógica? (si no sabes, conjetura algo):

¿Quieres que se piense sobre cómo mejorar tu vida, las relaciones en tu familia, las condiciones en tu sociedad? Eso requiere cuatro factores:

1) Alguien tiene que tomarse el trabajo de pensar. ¿Vas a ser tú el sujeto pensante sobre esos temas, o vas a dejar que alguien más se ocupe de ello?

2) Tienes que escoger sobre qué vas a pensar. El objeto pensado debe quedar claro. Hay quienes empiezan tratando de resolver un problema familiar, y de pronto se ponen a tratar de vengarse de antiguas ofensas. No les es claro sobre qué van a pensar.

3) El pensamiento como proceso requiere tiempo. ¿Quieres cualquier respuesta rápida o tienes disposición a invertir algo de tiempo para mejorar la respuesta a tus preguntas?  

4) El pensamiento como resultado requiere alguna expresión. Tal vez tu pensamiento como proceso es claro (tú lo entiendes bien) pero tu pensamiento como expresión es oscuro (los demás no entendemos qué pensaste).

Y este pensamiento como proceso y como resultado es el objeto de estudio de la lógica

-¿Qué significa la palabra lógica? 

Lógica viene del griego Logos que significa: idea, palabra, razón, pensamiento. 

-¿Qué es la Lógica? ¿Cuál es su objeto de estudio? 

Lógica: Ciencia que estudia la corrección del pensamiento. Su objeto de estudio son los razonamientos que constituyen una forma especial de pensamiento mediante el cual se adquiere un saber inferido.

Aplicaciones  e importancia de la lógica:

En la psicología: La lógica estudia el pensamiento humano pero no trata de describir cómo es o por qué se da, o cómo podría cambiar. La lógica no es psicología. No habla de cómo es nuestro pensamiento sino de cómo debiera ser.
En la gramática: La lógica normalmente utiliza una serie de fórmulas especiales con una bien definida gramática. Pero no la hace un estudio de la gramática en el sentido de la gramática del Español.
En la matemática: Alguna gente cree que “Lógica” y “Lógica Matemática” son sinónimos. Esto no es verdad. Hay lógica que no es simbólica, que no es matemática, que no es formal. Mientras que toda matemática utiliza recursos lógicos, no toda lógica utiliza recursos matemáticos.
La lógica puede ser útil para la investigación científica porque provee criterios de rigor, claridad y precisión. Además permite clarificar las teorías científicas estudiando las relaciones lógicas entre las diferentes afirmaciones de la ciencia. Es importante poder reconocer en una teoría científica qué cosas se dan por supuestas y qué cosas se derivan de otras. 
Hay áreas de la Filosofía de la Ciencia que se ocupan de reconstrucciones lógicas de teorías científicas. Lo distintivo de la ciencia es la metodología y una de los aspectos de la lógica es como metodología de las ciencias, es decir estudios de los métodos para obtener conocimiento científico. 
La lógica es también muy útil en la vida cotidiana. Puede ayudarnos a entender mejor nuestras ideas. Nos permite saber con más claridad qué es lo que opinamos nosotros u otras personas, cómo puede justificarse lo que decimos o creemos, y qué se sigue de ello, qué compromisos intelectuales contraemos al sostener algo.

¿Creen ustedes que las personas educadas deban saber de lógica?

Pues los invito a estudiar de estudio independiente el texto “Qué debe saber de lógica una persona educada” y enviarme su opinión por correo electrónico para ser evaluada. 

 El desarrollo de la lógica ha tenido dos fuentes distintas, una que tuvo sus orígenes en la India y la otra en Grecia. La primera no ha sido estudiada prácticamente, aunque existe una amplia bibliografía al respecto. Se reconoce que la lógica india adquiere una forma sistemática en el siglo VI de n.e. y que pasa a ser ciencia independiente con Gangesa (siglos XII y XIII), autor del tratado Tattvacintamani y fundador de la escuela navya-nyaya (“método nuevo” o “lógica nueva”). Este sistema de lógica fue superado posteriormente por la escuela navya-nyai, creada por Raghunata.

Además debemos tener en cuenta que en la enseñanza de la matemática los alumnos son estimulados continuamente hacia la realización de actividades mentales y deben ser guiados gradualmente del pensamiento correcto espontáneo hacia el pensamiento correcto planificado. El adiestramiento lógico verbal es un principio de la enseñanza de la Matemática en la educación primaria.

La segunda fuente surge con los trabajos del filósofo griego Aristóteles, el cual en sus estudios distingue tres formas del pensamiento: conceptos, juicios y razonamiento, la primera es el punto de partida y el más simple y primordial del pensamiento.

Nos dedicaremos entonces al estudio de los conceptos:

La palabra concepto proviene de concipio, voz latina que significa “abarcar o recoger con la mente”.

Definición 1: Concepto.

	Es el reflejo mental de una clase de individuos  o de una clase de class sobre la base de sus características inalterables.


Características de los conceptos:

· .Primera forma o estructura del pensamiento estudiada por la lógica.

· Aprendemos las características esenciales de un objeto, que son las que definen al objeto y son indispensables o forzosas y que se distinguen de las notas accidentales o accesorias.

· No afirma ni niega nada.

· Tiene un carácter general, abstracto.

· Se expresa por término o palabra.

· Se acompaña de imágenes o representaciones sensibles.

· Siempre se refiere a un objeto o clase de objetos y por ellos constituye una unidad de significación.

· Puede ser definido o desarrollado por medio de otros conceptos.

Como forma lógica del pensamiento, el concepto es el reflejo en la conciencia del hombre de la esencia de los objetos o clases de objetos, de los nexos esenciales sometidos a leyes de los fenómenos de la realidad objetiva.

Los conceptos se conservan en palabras o grupos de palabras en íntima conexión con el lenguaje.

El concepto es el reflejo mental, sin embargo su reflejo verbal se realiza mediante la definición.

El concepto surge primero, la definición después.

Todo concepto se caracteriza por su contenido y extensión.

El contenido de un concepto abarca todas las características esenciales comunes a los objetos pertenecientes a una clase.

La extensión de un concepto comprende a todos los objetos que pertenecen al concepto de acuerdo con su contenido.

Ejemplo 1: 

Si expresamos que el rombo es un paralelogramo con sus cuatro lados iguales, el contenido de ese concepto estaría representado por las características de ser un paralelogramo (dos pares de lados paralelos), pero además por el hecho de que todos los lados tienen la misma dimensión.

A la extensión del concepto rombo pertenecen todas aquellas figuras geométricas que cumplan el requisito de poseer las dos características que se mencionaron en su contenido. En tal sentido podemos afirmar que el cuadrado pertenece a la extensión del concepto rombo.

Los conceptos pueden representarse gráficamente a través de los diagramas de Venn de forma muy sencilla.

Por ejemplo, si queremos representar el concepto rombo, podemos hacerlo de la siguiente forma:
[image: image1.emf]
Según su extensión los conceptos pueden ser de varios tipos: 

Singulares: Cuando tienen un único representante, digamos el sol o la luna. 

Generales: Cuando tienen un número de representantes mayor que uno, como en el caso de cualquier especie de plantas o animales. 

Vacíos: Cuando no tiene ningún representante, por ejemplo, “el perro que habla”. 

Según su contenido los conceptos también pueden ser de varios tipos: 

Conceptos concretos o abstractos: Dependiendo de si reflejan individuos o clases de individuos separados o indicios de éstos, se dice que los conceptos son concretos o abstractos. Así son conceptos concretos rana, trapecio y ciruela y son conceptos abstractos democracia, libertad y belleza, por sólo citar algunos ejemplos. 

Conceptos relativos o independientes: Atendiendo a si presuponen la existencia de otros conceptos o no, se diferencian conceptos relativos o independientes. Son relativos los conceptos padre e hijo, jefe y subordinado, bueno y malo - uno supone la existencia del otro-, lo cual no es el caso para los conceptos cajón, trapecio y comercio, que son independientes. 

Conceptos positivos o negativos: Considerando si caracterizan la presencia o ausencia de una calidad o relación, se les denomina positivos o negativos. Son positivos los conceptos honesto, alfabetizado, humano y rico, y negativos, deshonesto, analfabeto, inhumano y pobre. Hay que tener en cuenta que un concepto positivo desde el punto de vista de la lógica, no necesariamente lo tiene que ser según otros puntos de vista, como es el caso del concepto grasiento. 

Conceptos colectivos o no colectivos: Valorando si representan un grupo de objetos como un todo o a cada individuo de la misma clase, hablamos entonces de conceptos colectivos o no colectivos. Son colectivos los conceptos bosque, rebaño y biblioteca, y no lo son, computadora, camisa y honrado.

Entre los conceptos existen disímiles relaciones:

Conceptos incomparables y comparables: Los conceptos distanciados por su contenido y por ende, por sus características esenciales, se llama incomparables; los demás se denominan comparables.

Conceptos compatibles e incompatibles: Cuando son comparables, se llaman conceptos compatibles, aquellos cuyos volúmenes coinciden por completo o en parte, e incompatibles, aquellos cuyos volúmenes tienen intersección vacía, es decir, que no tienen ningún elemento común.

Hay intersección entre las extensiones de los conceptos, pero una no contiene a la otra (conceptos cruzados). 

Las extensiones coinciden en todos los representantes (conceptos equivalentes o idénticos). 

Queremos destacar la relación de subordinación o, como es comúnmente conocida, la relación género-especie.

A manera de ejemplo, vamos a retomar la relación entre los conceptos rombo y cuadrado. Como ya apuntamos, el cuadrado pertenece a la extensión del concepto rombo. El concepto rombo es superior al concepto cuadrado porque lo incluye. En este caso decimos que el concepto rombo es genérico con respecto al concepto cuadrado. El concepto cuadrado es a su vez una especie del concepto rombo.

Esta relación puede representarse gráficamente de la siguiente forma:
[image: image2.emf]
Los conceptos cumplen la Ley de razón inversa entre el contenido y el volumen de conceptos: Si los volúmenes de dos conceptos están en la relación de inclusión o de género - especie, será más amplio el contenido del concepto cuyo volumen está incluido en el volumen del otro y viceversa. Dicho con otras palabras, entre el contenido y la extensión de conceptos que guardan una relación género - especie hay una ley de razón inversa: mientras más características esenciales tenga el concepto, menos representantes tendrá, y viceversa, mientras menos características esenciales tenga, mayor será la extensión del concepto. 

Ejemplo 2: 

El volumen del concepto paralelogramo es un subconjunto del correspondiente al concepto cuadrilátero convexo, pero el contenido de este último (polígono convexo con cuatro lados) es menos amplio que el del concepto paralelogramo (polígono convexo con cuatro lados, cuyos lados opuestos son paralelos).

Entre los conceptos se realizan operaciones lógicas dentro de las cuales se encuentran:

· Limitar un concepto es la operación lógica  consistente en pasar del concepto a otros subordinados añadiendo características esenciales. 

· Generalizar un concepto es la operación lógica consistente en pasar del concepto a otro subordinante prescindiendo de características esenciales. 

· Generalizar un concepto es la operación lógica consistente en pasar del concepto a otro subordinante prescindiendo de características esenciales. 

· Clasificar un concepto es la operación lógica mediante la cual la extensión de un concepto se separa en subclases disjuntas de acuerdo con un rasgo escogido de antemano que es la base de la clasificación. 

· Definir un concepto es la operación lógica mediante la cual se establece cuál es su contenido o lo que significa el término que designa al concepto. 

Definición 2: Definición.
	Una definición es:

a) Una proposición que establece lo que es un objeto, cómo surge y cómo se le reconoce,

b) Una regla que fija cómo se debe emplear un signo lingüístico,

c) Una proposición o regla que establece o fija lo que significa o debe significar un signo lingüístico.


Estructura de la definición.

Estructuralmente la definición de un concepto puede representarse la siguiente manera:
[image: image3.emf]
Clasificación de las definiciones.

No pretendemos dar en este apartado todos los detalles que, desde el punto de vista de la Lógica, se han establecido para clasificar las definiciones. Sólo apuntaremos que existen diferentes bases de clasificación, sobre las cuales puede profundizarse en cualquier tratado de Lógica. Aquí nos requeriremos a dos bases que resultan útiles para comprender mejor el trabajo con conceptos en escuela:

Según se defina un concepto la definición puede ser real o nominal.

La definición es real cuando en ella se definen un nuevo concepto.

Ejemplo 3: 

El hombre es un animal racional.

La definición es nominal si en ella se introduce un término para designar un concepto que en principio es conocido. Es característica en este tipo de definición la presencia de la expresión “se llama”.

Ejemplo 4 de definición nominal:

Es sabido que en un plano dos rectas distintas tienen un punto común o ninguno.

Decimos que dos rectas se llaman secantes si tienen un punto común.

En esta definición sólo se asigna un nombre a un concepto ya caracterizado.

En dependencia de que el definiendum se da explícitamente o no, la definición puede ser explícita o implícita. En esta última el definiendum se determina mediante una relación.

Creemos convenientemente destacar dentro de las definiciones explícitas las siguientes:

• Mediante género próximo y diferencia específica.

• Genéticas.

En las definiciones por género próximo y diferencia específica se determina el concepto fijando un concepto al cual está subordinado y precisando las propiedades específicas.

Ejemplo 5: 

El cuadrado es un rombo con sus ángulos rectos.

Aquí para definir cuadrado, se fijó el concepto genérico rombo y se agregó la propiedad específica de tener sus ángulos rectos.

Las definiciones genéticas son consideradas una variante de las anteriores. En ellas la diferencia específica expresa el origen del objeto definido.

Ejemplo 6:

 El agua es una sustancia que se origina por la combinación de dos átomos de hidrógeno y uno de oxígeno.

Aquí el concepto genérico fijado para definir agua es sustancia.

Ejemplos: XE "Ejemplos:" 
Ejemplo 1:

Dado el siguiente concepto: Ejemplo: enfermedad 

Su definición es: Alteración de la salud

Está se obtuvo mediante: El reconocimiento 

El contenido es: Alteración de la salud

La extensión son las diferentes enfermedades que existen.

Como  puedes ver este es  un concepto general porque tiene un número de representantes mayor que uno, abstracto porque no refleja individuos o clases de individuos, relativo porque presupone la existencia de algo, positivo porque caracteriza la presencia de algo, no colectivo porque no representan a un grupo de objetos.

Con respecto al concepto cuadrilátero es incomparable porque los conceptos distanciados por su contenido

Con respecto al concepto cáncer es compatible porque sus  volúmenes coinciden por completo o en parte

Ejercicios propuestos: XE "Ejercicios propuestos:" 
1. Seleccione un concepto y determine su contenido. Diga si tiene extensión infinita, finita o vacía. 

2. Clasifique los siguientes conceptos según su volumen y su contenido: 

(Ejemplo: enfermedad es un concepto general, abstracto, relativo, positivo, no colectivo) 

a) conejo b) sequía c) escuela d) equipo 

3. Cite ejemplos de conceptos idénticos, cruzados y que estén en la relación subordinante - subordinado. 

4. Clasifique las siguientes definiciones: 

a) El equipo eléctrico que permite elevar o reducir el valor de la tensión, se denomina transformador. 

b) Las reacciones químicas son procesos en los cuales tienen lugar cambios estructurales como el rompimiento y la formación de nuevos enlaces químicos, que originan nuevas sustancias. 

c) Las células que poseen envoltura nuclear se denominan eucariotas. 

d) La magnitud física que informa acerca de la rapidez con que varía la velocidad de un cuerpo que realiza un movimiento rectilíneo uniformemente acelerado se denomina aceleración. 
e) La relación entre la variación de la concentración de sustancia C(x) de cualquiera de las sustancias involucradas en la reacción y el intervalo de tiempo en que fue medida, se llama velocidad media de reacción. 

f) Las disoluciones son mezclas homogéneas de dos o más sustancias en proporciones variadas. 

5. Identifique en los siguientes conceptos cuales son idénticos, cuáles cruzados y cuáles están en la relación subordinante – subordinado. 

a) Cordado – mamífero 

b) Trapecio – cuadrilátero con un par de la de lados paralelos. 

c) Triángulo – Triángulo 

d) Rectángulo – rombo 

e) Mamíferos y vertebrados que dan de mamar a sus hijos 

6. Dado el concepto “Ángulo”: Región limitada por dos rectas que se cortan. 

a) Limite el concepto 

b) Clasifique el concepto según su amplitud. 

7. Dadas las siguientes definiciones, clasifíquelas: 

a) Arect = base x altura 

b) Triplo de un número es el que se obtiene al multiplicar un número natural por 3 

c) “=” es igual a 

d) La relación entre la variación de la concentración de sustancia de cualquiera de las sustancias involucradas en la reacción y el intervalo de tiempo en que fue medida se llama velocidad media de reacción. 

e) Las disoluciones son mezclas homogéneas de dos o más sustancias en proporciones variadas 

8. Diga si las siguientes parejas de conceptos son compatibles e incompatibles: 

a) “Conjunto de los números enteros” – “cuadriláteros” 

b) “Rectángulo” – “Rombo” 

c) “Triángulo” – “cuadrilátero” 

d) “Animales” – “Plantas” 

8.1 Clasifica dichos conceptos. 

9. Completa el siguiente esquema y diga qué relación hay entre los concepto que aparecen en el mismo. 

a) Clasifica los conceptos antes expuestos. 

10. ¿Cuáles de los siguientes planteamientos son definiciones? En aquellos que lo sean identifica el definiendum y el definiens. 

a. Las rectas perpendiculares son aquellas que al cortarse forman ángulos rectos. 

b. Si un número es divisible por 6 entonces es divisible por 3. 

c. an = a . a . a … a (n veces) 

d. Los números naturales terminados en 0, 2, 4, 6 y 8 se llaman números pares. 

10.1 Clasifica dichas definiciones. 

11. En las siguientes definiciones identifica su contenido: 

a) Los números naturales mayores que 1 y divisibles solamente por 1 y por sí mismos son números primos. 

b) Sean n, x, y, números naturales, entonces decimos que x es divisor de n si y solo si n = x . y. 

c) Llamamos rectángulo al paralelogramo que tiene los lados consecutivos perpendiculares. 

12. Algunos temas son especialmente buenos para desarrollar argumentaciones. Otros son buenos para fantasear sobre ellos, para dirigir la vida, para deleitarnos con su belleza, para establecer lazos de amistad, para explorar. Pero para argumentar no cualquier concepto es igualmente favorable.  No cualquier tema nos lleva a argumentar. Escriba un tema que nos lleve a argumentar:

Evalúe qué tan bueno es su tema para llevar a argumentar. En cada rubro anote 3 puntos si esa característica se cumple completamente, 2 puntos si lo cumple medianamente, y 1 punto si no lo cumple para nada.
	CARACTERÍSTICAS
	PUNTOS

	Específico
	

	Claro (para su auditorio)
	

	Interesante (para usted)
	

	Importante (en sí y para usted)
	

	Fructífero (teórica o prácticamente)
	

	Conocido (por usted)
	

	De actualidad (para su auditorio)
	

	Adecuado (para este curso)
	

	TOTAL
	


13.  Dado el concepto rectángulo.

a) Incremente el contenido del concepto.

b) Haga más general el concepto, es decir, incremente su extensión.  

c) Si hay una cosa a la que se le aplica un concepto pero no otro, ¿pueden esos dos conceptos tener la misma extensión? ¿Por qué?

d) Si hay una cosa a la que se le aplica un concepto pero no otro, ¿esos dos conceptos pueden tener el mismo contenido? ¿Por qué?

1. Proponga una división de los estudiantes de su clase.

2. Proponga una división para los colores.

3. Proponga una división de los amigos.

4. Explique qué tienen de malo las siguientes divisiones:

a. Dividir a los seres humanos entre derechistas e izquierdistas.

b. Dividir a los seres humanos entre europeos y anglosajones.

14. Seleccione un tema de un texto escolar. 
a) Escoja seis conceptos que aparezcan en éste, analice sus definiciones y clasifíquelas. 

b) Determine las extensiones de estos conceptos y clasifíquelos por su extensión. 

c) Si son conceptos compatibles, analice las relaciones entre ellos. 

d) Busque dentro de cuál clasificación se pueden enmarcar dichos conceptos y exprese el rasgo de clasificación escogido. 

e) Analice cuáles procedimientos lógicos asociados a conceptos son objeto de trabajo en el tema. 

f) Valore si se pudiera trabajar con otros procedimientos lógicos asociados a conceptos en el contexto del tema. 

Tema 2: 
Proposiciones XE "Tema 2: Proposiciones" 
Un juicio (afirmación, aseveración, enunciado) se distingue por decir algo que podría ser verdadero o falso sobre el tema. Cuando decimos juicio nos referimos a nuestra opinión. No significa, como por ejemplo en el derecho, todo el proceso de deliberación, sino tan solo la sentencia, hipótesis o conclusión a la que llegamos.

Definición 1: Juicio
	Es la forma del pensamiento abstracto en que se afirma o niega algo respecto a la existencia de objetos, las relaciones entre un objeto y sus propiedades o las relaciones entre objetos.


En el desarrollo de cualquier teoría Matematica se hacen afirmaciones en forma de frases y que tienen un sentido pleno. Tales afirmaciones, verbales o escritas, las denominaremos enunciados o proposiciones.

Definición 2: Proposición
	La expresión en un lenguaje formalizado o mediante una oración enunciativa de un juicio que sea verdadero o falso pero no ambos a la vez, es lo que se conoce por proposición. 


Ejemplo 1: Las siguientes afirmaciones son proposiciones.

(a) Gabriel García Márquez escribió Cien años de soledad.

(b) 6 es un número primo.

(c) 3+2=6

(d) 1 es un número entero, pero 2 no lo es. _

Nota: Las proposiciones se notan con letras minúsculas, p, q, r. . . . . . La notación p: Tres más cuatro es igual a siete se utiliza para definir qué p es la proposición “tres más cuatro es igual a siete”.

Este tipo de proposiciones se llaman simples, ya que no pueden descomponerse en otras.

Ejemplo 2: Las siguientes no son proposiciones.

(a) x + y > 5

(b) ¿Te vas?

(c) Compra cinco azules y cuatro rojas.

(d) x = 2

Solución

En efecto, (a) es una afirmación pero no es una proposición ya que será verdadera o falsa dependiendo de los valores de x e y e igual ocurre con la afirmación (d). Los ejemplos (b) y (c) no son afirmaciones, por lo tanto no son proposiciones. _

Desde el punto de vista lógico carece de importancia cual sea el contenido material de los enunciados, solamente interesa su valor de verdad.

Definición 3: Valor de Verdad
	Llamaremos valor verdadero o de verdad de una proposición a su veracidad o falsedad. El valor de verdad de una proposición verdadera es verdad y el de una proposición falsa es falso.


Ejemplo 3: Dígase cuáles de las siguientes afirmaciones son proposiciones y determinar el valor de verdad de aquellas que lo sean.

(a) p: Existe Premio Nobel de inform´atica.

(b) q: La tierra es el ´unico planeta del Universo que tiene vida.

(c) r: Teclee Escape para salir de la aplicación.

(d) s: Cinco más siete es grande.

Solución

(a) p es una proposición falsa, es decir su valor de verdad es Falso.

(b) No sabemos si q es una proposición ya que desconocemos si esta afirmación es verdadera o falsa.

(c) r no es una proposición ya que no es verdadera ni es falsa. Es un mandato.

(d) s no es una proposición ya que su enunciado, al carecer de contexto, es ambiguo. En efecto, cinco

Niñas m´as siete niños es un número grande de hijos en una familia, sin embargo cinco monedas

de cinco céntimos m´as siete monedas de un céntimo no constituyen una cantidad de dinero

grande. _

Definición 4: Proposición Compuesta
	Si las proposiciones simples p1, p2,. . ., pn se combinan mediante los llamados conectivos lógicos
 para formar la proposición P, diremos que P la es una proposición compuesta de p1, p2,. . ., pn.


En la lógica matemática esta unión de proposiciones recibe el nombre de función proposicional.

Ejemplo 4: “La Matemática es mi asignatura preferida y Mozart fue un gran compositor” es una proposición compuesta por las proposiciones “La Matemática es mi asignatura preferida” y “Mozart fue un gran compositor”.

“Él es inteligente o estudia todos los días” es una proposición compuesta por dos proposiciones: “Él es inteligente” y “Él estudia todos los días”. _

Nota: La propiedad fundamental de una proposición compuesta es que su valor de verdad está completamente determinado por los valores de verdad de las proposiciones que la componen junto con la forma en que están conectadas.

Definición 5: Variables de Enunciado
	Es una proposición arbitraria con un valor de verdad no especificado, es decir, puede ser verdad o falsa.


En el cálculo lógico, prescindiremos de los contenidos de los enunciados y los sustituiremos por variables de enunciado. Toda variable de enunciado p, puede ser sustituida por cualquier enunciado siendo sus posibles estados, verdadero o falso. El conjunto de los posibles valores de una proposición p, los representaremos en las llamadas tablas de verdad, ideadas por Wittgenstein
.

Definición 6: Tablas de Verdad
	La tabla de verdad de una proposición compuesta P enumera todas las posibles combinaciones de los valores de verdad para las proposiciones p1, p2, . . . , pn.


Ejemplo 5: Por ejemplo, si P es una proposición compuesta por las proposiciones simples p1, p2 y p3, entonces la tabla de verdad de P deberá recoger los siguientes valores de verdad.

[image: image4.emf]
Ya vimos que las proposiciones simples se pueden enlazar entre sí. Y que para decidir su valor de verdad necesitamos prestarle especial atención a las tablas de verdad de las proposiciones compuestas que pueden formarse utilizando las distintas conexiones.

Definición 7: Conjunción
	Dadas dos proposiciones cualesquiera p y q, llamaremos conjunción de ambas a la proposición compuesta “p y q” y la notaremos p ^ q. Esta proposición será verdadera únicamente en el caso de que ambas proposiciones lo sean.


Obsérvese que de la definición dada se sigue directamente que si p y q son, ambas, verdaderas entonces p ^ q es verdad y que si al menos una de las dos es falsa, entonces p ^ q es falsa. Por lo tanto su tabla de verdad vendrá dada por:
[image: image5.emf]
 Obsérvese también que el razonamiento puede hacerse a la inversa, es decir si p ^ q es verdad, entonces p y q son, ambas, verdad y que si p ^ q es falsa, entonces una de las dos ha de ser falsa.

Definición 8: Disyunción
	Dadas dos proposiciones cualesquiera p y q, llamaremos disyunción de ambas a la proposición compuesta “p o q” y la notaremos p ( q. Esta proposición será verdadera si al menos una de las dos p o q lo es.


De acuerdo con la definición dada se sigue que si una de las dos, p ( q, es verdad entonces p ( q es verdad y que p ( q será falsa, únicamente si ambas lo son. Su tabla de verdad será, por tanto,
[image: image6.emf]
Al igual que en la conjunción, podemos razonar en sentido inverso. En efecto, si  p ( q es verdad, entonces una de las dos, al menos, ha de ser verdad y si p ( q es falsa, entonces ambas han de ser falsas. _

Definición 9: Negación
	Dada una proposición cualquiera, p, llamaremos “negación de p” a la proposición “no p” y la notaremos (p. Será verdadera cuando p sea falsa y falsa cuando p sea verdadera.


La tabla de verdad de esta nueva proposición, (p, es:
[image: image7.emf]
De esta forma, el valor verdadero de la negación de cualquier proposición es siempre opuesto al valor verdadero de la afirmación original. _

Ejemplo 6: Estudiar la veracidad o falsedad de las siguientes proposiciones:

p1: El Pentium es un microprocesador.

p2: Es falso que el Pentium sea un microprocesador.

p3: El Pentium no es un microprocesador.

p4: 2 + 2 = 5

p5: Es falso que 2 + 2 = 5

p6: 2 + 2 = 4

Solución

·  p2 y p3 son, cada una, la negación de p1.

· p5 y p6 son, cada una, la negación de p4.

Pues bien, de acuerdo con la tabla de verdad para la negación, tendremos:

· p1 es verdad, luego p2 y p3 son falsas.

·  p4 es falsa, luego p5 y p6 son verdad.

Ejemplo 7: Construir la tabla de verdad de la proposición ((p ^ (q).

Solución
[image: image8.emf]
Definición 10: Tautologías y Contradicciones
	Sea P una proposición compuesta de las proposiciones simples p1, p2,. . ., pn
P es una Tautología si es verdadera para todos los valores de verdad que se asignen a p2,. . ., pn.

P es una Contradicción si es falsa para todos los valores de verdad que se asignen a p2,. . ., pn.


En adelante, notaremos por “C” a una contradicción y por “T” a una tautología.

Una proposición P que no es tautología ni contradicción se llama, usualmente, neutralidad.

Ejemplo 8: Probar que la proposición compuesta p ( (p es una tautología y la p ^ (p es una contradicción. Solución

En efecto:
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Obsérvese que p ( (p es verdad, independientemente de quienes sean las variables de enunciado, p y (p y lo mismo ocurre con la falsedad de p ^ (p. _

Definición 11: Proposición Condicional
	Dadas dos proposiciones p y q, a la proposición compuesta “si p, entonces q” se le llama “proposición condicional” y se denota por p (  q.


A la proposición “p” se le llama hipótesis, antecedente, premisa o condición suficiente y a la “q” tesis, consecuente, conclusión o condición necesaria de la condicional. Una proposición condicional es falsa únicamente cuando siendo verdad la hipótesis, la conclusión es falsa (no se debe deducir una conclusión falsa de una hipótesis verdadera).

De acuerdo con esta definición su tabla de verdad es:
[image: image10.emf]
Obsérvese que si p ( q es verdad no puede deducirse prácticamente nada sobre los valores de verdad de p y q ya que pueden ser ambas verdad, ambas falsas o la primera falsa y la segunda verdad. Ahora bien, si la condicional p ( q es falsa, entonces podemos asegurar que p es verdadera y q falsa. _

Otras formulaciones equivalentes de la proposición condicional p ( q son:

p solo si q”.

“q si p”.

“p es una condición suficiente para q”.

“q es una condición necesaria para p”.

“q se sigue de p”.

“q a condición de p”.

“q es una consecuencia lógica de p” .

“q cuando p”.

Analizaremos con detalle cada uno de los cuatro casos que se presentan en la tabla de verdad.

Ejemplo 9: Sean p, q y r las proposiciones “El número N es par”, “La salida va a la pantalla” y

“Los resultados se dirigen a la impresora”, respectivamente. Enunciar las formulaciones equivalentes de las siguientes proposiciones.

(a) q ( p.

(b) ( q ( r.

(c) r ( (p (q).

Solución

(a) q ( p.

− Si la salida va a la pantalla, entonces el número N es par.

− La salida irá a la pantalla, sólo si el número N es par.

− El número N es par si la salida va a la pantalla.

− Una condición suficiente para que el número N sea par es que la salida vaya a la pantalla.

− Una condición necesaria para que la salida vaya a la pantalla es que el número N sea par.

(b) (q ( r.

− Si la salida no va a la pantalla, entonces los resultados se dirigen a la impresora.

− La salida no va a la pantalla sólo si los resultados se dirigen a la impresora.

− Los resultados se dirigen a la impresora si la salida no va a la pantalla.

− Una condición suficiente para que los resultados se dirijan a la impresora es que la salida no vaya a la pantalla.

− Una condición necesaria para que la salida no vaya a la pantalla es que los resultados se dirijan a la impresora.

(c) r ( (p ( q).

− Si los resultados se dirigen a la impresora, entonces el número N es par o la salida va a la pantalla.

− Los resultados se dirigen a la impresora sólo si el número N es par o la salida vaya a la pantalla.

− El número N es par o la salida va a la pantalla si los resultados se dirigen a la impresora.

− Una condición suficiente para que el número N sea par o la salida vaya a la pantalla es que los resultados se dirijan a la impresora.

− Una condición necesaria para que los resultados se dirijan a la impresora es que el número N sea par o que la salida vaya a la pantalla.

Definición 12: Reciproca
	Dada la proposición condicional p ( q, su reciproca es la proposición, también condicional, q  ( p.


Por ejemplo, la recíproca de “Si la salida no va a la pantalla, entonces los resultados se dirigen a la impresora” será “Si los resultados se dirigen a la impresora, entonces la salida no va a la pantalla”.

Definición 13: Contrarrecíproco
	Dada la proposición condicional p ( q, su contrarrecíproco es la proposición, también condicional,

(q ( (p.


Por ejemplo, el contrarrecíproco de la proposición “Si María estudia mucho, entonces es buena estudiante” es “Si María no es buena estudiante, entonces no estudia mucho”.

Definición 14: Proposición bicondicional
	Dadas dos proposiciones p y q, a la proposición compuesta “p si y solo si q” se le llama “proposición bicondicional” y se nota por p ( q.


La interpretación del enunciado es: p solo si q y p si q o lo que es igual si p, entonces q y si q, entonces p es decir, (p ( q) ^ (q ( p)

Por tanto, su tabla de verdad es:
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Luego la proposición bicondicional p  ( q es verdadera únicamente en caso de que ambas proposiciones,

p y q, tengan los mismos valores de verdad. _

Nota: Obsérvese que la proposición condicional p ( q, se enunciaba “Si p, entonces q” siendo una formulación equivalente, “Una condición necesaria para p es q” y la proposición condicional q ( p, se enunciaba “Si q, entonces p” siendo una formulación equivalente, “Una condición suficiente para p es q”

Por tanto, una formulación equivalente de la proposición bicondicional en estos términos, sería: “Una condición necesaria y suficiente para p es q”

Ejemplo 10: Sean a, b y c las longitudes de los lados de un triángulo T siendo c la longitud mayor.

El enunciado “T es rectángulo si, y solo si a2 + b2 = c2” puede expresarse simbólicamente como p  ( q, donde p es la proposición “T es rectángulo” y q la proposición “a2 + b2 = c2”.

Observemos lo siguiente: La proposición anterior afirma dos cosas:

1. “Si T es rectángulo, entonces a2 + b2 = c2”, o también, “Una condición necesaria para que T sea rectángulo es que a2 + b2 = c2.

2. “Si a2 + b2 = c2, entonces T es rectángulo”, o también, “Una condición suficiente para que T sea rectángulo es que a2 + b2 = c2”.

Consecuentemente, una forma alternativa de formular la proposición dada es “Una condición necesaria y suficiente para que T sea rectángulo es que a2 + b2 = c2”

Definición 15: Proposiciones Lógicamente Equivalentes
	Las proposiciones compuestas P y Q son lógicamente equivalentes y se escribe P (Q  o P (  Q cuando ambas tienen los mismos valores de verdad.


Obsérvese que de esta definición se sigue que para probar que dos proposiciones son lógicamente equivalentes hay que probar que si P es verdad, Q también ha de serlo y que si P es falso, Q tiene que ser falso.

Obsérvese también que otra forma de demostrar lo mismo es probar que P es verdad partiendo de que Q lo es y probar que si Q es falso, entonces P también lo es.

Ejemplo 11: Demostrar las Leyes de De Morgan
. 

(a) ((p ( q) ( (p ^ ( q

(b) ((p ^ q) (  (p (  (q

Solución

(a) ((p ( q) ( (p ^ ( q

En efecto, si ((p ( q) es verdad, entonces p ( q es falso luego p y q son, ambas, falsas y, por lo tanto, (p es verdad y (q es verdad. Consecuentemente, (p ^ ( q es verdad.

Por otra parte, si ((p ( q) es falso, entonces p ( q es verdad luego una de las dos proposiciones ha de ser verdad y su negación falsa, luego (p ^ ( q es, en cualquier caso, falso.

(b) ((p ^ q) (  (p (  (q

En efecto, si ((p ^ q) es verdad, entonces p ^ q es falso luego una de las dos proposiciones ha de ser falsa y su negación verdad, luego (p (  (q es verdad en cualquiera de los casos.

Por otra parte, si ((p ^ q) es falso, entonces p ^ q es verdad, luego p es verdad y q es verdad, de aquí que

(p y (q sean, ambas, falsas y, consecuentemente, (p (  (q sea falso.

Existen algunas equivalencias lógicas que son llamadas propiedades o leyes fundamentales de la lógica proposicional, las cuales enunciamos a continuación:
	Leyes
	Simbólicamente 

	Doble negación
	( ((p) ( p

	Idempotencia
	p ( p ( p                   p ( p ( p

	Asociativa
	(p ( q) ( r ( p ( (q ( r)

(p ( q) ( r ( p ( (q ( r)

(p ( q) ( r ( p ( (q ( r)

	Conmutativa
	p ( q ( q ( p          p ( q ( q( p     

 p ( q ( q ( p          

	Distributiva
	p ( (q ( r) ( (p ( q) ( (p ( r)

p ( (q ( r) ( (p ( q) ( (p ( r)

	De Morgan
	( (p ( q) ( ( p ( ( q

( (p ( q) ( ( p ( ( q


Ejemplos: XE "Ejemplos:" 
Ejemplo 1: 

Analiza el valor de verdad de las siguientes expresiones:

a) “La Tierra es plana”. Es una proposición simple porque expresa algo categórico, además no se utiliza ninguno de los conectores lógicos y es una proposición falsa porque la Tierra es redonda.

b) “Él es nieto de José”. No es una proposición pues no se puede decidir si es verdadero o falso.

c) “Un día tiene 24 horas y una semana tiene seis días”. Es una proposición compuesta formada por las proposiciones simples “Un día tiene 24 horas” y “Una semana tiene seis días”. Para analizar el valor de verdad necesitamos conocer cuáles son los valores de verdad de las proposiciones simples, la primera es verdadera y la segunda es falsa. Pero para poder determinar el valor de la proposición compuesta necesitamos además conocer el comportamiento de la conjunción y, que solo es verdadera la proposición compuesta si las dos proposiciones simples son verdaderas. Entonces la proposición “Un día tiene 24 horas y una semana tiene seis días” es falsa.

d) “Si 2 es un número par entonces 2 es un número par o impar”. Es una proposición compuesta en la que intervienen dos proposiciones simples y dos conectores, por lo que para poder determinar si es verdadero o falso necesitamos construir la tabla de valores de verdad de la proposición, para ello determinamos las proposiciones simples.

p: 2 es un número par.
q: 2 es un número impar.
[image: image12.emf]
Por tanto la expresión es verdadera.

e) (p ( q) ( (( p ( ( q)

Solución

Veamos que ambos condicionales tienen los mismos valores de verdad. En efecto, si p ( q es verdad, entonces P puede ser verdad o falso. Pues bien, 

− Si p es verdad, q ha de ser verdad, luego (p  y (q son, ambas, falsas y, consecuentemente, (q ( (p es verdad.

− Si P es falso, entonces (p es verdad y (q ( (p es verdad, cualquiera que sea el valor de verdad de Q.

Por lo tanto, en cualquier caso, ( p ( ( q  es verdad.

Por otra parte, si p ( q es falso, entonces p es verdad y q es falsa, luego ( q es verdad y ( p es falso y, por lo tanto, ( p ( ( q  es falso. 

También podemos hacerlo escribiendo su tabla de verdad.
[image: image13.emf]

Ejercicios propuestos: XE "Ejercicios propuestos:" 
1. De las expresiones del ejercicio 1 anterior, combina a con c, a con f, c con f, utilizando los conectores lógicos “y”, “o”, “si…entonces”, “si y solo si”. Determina el valor de verdad de las proposiciones así obtenidas.

2. . Determina el valor de verdad de las siguientes proposiciones:

a) 27 es un número primo y 32 es un número par.

b) 27 es un número primo o 32 es un número par.

c) Si 27 es un número primo entonces 32 es un número par.

d) 27 es un número primo si y solo si 32 es un número par.

e) Nuestro Poeta Nacional es José Martí.

f) El autor de la canción pinareña más cantada es Enrique Jorrín.

g) René Portocarrero es el creador de la obra plástica “El Pavo Real” o Manuel Mendive es el autor de “Guernica”.

h) Si Alejo Carpentier es el autor de “El Siglo de las Luces” entonces Pablo de la Torriente Brau escribió “El Presidio Modelo”.

i) “El Brigadista” es un filme cubano y “Memorias del subdesarrollo” es un filme colombiano.

j) Moisés Simons es el creador de “El Manicero” si y solo si el son es el ritmo nacional cubano. 

3.  Transforma las proposiciones falsas del ejercicio anterior en proposiciones verdaderas. - ¿Tienes en cada caso una sola posibilidad? Fundamenta.

4. Clasifica cada una de las expresiones siguientes en identidad, neutralidad o contradicción luego de confeccionar su tabla de valores de verdad.

a) (p → q) ^ q ↔ p

b) (~p v  ~q) → (p ^ q)

c) p v q ↔ (~p ^ ~q)

d) (p → q) ^ (q → p) ↔ (p ↔q)

5. Determina el valor de verdad de las siguientes proposiciones.

Fundamenta tu respuesta en cada caso.

a) 24 + 6: 3 = 10 y 32 es un número par.

b) El número 450 030 tiene4 500 centenas y 3 unidades.

c) Nuestro Poeta Nacional es José Martí.

d) 8 es un divisor de 16 sí y solo si 8 es divisible por 16.

e) El autor de la canción pinareña más cantada es Enrique Jorrín.

f) 25 dm 12 cm = 2 620 mm o 4 5005 g = 4 kg 5 g.

g) Si libertad es una palabra aguda entonces libertad se tilda en última sílaba.

6. Selecciona dos proposiciones compuestas. Asocia a las proposiciones seleccionadas la estructura formal de la lógica proposicional.

- Haz lo mismo para la siguiente expresión:

“Si me esfuerzo y estudio suficientemente aprenderé lógica y si aprendo lógica entonces razono mejor.”

7. Analice mediante la tabla de valores de verdad si la siguiente expresión de la lógica proposicional, es una identidad, neutralidad o contradicción. Argumente.

a) H: (p ۸ q) → p

b) H1: (p → q) ۸ q

c) H: (p ۷ q) ۸ q

d) H1: (p → q) ۸ q

e) H1: (p ۸ q) → p 

f) H2: (p ۷ q) ۸ q

8. Exprese el valor de verdad de las siguientes proposiciones de la matemática escolar.

a) 3² = 9 y 2 · 3 = 6____

b) Si 2 es divisor de 8 entonces 8 es un número par____

c) 16 es un número impar ó 3 < 4____

d) 5² = 10 si y solo si 25 = 5 ____

e) 8+7 =14

f) 9 < 13

g) Existen números primos menores que 20

h) Para todos los números naturales a y b se cumple: a + b = b + a 

i) 7 .3 +5 > 27

j) El cero es un número natural

k) El conjunto nulo o vacío es el que tiene al menos un elemento.

l) ¿Cuántas patas tiene el gato?

m) Si K = {a; b; c; d; e} y V = {1; 2; 3; 4; 5}, entonces K = V

n) 43 – 28 = 15 

ñ) Pinar del Río es el campeón de la serie 53 de béisbol.

o) a + 0 = a, a ( N.

p) 4 es divisible por 2 y todo ortoedro es un cubo.

q) 4 es un número par si y solo sí 4 es divisible por 2.

r) Si 4 es un número par entonces 4 es divisible por 2.

s) Es falso que, 4 es un número par o 4 es divisible por 2.

t) Si 3 + 2 = 7 entonces 4 + 4 = 8

u) No es verdad que 2 + 2 = 5 si y solo si 4 + 4 = 10.

v) París está en Inglaterra o Londres está en Francia.

w) No es verdad que 1 + 1 = 3 o que 2 + 1 = 3.

x) Es falso que, si París está en Inglaterra, entonces Londres está en Francia.

9.  Halle el valor de verdad de las siguientes proposiciones. Fundamenta en cada caso.

a) La expresión es corta y clara o puede transformarse fácilmente si y solo si la expresión es corta o se puede transformar fácilmente; y esta es también clara, o se puede transformar fácilmente.

b) Hace frío, y está lloviendo o hace calor si y solo si hace frío y está lloviendo, o hace frío y hace calor.

c) Él es alto, o galán y flaco si y solo es falso que, él es alto o galán, y alto o flaco.
10. Se tienen las siguientes proposiciones:

p = los precios de los artículos de primera necesidad están altos

q = están encareciéndose

r = sobreviviré

Traduzca al lenguaje natural las siguientes expresiones lógicas.

· p ^ q

· ~p → r

· p ^ ~q

· ~p v ~q

· (~p ^ ~q) ↔ r

11. Encuentre el valor de verdad de las siguientes expresiones lógicas

· p → (q v r)

· (p v r) ^ (p → q)

· (p v q) ↔ (q v p)

· p ^ ~p

· (p → p) v (p → ~p)

· ( p ^ ~q) ^ r

· [p → (q → r)] → [(p → q) → (p → r)]

12. Decir si las siguientes son tautologías, neutralidad o contradicciones.

(a) (p (  q) ^ (q  ( p)

(b) [p ^ (q (  r)] ( [(p ^ q) ( (p ^ r)]

(c) (p ( (q) ( q

(d) p (  (p ( q)

(e) (p ^ q) ( p

(f) [(p ^ q)  ( p] ( (p  ( q)

(g) [(p ( q) ( (r (s)] ( [(p ( r) ( (q ( s)]

13. Escribir la recíproca y la contrarrecíproco de cada una de las afirmaciones siguientes:

(a) Si llueve, no voy.

(b) Me quedaré, solo si tú te vas.

(c) Si tienes cien pesetas, entonces puedes comprar un helado.

(d) No puedo completar la respuesta si no me ayudas.

14. Sean las proposiciones

p: Está nevando.

q: Iré a la ciudad.

r: Tengo tiempo.

(a) Escribir, usando conectivos lógicos, una proposición que simbolice cada una de las afirmaciones siguientes:

(a.1) Si no está nevando y tengo tiempo, entonces iré a la ciudad.

(a.2) Iré a la ciudad solo si tengo tiempo.

(a.3) No está nevando.

(a.4) Está nevando, y no iré a la ciudad.

(b) Enunciar las afirmaciones que se corresponden con cada una de las proposiciones siguientes:

(b.1) q  ( (r ^ ¬p)

(b.2) r ^ q

(b.3) (q (  r) ^ (r  (q)

(b.4) ((r ( q)

15. Demuestre las propiedades de la lógica proposicional.
Tema 3: 
Formas proposicionales XE "Tema 3: Formas proposicionales." 
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El adiestramiento lógico-verbal de los alumnos es principio de la enseñanza de la Matemática de los grados inferiores y no está unido al tratamiento de determinada materia. En todo caso existen determinadas materias en cuya elaboración es posible un adiestramiento lógico especialmente intensivo.

El trabajo con variables ofrece múltiples posibilidades para actuar en el sentido del adiestramiento lógico. Los alumnos aprenden a utilizar términos, formas proposicionales, proposiciones, sustituyen variables por números naturales e investigan en qué sustitución de una variable, una forma proposicional es verdadera o falsa. Además enlazan proposiciones para formar otras compuestas, en el sentido de las funciones proposicionales clásicas. Los alumnos no aprenden todos estos conceptos, solamente realizan las operaciones mentales coordinadas al contenido de los conceptos correspondientes.

Los elementos de la lógica matemática se incluyen muy temprano en la enseñanza de esta asignatura. Ya en la introducción de las variables los alumnos aprenden a sustituir una variable por números naturales y a pensar y hablar en el sentido de la implicación lógica:

«Si a es igual a 2, entonces a más 3 es igual a 5». 

La misma forma de pensamiento y expresión se practica en el trabajo que sigue, con tablas de dos columnas. En el trabajo con tablas como:
[image: image20.emf]
Los alumnos se valen de la implicación y la conjunción cuando dicen: «si a = 4 y si b = 3, entonces a + b = 7». En la solución de ecuaciones e inecuaciones los alumnos aprendan a diferenciar entre posiciones verdaderas y falsas desde e 1er. grado; plantean como soluciones de ecuaciones o inecuaciones todas las sustituciones de las variables correspondientes que conducen a proposiciones verdaderas.

Exigencias similares se plantean a los alumnos cuando trabajan con estas tablas en relación con la divisibilidad en el 2do. grado.
[image: image21.emf]
Por su contenido la tarea consistente en nacer corresponder a de terminado número a, «sí» o «no» y determinar si preposiciones como «12» es divisible por 4, «13 es divisible por 4» son verdaderas o falsas.

Además de las posibilidades señaladas, el trabajo con variables ofrece a los alumnos la oportunidad de practicar el uso de determinadas palabras que tienen especial importancia para el adiestramiento lógico-verbal.

Estas palabras son «todo», «uno», «al menos uno», «uno a lo sumo», exactamente uno». Además los alumnos deben aprender a reconocer cuándo deben utilizar el artículo determinado y cuándo no. Si por ejemplo, al plantear la ecuación 23 + b = 27 se pide que se calcule «el número b» entonces los alumnos deben comprender por esa exigencia que la ecuación dada tiene exactamente una solución.

Si se pide que se indiquen «los números» que se encuentran entre (los números dados, entonces los alumnos deben comprender, que se pregunta por todos los números que se encuentran entre estos d números.

En el ejemplo de los ejercicios relacionados con inecuaciones se puede mostrar cómo se pueden guiar a los alumnos hacia la comprensión de determinadas formulaciones que aparecen frecuentemente en la clase de Matemática.

Especial atención se le brinda a las formulaciones como «siempre se cumple para todo...., no para todo...», «existe...», «existe al menos «existe a lo sumo.....

Las proposiciones en las cuales se utilizan tales formulaciones aparecen frecuentemente en relación con el tratamiento de las leyes matemáticas.

La comprensión de formulaciones como «Siempre se cumple...», .Para todo se desarrolla al mismo tiempo que la capacidad de los alumnos para generalizar.

En el 1er grado, la ley conmutativa de la adición de números naturales se comprende aún de esta forma: «Los sumandos pueden intercambiarse., en el segundo grado: «Siempre se cumple»:

a + b = b + a. Es en el tercer grado, cuando los alumnos ya comprenden bien el contenido de la expresión «Para todo.... y pueden expresar .Para todos los números naturales.....

El empleo de una forma idiomática determinada debe anteceder siempre a la comprensión del contenido de la relación expresada mediante esa forma. Los alumnos tienen que haber comprendido que la expresión. Para toda a...» solo debe decirse cuando no exista una sola a, para la cual no se cumpla la proposición planteada. Para comprender mejor esto pueden emplearse contraejemplos. Los alumnos se darán cuenta de que la proposición:

«Para todos los números naturales se cumple: 2 • a > a» o expresado de otra forma. El doble de un número es siempre mayor que este número es falsa, porque «existe un» número natural para el cual no se cumple: el número cero.

La introducción y empleo de «Existe»... no presenta dificultades, pues basta con dar un solo ejemplo para comprobar la exactitud de la proposición correspondiente. Por ejemplo, se comprenderá inmediatamente lo que se plantea en el segundo grado, en relación con las observaciones acerca de la divisibilidad:

«Existen números que no pueden dividirse por dos».

Hay que explicar a los alumnos que ambas proposiciones tienen el mismo significado:

No para todos los números naturales a, se cumple 2 • a > a.»

«Existen números naturales para los cuales no se cumple: 2 a > a.»

Los esfuerzos que se realizan con vista al desarrollo de capacidades para el pensamiento lógico tienen que ir acompañados siempre de medidas para el adiestramiento idiomático de los alumnos. El rendimiento en el pensamiento lógico y los rendimientos idiomáticos correspondientes de los alumnos están unidos estrechamente. Por ello hay prestar atención a que todos los alumnos comprenden primeramente las expresiones verbales que aparecen después se les pide que utilicen ellos mismos estas formas.
Ejemplos: XE "Ejemplos:" 
Ejemplo 1:

Clasifica la forma proposicional x +3 ≤ 3 (x ( N)

Vía 1

- Se halla el conjunto solución de la forma proposicional, esta es una inecuación Cs = {0}.

Cs ( DB, luego la forma proposicional es interpretable sin validez general.

Vía 2

Se sustituyen valores del dominio básico, por ejemplo:

Para x = 0 quedaría 0 + 3 ≤ 3 está proposición es verdadera.

Para x = 1 quedaría 1 + 3 ≤ 3 está proposición es falsa.

Luego al sustituir la variable por elementos del dominio básico se obtienen proposiciones verdaderas y falsas, por tanto la forma proposicional es interpretable sin validez general.

Ejemplo 2:

Determine cuáles de las siguientes expresiones son términos, proposiciones o formas proposicionales.

a) x es un número impar

b) El cuadrado de un número racional es negativo.

c ﴿ 0 + x = x; x (R

 d﴿ 2x + 3 < 3; x ( N

Solución:

Observa que el inciso a es una forma proposicional, b es una proposición falsa porque el cuadrado de cualquier número siempre es positivo.

Los incisos c y d son formas proposicionales. En el caso del inciso c) es una forma proposicional de validez general porque para cualquier valor que le demos a la variable siempre obtenemos una proposición verdadera. En el caso del inciso d) es una contradicción porque para cualquier valor de la variable obtenemos una proposición falsa.

La forma proposicional 2x + 3 < 3; x ( N, la podemos transformar en una proposición sustituyendo la variable por elementos del dominio básico, por ejemplo para x = 3, obtenemos la proposición falsa 2 . 3 + 3 < 3 (9 <3).

También podemos usar cuantificadores por ejemplo:

(x, 2x + 3 < 3 ( x ( N (Es una proposición falsa porque no existe ningún valor para el cual se cumpla dicha proposición)

(x, 2x + 3 < 3 ( x ( N (Es una proposición falsa porque para todos los valores del dominio básico las proposiciones que se obtienen son falsas)

Además dicha forma proposicional la podemos negar de las siguientes formas:

( (x, 2x + 3 < 3 ( x ( N (la proposición obtenida es verdadera)

( (x, 2x + 3 < 3 ( x ( N (la proposición es falsa, porque ningún valor cumple dicha propiedad)

Ejercicios propuestos:
1. Identifica las proposiciones y las formas proposicionales, en el caso de estas últimas el dominio básico es el conjunto de los números naturales.

a) 4 · 3 + 5 – 2 = 30

b) 54 : x + 6

c) Para todo x se cumple x + 1 > x.

d) 13 < x < 18

e) 20 < 5x < 40

f) El número cuya representación es 4 · 105 + 7 · 104 + 9 · 10 tiene 470 decenas de millar.

g) x es divisor de 12

h) x es un número par divisor de 15.

i) x · 1 = x

j) x2
k) 36 = x2
2. Determina el valor de verdad de las proposiciones que identificaste en el ejercicio anterior.

3. Halla el conjunto solución de cada una de las formas proposicionales del ejercicio 1. Denota dichos conjuntos por A, B, C, D, E en el mismo orden en que aparecen sus respectivas formas proposicionales.

4. Clasifica las formas proposicionales a partir de los conjuntos hallados.

5. Trasforma las formas proposicionales en proposiciones.

6. Resuelva los siguientes ejercicios.

6.1- ¿Cuáles de las siguientes expresiones son proposiciones y cuáles formas proposicionales? Fundamenta.

a) 5. 4 + 3 > 22, b) 3x – 5 = 10 (x (N), c) 3 ≤ x < 5 (x ( N), d) X + 8 (x ( N) y

f) X es múltiplo de 8 (x Є N)

6.2- Determina el conjunto solución de las formas proposicionales seleccionadas en 6.1

7. Dadas las siguientes expresiones:

- 100, 200, 300, …, 1000 son múltiplos de 100.

- 2 . x es un número par (x ( N)

- x2 + 9 = 0, x ( N

- Todo triángulo equilátero es también acutángulo.
- 348 = 3 . 100 + 4 . 10 + 8 . 1

- 3x + 5 < 14, x ( N

- 3 es un divisor de 1 239.

- 527, 18 : 102 = 52 718.

- 16 es el 25% de 4.

- 35,8 dam2 = 3 580 m2

a) Clasifíquelas en proposiciones o formas proposicionales.

b) Determine el valor de verdad de las proposiciones.

c) Clasifique las formas proposicionales en interpretables o no interpretables. Identifique cuáles son de validez general.

d) Transforme las formas proposicionales en proposiciones mediante la interpretación de las variables o el uso de cuantificadores.

e) Niegue las proposiciones escritas con cuantificadores.

8. Dadas las siguientes expresiones:

- Identifica las proposiciones y las formas proposicionales. Fundamenta.

- Expresa el valor de verdad de las proposiciones.

- Clasifica las formas proposicionales. Fundamenta en cada caso.

- Transforma las formas proposicionales utilizando el método de sustitución de las variables, de modo que en cada caso obtengas una proposición verdadera y una falsa.

a) 4 ( x (x ( N)

b) 2x – 3 (x ( N)

c) 7 es mayor que 4 + 3.

d) 12 + x > 5x (x ( N)

e) Para todos los números naturales n se cumple n : 1 = n.

f) 3x < x (x ( N)

g) El día 10 de octubre se celebra el “Día de la Cultura Cubana”.

h) x + 3 ≤ 2 (x ( N).

i) 6m + 12 cm = 61, 2 d m.

j) Gabriel García Márquez es el autor del libro titulado “El viejo y el mar”

9. Determine cuáles de las siguientes expresiones son proposiciones o formas proposicionales. Determine el valor de verdad de las proposiciones y clasifique las formas proposicionales. Justifica

a) x es un número impar

b) El cuadrado de un número racional es negativo.

c ﴿ 0 +x = x; x ( R

d﴿ 2x + 3 < 3; x ( N

e) 4 (x - 3) = 2x + 2; x ( R

f) x + 9 < 13; x (N

b) Para todo N x se cumple que x . 0 = 0

c) a² + 8; ¸a (  R

d) 5 + 3 .7 = 49

e) (7+ 5) : 12 = 1

10. Clasifique las siguientes formas proposicionales.

a) a - 0 = a ; a ( R

b) x : 3 + 1 = 1; x ( N

c) a + b = b + a ; a, b ( N

d) 3 + x < 3; x (N

e) x +5 < 12; x ( N

f) 1 + x = 0; x ( N

e) a · b = b · a; a, b (R

g) x² - 1 ≥ -1; x ( N

h) 5 · 4 + 3 > 22

i) 3x - 5 = 10; x ( N

j) -3 ≤ x < 5; x ( N

k) x – 3/4; x ( N

l) 1/2 (3/4 – 2/5) = 1

11. Determine cuáles de las siguientes expresiones son términos, proposiciones o formas proposicionales.

11.1 Determine el valor de verdad de las proposiciones.

11.2 Clasifique las siguientes formas proposicionales en interpretables (I) y no interpretables (NI). Las interpretables clasifíquelas en formas proposicionales de validez general (IVG) o que no sean de validez general (ISVG).

a) x es un número impar

b) El cuadrado de un número racional es negativo.

c ﴿ 0 + x = x; x ( R

d﴿ 2x + 3 < 3; x ( N

e) x + 9 < 13; x (N

f) Para todo N, se cumple que x = x

g) a² + 8; ¸a (R

h) 5 + 3 .7 = 49

i) (7+ 5) : 12 = 1

j) 5 · 4 + 3 > 22

k) 3x - 5 = 10; x (N

l) -3 ≤ x < 5; x ( N

m) x – 3/4; x ( N

n) 1/2 (3/4 – 2/5) = 1

ñ) a - 0 = a ; a ( R

o) x : 3 + 1 = 1; x ( N

p) a + b = b + a ; a, b(N

q) 3 + x < 3; x (N

r) a - 0 = a ; a (R

s) x +5 < 12; x ( N

t) 1 + x = 0; x ( N

u) a · b = b · a; a, b ( R

v) x² - 1 ≥ -1; x ( N

x) 4x + 3 = 15; x ( N

y) 348 = 3 . 100 + 4 . 10 + 8 . 1

12. Dada la forma proposicional: 4(x - 3) = 2x + 2; x ( R

a﴿ Clasifíquela

b﴿ Transfórmela en una proposición verdadera y una falsa aplicando el método de sustitución y los cuantificadores.

c) Niegue dicha proposición.

13. Asocia la columna A con la B. Recuerda que Db = Dominio básico y Df = Dominio de definición para formas proposicionales. 

[image: image22.emf]
- ¿La relación Df ( Db define exactamente algunas de estas clases de A? Fundamenta. 

14. Sean p, q proposiciones. ¿Cuáles de las siguientes implicaciones son válidas? Justifique. 
[image: image23.emf]
15. Demuestre el resto de las reglas de inferencias que no han sido demostradas

Tema 4: 
Razonamientos 

Definición 1: Razonamientos 
	El razonamiento es una forma de pensamiento mediante la cual se obtiene un nuevo juicio a partir de otros ya conocidos, de modo necesario o con cierto grado de probabilidad.


Tener conciencia de las reglas del razonamiento correcto y saber aplicarlas, debe permitir a una persona afrontar problemas como las siguientes: ¿qué conclusión se puede extraer con certeza o elevada probabilidad de tales antecedentes?, ¿cuáles antecedentes pudieran ser la causa de tal conclusión?, ¿cómo exponer estos argumentos de forma demostrativa, clara y coherente?, ¿cómo detectar errores en los argumentos propios o de otros? 

Los razonamientos que garantizan pasar de juicios verdaderos a otros también verdaderos se llaman deductivos y los que no necesariamente conducen a conclusiones verdaderas a partir de premisas verdaderas, se llaman reductivos. Entre los razonamientos reductivos se distinguen los inductivos
 y los que se realizan por analogía.
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Los procedimientos lógicos fundamentales asociados a razonamientos son la demostración, la refutación y la realización de inferencias reductivas. En este apartado nos concentraremos en la demostración.

Definición 2: Demostración.
	Se entiende por demostración de una proposición p una cadena finita de transformaciones que se realizan mediante reglas de inferencias válidas, y que se forman a partir de proposiciones verdaderas o como proposiciones supuestamente verdaderas y que nos conducen a la proposición p.


Definición 3: Reglas de inferencia.
	Se entiende por reglas de inferencia la obtención de una proposición a partir de otra proposición dada a la cual aplicamos las reglas de inferencias, que se han establecido de manera tal que la conclusión es verdadera bajo la condición de la verdad de las premisas.


Veamos algunas inferencias lógicas con los nombres que usualmente reciben.
	Inferencia
	Equivalencia
	Figura de inferencia 
	Ejemplo

	Ley del Modus Ponendo Ponens (Modus Ponens). Dado un condicional y afirmando (“Ponendo”) el antecedente, se puede afirmar (“Ponens”) el consecuente.


	[(p ( q) (  p] ( q
	p ( q

     p

     q
	Si un cuerpo se frota, se calienta. 

Este cuerpo ha sido frotado. 

El cuerpo se ha calentado.

	Ley del Modus Tollendo Tollens (Modus Tollens). Dado un condicional y negando (“Tollendo”) el consecuente, se puede negar (“Tollens”) el antecedente.
	[(p ( q) ( ( q] (    ( p
	p ( q

    ( q

     ( p
	Si un triángulo es equilátero, entonces es isósceles. 

Este triángulo no es isósceles. 

Este triángulo no es equilátero.

	Leyes de los Silogismos Hipotéticos. (Transitividad) 
	[(p ( q) ( (q ( r)] ( (p ( r)

[(p ( q) ( (q ( r)] ( (p ( r)


	p ( q

q ( r

p ( r
	Si tengo sueño, no me puedo concentrar. 

Si no me puedo concentrar, no puedo comprender. 

Si tengo sueño, no puedo comprender.

	Regla del dilema constructivo simple o regla de diferenciación de casos
	[(p ( q) ( (r ( q) ( (p ( r)] ( q
	p ( q

r ( q

p ( r

   q
	Si a los estudiantes no se les plantean tareas investigativas, no aprenden a buscar información.

Si a los estudiantes no se les exige el uso de diferentes fuentes, no aprenden a buscar información. 

A los estudiantes no se les plantean tareas investigativas ni se les exige que usen diferentes fuentes. 

Los estudiantes no aprenden a buscar información.

	Leyes de los silogismos disyuntivos.
	[(p ( (p ( q)] ( q

[p ( (( p ( ( q] ( ( q
	p ( q

   (p

    q
	3 es un número par o primo

3 no es un número par

3 es un número primo

	A partir de una implicación
	(p ( q) ( (( q ( ( p)
	p ( q

( q ( ( p
	Si un paralelogramo es un rectángulo entonces tiene un ángulo de 90º

Si el paralelogramo no tiene un ángulo de 90º entonces no es un rectángulo


Ejemplo 1: Verificar las leyes de los silogismos disyuntivos.

Solución 

[(p ( (p ( q)] ( q. En efecto, si ( p ^ (p ( q) es verdad, entonces ( p es verdad y p ( q es verdad, de aquí que p sea falso y p ( q verdad, por lo tanto, q ha de ser verdad. 

También, si hacemos la tabla de verdad del condicional [(p ( (p ( q)] ( q 
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Observamos que es una tautología luego [(p ( (p ( q)] implica lógicamente q.
[p ( (( p ( ( q)] ( ( q En efecto, si [p ( (( p ( ( q] ( ( q es verdad, entonces p y ( p ( ( q son verdad, luego ( p es falso y ( p ( ( q verdad, por lo tanto, ( q es verdad.

También, haciendo una tabla de verdad igual que en el apartado anterior.
[image: image26.emf]
Se observa que es una tautología luego, [p ( (( p ( ( q)] ( ( q. _
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Es importante que conozca, que y en sexto grado de la escuela primaria los escolares emplean métodos de demostración para comprobar la veracidad de algunas proposiciones enunciadas como teoremas.

Charles Lutwidge Dodgson, más conocido como Lewis Carroll, utilizó su propia formulación de una rama de la lógica matemática, ahora conocida como cálculo de proposiciones, para enunciar y resolver rompecabezas lógicos. Un ejemplo típico de su Lógica simbólica (1896) es: • Nadie que realmente aprecie a Beethoven deja de guardar silencio mientras se está interpretando la sonata «Claro de Luna».

· Los conejillos de Indias ignoran la música.

· Nadie que ignore desesperantemente la música guarda silencio mientras se interpreta la sonata «Claro de Luna».

Por tanto, ningún conejillo de Indias aprecia a Beethoven. Esta forma de argumento lógico se denomina silogismo, y se remonta a la Grecia clásica.

Contradicciones Pero la tarea mayor de las matemáticas fundacionales no era demostrar que los conceptos matemáticos existen: era demostrar que las matemáticas son lógicamente consistentes. En efecto, todos los matemáticos sabían —en realidad, todos saben hoy— que podría haber una secuencia de pasos lógicos, todos ellos perfectamente correctos, que llevaran a una conclusión absurda. Quizá se podría demostrar que 2 + 2 = 5, ó 1 = 0, por ejemplo. O que 6 es primo, o π = 3. Podría parecer que una contradicción mínima tendría consecuencias limitadas. En la vida cotidiana la gente suele operar cómodamente dentro de un marco contradictorio: tan pronto uno afirma que, digamos, el calentamiento global está destrozando el planeta como, un momento después, que las líneas aéreas de bajo coste son un gran invento. Pero en matemáticas las consecuencias no están limitadas, y no se pueden evitar las contradicciones lógicas ignorándolas. En matemáticas, una vez que algo está demostrado puede utilizarse en otras demostraciones. Si se ha demostrado 0 = 1, entonces se siguen cosas mucho más desagradables. Por ejemplo, que todos los números son iguales. En efecto, si x es un número cualquiera, partimos de 0 = 1 y multiplicamos por x. Entonces 0 = x. Análogamente, si y es cualquier otro número, 0 = y. Luego x = y. Peor aún, el método estándar de «demostración por contradicción» significa que cualquier cosa puede ser demostrada una vez que hemos demostrado 0 = 1. Para demostrar el Último Teorema de Fermat, por ejemplo, argumentamos así:

· Supongamos que el Último Teorema de Fermat es falso.

· Entonces 0 = 1.

· Contradicción.

· Luego el Último Teorema de Fermat es verdadero.

Aparte de ser insatisfactorio, este método también demuestra que el Último Teorema de Fermat es falso:

· Supongamos que el Último Teorema de Fermat es verdadero.

· -Entonces 0=1.

· Contradicción.

· Luego el Último Teorema de Fermat es falso

Si todo es verdadero —y también falso— no puede decirse nada con significado. El conjunto de las matemáticas sería un juego estúpido, sin contenido.
Ejemplos:

Analiza la validez de la siguiente regla de inferencia.
[image: image28.png]Si\/2 es un namero racional entonces /2 con los enteros ay b de la forma a/b.

+/2no se representa de la forma alb

V2 no es un namero racional




Solución:
[image: image29.emf]
Ejercicios propuestos:

1. Clasifica los siguientes juicios en inductivos, deductivos y por analogía. Fundamenta cada clase. 

a) Salir termina en r y es un verbo, estudiar también termina en r y es un verbo, entonces azar, como termina en r, es un verbo. 

b) Salir termina en r y es un verbo, estudiar también termina en r y es un verbo, entonces todas las palabras terminadas en r son verbos. 

c) Las palabras que son verbos terminan en r, asar en un verbo, entonces asar termina en r. 

d) Contribuir, comenzar y embellecer son verbos y son palabras agudas, luego todos los verbos son palabras agudas. 

e) Si canción, retención y comparación se escriben con c, entonces extensión se escribe con c. 

f) Todos los números divisibles por 10 terminan en cero, luego todos los números divisibles por 5 terminan en 5.
g) Si todo múltiplo de 6 es un múltiplo de 3 y 54 es un múltiplo de 6, entonces 54 es un múltiplo de 3. 

2. Determina si en los siguientes razonamientos se ha seguido una regla de inferencia válida: 

a. Si la suma de los dígitos de 24207 es divisible por 3, entonces 24207 es divisible por 3, es cierto que la suma de los dígitos de 24207 es divisible por 3, entonces ese número es divisible por 3. 

b. Si 4 divide a 1318 y si 4 divide 272, entonces 4 divide la suma de ambos números, no es cierto que 4 divide a 1318, entonces 4 no divide a 1318 + 272. 

c. Si 2 es un número primo, entonces 8 es primo, es cierto que 2 es primo, entonces es cierto que 8 es primo. 

d. Si 24 es divisible por 2, entonces es divisible por 10; 24 no es divisible por 10, entonces 24 no es divisible por 2. 

e. Todos los números primos son divisibles únicamente por 1 y por sí mismo, 877 es primo, entonces 877 no tiene más divisores que 1 y 877. 

3. A continuación tenemos tres razonamientos hechos por escolares primarios. Identifica qué tipo de razonamiento es cada uno. Fundamenta. 

- ¿Qué puede afirmarse –en sentido general- del valor de verdad de las conclusiones obtenidas por cada tipo de razonamiento? 

Razonamiento 1: Si el nombre de la cifra 16 es dieciséis y el nombre de la cifra 17 es diecisiete, entonces el nombre de la cifra 11 es dieciuno. 

Razonamiento 2: Si: 

- 1<10, 4<24, 7<16 (y) 

- 1, 4 y 7 son números de un lugar (y) 

- 10, 24 y 36 son números de dos lugares (y) 

- 1, 4 y 7 son menores que 10, 24 y 36 

Entonces los números de un lugar siempre son menores que los números de dos lugares. 

Razonamiento 3: Si un número es par, entonces termina en 0, 2, 4, 6 u 8 y 247 no termina en 0, 2, 4, 6 ni 8; entonces 247 no es un número par. 

4. Realiza y escribe tres razonamientos inductivos, tres por analogía y tres deductivos. De estos últimos comprueba que has utilizado reglas de inferencia válidas. 

5. Analiza la validez de las siguientes reglas de inferencia: 

a) Si 3 divide a 1970, entonces 6 divide a 1970 

No es cierto, que 3 divide a 1970 

Por consiguiente no es verdadero, que 6 divide a 1970. 

6.  Diga si las conclusiones obtenidas en los siguientes razonamientos son concluyentes o no:
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7.  Resuelve  el ejercicio 1 pág. 99 del libro de Matemática 3.

a) Formula la  conclusión como una implicación.

b) Señala la premisa y la tesis.

c) ¿Qué tipos de razonamientos se aplica?

8.  Ejemplifica  con la divisibilidad por 10 y por 100 (tercer grado) la realización de dos razonamientos deductivos diferentes por la regla de inferencia que se aplica.

9. Simbolice los siguientes razonamientos. Puede usar condicionales materiales para los nexos inferenciales. Clasifique la conclusión.

a) Mi actitud es aconceptual o no conceptual. CONCLUSIÓN: Mi actitud es aconceptual. 

b) Mi actitud es desinteresada y desprovista de intereses. CONCLUSIÓN: Mi actitud es desinteresada. 

c) Incluso si negamos nuestra propia existencia debemos reconocer que existimos. CONCLUSIÓN: Existimos. 

d) La percepción es inmediata o insegura (o ambas cosas). La percepción desgraciadamente, no es ni inmediata ni intuitiva. CONCLUSIÓN: La percepción es insegura. 

e) Ockham fue un filósofo medieval. CONCLUSIÓN: Ockham fue un medieval filósofo. 

f) El ser humano logrará sus fines sólo si es sabio. No es posible que el hombre logre sus fines siendo sabio. CONCLUSIÓN: El ser humano no logrará sus fines. 

g) Hacer juicios estéticos objetivos es equivalente a hacer juicios estéticos intemporales. [Cuidado: el ``in'' de ``intemporales'' niega al adjetivo, no al verbo.] No podemos hacer juicios estéticos objetivos siendo estos intemporales. CONCLUSIÓN: Los juicios estéticos que hacemos no son ni objetivos ni intemporales. 

h) Si la mente es inmortal entonces es inmutable. La mente es inmortal y creada. CONCLUSIÓN: La mente es inmutable. 

i) De que los juicios éticos son objetivos se deduce que si fueran objetivos y confiables entonces serían verdaderos. Los juicios éticos son objetivos y confiables. CONCLUSIÓN: Los juicios éticos son verdaderos. 

j) La persona es cuerpo y alma. La persona es voluntad. CONCLUSIÓN: La persona es cuerpo y voluntad. 

k) El universo es finito y/o no es mesurable. El universo es mesurable y/o es o bien finito o bien ininteligible o ambas cosas. El universo es infinito. CONCLUSIÓN: El universo es ininteligible. 

l) Sabemos que o bien las verdades matemáticas son a priori o bien si son necesarias entonces son a priori o ambas cosas. Las verdades matemáticas no son a priori pero son un ejemplo de rigor. CONCLUSIÓN: Las verdades matemáticas no son necesarias. 

m) Si el fin del estado es el poder, entonces la felicidad de los individuos no es el principal fin político. El estado tiene como finalidad obtener el poder o el desarrollo social o ambas cosas. El principal fin político es la felicidad de los individuos. CONCLUSIÓN: El estado tiene como finalidad obtener el desarrollo social. 

n) De que el alma sea una cosa en sí y/o algo condicionado, se seguiría que el alma es sustancia en sentido absoluto. El alma es una cosa en sí. CONCLUSIÓN: El alma es sustancia. 

o) Bien es falso que una contradicción sea verdadera o bien una neutralidad es aceptable o ambas cosas, y/o una tautología es una verdad necesaria. Es mentira que o bien no es cierto que una contradicción sea verdadera o bien una contingencia es aceptable o ambas cosas. CONCLUSIÓN: Una tautología es una verdad necesaria y/o una contradicción no es verdadera. 

p) El hombre tiene un ser predeterminado. El hombre no puede elegir su ser. CONCLUSIÓN: El hombre tiene un ser predeterminado o fijo y no puede elegir su ser. 

q) Si la voluntad es libre entonces sigue sus propias reglas. Si la educación funciona entonces la voluntad no sigue sus propias reglas. La educación funciona. CONCLUSIÓN: La voluntad no es libre. 

r) De que esa expresión tenga referencia se sigue que tiene significado. De que esa expresión tenga significado se sigue que hay intencionalidad. CONCLUSIÓN: O bien esa expresión no tiene referencia o bien sabemos tanto que tiene significado como que hay intencionalidad. 

s) Ya sea que todo cambie o que nada cambie, podemos deducir que no hay conocimiento. Nada cambia o todo cambia. CONCLUSIÓN: No hay conocimiento. 

t) No es posible que las proposiciones de la ciencia sean necesarias y a posteriori. Las proposiciones de la ciencia son necesarias, aunque o bien son a posteriori o no son totalmente inductivas o ambas cosas. CONCLUSIÓN: Las proposiciones de la ciencia son necesarias y no totalmente inductivas. 

u) Existe algo que no cambia y/o: es imposible conocer la realidad y no podemos hablar con verdad de ella. CONCLUSIÓN: Existe algo que no cambia y/o es imposible conocer la realidad. 

v) Si Dios existiera no habría guerras y/o no habría maldad. Ni deja de haber guerras ni deja de haber maldad. CONCLUSIÓN: Dios no existe. 

w) bien los números son creaciones humanas y/o divinas o bien son eternos, o ambas cosas. Los números no son creaciones humanas. CONCLUSIÓN: Los números son creaciones divinas y/o eternos. 

x) Si mi actitud es desinteresada y aconceptual entonces es una actitud estética. Mi actitud es desinteresada. Mi actitud es aconceptual. CONCLUSIÓN: La mía es una actitud estética. 

y) Si filosofamos correctamente, usamos la lógica. Dejamos de filosofar correctamente sólo si dejamos de hacer bien filosofía. CONCLUSIÓN: O usamos la lógica o dejamos de hacer bien filosofía. 

z) De que el alma es incorpórea se deduce que no puede influir a un cuerpo. De que el cuerpo sea inanimado se sigue que no es la persona. De que el alma no pueda influir al cuerpo se concluye que el cuerpo es inanimado. El alma es incorpórea. CONCLUSIÓN: El cuerpo no es la persona y/o no es el sujeto y/o no es el alma, además de que el alma no es corpórea. 

aa) El conocimiento es difícil de obtener. El conocimiento es un ideal. El conocimiento es preocupación de los filósofos. CONCLUSIÓN: El conocimiento, esa preocupación de los filósofos, es un ideal raro y difícil de obtener. 

ab) El arte busca la producción de lo bello. Si el arte fuera temporal entonces habría valores estéticos relativos. Los valores estéticos no son relativos. CONCLUSIÓN: El arte es la producción intemporal de lo bello y/o un puro juego de los sentidos. 

ac) Si el hombre no es ni ángel ni puro, entonces es una bestia. Si el hombre fuera ángel sería puro. El hombre es impuro. CONCLUSIÓN: El hombre es una bestia o una máquina o ambas cosas. 

ad) De que las comunidades científicas se guíen por paradigmas se deduce que distintas teorías pueden ser inconmensurables. Si no se puede decir qué teoría es más verdadera todo colapsa en un relativismo. Dado que diferentes teorías posiblemente son inconmensurables, no se podría decir que teoría es más verdadera. CONCLUSIÓN: No es verdad que las comunidades científicas sean guiadas por paradigmas pero podamos decir que teoría es más verdadera; tampoco lo son sin que todo colapse en un relativismo. 

ae) Si no son los sentidos los que se equivocan entonces es la mente. Si los sentidos no juzgan, no se equivocan. Si los sentidos sólo ``presentan'' la realidad, no juzgan. CONCLUSIÓN: Quien se equivoca es la mente o los sentidos hacen más que ``presentar'' la realidad. 

af) Bien la sociedad es un invento humano o bien el hombre tiene una naturaleza sociable y cooperativa. La sociedad no es un invento. CONCLUSIÓN: El hombre tiene una naturaleza cooperativa. 

ag) Si se debe obedecer a la autoridad entonces ésta tiene derecho de mandar. Si ha habido un contrato social, hubo una decisión originaria popular. La autoridad tiene derecho de mandar sólo si ha habido un contrato social. Nunca hubo una decisión popular originaria. CONCLUSIÓN: No hay deber de obedecer a la autoridad o bien los anarquistas pierden su tiempo. 

ah) Bien la fe es buena y confiable, o bien si es necesaria entonces debemos aceptar su presencia, o ambas cosas. Si el conocimiento es problemático entonces la fe es necesaria. Es falso que la fe sea buena y confiable. CONCLUSIÓN: O el conocimiento no es problemático o debemos aceptar la presencia de la fe. 

ai) Si el bien es un universal entonces tiene existencia independiente. O el bien es un universal o es un particular instanciado. El bien ni tiene existencia independiente ni es definible. CONCLUSIÓN: El bien es un particular. 

aj) Si una modalidad es de re se refiere a las cosas mismas y si es de dicto se refiere a las proposiciones. Las modalidades son de re o de dicto. Si una modalidad se refiere a las cosas hay compromiso ontológico con entidades extralingüísticas; en cambio, si se refiere a las proposiciones el compromiso es con entidades lingüísticas. CONCLUSIÓN: El compromiso ontológico en las modalidades es con entidades, ya sean lingüísticas o extralingüísticas. 

ak) Si la materia es informe entonces no puede ser imaginada. Si la materia no existe entonces no hay cosas fuera de la mente. Si la materia precede al espíritu entonces hay cosas fuera de la mente, y si la materia es simultánea con el espíritu se sigue que puede ser imaginada. O bien la materia no existe o bien es informe. CONCLUSIÓN: O bien la materia no precede al espíritu o bien no es simultánea con él o ambas cosas. 

al) Como encontramos en todo buen libro de filosofía, no puede ser que no existamos ya que la existencia es condición necesaria del pensar y, a todas luces, pensamos. 

am) Si es falso que hay verdades analíticas el relativismo es inevitable. Afortunadamente esto último no es el caso. Concluimos que o bien hay algo seguro o nuestra filosofía ha equivocado el camino, pues es impensable que no haya algo seguro al tiempo que haya verdades analíticas.

an) Ya que la necesidad y la relevancia son suficientes para la implicación, cuando hay necesidad pero no hay implicación debe haber fallado la relevancia.

ao) La justicia en situaciones de peligro conlleva una misericordia igualmente en condiciones de peligro pues la justicia debe ser misericordiosa.

ap) Una guerra es una guerra injusta pues de necesidad la injusticia acompaña a la guerra.

aq) Bien tenemos una cultura frágil o bien la tenemos incompleta. Después de todo, tenemos cultura y ésta es o bien frágil o bien incompleta

10. Demuestre que la conclusión se sigue en los siguientes razonamientos. Recuerde usar diferentes letras para diferentes predicados. 

1. Todas las cosas son bellas y buenas. 

CONCLUSIÓN: Todas las cosas son buenas y bellas. 

2. Todas las cosas son bellas y buenas. Existen algunas cosas. 

CONCLUSIÓN: Algunas cosas son buenas y bellas. 

3. Algunas cosas son bellas y buenas. 

CONCLUSIÓN: Algunas cosas son buenas y bellas. 

4. Agathón es bello y bueno. 

CONCLUSIÓN: Por lo menos una cosa es buena y bella. 

5. Lo inmortal es inmutable. Algunos seres son tanto inmortales como creados. 

CONCLUSIÓN: Hay algo inmutable. 

6. Lo eterno está fuera del tiempo. Lo divino goza de la eternidad. 

CONCLUSIÓN: Lo divino está fuera del tiempo. 

7. Los filósofos medievales consideraban a la filosofía sierva de la teología. Santo Tomás era un filósofo medieval. 

CONCLUSIÓN: Santo Tomás veía a la filosofía como sierva de la teología. 

8. Lo incorpóreo no puede influir en lo corpóreo. Si yo soy inanimado entonces no soy una persona. Lo que no puede influir en lo corpóreo es inanimado. El alma es incorpórea. 

CONCLUSIÓN: Aunque el alma es incorpórea, si yo soy incorpóreo entonces no soy una persona. 

9. Los estados democráticos son injustos. Hay estados que gozan de democracia parlamentaria. 

CONCLUSIÓN: Hay estados que son parlamentarios pero injustos. 

10. Si algo es bello entonces place sin concepto. Hay cosas bellas y útiles. 

CONCLUSIÓN: Hay cosas útiles que placen. 

11. Todos los estados que son productos históricos no son democráticos. Algunos son duraderos pero productos históricos al fin. 

CONCLUSIÓN: Algunos estados son duraderos pero no democráticos. 

12. Todos los estados que son productos históricos no son democráticos. Todos son duraderos pero productos históricos al fin. 

CONCLUSIÓN: Todos los estados son duraderos pero no democráticos. 

13. Todos los estados que son productos históricos no son democráticos. Roma fue duradera pero producto histórico. 

CONCLUSIÓN: Roma fue duradera pero no democrática. 

14. Todos los estados que son productos históricos no son democráticos. Roma fue duradera pero producto histórico. 

CONCLUSIÓN: Algún estado ha sido duradero sin ser democrático. 

15. Si Roma fue un producto histórico entonces no fue democrática. Roma fue duradera pero producto histórico. 

CONCLUSIÓN: Algún estado ha sido duradero sin ser democrático. 

16. Todos los estados que son productos históricos no son democráticos. Todos son duraderos pero productos históricos al fin. 

CONCLUSIÓN: Algunos son duraderos pero no democráticos.

Tema 5: 
Teoría de conjuntos

Supongamos que un pionero escriba la siguiente carta desde un campamento de verano.

Queridos padres:

Nuestro grupo llegó ayer al campamento alrededor de las 4 de la tarde. Aguardamos un conjunto de tiempo muy grande, hasta que se celebrara el acto de apertura. Anduvimos caminando por el campamento, y contamos las tiendas de campaña. Había un conjunto muy grande de ellas. Hoy por la tarde participé en el equipo de trabajo “Jóvenes matemáticos”. Intercambiamos preguntas. Mi compañero me hizo una pregunta acerca del conjunto de todos los divisores de 24, y otra acerca de un número primo par. Pude responder ambas preguntas correctamente y de esta forma obtener puntos positivos a mi favor. La pregunta que yo hice acerca de si existía por lo menos otro número primo par, quedó sin responder. Me gusta mucho el campamento. Duermo con Juan, Bernardo, Rafael y Pedro, en una tienda. La comida es excelente. Ayer por la noche hubo papas cocidas con requesón y hoy al mediodía, puré de papas e hígado asado. Bernardo comió en ambas ocasiones un conjunto muy grande de papas.

Saludos a todos

Francisco.
Aunque siempre hemos estado rodeados de conjuntos, e incluso formamos parte de diversos conjuntos, la noción de conjunto tardó en aparecer. 

A pesar de su tardía puesta en escena, la teoría de conjuntos es tan valiosa que ha afectado significativamente la estructura y el lenguaje de las matemáticas modernas. Sin miedo a exagerar, puede afirmarse que todas las ramas de la matemática utilizan conjuntos. 

Se puede atribuir el nacimiento de las ideas conjuntistas a los trabajos de los matemáticos alemanes Richard Dedekind (1831-1916) y Georg Cantor (1845-1918) y Ernest Zermelo (1861-1953) estableció los axiomas sobre los que se desarrolló la teoría de conjuntos. Además los diagramas de Venn - Euler deben su nombre a los grandes matemáticos John Venn y Leonard Euler. 

Desde muy temprana edad surge en el niño la noción de pluralidad, colección, agrupación, reunión o variedad, surge lo que se acostumbra a llamar en Matemática, el concepto de conjunto. Los niños que comienzan la escuela trabajan larga e intensamente con conjuntos concretos, por ejemplo, con barras, semillas y otros tipos de conjuntos, y los utilizan para comparar, ordenar, quitar, antes de calcular con los números. 

Son ejemplos de conjuntos: 

- El conjunto de todos los estudiantes de nuestra universidad. 

- El conjunto de los puntos de un plano. 

- El conjunto de las letras del alfabeto español. 

A cada estudiante, a cada punto y a cada letra se le denomina elemento de cada uno de los conjuntos respectivamente. 

Los términos conjunto y elemento constituyen la base del lenguaje matemático. Conjunto y elemento son nociones primitivas que no pueden definirse, luego se toman como conceptos básicos, a partir de los cuales se pueden definir otros entes matemáticos y formular proposiciones verdaderas (teoremas) sobre relaciones y propiedades referidas a conjuntos.

Para conjuntos dados es posible establece una y solo una de las posibilidades siguientes: 

- El objeto es elemento del conjunto formado. 

- El objeto no es elementos del conjunto formado. 

Definición 1: 
	Un conjunto está formado cuando para cada objeto, es posible decidir si es un elemento de conjunto o no. 


Las reglas que rigen la construcción de conjuntos son: 

1. La colección de objetos debe estar bien definida. Se debe saber con certeza cuándo un objeto pertenece al conjunto y cuándo no. 
El conjunto no está bien definido cuando hay ambigüedad sobre los elementos que lo componen o se requiere incorporar criterios adicionales para identificar tales elementos. Por ejemplo, si el conjunto está formado por las 15 empresas más importantes del país, se requiere conocer los criterios que confieren importancia a las empresas: volumen de ventas, capital social, número de empleados, etcétera. 

2. Ningún objeto puede aparecer más de una vez; en general, los elementos deben ser distintos. Por ejemplo, el conjunto de letras que forman la palabra Habana es: h, a, b, n. 

3. El orden en el que se enumeran los objetos no tiene importancia. 
Para simbolizar los conjuntos se emplean letras mayúsculas, por ejemplo: A = {letras vocales} que se lee: A es el conjunto de letras vocales. Las llaves sirven para encerrar entre ellas los componentes del conjunto o su descripción y los elementos que lo integran se simbolizan mediante letras minúsculas. 

Cuando un elemento x pertenece a un conjunto A se expresa de forma simbólica como: x ( A, se lee (x es un elemento de A, x pertenece la conjunto A o el conjunto A contiene al elemento a). En caso de que un elemento y no pertenezca a este mismo conjunto se utiliza la notación: y ( A, se lee (y no es un elemento de A, el conjunto A no contiene al elemento y o y no pertenece al conjunto A). 
Ejemplo 1: 
Si A = {a, e, i, o, u}, entonces a ( A, b ( A, e ( A, f ( A 

Si B = {x: x es par}, entonces 3 ( B, 6 ( B, 11 ( B, 14 ( B 

Existen cuatro formas de enunciar a los conjuntos: 

1- Por extensión: Cuando se enumeran sus elementos. 

2- Por intención: Cuando se menciona una propiedad definida. 

En la primera de estas formas los elementos se encierran entre llaves separados por coma o punto y coma y se habla entonces de la representación tabular. Para la segunda forma existen dos variantes de representación: la descriptiva (la propiedad se enuncia en términos del lenguaje común) y la constructiva (la propiedad se enuncia mediante una forma proposicional). 

Además los conjuntos se pueden representar mediante diagramas de Venn, que son regiones cerradas que sirven para visualizar el contenido de un conjunto o las relaciones entre conjuntos. Ejemplo: D = {x; x ( N; x |12}
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Clasificación de los conjuntos:

[image: image37.png]Un conjunto vacio o nulo es aquel que no poses elementos. Se denota por: ¢ o bien por { ). El conjunto vacio
siempre forma parte de ofro, asi que es subcorjunto de cualquier conjunto. Ejemplo: 6 = {x | son los dinosaurios
que viven en la actualidad)

Un conjunto unitario es aquel formado por un solo elemento. Se denota por {a} Ejemplo: El conjunto por los
libertadores de América cuyas iniciales son S. B

Un conjunto finito es aquel cuyos elementos pueden ser contados. Ejemplo: L = {x | es la cantidad de autos en
a ciudad de Pinar del Rio).

Un conjunto infinito s aquel cuyos elementos no pueden ser contados. Ejemplo: Q = {x | es la cantidad de
puntos en una linea).

Se llama conjunto universo al que contiene a todos los elementos de un dominio determinado. Lo designamos

conU.




Nota: Hacer ver que a diferencia de que el conjunto vacío no contiene ningún elemento, el conjunto universo los contiene a todos.

El escolar primario adquiere la noción de conjunto y conjunto nulo (sustracción de sumandos iguales), en primer grado y las de conjunto finito e infinito (cuarto grado).

Ejemplo 2: 
Sean los conjuntos: U = {1; 3; 5; 7; 9}; N = {n ( N(n: 3 <  3}; P = {x (N(2x + 3 = 6}; Q = {n ( N(3n >  6} 

a) Escriba en forma tabular y descriptiva los conjuntos N, P y Q 

b) ¿Qué nombre recibirá cada uno de estos conjuntos? 

c) ¿Sobre qué dominio numérico está construido cada uno de los conjuntos anteriores? 

Solución: 
a) N = {0; 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8}, P = (, Q = {3; 4; 5; 6; …} 

b) Finito, Finito; Nulo, Infinito 

Naturales, que es el conjunto universo 

Veamos las relaciones de inclusión: 

Conjuntos iguales: Se dice que los conjuntos A y B son iguales si cada elemento de A es un elemento de B, y cada elemento de B es un elemento de A. Se denota A = B. 

Si A y B no son iguales se denota A ( B y significa que, existe un x, elemento de A que no es elemento de B, o que existe un x elemento de B que no es elemento de A. 

Propiedades: 
- Todo conjunto es igual a sí mismo, o sea, A = A. 

- Si A = B, entonces B = A. 

- Si A = B y B = C entonces A = C. 

Conjuntos equipotentes: Denominamos a dos conjuntos finitos A y B como conjuntos equipotentes (en símbolos: A ( B) si poseen el mismo número de elementos. Es evidente que conjuntos iguales son también equipotentes, y que los conjuntos equipotentes no tienen que ser necesariamente iguales. 

Inclusión de conjuntos: Se dice que A está incluido en B, si y solo si, cada elemento de A es elemento de B. (se escribe: A ( B) y se dice que A es subconjunto de B, o que, A es una parte de B. 

Subconjunto propio: A ( B no excluye A = B, si se quiere precisar que A ( B pero A  ( B se escribe A ( B y se dice que A es subconjunto propio de B 

En lo adelante utilizaremos para la inclusión el símbolo (, sin distinguir subconjunto ni subconjunto propio. 

Propiedades: 
- (A, A (A. 

- (A, (B, A (B ( B ( A  ( A = B. 

- (A, (B, (C, A  ( B ( B ( C  (  A ( C. 

Ocurre a veces que los elementos de un conjunto son a su vez conjunto; por ejemplo, el conjunto de todos los subconjuntos de un conjunto A. Es por ello que los conceptos, conjunto y elemento tienen un carácter relativo. A este tipo de conjuntos se le llama clase de conjuntos. 
Ejemplo 3: 
El conjunto A = {{2, 3}, {2}, {5; 6}} es una clase de conjuntos. Sus elementos son los conjuntos {2; 3}, {2} y {5; 6} 

También a la clase de conjuntos formada por todos los subconjuntos de un conjunto A se le llama conjunto potencia. 

Conjunto potencia: Conjunto formado por los subconjuntos de un conjunto A y se denota P(A), o sea: P(A) =      {x (x (  A} 

Para todo conjunto A se tiene ( ( A y A ( A

El conjunto potencia de un conjunto dado de n elementos, posee 2n elementos. 

Ejemplo 4: 
Sean los conjuntos: A = {a; b; c; d; e}; B = {b; c; d}; C = {d; c; b}; D = {2; 4; 6} 

a) Compare los conjuntos dados. R/ B ( A, C ( B, D ( C, B ( C, D ( B, B = C 

b) Escribe P(A) 

c) ¿Cuántos elementos posee P(A)?

R/ P(A) = {(; {a}; {b}; {c}; {d}; {e}; {a; b}, {a; c}; {a; d}; … {a; b; c; d; e}} 

25 = 32 

Se logra ilustrar de manera sencilla e instructiva las relaciones entre conjuntos mediante los llamados diagramas de Venn – Euler, o de Venn, simplemente. 

Ejemplo 5: 
Si A = B. Entonces A y B se describen con el siguiente diagrama: 
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Si A ( B y A ( B. Entonces A y B se describen con el siguiente diagrama: 

Si A ( B se les puede representar de la siguiente forma: 
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SeanA = {a; b; c; d} y B = c; d; &; f}. llustramos mediante un diagrama de Venn ambos conjuntos





Definición 2: Intersección de conjuntos
[image: image40.png]Se lama conjunto interseccién de dos conjunios A y B al conjunto formado por los elementos que estan
enAyen B simultaneamente.

Se denota: An B Se lee: Ainterseccion B

Es decir, que x_= A Bsignificaquex=AyxeB

AnB AnB=B AnB=¢





Definición 3: Unión de conjuntos
[image: image41.png]Se llama conjunto union de dos conjuntos A y B al conjunto formado por los elementos que estan en A o
en B simutaneamente.
Se denota: AU B Se lee: A union B

Es decir, que x = Au B significaque x s Av x = B

AuB AuB AUB=A AuU=U AUA=A





Ejemplo 6: 
Sea N el universo formado por el conjunto de los números naturales, A = {0; 1; 2; 3; 4; 5} y B = {0; 2; 4; 6} 

Entonces: C ( D = {0; 1; 2; 3; 4; 5; 6}  y C ( D = {0, 2, 4}

Propiedades de las operaciones con conjuntos: 

Sea U un conjunto y sean A, B, C ( P (U)

[image: image130.emf]
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Una de las relaciones más utilizadas en las aplicaciones de la teoría de conjuntos es aquella que permite conocer la cantidad de elementos de un conjunto a partir de la cantidad de elementos de otros conjuntos. 

Ejemplo 7: 
En una unidad habitacional viven 120 familias y se sabe que 70 de ellas tienen automóvil, que 30 poseen un reproductor de DVD y que 17 tienen ambas cosas. Se desea conocer: 

a) ¿Cuántas familias tienen exclusivamente automóvil? 

b) ¿Cuántas familias son dueños exclusivamente de un reproductor DVD? 

c) ¿Cuántas familias son propietarias de un automóvil o de un reproductor DVD?

d) ¿Cuántas familias no poseen ni automóvil ni reproductor DVD? 

Solución: 
Sea 

A: Conjunto formado por las familias que poseen automóvil 

D: Conjunto formado por las familias que poseen DVD 

A ( D: Conjunto formado por las familias que poseen automóvil y DVD 

Dibujando un diagrama de Venn para establecer relaciones: 
[image: image132.emf]
Podemos ver que, A ( D = 17 

a) 70 – 17 = 53 

b) 30 – 17 = 13 

c) 70 + 30 – 17 = 83 

d), 120 – 83 = 37 

Definición 4: Diferencia de conjuntos
[image: image42.png]Se lama conjunto diferencia de dos conjuntos A y B al conjunto formado por los elementos que estan en A
y no estan en B.

Sedenota: ABoA-B Se lee: A diferencia B

Es decir, que x = A- B significaquex = Anx £ B





Definición 5: Complemento de un conjunto
[image: image43.png]Se lama conjunto complemento del conjunto A al conjunto formado por 1os elementos del UMiverso que o

estan en el conjunto A
Sedenota: As A U-A A

Es decir, que x = A’ significaque x & A

Se lee: Complemento de A
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Ejemplo 8: 
[image: image47.emf]
Si  quisiéramos calcular B \ A = {4, 6}

Ejemplo 9: 
[image: image48.emf]
[image: image49.emf]
Es precisamente el dominio de las relaciones y operaciones con conjuntos los que prepara al maestro para ofrecer, desde el punto de vista matemático, la adecuada fundamentación científica de los contenidos que se imparten en la escuela primaria y para la comprensión de cada paso metodológico a dar.

Las relaciones entre conjuntos y las operaciones con conjuntos son esenciales en la obtención de conocimientos matemáticos, por ejemplo: el concepto de suma, los conceptos de los números naturales, y para la resolución de problemas conjuntistas.

Ejemplos:

Ejemplo 1:

 Sean los conjuntos: A = {2, 3, 5, 7, 11,…}; B = {0, 2, 4, 6, 8, 10,…}; C = {4; 16; 36}; D: Un conjunto formado por números 

a) Describe los conjuntos A, B y C. Escríbelos en notación constructiva y represente C mediante un diagrama de Venn 

b) ¿Está el conjunto D bien construido? 

c) Clasifique los conjuntos. 

d) Compare los conjuntos. Mencione un elemento que pertenezca a B 

e) Determine A ( B, A ( B, C \ B y Cc 

Solución: 

a) Observa que los conjuntos A, B y C están escritos en notación tabular y que para describir los conjuntos debemos tener en cuenta que cuando expresamos un conjunto en notación descriptiva, debemos describir verbalmente las propiedades que cumplen los elementos que forman el conjunto así a simple vista observamos que: 

A: Conjunto formado por los números primos 

B: Conjunto formado por los números pares. 

C: Conjuntos formado por los tres primeros cuadrados perfectos. 

Al escribirlos en notación constructiva debemos tener en cuenta que debemos enunciar la propiedad utilizando símbolos y que siempre tiene la siguiente estructura se encierra dentro de llaves, se utiliza una variable que siempre pertenece al universo dado, seguido de dos puntos que indica tal que y la propiedad con los símbolos pertinentes así: 

A = {x ( N: x es un número primo} 

B = {x ( N: x = 2n + 1; n (N} y se lee el conjunto de todas las x tal que x es un número impar. (Observa que al ser x un número impar se hace necesario utilizar otra variable para expresar mediante una fórmula a los números impares y hay que especificar que esa otra variable también pertenece a los números naturales. 

C = {x ( N: x = n2; n = 2, 4, 6} 

Para representar C mediante un diagrama de Venn se pinta un círculo y dentro de este se escriben todos los elementos del conjunto, quedando de la siguiente manera: 
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b) El conjunto D no está bien construido porque se puede identificar qué números pertenecen o no al conjunto pues no se menciona la propiedad. 

c) Para clasificar los conjuntos debemos tener en cuenta si sus elementos son numerables o no, si tiene un elemento o ninguno y si puede ser considerado como conjunto universo o no, entonces, el conjunto A es infinito porque los números primos son infinitos, el conjunto B es infinito porque los números impares son infinitos y el conjunto C es finito porque sus elementos son numerables, y el conjunto B se pude considerar conjunto universo para el conjunto C porque los elemento de C son también elementos de B. 

d) Para comparar los conjuntos debemos tener en cuenta si son iguales, si son equipotentes o si están incluidos unos dentro de otros, la única relación que se cumple es que el conjunto D es subconjunto de C porque todos los elementos de D son también elementos de B. Y un elemento que pertenezca a B, podemos mencionar uno a uno todos los elementos de B así; 2 ( B, 4 ( B, etc. 

e) Para determinar la intersección entre A y B debemos tener en cuenta todos los elementos que están en A y también están en B, es decir que se repitan en ambos entonces el único número que es primo y par a la vez es el 2 por lo que A ( B = {2}, para determinar la unión entre A y B tenemos que tomar todos los elementos de A y a continuación todos los elementos de B que no estén repetidos en A porque recuerda que para que un conjunto esté bien construido los elementos no se pueden repetir, entonces al unir todos los números primos con todos los números pares obtenemos el conjunto A ( B = {0, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 10, …}, cuando vayamos a resolver la diferencia de C con A debemos tener en cuenta cuáles de los elementos de C no están en A y el resultado es la diferencia, pero cuando observamos los elementos C que son cuadrados perfectos pares, quiere decir que son elementos de B, por lo que no hay ninguna diferencia y se expresa de la siguiente de la manera: C \B = { } o        C\ B = (, falta analizar como determinar el complemento de C, los elementos de C son cuadrados pares, y números naturales, por tanto el complementos es la diferencia del conjunto universo con el conjunto C, es decir, todos los N excepto esos cuadrados perfectos quedando Cc = N {4, 16, 36} 

Ejemplo 2: En un total de 250 personas encuestadas sobre su desayuno se obtuvieron las siguientes respuestas, 30 personas tomaban té con leche, 40 personas tomaban café con leche, 80 personas tomaban leche, 130 personas tomaban te o leche y 150 tomaban café o leche. 

a) ¿Cuantas personas tomaban te puro? 

b) ¿Cuantas personas tomaban leche pura? 

c) ¿Cuantas personas tomaban café puro? 

d) ¿Cuántas personas no tomaba ninguna de estas tres cosas al desayuno? 

Solución: 
Observa que los primeros que debemos hacer es leer bien el problema para poder interpretar todos los datos que nos dan a continuación vamos a distinguir los conjuntos de los cuales no están hablando en el problema: 

E: Conjunto formado por las 250 personas encuestadas. 

L: Conjunto formado por las 80 personas que tomaban leche. 

T: Conjunto de las personas que toman té (observa que ese dato no se da en el problema pero el conjunto está bien formado). 

C: Conjunto de las personas que toman café (observa que ese dato no se da en el problema pero el conjunto está bien formado). 

Pero además nos hacen mención a los siguientes conjuntos: 

T ( L: Conjunto de las 30 personas que toman té con leche. 

C ( L: Conjunto de las 40 personas que toman café con leche. 

T ( L: Conjunto de las 130 personas que toman té o leche. 

C ( L: Conjunto de las 150 personas que toman café con leche. 

Ahora debemos representar los datos mediante un diagrama de Venn, recuerda que el problema nos habla de 3 conjuntos los que toman café, los que toman té y los toman leche nada más, que hay intersección entre los que toman café con los que toman leche tomando café con leche y entre los que toman leche y los que toman te, que toman té con leche, que son parte del conjunto universo E formado por el total de personas encuestadas. 
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a) Para determinar cuántas personas tomaban té puro sabemos que 130 tomaban té o leche y como 80 son las personas que toman leche hay que restarle a 130 las 80 personas que toman leche resultando 130 – 80 = 50 personas que solo toman té. 

b) Las que toman leche pura tendríamos que a 80 restarle las que toman además café y té resultando 80 – (40 + 30) = 10 

c) Haciendo el mismo razonamiento que en el inciso a) a las 150 personas que toman café o leche hay que restarle las leche, resultando 150 – 80 = 70 personas que toman café puro. 

d) Para determinar las personas que no toman ninguna de las tres cosas en el desayuno sumamos las que toman leche + las que toman café + las que toman té y se restamos al total de personas quedando 250 – (50 + 80 + 70) = 50 personas que no toman ninguna de las tres cosas.

Ejercicios propuestos:

1. ¿Qué forma de representación se ha empleado en cada uno de los siguientes casos? Fundamenta. 

M = {x ( N ( 2 <  x <  6}; Q = {0; 2; 4; 6; 9}; F: divisores de 8 

a) Escribe M y F en forma tabular, M en notación descriptiva, Q en forma constructiva y descriptiva. 

b) Diga si están bien construidos. Clasifíquelos. 

c) Compare los conjuntos. 

d) Represéntelos mediante un diagrama de Venn 

e) Determine M ( N, N ( F; F \ M; Nc 

2. Sean N el conjunto de los números naturales, A el conjunto de los números naturales mayores que 4, B el conjunto de los números naturales mayores que 2 y menores o iguales que 5 y C el conjunto de los números naturales mayores que 0.

a) Escriba de forma constructiva los conjuntos A, B y C.

b) Halle A ( B y Ac ( C

3. En N se designa por M(a) el conjunto de los múltiplos de a. Halle M (4), M (6), M (12), M (25) y determine en notación tabular, descriptiva y constructivas los siguientes conjuntos:

A = M (4) ( M (6)
B = M (6) (  M (12)
C = M (12) (  M (25)
3. Sean los conjuntos: A = {x ( N ( x < 6} B = {0; 2; 4; 6; 8; 10} C = {0; 1; 2; 3}

a) Diga si son verdaderas (V) o falsas (F) las siguientes relaciones:

___ 6 ( A 
___ 0 ( A 
__ 0 ( C 
__ C ( B 
__ C (  A
 __ 0 ( C 
___ C ( B

__ A ( C 
__A ( C
 __ A (B

b) Fundamente las relaciones que sean falsas.

c) Represente en forma tabular y mediante el diagrama de Venn las operaciones siguientes:

A ( B; B \ A; C ∩ B; B ( C; A \ B; A ( C ( B; A ∩ B ∩ C; (A ( C) \ B

4. Sean los conjuntos: M = {x ( N ( x ≤ 7} N = {0; 2; 4; 6; 8; 10; 12} P = {0; 3; 6; 7}

a) Diga si son verdaderas (V) o falsas (F) las siguientes relaciones:

__ P ( M __ 0 ( P __ N ~ M __ P ( N __ 6 ( M

b) Fundamente las relaciones que sean falsas.

c) Calcule de forma tabular y represente mediante el diagrama de Venn las operaciones siguientes:

N (  M; P ∩ M; N \ P; P \ N.
5. Sean los conjuntos S = {1, 2, 3, 4, 5, 6}; Q = {5, 6, 7, 8, 9} y P el conjunto formado por los tres primeros números primos. 
a) Escriba en notación tabular al conjunto P. 
b) Escriba en forma descriptiva un conjunto M equipotente con Q ( S. 
c) Represente gráficamente: S \ (P ( Q). 
d) Compruebe que: P ( (S ( Q) = (P ( S) (Q. 
6. Dados los conjuntos siguientes: A = {0, 2, 4, 6} y B = {x ( N: x ( 7}. 
a) Escribe en notación tabular un conjunto D tal que D (  A y D ( B. 
b) Determina los conjuntos A ( B y D \ B. 
c) Representa en un diagrama de Venn el conjunto A ( B. 

7. Sean los conjuntos: A = {x ( N / x < 6} B = {0; 2; 4; 6; 8; 10} C = {0; 1; 2; 3}

a) Diga si son verdaderas (V) o falsas (F) las siguientes relaciones. Fundamente las falsas.

__ 6 ( A __ 0 ( C __ C ( B __ C ( A

b) Calcule de forma tubular y mediante el diagrama de Venn la operación siguiente: A ( B; (A ( B) \ C.

8. Sean los conjuntos: A = {x ( N / x < 7} B = {0; 2; 4; 6; 8; 10; 12} C = {0; 1; 2; 3; 5}

a) Diga si son verdaderas (V) o falsas (F) las siguientes relaciones. Fundamenta las falsas.

__ 0 ( A __ 0 ( C __ C ( B __ A ( C ___ A ( B

b) Calcule de forma tubular y mediante el diagrama de Venn la operación siguiente: B ( C; (B \ C) ( A

9. Sean E= { 1, 2, 3,...,15), A= { 1, 2, 3, 8, 9, 10), B= { 1, 2, 6, 7, 11, 12, 13), P= {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}. Haga un diagrama y verificar la inclusión A ∩ B ( (A ∩ P) U (B ∩ Ec)
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10.   En una encuesta sobre preferencias de los canales de T.V., 4, 9 y 13 se obtuvo la siguiente información: 55 Encuestados ven el canal 4, 15 Solo ven el canal 4 y el canal 9, 33 Ven el canal 4 y el canal 13, 3 solo ven el canal 13, 25 ven los tres canales, 46 ven el canal 9, 6 no ven T.V, 2 solo ven el canal 13 y el canal 9. Averigua: 
a) La cantidad de personas encuestadas 

b) La cantidad de personas que ven solo el Canal 9. 
11. En un curso compuesto por 22 alumnos; 12 estudian alemán; 15 estudian inglés y 11, francés, 6 estudian alemán e inglés; 7 estudian inglés y francés; 5 estudian alemán y francés y 2 estudian los tres idiomas. ¿Cuántos alumnos estudian solo inglés? 
12.  Una farmacia rebajo el precio de una loción y el de una crema. La contabilidad al final de un día indico que 66 personas habían comprado crema; 21 compraron loción y 21 ambos productos. 

a) ¿Cuantas personas aprovecharon la oferta? 

b) ¿Cuantas compraron solamente la loción? 

c) ¿Cuantas compraron solamente la crema?
13. Una farmacia rebajó el precio de una loción y el de una crema. La contabilidad al final de un día indico que 66 personas habían comprado crema; 21 compraron loción y 21 ambos productos. 
a) ¿Cuantas personas aprovecharon la oferta? 
b) ¿Cuantas compraron solamente la loción? 
c) ¿Cuantas compraron solamente la crema? 
14. Una encuesta realizada a un grupo de empleados revelo que 277 tenían casa propia; 233 poseían automóvil; 405 televisor; 65 automóvil y televisor; 120 automóvil y casa; 90, casa y televisor y 10 tenían casa, automóvil y televisor. 
a. ¿Cuantas personas fueron encuestadas? Elementos generales de matemática 

b. ¿Cuantas personas tienen solamente casa propia? 
c. ¿Cuantas personas tienen solamente casa y televisor?
15. Resuelva los siguientes problemas:

1. En una encuesta sobre preferencias de los canales de T.V., 7, 9 y 13 se obtuvo la siguiente información: 55 Encuestados ven el canal 7, 15 Solo ven el canal 7 y el canal 9, 33 Ven el canal 7 y el canal 13, 3 Solo ven el canal 13, 25 Ven los tres canales, 46 Ven el canal 9, 6 No ven T.V, 2 Solo ven el canal 13 y el canal 9. Averigua: 

a) La cantidad de personas encuestadas. b) La cantidad de personas que ven solo el Canal 9. 

2.  En un total de 250 personas encuestadas sobre su desayuno se obtuvieron las siguientes respuestas, 30 personas tomaban té con leche, 40 personas tomaban café con leche, 80 personas tomaban leche, 130 personas tomaban te o leche y 150 tomaban café o leche. 

a) ¿Cuantas personas tomaban te puro? 

b) ¿Cuantas personas tomaban leche pura? 

c) ¿Cuantas personas tomaban café puro? 

d) ¿Cuántas personas no tomaba ninguna de estas tres cosas al desayuno? 

3.  Un hotel recibe 60 visitantes, de los cuales 37 permanecen como mínimo 1 semana,43 gastan como mínimo $30.000 diarios, 32 están completamente satisfechos del servicio; 30 permanecieron como mínimo una semana y gastaron Nociones elementales de la teoría de conjuntos como mínimo $ 30.000 diarios, 26 permanecieron como mínimo una semana y quedaron completamente satisfechos, 27 gastaron como mínimo $30.000 diarios y quedaron completamente satisfechos y 24 permanecieron como mínimo una semana, gastaron como mínimo 30,000 € diarios y quedaron completamente satisfechos. 

a) ¿Cuántos visitantes permanecieron como mínimo una semana, gastaron como mínimo $30.000 diarios pero no quedaron completamente satisfechos? 

b) ¿Cuantos visitantes quedaron completamente satisfechos, pero permanecieron menos de una semana y gastaron menos de $30.000 diarios? c) ¿Cuantos visitantes permanecieron menos
4. Se encuesta a 100 personas obteniéndose la siguiente información: 

-Todo encuestado que es propietario de automóvil también lo es de una casa. 

- 54 encuestados son hombres. 

- 30 de los encuestados que son hombres no son propietarios de un automóvil. 

- 30 de los encuestados que son mujeres son propietarios de una casa. 

- 5 de los encuestados que son mujeres son solamente propietarios de una casa. 

- 15 encuestados que son propietarios de una casa no lo son de un automóvil. 

a) Hacer un diagrama adecuado a la situación e indicar la cardinalidad correspondiente a cada región. 

b) ¿Cuantos encuestados que son hombres son solamente propietarios de casa? 

c) ¿Cuantas mujeres no son propietarios de casa?

5. Una tienda de artículos electrónicos vende en un día 44 equipos de música, todos los que tienen lector de CD (C.D.) tienen lector de casetes (T.C.). Algunos tienen control remoto (C.R) y otros ninguna de las tecnologías nombradas. Si se vendieron: 16 equipos con (C.R) pero sin (C.D), 12 equipos con (TC) pero sin (CD) ni (CR), 24 equipos sin (C.R), 9 equipos con (C.R) y (T.C), 16 equipos con (T.C) pero sin (C.R): 

a) ¿Cuantos equipos que tenían alguna de estas tecnologías se vendieron? b) ¿Cuántos equipos se vendieron con (CD) y (CR)? c) ¿Cuantos equipos con (CR) pero sin (TC) se vendieron?
Tema 6: 
Funciones

La noción que nosotros hemos estudiado sobre conjuntos, es fundamental en matemática, pues es una idea  que recién  a finales  del siglo XIX por el matemático George Cantor. La teoría desarrollada por este matemático como ya hemos estudiado tuvo una enorme influencia en el avance de las matemáticas durante el siglo XX, pues ha dado  origen al estudio sistemático de otras nociones matemáticas como por ejemplo: par ordenado, producto cartesiano, correspondencias, funciones y relaciones. El estudio de las funciones y las relaciones  son de transcendental importancia en matemáticas pues resultan ser las más útiles  para modelar e interpretar el mundo real.

Si meditamos un poco acerca del mundo que nos rodea, vemos que hay en nuestra vida diaria muchos ejemplos de cosas  completamente ordinarias, tales como: la anotación  de un gol en el primer partido de futbol, que podríamos  denotarlo como (1; 1); el número total de estudiantes que ingresaron en el curso 2015 se puede denotar como: (2015; 1200); las dimensiones  del terreno de una casa que son especificadas por dos números reales, como por ejemplo (7; 19), etc. Observamos que el orden en que los números se dan es significativo, y por eso a tales representaciones  se les llama “pares ordenados”, el cual  merecen  una atención especial. Esto resulta más interesante aún, si tales pares son formados con elementos de uno o de dos conjuntos.

Definición 1: Par ordenado
	Sean los conjuntos A y B. (a; b) es un par ordenado si está formado por un elemento a de A y un elemento b de B tomados exactamente en ese orden (A puede ser igual a B).

Para que se cumpla (a; b) = (c; d) ( a = c ( b = d.

En el caso, en que los pares sean diferentes, se tiene: (a, b) ( (c; d) ( a ( c ( b ( d.


El matemático polaco Kuratowski utilizó el concepto de conjunto para definir el concepto de par ordenado.

Existe todavía otra forma de construir nuevos conjuntos a partir de unos dados; estos llevan implícito la noción de “par ordenado” de objetos. La noción de par ordenado se puede generalizar al caso de los conjuntos, a través del producto cartesiano, el cual definimos a continuación:

Definición 2: Producto cartesiano (También se le llama producto de conjuntos, o conjunto producto)
	Sea a un elemento del conjunto A y b un elemento de B. El conjunto de todos los pares ordenados (a; b), con      a ( A y b ( B, se denomina producto cartesiano de los conjuntos A y B, y se representa por A X B (lo leemos “a cruz b”). En forma simbólica A x B = {(a; b): a ( A ( b ( B}.


Con la ayuda de esta definición se define la multiplicación de números naturales en primer grado.

 Observaciones:

1. Si A y B son finitos con m y n elementos respectivamente, entonces el producto de A x B y B x A son finitos y tienen m . n elementos y sus elementos se pueden determinar mediante un diagrama de árbol. La potencia de los conjuntos A x B y B x A tienen 2m . n elementos respectivamente.

2. El producto cartesiano  no es conmutativo, es decir, A x B ( B x A.

3. Si el conjunto A = B, el producto de conjuntos lo denotaremos como                                                                   A x B = A x A = A2 = {(a; b): a ( A ( b ( B}.

4. El concepto de producto cartesiano se puede extender a más de dos conjuntos.

El producto cartesiano A x B  se puede representar gráficamente en un diagrama rectangular, de tal forma  que en un lado del rectángulo (lado horizontal) se representan los elementos de A y en el otro lado (lado vertical), los elementos de B. Si (a; b) (A x B, este queda representado  como la intersección de dos rectas: una paralela  al lado vertical y otra paralela  al lado horizontal, nos permite establecer  un sistema coordenado.
[image: image136.emf]
Si A = R y  B = R, la gráfica del producto cartesiano R x R se llama plano cartesiano y es la representación geométrica de dos rectas coordenadas perpendiculares  (llamadas Ejes) que se intersecan en el origen 0 de ambas. Los puntos (x; y) ( R x R representan los puntos P(x; y) del plano. Los ejes del plano son llamados: Eje de las abscisas y Eje de las ordenadas respectivamente, y dividen al plano en cuatro partes llamadas: primer cuadrante, segundo cuadrante, tercer cuadrante, cuarto cuadrante; que se denotan por I, II, III, IV respectivamente.
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.
Existe una correspondencia  biunívoca entre los puntos  del plano XY, y las parejas (x; y) de R2, es decir; a cada punto P(x; y) del plano XY le corresponde  un único par ordenado (x; y) de R2, y  recíprocamente a cada par ordenado (x; y) de R2 le corresponde un solo punto P(x; y) del plano XY. En el par ordenado (x; y), la primera componente “x” se llama abscisa y la segunda componente “y” se llama ordenada.

Para entender esta última información necesitamos saber algunos elementos de las correspondencias a partir de la importancia de su estudio pues en la matemática escolar se establecen correspondencias tanto para la elaboración  como para la fijación de contenidos. En la elaboración de la definición de movimientos se establecen correspondencias entre puntos del plano, analizando la relación que se estableces entre los puntos de la figura original y los correspondientes de la figura imagen; también al completar tablas o calcular términos donde se establecen correspondencias entre números, además para la elaboración y fijación de los números naturales se establecen correspondencias entre elementos de diferentes conjuntos. Entonces la definimos, así:

Definición 3: Correspondencias
	Sean A y B conjuntos cualesquiera. Se denomina entonces a cada subconjunto del producto cartesiano A x B, correspondencia del conjunto A en el conjunto B.

Abreviadamente: F es una correspondencia de A en B si F ( A x B.

Al conjunto A se le denomina conjunto de partida y al conjunto B, conjunto de llegada.

Sea F una correspondencia de A en B.

Si (a; b) ( F, entonces decimos que b es una imagen de a por la correspondencia F, y que a es el original o la preimagen de b por la correspondencia F.


Ejemplo 1: 

 En la correspondencia F = {(1; a), (2; a), (3; a), (5; b), (6; b), (2; c), (6; c)}

a es imagen de 1, 2 y 3 y estos son a su vez preimágenes de a.

Sea F ( A x B.

El conjunto de todos los elementos de A, para los cuales existe por lo menos un elemento b de B, tal que el par (a; b) está en F, se denomina dominio de la correspondencia F y se denota “Dom F”.

El conjunto de todos los elementos de B, que son correspondiente de por lo menos un elemento de A, tal que el par (a; b) está en F se denomina conjunto imagen de la correspondencia F y se denota Im. F.

Ejemplo 2: 

En la correspondencia F = {(1; a), (2; a), (3; a), (5; b), (6; b), (2; c), (6; c)}, 

Dom. F = {1, 2, 3, 5, 6} y Im. F = {a, b, c}.

El concepto de correspondencia aparece también en la geometría, por ejemplo, a cada punto de un cuerpo le corresponde un punto en el plano, de la misma forma se hacen corresponder los puntos de figuras tridimensionales con los puntos del papel de dibujo, e interviene además en la definición de movimientos del plano. En el uso cotidiano del idioma se utiliza, por ejemplo, a cada punto del objeto reflejado en la pantalla del televisor le corresponde un punto en la pantalla

Las correspondencias se pueden clasificar teniendo en cuenta el modo en que se asocian los elementos del dominio y del conjunto imagen.

Definición 4: Correspondencias unívoca, inyectiva y biunívoca.
	Correspondencia unívoca: A cada elemento del dominio corresponde exactamente un elemento del conjunto imagen. 

Correspondencia inyectiva: Cada elemento del conjunto imagen es correspondiente, exactamente, de un elemento del dominio. 

Correspondencia biunívoca: Son aquellas correspondencias en las cuales a cada elemento del dominio corresponde exactamente un elemento del conjunto imagen y cada elemento del conjunto imagen es correspondiente, exactamente, de un elemento del dominio, es decir, es una correspondencia unívoca e inyectiva a la vez.


Ejemplo 3:
[image: image51.png]



Analizar nuevamente, la correspondencia biunívoca establecida anteriormente.

También podemos observar que los seres humanos nos comunicamos emitiendo y captando múltiples mensajes. Todo acto comunicativo es el intercambio de información o mensajes a través  de un medio entre un emisor y un receptor, quienes comparten un código, de manera que el mensaje es codificado por el emisor y decodificado por el receptor. A veces para comunicarnos nos valemos de ciertas señales  que tienen por finalidad producir  una acción de manera directa  e inmediata sobre el receptor del mensaje.

Por ejemplo, cuando en las calles  vemos una señal, ella nos indica que debemos prestar atención a un hecho en un omento determinado o modificar una actividad prevista. Las señales deben respetarse ya que son de gran ayuda. A continuación les voy a presentar dos columnas. En la primera columna, mostramos algunas señales  frecuentemente vistas  en lugares públicos que nos indican que debemos hacer  o no hacer en ciertas  acciones. Coloque el significado de ellas en la segunda columna:
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Si cada señal es el valor de una variable  y lo que significa es el valor de la otra variable, podemos analizar las siguientes cuestiones:

a) ¿Cuál es la variable dependiente y cuál la independiente?

b) ¿Cuál es el conjunto de valores  que toma la variable dependiente y cuál el que toma la variable independiente?

c) ¿Una misma señal puede tener más de un significado?

d) ¿La situación planteada es una correspondencia? ¿Por qué? 

e) ¿A qué tipo de correspondencia en específico? ¿Por qué?

f) ¿La situación planteada representa una función? Justifique.

Quizás  la idea matemática más útil para modelar el mundo real es el concepto de función.

Este concepto como objeto matemático ha evolucionado, y seguramente seguirá evolucionando, de acuerdo con las necesidades de cada época y con las interacciones con otros objetos matemáticos que le proporcionan nuevos matices al concepto.

El término función fue usado en 1637 por el matemático francés René Descartes para designar una potencia de la variable x. En 1694 el matemático alemán Gottfried Wilhelm Leibniz utilizó el término para referirse a varios aspectos de una curva, como su pendiente. Hasta recientemente, su uso más generalizado ha sido el definido en 1829 por el matemático alemán, J.P.G. Lejeune-Dirichlet (1805-1859), quien escribió: "Una variable es un símbolo  que representa un número dentro de un conjunto de ello. Dos variables X e Y están asociadas de tal forma que al asignar un valor a X entonces, por alguna regla o correspondencia, se asigna automáticamente un valor a Y, se dice que Y es una función (unívoca) de X. La variable X, a la que se asignan libremente valores, se llama variable independiente, mientras que la variable Y, cuyos valores dependen de la X, se llama variables dependientes. 

Existieron otros matemáticos que se dedicaron al estudio de las funciones pero eso lo dejamos que los estudiantes investiguen y se interesen aún más por el estudio de las funciones.

El concepto de función está implícito en el plan de estudio desde los primeros grados de primaria cuando nuestros alumnos  se capacitan para realizar operaciones de seriación al identificar regularidades en sucesiones de carácter numérico y geométrico, así como para interpretar informaciones dadas mediante gráficos y tablas. Ellos desarrollan poco a poco su pensamiento proporcional, que se consolida con el estudio de las relaciones de proporcionalidad directa e inversa al final de la primaria, lo que se continúa fijando en séptimo grado.  

Volviendo al tema en sí, en casi  todo fenómeno físico se observa que una cantidad depende de la otra. Por ejemplo, la estatura depende de la edad, la temperatura depende de la fecha,  el precio de un artículo es una función de la demanda de este artículo, etc. Se usa el término función para describir esta dependencia de una cantidad sobre otra. Esto motiva la siguiente pregunta:

¿Qué es una función?
Definición 5: Función o aplicación
	Sean A y B dos conjuntos y F una correspondencia de A en B. Decimos que F es una función si y solo si F es una correspondencia unívoca en la cual Dom. F = A.

Con otras palabras: una función es toda correspondencia unívoca en la cual el dominio es igual al conjunto de partida.

Los conceptos preimagen, imagen, dominio y conjunto imagen explicados ya para las correspondencias en sentido general los emplearemos también en el caso de las funciones, pero destacando que a veces se suele hablar de recorrido de la función cuando nos referimos a su conjunto imagen.


La situación anterior es un ejemplo de función, donde  la función es la correspondencia  que asigna a cada símbolo su significado. Esta función no se puede expresar mediante una fórmula  matemática y = f(x) sin embargo, es una función porque esta asignación es única. Casos como este permiten representar  a una función  de distintas maneras, así se tiene:
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En las funciones numéricas (son aquellas en las cuales el dominio y la imagen son números) podemos calcular las imágenes de distintos valores del dominio de f conociendo la expresión f(x).

Por ejemplo, en la función f tal que f(x) = 2x (x ( N) tenemos que f asigna a cada número natural x su duplo:

f (0) = 0

f (1) = 2

f (2) = 4

f (15) = 30

Es conveniente destacar que una función solo tiene sentido cuando se dan los conjuntos de partida (dominio) y de llegada, es decir, no basta dar la expresión o  ley que permite determinar los valores correspondientes. 

Cuando no se especifique el dominio de la función se sobreentenderá que dicho dominio es el conjunto más amplio de valores de la variable para los cuales tiene sentido la expresión algebraica.

Definición 6: Función inyectiva, sobreyectiva, biyectiva
	Hay funciones en las cuales cada elemento del conjunto imagen es exactamente correspondiente de un elemento del dominio y funciones en las que esto no es así, es decir, un mismo elemento del conjunto imagen es correspondiente de más de un elemento del dominio. Si se cumple lo primero, decimos que la función es inyectiva.

Si en una función f ( A x B resulta que Im. f = B, es decir, todos los elementos de B pertenecen al conjunto imagen., decimos que tal función es sobreyectiva.

Una función que sea inyectiva y sobreyectiva simultáneamente es biyectiva


Existen varios tipos de funciones  que se clasifican en:
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Cuando los científicos hablan  acerca  de un modelo matemático para un fenómeno del mundo cotidiano con frecuencia se refieren a una ecuación que describe la relación entre dos cantidades. Por ejemplo,  el modelo podría describir cómo la población de seres humanos varía con el tiempo o como la presión  de un gas  varía a medida que cambia la temperatura.

Dos tipos de modelos matemáticos se presentan  con tanta frecuencia que tienen nombres especiales. El primero se llama función de proporcionalidad directa y se presenta cuando una cantidad es un múltiplo constante de la otra, de modo que usamos una ecuación de la forma   y = kx para modelar esta dependencia. Y el segundo se llama función de proporcionalidad inversa y se presenta cuando una cantidad es un múltiplo constante del recíproco de la otra, de modo que usamos la ecuación y = [image: image55.png]


 para modelar esta dependencia. Y vamos a dedicarle un espacio en esta conferencia a caracterizarlas  por su importancia  a partir de que el estudiante las estudia de manera intuitiva en la enseñanza primaria cuando resuelve problemas de proporcionalidad directa e inversa. Tendrán la oportunidad de profundizar en el resto de estudio independiente.
Definición 7: Función de proporcionalidad directa
	La correspondencia que a cada número real se le asocia el número real y = kx, se denomina función de proporcionalidad directa.


Se representa gráficamente como sigue:
[image: image56.png]



Para alguna constante k ( 0, decimos que y varía directamente con x, o y es directamente proporcional a x, o simplemente y es proporcional a x. la constante k se llama constante de proporcionalidad.

En una función de proporcionalidad directa los valores que toman las variables x, e y son en general números reales, que corresponden a las medidas de magnitudes que intervienen en las diversas situaciones. Si duplicamos, triplicamos, dividimos por dos, etc. la cantidad representada por x, la cantidad representada por y también se duplica, triplica, divide por dos, etc. Por otra parte, como una función de proporcionalidad directa se puede expresar por una fórmula del tipo y = kx, el cociente y/x es constante e igual al parámetro k de la fórmula.

Las relaciones de dependencia entre dos o más variables también pueden venir expresadas por fórmulas que no se corresponden con el modelo de la función de proporcionalidad directa.

Características:

· Al multiplicar por un número algún valor de la variable independiente, el valor de la variable dependiente  que le corresponde queda multiplicado por el mismo número.

· La suma de dos valores de la variable independiente corresponde siempre la suma de los correspondientes en la variable dependiente.

· La gráfica de las funciones de proporcionalidad directa es siempre una recta o parte de una recta que pasa por el origen de coordenadas.

· Las funciones de proporcionalidad directa tienen fórmula del tipo: y = k . x. El número k suele llamarse constante de proporcionalidad y debe ser distinto de 0.

Definición 8: Función de proporcionalidad inversa.
	La correspondencia que a cada número real se le asocia el número real y =[image: image57.png]


, se denomina función de proporcionalidad inversa.


Se representa gráficamente como sigue:
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Para alguna constante k ( 0, decimos que y es inversamente proporcional a x, o que y varía  inversamente con x.

Características:

· Al multiplicar por el recíproco de un número algún valor de la variable independiente, el valor de la variable dependiente que le corresponde queda dividido por el mismo número.

· La suma de dos valores de la variable independiente corresponde siempre la suma de los correspondientes en la variable dependiente.

· La gráfica de las funciones de proporcionalidad inversa es siempre una hipérbola o parte de una hipérbola  que tienen su centro en  el origen de coordenadas.

· Las funciones de proporcionalidad inversa tienen fórmula del tipo: y = k .  [image: image59.png]


. El número k suele llamarse constante de proporcionalidad y debe ser distinto de 0.

Ejemplos:

Ejemplo 1: Una niña tiene 4 faldas y 3 blusas.

a) Forme el producto cartesiano entre los dos conjuntos.

b) Representa una correspondencia. Clasifíquela.

c) Seleccione un conjunto P ( F x B (F es el conjunto de las faldas y B es el conjunto de las blusas) que sea una correspondencia unívoca.

Respuesta:

Recuerda el concepto de producto cartesiano formado a partir de dos conjuntos donde los pares ordenados de la forma (a; b), los valores de las primeras componentes pertenecen al primer conjunto y los valores de la segunda componente pertenecen al segundo conjunto, y se buscan todas las posibles combinaciones entre los elementos de ambos conjuntos, quedando 

P = {(f1; b1), (f1; b2), (f1; b3), (f2; b1), (f2; b2), (f2; b3), (f3; b1), (f3; b2), (f3; b3), (f4; b1), (f4; b2), (f4; b3)}.

b) Si es una correspondencia pero no es unívoca, inyectiva ni biunívoca al no cumplir que los requisitos para ello.

c) P = {(f1; b1), (f2; b2), (f3; b3)}.

Ejemplo 2: 

 Sean A = {1, 2, 3}, B= {2, 3, 4, 5} y G ( A X B; (x; y) ( G ↔ x + 2 = y. Determinar si G es una función de A en B.

Respuesta:

 Determinamos los pares ordenados que cumplen la condición exigida. Puede hacerse hallando A x B y seleccionando los pares que cumplen la condición y = x + 2; x ( A, y ( B o directamente a partir de la condición dada. Los pares tienen la forma (x; x + 2), luego G = {(1; 3), (2; 4), (3; 5)}, otras formas de representar G puede mediante una tabla o mediante diagramas de Venn.

 VÍA # 1 

Analizar si G es una correspondencia unívoca y Dom G = A 

Determinamos dominio e imagen de G: Dom G= {1, 2, 3}, Im G= {3, 4, 5} 

-Determinamos si G es una correspondencia unívoca 

Como a cada elemento del dominio de G le corresponde exactamente un elemento del conjunto imagen, entonces la correspondencia es unívoca. 

- Comparamos el conjunto A con el c Dom G: Dom G = A 

Conclusión: Como G es una correspondencia unívoca y Dom G = A, entonces G es función de A en B

 VÍA # 2 

Analizar si: se cumple que 

- Todos los elementos de A están relacionados con elementos de B 

- Cada elemento de A, está relacionado con un único elemento de B. 

Como se cumplen las dos condiciones, entonces G es una función de A en B

 VÍA 3. Analizando las representaciones 
Diagrama de Venn.: De cada elemento del dominio de G sale una sola flecha. 

Pares ordenados: el conjunto formado por la primera componente del par debe coincidir con el conjunto de partida y no puede repetirse. 

Tabla: En la columna o fila donde esté representado los elementos del conjunto de partida tienen que aparecer todos una sola vez

Para clasificar la función 
G es inyectiva. Porque cada elemento de la imagen es correspondiente de un solo elemento del dom G. 

La Im G  ( B, entonces G no es sobreyectiva. 

Por tanto G no es biyectiva

Ejemplo 3:

En una entidad bancaria hay una tabla que muestra las equivalencias entre la moneda cubana y el CUC:
	CUP
	225
	450
	850
	900

	CUC
	9
	18
	34
	36


a) ¿A cuántos CUP equivalen 34 CUC?

b) Dibuja la gráfica de esta relación a partir  de la tabla anterior

c) Halla una fórmula que permita saber  el número de CUP conocido el número de CUC

d) ¿Cuántos CUC equivalen a 1587 CUP?

Respuesta:

Para resolver este ejercicio debes tener en cuenta el cálculo de los valores funcionales tanto para el conjunto imagen como para el conjunto dominio. Así para calcular a cuántos CUP equivalen 34 CUC, debes observar en la tabla el valor que está por encima de 34 CUC y observarás que corresponde a 850 CUP que es la respuesta del inciso a)

En el inciso b) debes formar los pares (9; 225), (18; 450), (34; 850), (36; 900)

Ubicarlos en un sistema de coordenadas cartesianas y unirlos mediante una línea recta.
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La fórmula que nos permite saber el número de CUP conocido el de CUC, es muy sencillo, pues sabemos  que cada moneda libremente convertible equivale a 25 pesos cubanos entonces P(c) = 25c (P: Cantidad  de pesos cubanos y c: la cantidad de pesos libremente convertibles.)

En el inciso c) para poder determinar cuántos CUC equivalen 1587 CUP, debemos sustituir a P(c)  por 1587 y hallar c, de la siguiente forma:
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Ejemplo 4: 

Un globo sonda lleva incorporado un termómetro para medir la temperatura a distintas alturas. Si llamamos x a la altura del globo en metros, respecto al nivel del mar, e y  a la temperatura en dicha altura, la siguiente fórmula nos permite conocer  la temperatura para una altura determinada:  y = - [image: image62.png]


x + 10.

a) ¿Qué temperatura marcará el termómetro al nivel del mar, a 200 m y a 1 km?

b) ¿A cuántos metros de altura la temperatura es de 0ºC? ¿Cada cuántos metros la temperatura disminuye 1ºC?

c) Construye una tabla con los datos anteriores que nos dé la temperatura para cada altura. Sitúa los valores de la tabla en una gráfica cartesiana.

Respuesta:

En este ejemplo como puedes observar nos dan la ecuación de la función, que como ya sabrás es la función de proporcionalidad inversa, que de manera intuitiva se estudia en la enseñanza primaria y que tu deberás profundizar en tus estudios universitarios.

Entonces para el inciso a) nos preguntan por la temperatura del mar entonces debemos sustituir 200m y 1 km en el valor de la x que es la variable que nos indica la altura.
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La respuesta sería:

R/ A los 200 metros  termómetro marcará una temperatura de 9 ºC y a los 1000 metros el termómetro marcará una temperatura de 5 ºC aproximadamente.

Para determinar a cuántos metros la temperatura es de 0ºC, haces el proceso contrario, donde está la variable que determina la temperatura la sustituimos  por 0 y resolvemos la ecuación, de la siguiente forma:
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R/ La temperatura es de 0ºC a los 2000 metros.

Para saber cada cuántos metros la temperatura disminuye 1 ºC debemos pensar que si a los 1000 metros hay     5 ºC, a los cuántos metros habrá 1 ºC para ver la variación de temperatura por metros, entonces:
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Como podrás ver cada 200 metros disminuye 1 ºC, que también lo puedes comprobar por otras vías, ¡te invito a ellos! 

Ejercicios propuestos:

1. Sea M = { 5, 6, 7}: 

a) Halla M x M, 

b) Halla R (  M x M; R = {(x, y); y= x-1};

c) Halla Dom R e Im R 

d) Clasifica la correspondencia R. 

e) ¿Es R una función de M en M? ¿Por qué?

2. Sean los conjuntos M = {a, b, c} y N = {x ( N: x ( 1}

a) ¿Cuántas funciones  diferentes hay? ¿Cuáles son?

b) ¿Cuáles son biyectivas?

3. Dados  A = {1, 2, 3, 4, 5, 6}

a) Hallar F = {(a; b) ( A x A: y = 2x}, G = {(a; b) ( A x A: x es divisible por y}

b) ¿Qué tipo de correspondencia es  F y G? Fundamenta.

c) ¿F y G son funciones?

d) En caso afirmativo, clasifíquelas.

4. Sea T el conjunto generado por la forma proposicional 5 < x < 9 (x ( N) y R la correspondencia de T en T tal que (a; b) ( R ( a + b es impar. 

a) Halla R. 

b) Representa R en un diagrama. 

c) Clasifica R. Fundamenta. 

d) ¿Es R una función? ¿Por qué?

5. Sean D = Conjunto de los divisores de 4 y E = {8, 9}. 

a) Halla el producto cartesiano de D y E. 

b) Halla la correspondencia F de D en E tal que (x; y) ( F (10x + y = 2n (n ( N). 

c) Halla Dom. F e Im. F. 

d) Es F una función. Clasifícala.

6. Sea A = {x; x + 1 < 5; x ( N} y B = {1; 2; 3} 

a) ¿Cuántos elemento tienen los conjuntos A X B y B X B? 

b) Halla ambos conjuntos. 

c) Determina V o F y fundamenta en cada caso: 

____ {(0; 1); (0; 2); (0; 3); (0; 4)} es una correspondencia de A en B. 

____ {(1; 2); (2; 2); (3; 2)} es una correspondencia de B en B 

____ {(0; 1); (1; 2); (2; 3)} (  A X B. 

____ {(a; c); a . b < 5; a y b son números naturales} ( A X A. 

7. Luisa y Antonio explican su ida al trabajo:

Luisa: he venido en moto, pero a medio camino me he dado cuenta de que me había dejado unos documentos y he vuelto a buscarlos. Después he tenido que correr mucho para no llegar tarde al trabajo.

Antonio: Mi padre me ha llevado en coche. Al principio el tránsito era fluido, pero después nos hemos topado con un montón de semáforos en rojo.
[image: image66.emf]
8. Dibuja una gráfica que represente la relación entre el tiempo y la cantidad de agua de un depósito, siguiendo las siguientes especificaciones: 

El depósito se va llenando de manera regular hasta que llega a un cierto nivel. En este momento se vacía rápidamente y vuelve a comenzar el llenado. El tiempo que tarda en llenarse es de 10 minutos, y para vaciarse es de 30 segundos. La capacidad máxima del depósito es de 30 litros.

9. Queremos vallar con alambre un jardín de forma cuadrada.

a) ¿Cuánto alambre es necesario si el lado del jardín mide 12 m? ¿Y si mide 7 m, o 33,5 m?

b) Construye una tabla con los datos anteriores y añade otros.

c) Sitúa en una gráfica los datos de la tabla. ¿Cómo quedan los puntos?

d) Si hemos utilizado 108 m de alambre, ¿qué dimensiones tenía el jardín? Explica cómo se hallan los metros de alambre necesarios si se conoce la longitud del lado del jardín.

e) Escribe una fórmula que nos dé los metros de alambre (que llamamos y) necesarios para vallar un jardín de x metros de lado.

10. Un grupo de amigos quiere comprar un balón que cuesta 35 euros.

a) ¿Cuánto pagarán si son 10 chicos? ¿Y si son 25?

b) Construye una tabla con los datos anteriores, que nos dé lo que debe pagar cada uno según el número de chicos, y añade otros pares de valores.

c) Sitúa en una gráfica los datos de la tabla.

d) ¿Qué propiedad cumplen los pares de valores de la tabla?

e) Si el número de chicos es x, y lo que paga cada uno es y, escribe una fórmula que exprese esta situación.

11. El coste de una ventana cuadrada depende de su tamaño. El precio del cristal es de 5 euros por dm2, y el marco 10 euros por dm.

a) ¿Cuánto costará una ventana de 7 dm de lado, de 1 m y de 1,5 m?

b) Construye una tabla, con los datos anteriores y otros que elijas, que dé el coste según la longitud del lado de la ventana.

c) Sitúa los valores de la tabla anterior en una gráfica cartesiana.

d) Llamando x a la longitud del lado de la ventana e y al coste de la misma, escribe una fórmula que dé el coste conocida la longitud del lado.

12. Un material radioactivo tiene la propiedad de que cada año tiene una masa igual a la mitad de la que tenía el año anterior. Inicialmente, se dispone de 1 gramo de este material.

a) ¿Cuántos gramos de este material tendremos al año siguiente? ¿Y al finalizar el segundo año? ¿Y a cabo de tres años? ¿Y al cabo de 5 años?

b) Confecciona una tabla ordenada que relacione los años transcurridos y la masa del material en gramos.

c) ¿Qué masa había un año antes de comenzar la observación? ¿Y dos años antes?

d) Completa la tabla del apartado b) con los valores correspondientes a dos años anteriores al comienzo de la observación (considera estos años como negativos).

e) Representa gráficamente esta relación entre el tiempo y la masa.

f) Halla la fórmula que permite calcular los gramos de material radioactivo a partir del tiempo transcurrido.

13. Una cartulina tiene un grosor de aproximadamente 1 mm.

a) ¿Cuál es el grosor después de 6 pliegues?

b) ¿Cuántos pliegues son necesarios para que el grosor supere la distancia Tierra-Luna (385.000 km, aproximadamente)?

14. El costo C de imprimir una revista es conjuntamente proporcional a la cantidad  de páginas p de la revista y la cantidad de revistas impresas m.

a) Plantee una ecuación  que exprese esta variación conjunta.

b) Encuentre la constante de proporcionalidad si el costo de impresión es 60 000 pesos para 4000 ejemplares de la revista de 120 páginas.

c) ¿De cuánto sería el costo  de impresión para 5000 ejemplares de 92 páginas cada uno?

15.  La tasa r  a la cual una enfermedad se extiende  dentro de una población de tamaño P es conjuntamente proporcional a la cantidad x de personas infectadas y al número P – x de quienes  no están  infectados. Una infección brota en un pequeño pueblo cuya población es de 5000.

a) Escriba una ecuación que exprese  r en función  de x.

b) Compare la tasa de diseminación de esta infección cuando 10 personas están infectadas con la tasa de diseminación cuando están  infectadas  1000 personas. ¿Qué tasa es mayor? ¿Con qué factor?

c) Calcule la tasa de diseminación cuando toda la población está infectada. ¿Por qué esta respuesta es intuitiva? Grafique la función obtenida.

Tema 7: 
Relaciones

En un librero hay para cada uno de los tres primeros grados de la primaria, es decir, para 1ro, 2do y 3er grados, un libo de matemática.

¿En qué formas puedo ubicar los libros?

¿Qué relaciones puedo establecer?

¿Cumplirán las mismas propiedades que cumplen las relaciones matemáticas?

La Matemática analiza las relaciones que se establecen entre elementos que forman pares ordenados. Su estudio es de gran valor para su formación como maestro, pues estas le permitirán apropiarse de herramientas para la enseñanza de la Matemática en la escuela primaria, pues son varias las relaciones que se estudian en este nivel de enseñanza: la relación menor que, la relación es paralela a y las relaciones de divisibilidad, entre otras.

Además en matemáticas resultan  ser una de las ideas  más útiles  para modelar e interpretar el mundo real.

Otros ejemplos de relaciones lo constituyen, el movimiento de un cuerpo en el espacio en relación al tiempo, la estatura promedio de un niño de 0 a 6 años y su edad, la masa corporal de una persona y su índice de grasa, número de minutos que habla por teléfono y costo de la llamada, la longitud del largo de un  rectángulo cuyo ancho es 7 cm con el perímetro correspondiente, los países de América del Sur con sus respectivas capitales, etc. Para una mejor comprensión de estos fenómenos establecemos sus relaciones y de acuerdo con nuestras necesidades atribuimos a esta relación algún tipo de representante matemático, así por ejemplo, para relacionar los países con sus respectivas capitales, podríamos primero considerar al conjunto A como el conjunto de todos los países  de América del Sur y al conjunto B como el conjunto de las capitales. Entonces existe una relación entre cada país y su respectiva capital, así tenemos.

R = {(Perú, Lima), (Ecuador, Quito), (Colombia, Bogotá), (Chile, Santiago),…} ( A x B.

Este ejemplo, permite dar la siguiente definición:

Definición 1: Relación.
	Una relación R del conjunto A en el conjunto B, es todo subconjunto del producto cartesiano A x B, es decir, R es una relación de A en B ( R ( A x B. E scribimos xRy o    (x; y) ( R.


Ejemplo 1:

Sean los conjuntos A = {2, 3, 5, 7} y B = {1, 2, 5, 15}, algunas relaciones de A en B son:

R1 = {(3; 1), (2; 5); (5; 15)}

R2 = {(3; 2); (5; 1), (7; 5)

Observaciones:
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Esto se interpreta de la siguiente forma:

Cada flecha representa, junto con ambos elementos, un par ordenado. Si un elemento satisface la relación dada respecto a sí mismo, entonces en el gráfico aparecerá este punto encerrado en un círculo con líneas discontinuas.
1. Se dice que R es una relación en un conjunto A, sí y solo si R ( A x A = A2, que es a lo que llamamos relaciones binarias.

Definición 2: Relaciones binarias.
	Si A es un subconjunto no vacío se llama relación binaria a cualquier subconjunto del producto cartesiano A x A, es decir, toda relación en que el conjunto de partida y el de llegada son iguales se llama relación binaria en ese conjunto , R ( A x A.


Definición 3: Dominio e imagen de una relación.
	Sea R una relación de A en B, se define el dominio de la relación R, como el conjunto de todas las primeras componentes de la relación, es decir, Dom R = {x ( A ((x; y) ( R} ( A.

La imagen de la relación R, como el conjunto  de todas las segundas componente de la relación, es decir:            Im R = {y ( B( (x; y) ( R} ( B.


Ejemplo 2:

En la relación R1 = {(3; 1), (2; 5); (5; 15)}

Dom R1 = {3; 2; 5} e Im R1 = {1; 5; 15}

En la relación R2 = {(3; 2); (5; 1), (7; 5)

Dom R2 = {3; 5; 7} e Im R2 = {2; 1; 5}

Propiedades de las relaciones binarias:

Reflexiva: Una relación R de A en  A es reflexiva si y solo si (a (aRa)

Irreflexiva: Una relación R de A en  A es irreflexiva si y solo si (a [(aRa)]

Transitiva: Una relación R de A en  A es transitiva si y solo si   (a (b (c ([aRb ( bRc] ( aRc)

Simétrica: Una relación R de A en  A es simétrica si y solo si (a (b (aRb ( bRa)

Asimétrica: Una relación R de A en  A es asimétrica (a (b [aRb ( ( (bRa)]
Antisimétrica: Una relación R de A en A es antisimétrica si y solo si   (a (b ([aRb ( bRa] ( a = b)

Conexa: Una relación R de A en A es conexa si y solo si (a (b (aRb ( bRa ( a = b)

Lineal: Una relación R de A en A es lineal si y solo si (a (b (aRb ( bRa)

Ejemplo 3: 

Sea el conjunto A = {1, 2, 3}. Analice analíticamente y gráficamente las propiedades de las siguientes relaciones:
a) R1 = {(a; b) ( R(a ( b}

b) R2 = {(a; b) ( R(a < b}

R/ R1 = {(1; 1), (1; 2), (1; 3), (2; 2), (2; 3), (3; 3)}

[image: image137.emf]
Propiedades: Reflexiva, transitiva, antisimétrica y lineal.

R2 = {(1; 2), (1; 3), (2; 3)}
[image: image138.emf]
Propiedades: Irreflexiva, transitiva, asimétrica y conexa.

Existen tipos de relaciones que son importantes pues fundamentan muchos de los procedimientos metodológicos empleados en la clase de la Matemática escolar. Por ejemplo, la elaboración de los números naturales en primer grado y la definición número fraccionario en sexto grado son ejemplos de una de estas relaciones específicamente la relación de equivalencia, donde en  uno y otro se parte del análisis de clases de equivalencias, las cuales analizaremos a continuación.

Definición 4: Relación de equivalencia.

	Una relación binaria R es una relación de equivalencia si y solo si es reflexiva, simétrica y transitiva.


Ejemplo 4:

a) La relación de igualdad de conjuntos. 

b) La relación de equipotencia de conjuntos.

c) La relación de paralelismo entre rectas.

Más generalmente: Toda relación definida como “x tiene el mismo… que y “es de equivalencia.

NOTA: Para que una relación R no sea de equivalencia es suficiente que una cualquiera de las tres propiedades no se cumpla.

A través de la historia, muchos matemáticos se han  interesado  en la igualdad como una equivalencia, tal es el caso de Euclides, donde en su primer libro de los Elementos trabaja nociones  de igualdad, como la igualdad de ángulos, la división de un círculo en partes iguales, etc. Además Arquímedes, Leibniz, Frege, entre otros, cuestión que analizaremos de estudio independiente.

Teorema fundamental de las relaciones de equivalencia.

	Toda relación de equivalencia R, definida en un conjunto A, determina una descomposición D en A en subconjuntos Ai no vacíos y disjuntos dos a dos, cuya unión es igual a todo el conjunto A.


Los subconjuntos Ai que se han determinado, se denomina clases de equivalencia. Todos los elementos de Ai se denomina representante de la clase de equivalencia Ai.

Ejemplo 5:
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Observen que a partir de esta representación, R queda  dividido en 3 subconjuntos, o sea, hemos establecido una partición en R.

Definición 5: Partición en R.
	Denominamos partición de un conjunto R, a todos los Ai ( R, tales que todo elemento de R pertenezca estrictamente a un subconjunto Ai, es decir, 

1. Ningún subconjunto es vacío.

2. Todos los conjuntos son disjuntos dos a dos, es decir, no existen dos subconjuntos que tengan elementos comunes.

3. La unión de todos los subconjuntos nos reproduce el conjunto sobre el cual se definió la relación.


A cada subconjunto Ai se le llama clase de equivalencia. 

Definición 6: Clase de equivalencia
	Dada R una relación de equivalencia sobre un conjunto A y a ( A, definimos la clase de equivalencia de a al subconjunto de A formado por todos los elementos relacionados con a, es decir, ā = [a] = { x ( A ( x R a }.


Nuestras clases de equivalencia son
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 Y  al conjunto formado por todas las clases de equivalencia se le llama conjunto cociente.

Definición 7: Conjunto cociente

	Sea R una relación de equivalencia en A. Llamaremos conjunto cociente de A por la relación R, y lo denotaremos por A/R, al conjunto de todas las clases de equivalencia en A determinadas por R, 

A/R = {ā ( a ( A}.


El conjunto cociente de nuestro ejemplo es
A/R = [image: image70.png]



Ejemplo 6:

a) La relación de igualdad de conjuntos realiza una partición de todos los conjuntos en clases de equivalencia que están formadas por los subconjuntos que tienen los mimos elementos.

b) La relación de equipotencia de conjuntos divide a todos los conjuntos en clases de equivalencias que están formadas  por todos los subconjuntos que tienen la misma cantidad de elementos.

c) La relación de paralelismo entre rectas realiza una partición del conjunto de las rectas en clases de equivalencia formadas por todas las rectas que tienen una misma dirección.

Existe un estudio desde la psicología que afirma que se han creado relaciones de equivalencia entre varios estímulos, y que para ello es necesario que se establezcan relaciones no entrenadas tales como:

1. Reflexiva: El sujeto relaciona un estímulo de muestra con otro idéntico de comparación, es decir A se relaciona con A.

2. Simétrica: Ha de demostrarse  que si un estímulo A controla una respuesta sobre otro estímulo B, entonces  este estímulo B controla  la respuesta A.

3. Transitiva: Ha de demostrarse que un estímulo A controla la respuesta sobre B, y, por otro lado,  el estímulo B controla la respuesta C, ha de darse también que A pueda controlar la respuesta C.

Si se dan todas estas relaciones condicionales se puede hablar de «relación de equivalencia», donde todos los estímulos forman parte de una misma clase de estímulos, y todos controlan por igual la misma respuesta. Estas relaciones han de comprobarse en los test de equivalencia, ensayos sin reforzamiento, donde esas relaciones surjan como nuevas por primera vez en estos ensayos.

Otra de las relaciones que también son importantes son las relaciones de orden, las cuales analizaremos a continuación:

Definición 8: Relación de orden.
	Una relación R es una relación de orden si y solo si es reflexiva, antisimétrica y transitiva.


Ejemplo 7:

a) La relación de inclusión de conjuntos.

b) La relación divide a en el conjunto de los números enteros.

c) La relación es menor que en el conjunto de los números reales.

El establecimiento del orden de los números naturales y fraccionarios en la escuela, se hace basado en esta última definición y es, sin dudas, el fundamento del proceder metodológico del maestro.

Las relaciones de orden también se pueden clasificar, de acuerdo a sus propiedades que cumplen:
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Debemos definir entonces qué es una relación de buen orden

Definición 9: Buen orden.
	Decimos que un conjunto ordenado M se denomina bien ordenado con respecto a una relación de orden R si y solo si cada uno de sus subconjuntos no vacíos tiene un elemento que precede a todos los demás.


Ejemplos:

Ejemplo 1:

Sea F = {2, 3, 8, 5,9}; A ( F x F, A= {(x; y) F x F: x y x e y tienen la misma  paridad} 

Observa las siguientes reflexiones:

- Para escribir en forma tabular A, analiza la característica que tienen los pares ordenados que pertenecen al conjunto A. Observa que ambas componentes del par ordenados tienen que ser par o impar. 

A= {(2; 2), (2; 8), (3; 3), (3; 5), (3; 9) (8; 8), (8; 2), (5; 3), (5; 5), (5; 9), (9; 3), (9; 5), (9; 9)} 

- Para analizar las propiedades primero debes conocer el contenido de cada una de ellas. 

Propiedades: 

- Reflexiva: a ( F ; a Ra, es decir todo elemento a está relacionado consigo mismo. 

Para todo a F se cumple que (a; a) ( A, luego la relación es reflexiva. 

- Simetría: (a, (b F si aRb ( bRa, es decir si a está relacionado con b, entonces b está relacionado con a. 

Observa que: (2; 8) ( A y (8; 2) ( A, (5; 3) ( A y (3; 5) ( A, (5; 9) ( A y (9; 5) ( A,… 

Luego la relación es simétrica. 

-Transitividad: (a, (b, (c, (aRb ( bRc) ( aRc, es decir si a está relacionado con b, y b está relacionado con c, entonces a está relacionado con c. Observa que (3; 5) ( A y (5; 9) ( A y también el par (3; 9) ( A, si tomas otros pares con la condición exigida también se cumple que el tercero está en F.

Ejemplo 2:

Demuestre que la inclusión de conjuntos (en sentido estricto) es una relación de orden.

Respuesta
Para demostrarlo veremos que cumple las propiedades antisimétrica y transitiva.

[image: image72.png]ACB—'Wx,x EA=XEB,32EB/ 22 A
32€B/zZA=B

Es decir, la inclusion esricta es antisimérica. Veremos ahora que es también transitiva, es decir
ACBABCC=ACC
ACB o vix €A>x EB

BCC > Vrx €B >x ceformreasxec




Por lo tanto, la inclusión estricta es una relación transitiva. Y entonces, es una relación de orden.

Ejercicios propuestos:

1. Dado  el conjunto C = {14, 401, 24, 43, 42, 51, 41, 61} y la relación de equivalencia definida por a tiene la misma suma de las cifras básicas que b. 

a) ¿Por qué es una relación de equivalencia? 

b) Escriba las clases de equivalencia que se forman. 

c) ¿Cuál es el conjunto cociente?

2. Sea A= {12, 18, 14, 6, 0, 24} y R ( A x A, R = {(x; y) ( A x A: x Ʀ y ↔ x es múltiplo de y}. ¿Es R reflexiva, simétrica y transitiva? Fundamenta

3.  Sean los conjuntos A = {1, 2, 3} y B = {4, 5}. 

a). Determine AxB. 

b). Halle los pares ordenados (x; y) ( A x B: y = x + 3. 

c). Halle los pares ordenados (x; y) ( A x B: y = 2x. 

d). Determine una relación R3 tal que R3 ( A x B. 

e). Represente gráficamente las tres relaciones halladas. 

4. Dado el conjunto F x G = {(-1;0), (-1;1), (-1;2), (-1;3), (0;0), (0;1), (0;2), (0;3)} complete: 

a). F = {______________}. 

b). G = {__________}. 

c). (F x G) ( (G x F) = {______________}. 

5. Dado los conjuntos M = {1, 2, 3, 4} y B = { , ,1, 2} y la relación R de A en B definida por (x; y) ( R con y = [image: image73.png]


, determinar: 

a). La relación R como pares ordenados. 

b) El dominio de R

c) La imagen de R

6. ¿Cuál es el dominio y cuál la imagen de la relación R en A = {x ( Z( -1 < x ( 10} definida por    (x; y) ( R: y = 3x?

7. Sea E = {a, u, v} y M = {x, y, u, v}. 

a). Determine por extensión E x M. 

b). Represente en un gráfico E x M. 

c). Determine dominio e imagen de E x M. 

d). Halle una relación R que pertenezca a E x M. 

f). Escriba el dominio y la imagen de R 

8. De cada una de las siguientes relaciones, clasifíquelas: 

a). “...tiene por padre a...”. 

b). “...tiene por hermana a...”. 

9. Si A ( B y C ( D. Probar que (A x C) ( (B x D).

10. Clasifique las siguientes relaciones:

a) Dado el conjunto A = {2, 3, 5} y la relación R en A: R = {(x; y) ( A2 (x + y es impar.

b) Dado el conjunto A = {2, 3, 5} y la relación R en A: R = {(2; 2), (2; 3), (3; 5), (3; 3)}

c) En A = {1, 2, 4, 6, 8} se define la relación R = {(x; y) ( A2 (3 es divisor de x + y}

d) Se define en Z la relación R: xRy ( x – y es múltiplo de 3.

e) Sean los conjuntos P = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6} y Q = {0, 1, 2, 3, 4} y la relación R de A en B definida por                (x; y) ( R: y = 2x. 

f) La  relación R definida en A = Conjunto de los dígitos menores que 6 distintos de 0 tal que aRb si y solo si       x – 1 = y.

g) En las clases de Historia de Cuba has aplicado la relación “… ocurrió primero que…” definida en el conjunto de los hechos históricos

h) ”x tiene la misma fuerza de pronunciación que y”.

11.   Sea S el conjunto de todas las relaciones R de A en B, donde A = {1, 2} y B = 3; 5}. Determine el número de elementos de S.

12.     Se define en Z la relación R: R = {(x; y) ( Z2 ((xy)2 es par}. Determine el valor de verdad de las siguientes proposiciones:

a) (47; 8) ( R

b) R es reflexiva.

c) R es simétrica.

d) Sea el conjunto A = {1; 2; 3; 4} y R una relación en A entonces R = {(x; y) (x = y ( x + y = 3} es de equivalencia.

e) R = {(1; 2), (3; 4)} ( A x A es transitiva, donde A = {1, 2, 3, 4}.

f) La relación R = {(x; y) ( R2 ((x - 1( = (y - 1( es de equivalencia.

13.  Los siguientes conjuntos se han formado como resultado de la aplicación de una relación en un conjunto que contiene exactamente a todos ellos:

M = {Abel Santamaría, Melba Hernández, Fidel Castro}

P = {José A. Echeverría, Pedro Zaidén}

S = {Frank País, Pepito Tey}

a) Forma el conjunto H = M ( P (S

b) Define una relación en H que al ser aplicada se formen los conjuntos M, P y S como clases de equivalencia.

14. Demuestre que las siguientes relaciones, son relaciones de equivalencia:

a) Igualdad de conjuntos.

b) Equipotencia de conjuntos.

c) Paralelismo entre rectas

15. Demuestre que las siguientes relaciones, son relaciones de orden:

a) La relación divide a

b) La relación es menor que

c) “… se encuentra después de…”

Tema 8: 
Números naturales

¿Alguien sabe qué es un número?
“Un signo que designa una cantidad”

“¿Qué es el número cuatro?”

Esto no es más que un signo. ¿Cuál sería la idea que hay detrás de esto?, ¿Cómo podría definirlo?

Si quiero comunicar qué significa el número cuatro ponemos ejemplos de grupos que vengan de cuatro en cuatro, como por ejemplo: cuatro tizas, cuatro dedos, cuatro personas, cuatro sillas, etc. Lo que tienen de común todos estos conjuntos es lo que llamamos la idea de ser cuatro. 
¿De qué manera se trabaja en Educación infantil y en Educación primaria? Se empieza a mostrar los números como útiles, pero como futuros maestros, lo vamos a tomar como objeto de estudio.

[Continúa la clase explicando la construcción logicista de los números naturales como conjunto de las clases de equivalencia de conjuntos finitos obtenidas mediante la relación de equipotencia o coordinabilidad de conjuntos] 

[El profesor, mientras dice “vamos a partir de dos conjuntos” escribe en la pizarra] 

A, B conjuntos finitos: A ( B ⇔ ∃ f: A → B, biyectiva.

[Explica que la relación de coordinabilidad entre conjuntos es una relación de equivalencia, es decir, cumple con las propiedades reflexiva, simétrica y transitiva. Explica que la relación de equivalencia clasifica a los conjuntos, se forman clases de conjuntos]. 

Para denotar la clase de un conjunto escribiremos C(A) = {conjuntos B tales que, B ( A}. 
¿Qué tienen en común los conjuntos equipotentes con uno dado? 
El número de elementos. Aquello que tienen en común es lo que se llama número natural. Se han clasificado todos los conjuntos, y a cada una de estas colecciones de conjuntos equipotentes es lo que se llama número natural.

Significados informales de los números 
Para comunicar a otras personas, y como medio de registrar para nosotros mismos en otros momentos, el tamaño o cantidad de elementos de un conjunto de objetos discretos podemos hacerlo usando diferentes recursos y procedimientos: 

1) En nuestra cultura occidental actual está generalizado el uso de las “palabras numéricas”, uno, dos, tres…, y los símbolos numéricos indoarábigos, 1, 2, 3,… Estas colecciones ilimitadas de palabras y símbolos son las que usan nuestros estudiantes cuando preguntamos, por ejemplo, ¿Cuántos alumnos hay en clase?, y responden “hay noventa y un estudiantes”, o, escriben, “91”. Para ello han debido aplicar un procedimiento riguroso de conteo, poniendo en correspondencia biyectiva cada alumno de la clase con una y solo una palabra numérica recitadas en un orden establecido. 

Podemos observar que al contar han aplicado los principios del conteo: 

· Principio del orden estable. Las palabras numéricas uno, dos, tres,… deben recitarse siempre en el mismo orden, sin saltarse ninguna. 

· Principio de la correspondencia uno a uno. A cada elemento del conjunto sometido a recuento se le debe asignar una palabra numérica distinta y sólo una. 

· Principio cardinal. La palabra adjudicada al último elemento contado del conjunto representa, no sólo el lugar que ocupa ese objeto en el recuento efectivamente realizado, sino también el cardinal del conjunto. 

Como consecuencia de la aplicación sistemática de estos principios se tiene: 

· Principio de irrelevancia del orden. El orden en que se cuentan los elementos del conjunto es irrelevante para obtener el cardinal del conjunto. 

Además, en relación con el desarrollo cognitivo del niño, se tiene el: 

· Principio de abstracción: no importa la naturaleza de los objetos que se estén contando, ni si la colección es un conjunto homogéneo o heterogéneo de objetos. 

· Principio de conservación de la cantidad: la variación de la posición espacial de los objetos no afecta a la cantidad. 

2) Si les pedimos que comuniquen el resultado del recuento sin usar las “palabras o los símbolos numéricos” los alumnos pueden inventar otros medios de expresar el tamaño, numerosidad, número de elementos (o cardinal) del conjunto de alumnos de la clase. Por ejemplo: 

- La colección de marcas ///…, o cuadraditos, sobre el papel, tantos como elementos tiene el conjunto. 

- Una combinación de símbolos para distintos agrupamientos parciales (* para indicar diez alumnos, / para expresar una unidad). 

Cada uno de estos “sistemas de objetos” usados para expresar la “propiedad” de los conjuntos “número de elementos”, o cardinal, es un “sistema de numeración”. Para que efectivamente sirvan a este fin deben cumplir una serie de reglas (axiomas de Peano): 

1. Cero es número natural. 

2. Para cada número natural n, existe un número natural n´ que es sucesor de n. 
3. Para todos los números naturales n se cumple: n´( 0.
4. De la  igualdad de dos sucesores de los números naturales resulta la igualdad de estos números naturales.  (la función sucesor es inyectiva). 
5. Para todos  los conjuntos M se cumple: Si el número natural 0 es elemento de M, y si un número natural n pertenece a M, también n´ es elemento de M, entonces M contienen a todos los números naturales (principio de inducción). 

Significados formales 
Hemos mencionado en el apartado anterior la formulación axiomática de Peano. De hecho, la axiomática de Peano es común a todos los subconjuntos de números naturales, es decir, que tienen un elemento mínimo o primer elemento. Si denotamos por 0 este primer elemento, la axiomática de Peano permite definir cualquier conjunto N. En efecto, sea N un conjunto, entonces: 
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Pero en el debate “fundacional” de las matemáticas, surgido a finales del siglo XIX y principios del XX, se introdujeron otras maneras de concebir los números naturales. 

A finales del siglo XIX se fundamenta toda la matemática sobre los números naturales y esta última sobre la teoría de conjuntos. Sin entrar en detalles formales, la idea de fondo de esta alternativa es la que usa el maestro en la enseñanza primaria: a  partir de un conjunto formado por un solo elemento (y todos los equipotentes, o coordinables, con él); todos tienen “la propiedad”, o cardinal, de tener un elemento. A continuación, se considera un conjunto que tiene la propiedad, o cardinal, de tener dos elementos, y todos los equipotentes con él. Y así sucesivamente, se construye el sistema de todos los cardinales finitos. Es claro que este sistema de cardinales finitos cumple los axiomas de Peano.

Las entidades matemáticas que se ponen en juego en las situaciones de cardinación y cálculo aritmético son analizadas de manera formal o estructural en el marco interno de las matemáticas. Para ello los números dejan de ser considerados como medios de expresión de cantidades de magnitudes (números de personas o cosas, papel que cumplen en una situación, etc.) y son interpretados, bien como elementos de una estructura caracterizada según la teoría de conjuntos, bien según los axiomas de Peano. En este contexto de formalización matemática se plantean cuestiones tales como, 

- ¿Cómo se deberían definir los números? 

- ¿Cómo se deberían definir las operaciones aritméticas a partir de los axiomas de Peano? 

- ¿Cómo se deberían definir las operaciones aritméticas cuando los números naturales son definidos como los cardinales de los conjuntos finitos? 

Entonces vamos a responder la primera de estas preguntas:

¿Qué son los números naturales? 

¿Qué son realmente los números, si llamamos números tanto a ‘1, 2, 3…’, como a ‘uno, dos, tres,…’, como a ‘one, two, three,…’, etc.? (Ferreirós, 1998, 52). Esta cuestión es sin duda de difícil respuesta, si tenemos en cuenta las fuertes controversias que se plantearon entre autores de la talla de Frege, Russell, Peano, Dedekind, etc., a propósito de las diferentes formulaciones del número natural. Según Russell, con el fin de proporcionar al concepto de número con alguna extensión, que sea real, tenemos que comprender “el número como el número de una cantidad” y proporcionar una aplicación para el concepto así definido demostrando la existencia de conjuntos de cardinalidad arbitraria.

De esta manera la intuición aritmética se sustituye por una intuición conjuntista, lo que no deja de ser conflictivo. 

Para Frege los números son objetos perfectamente concretos que existen en un cierto mundo ideal, y su análisis de los naturales se desarrolló de acuerdo con esa idea. Por el contrario, Dedekind se limitó a señalar que todos los conjuntos de números (ya sean en una lengua o en otra, ya los denotemos con cifras árabes o chinas) tienen una misma estructura, y que esta estructura es lo que caracteriza al conjunto de números naturales (Ferreirós, 1998, 52). 

El trabajo de Benacerraf (1983) ha dado argumentos de peso para cuestionar las visiones conjuntistas de los números naturales. Benacerraf concluye que los números no pueden ser conjuntos, o conjuntos de conjuntos, ya que existen muy diferentes presentaciones del significado y referencia de las palabras numéricas en términos de la teoría de conjuntos. El número 3 no es ni más ni menos que aquel que es precedido por 2 y 1 (y, en su caso, el 0), y seguido por 4, 5, etc. O, de manera más precisa, es un objeto que está precedido por dos (o tres) objetos en un orden preestablecido y seguido por infinitos también ordenados, de tal manera que dos elementos definidos como “contiguos” lo serán siempre. Con otras palabras, cualquier objeto puede desempeñar el papel de 3; esto es, cualquier objeto puede ser el tercer elemento en alguna progresión (preestablecida de manera arbitraria). Lo que es peculiar a 3 es que él define ese papel - no por ser un paradigma de ningún objeto que lo juegue, sino por representar la relación que cualquier tercer miembro de una progresión guarda con el resto de la progresión. 

“Por tanto, los números no son objetos en absoluto, porque al dar las propiedades (necesarias y suficientes) de los números simplemente caracterizamos una estructura abstracta - y la distinción está en el hecho de que los ‘elementos’ de la estructura no tienen ningunas propiedades distintas de las que relacionan unos con otros ‘elementos’ de la misma estructura”. Benacerraf (1983)

En la vida cotidiana y en la práctica escolar los números naturales se asimilan al sistema de símbolos y palabras numéricas, 1, 2, 3…, uno, dos, tres…, one, two, three…, pues estos sistemas numerales constituyen sistemas naturalmente ordenados, sistemas que cumplen los axiomas de Peano. 

Definición 1: Número cardinal
	Sea A un conjunto cualquiera. La clase (o la familia de conjuntos) de todos los conjuntos X, que son equipotentes a A, se denomina número cardinal de A. Se denota con c y se escribe c = card (A) o c = [A].


Ejemplo 1: 

Si A = {1, 2, 3, 4} entonces card(A) = 4

Definición 2: Número natural
	Sea c card (A). Entonces se denomina a c número natural (o también número cardinal finito) cuando A es finito.


Basándonos en los trabajos de investigación llevados a cabo por Guy Brousseau y sus colaboradores (Gairin-Calvo, 1988; Brousseau, 2000, 2007; Briand, Loubet y Salin, 2004) en el Centro para la Observación e Investigación en la Enseñanza de las Matemáticas (COREM) de la Escuela Jules Michelet de Talence (Bordeaux, Francia), se pueden considerar tres grandes tipos de situaciones en las que el uso de los primeros números es el mejor instrumento para su resolución:

1.- Situaciones en las que el nombre del número se utiliza para construir una colección: · Tengo invitados, y quiero pedir al pastelero los pasteles que necesito.

· Quiero tejer un jersey y el manual de tricotar me indica que debo avanzar un número determinado de puntos.

· Se acerca la hora de comer, y quiero poner la mesa antes de que lleguen los comensales.

· Tengo necesidad de un cuaderno para cada uno de los alumnos de mi clase. Voy a buscarlos al despacho del director.

· Tenemos clase de plástica y hay que ir a buscar los pinceles necesarios para que cada alumno tenga el suyo.

2.- Situaciones en las que los nombres de los números se utilizan para comparar dos colecciones:

· ¿Tendré bastantes « vales de comida » para poder comer todos los días hasta que lleguen las vacaciones?

· Durante una salida con los niños, ¿me he olvidado de alguno?

· Al terminar un juego donde gana el que ha conseguido más o menos puntos, o cartas o fichas, etc. ¿quién ha ganado?

· Hemos empezado a jugar con un conjunto de canicas y al terminar de jugar quiero saber si el paquete de canicas ha aumentado o ha disminuido.

· Quiero repartir una colección entre varias personas, el conteo puede servirme para controlar que el reparto por igual está bien en las diferentes etapas de la distribución.

3.- Situaciones en las que el nombre del número se utiliza para designar o memorizar una posición:

· Alguien me pregunta por una dirección en una ciudad y le indico el camino: “Tiene que girar en el tercer semáforo”.

· Estoy en una ciudad desconocida, y dispongo de un plano, preveo mi itinerario y anoto que debo girar en la cuarta calle a la izquierda.

· Vivo en un gran edificio y tengo que indicar a alguien el piso donde habito.

· Alguien viene a mi ciudad por una autopista y debo indicarle la salida que le permitirá llegar.

El profesor de matemáticas debe conocer que la expresión “El conjunto N de los números naturales” induce a confusión, ya que fuerza a pensar en una secuencia de objetos, identificables de manera unívoca. Con ella se oculta la arbitrariedad de la naturaleza de los objetos que forman los sistemas naturalmente ordenados, o simplemente a identificarlos con los símbolos numerales indoarábigos 1, 2, 3…

Dada la abstracción que supone este discurso teórico, la enseñanza de los números en los niveles de educación primaria deberá limitarse a los componentes operatorios (situaciones de cardinación y ordenación, lenguajes y técnicas), evitando definiciones innecesarias para el trabajo efectivo con los números.

Definición 3: Relación menor – igual (()
	Sean c = card (A) y d = card (B), entonces se dice: c es menor o igual que d si y solo si existe B*; B* ( B y            A ( B*. Si B* ( B, entonces se dice: c es menor que d.


Ejemplo 2:

Ante un alumno de primer grado se encuentran 2 círculos y 3 varillas, él tiene que comparar los conjuntos. Para ello coloca para cada círculo, exactamente una varilla, y afirma que aún queda una varilla. El conjunto de los círculos es, por tanto, equipotente con un subconjunto propio del conjunto de las varillas, por consiguiente, [círculos] < [varillas} o 2 < 3.

La relación menor o igual que y la relación menor que son relaciones de orden, que ordenan al conjunto de los números naturales. Para dos números naturales cualesquiera c y d se cumple c < d o  c = d  o c > d. esta propiedad se denomina también tricotomía.

Definición 4: Sucesor
	Sean c = card(A) y a un individuo del universo dado. Si A ( {a} = (, entonces se dice card(A´) con A´ = A ( {a} es el sucesor de c y se denota: c´ = card (A´). El individuo a se exige  que esté en el universo dado, pero no en A.


Ejemplo 3: 

Si A = {0, 1, 2} y A´ = {0, 1, 2, 6}, card (A) es sucesor de card (A´) porque: A´ = A ( {6}, 6 ( A

Definición 5: El número cero
	El número cardinal del conjunto vacío se nombra cero. Esto se simboliza así: 0 =DEF card (() = [(].


En el idioma español cero es el nombre; el signo 0 es la cifra correspondiente para aquella clase que contiene como único elemento el conjunto vacío. Considerar el cero o no como como un número natural es una cuestión de convenio. Y estos e tiene en cuenta en la construcción de los dominios numéricos basada en la teoría de conjuntos contemplada en los programas de la enseñanza primaria.

Ya hemos visto que uno, dos, tres,… son los nombres de esos números y 1, 2, 3 son las cifras correspondientes,  también vimos que para cada número natural siempre existe uno mayor, y que existen infinitos números naturales. El conjunto de los números naturales determina un número cardinal, pero este no es finito, por tanto, no es un número natural.

Un conjunto es finito si se cumple la definición de Russell sobre la finitud, en el libro Lógica matemática, Teoría de conjuntos y Dominios numéricos, en la cual pueden profundizar.

Es importante resaltar que las prácticas informales no tienen una existencia meramente “histórica”. Coexisten en el tiempo con la formalización científica en las prácticas usuales de las escuelas y determinan el progreso de los significados personales. No son un “mal menor”, sino hitos necesarios en el desarrollo cognitivo de los niños y consustanciales a los procesos de la didáctica.

Ejemplos:
Ejemplo 1:

a) El número 58356
Los escribimos: 58 356

Lo leemos: cincuenta y ocho mil trescientos cincuenta y seis.

b) 28463546
Lo escribimos: 28 463 546

Lo leemos: veintiocho millones cuatrocientos sesenta y tres mil quinientos cuarenta y seis.

Ejemplo 2:

En el número 4 853 261:

a) ¿Cuál es la cifra de las centenas?

b) ¿Cuántas centenas tiene este número?

Respuesta:

a) Para responder este inciso basta con identificar en el número el orden a que se hace alusión y seleccionar la cifra que corresponde, 

4 853 261 (  entonces la cifra de las centenas es 2.

b) Sin embargo para responder este inciso en la práctica podemos señalar en el número las cifras desde la primera hasta la cifra del orden que nos piden y leer el número señalado.

4 853 261   ( Este número tiene 48 532 centenas.
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Ejemplo 3:

Compara los números en cada una de las siguientes parejas:

a) A = (x ( N: 0 ( x ≤ 525( y 1 832

b) 4223 y 21

c) 2 873 y 1 853

d) 28 435 432 y 28 437 003

Respuesta:

En los dos primeros incisos es fácil la comparación ya que el número que tenga mayor cantidad de cifras será mayor.

Recuerda el concepto de número natural entonces card (A) = 525, y entonces podemos establecer la comparación.

a) 525 > 1 832

b) 4223 > 21

En el caso del inciso c y d como los números tienen la misma cantidad de cifras empezamos a comparar cifra a cifra y así tenemos:

c) 2 873 ( 1 853 porque 2 ( 1

d) 28 435 432 (28 437 003 porque 5 ( 7

Ejercicios propuestos:

1. Escribe como se leen los siguientes números que aparecen subrayados en cada curiosidad, también determina qué representan dichos números:

a) Si la Tierra estuviese situada a  menos de 134 000 000 km del Sol, toda el agua de nuestro planeta se evaporaría.

b) El 27 de agosto de 2003 el planeta Marte y la Tierra estuvieron muy cercano: 55 763 108 km. Este suceso es único por el momento, pues debe repetirse cuando pasen cerca de 5000 años.

c) El astro más caliente del cosmos es la estrella NGC2440 de la nebulosa planetaria, pues su temperatura exterior es de 199 727 ºC

d) Al estornudar desocupamos la nariz de elementos irritantes a una velocidad de 150 km/h. al hacerlo, siempre tápate la boca.

2. El mayor record de seres vivos longevos es el de una bacteria encontrada en un cristal de sal, ella sobrevivió 250 000 000 años. 

3. Selecciona el número que corresponde a la lectura siguiente:

a) Veinticinco mil millones uno

25 000 100 000

25 000 000 001

25 000 001

4. Soy un  número de cinco dígitos que tiene el cuatro en el lugar de las unidades, un cero en el lugar de las decenas y u uno en el lugar de las unidades de millar, y la cifra que ocupa el lugar de las centenas es el antecesor de la cifra que ocupa la unidad de millar. ¡Ah! También soy el mayor de los números que puede escribirse con estos dígitos.

a) ¿Qué número soy?

b) Escribe cómo tú me leerías

5. Elena le dice a Daniela:

Piensa en un número de cuatro dígitos diferentes que cumple las condiciones siguientes:

· Cada uno de los dígitos es  un número impar.

· Es el menor número que se puede formar con esos dígitos.

Daniela responde correctamente, ¿qué número crees que escogió Daniela? Señala la respuesta correcta.

1327

1357

1537

1137

6. Sean:

A: menor número de tres cifras no repetidas todas impares.

B: sucesor del menor número que tienen 48 centenas.

C: mayor número de cuatro cifras que tiene un cuatro en las unidades de millar.

a) Escribe los números representados por A, B y C.

b) Determina el sucesor de B.

c)  Determina el antecesor de C.

d) ¿Cuál de estos números tienen mayor la cifre de las centenas?

e) ¿Cuál de estos números tiene mayor la cantidad de centenas?

f) Ordena los números comenzando por el mayor.

7. Escribe cómo se lee cada uno de estos números:

a) 23 016 222 017

b) 473 622 006 026

c) 97000073082

6.1) Escríbelos en la tabla de posiciones.

6.2) ¿Qué valor toma la cifra 6 en el caso a) anterior?

6.3) ¿Qué valores toma la cifra 2 en b)?

6.4) ¿Cuántas decenas (millares, cientos de miles, decenas de millones) tiene el número c?

8. Escribe el número formado por :

a) 453 centenas y 23 unidades

b) Doscientos veintisiete decenas y 3 unidades

c) Mil treinta y dos millares y diecisiete decenas.

9. ¿Cuántas decenas tiene el número: 40 023?  ¿Cuántas centenas de millar tiene el número 40 327 401?

Escribe el número 408 071 como suma de múltiplos de las potencias de 10. Represéntalo en la tabla de posición decimal. ¿Cuántos millares tiene ese número?

10. Sea el número natural A= (x ( N: 16024009300 ( x ≤ 32048018600(
a) Escribe A con cifras.

b) El numeral de A es________________________________________

c) El antecesor de A es _________________ y su sucesor

__________________

d) En A el dígito 6 ocupa el orden de las

________________________________

e) A tiene ________ decenas de millón.

11. Explica las condiciones necesarias y suficientes para que se cumpla:

a) 43t2y > 43x28 b) 43t2y < 43x2z c) 6t91 > 60x3 d) 8t97 < 1100x, considerando que en cada caso que las variables representan dígitos.

12. Si r, t, u, x representan dígitos y si n1=53uz, n 2 =93rt y n 3 =91x9, ordena los números n1, n2 y n3. 

13. Escribe un número natural n que tenga 34 007 centenas.

a) Escribe el numeral.

b) ¿Es n > m si m = card (M) y M = (x ( N: 2016  ( x ≤ 500202716(? Fundamenta tu respuesta.

14. En el número N = (x ( N: 32 ( x ≤ 304 050 300 061(
a) Escribe cómo se lee ese número.

b) ¿Qué dígito ocupa el lugar 105?

c) ¿Cuál es la cifra que ocupa el lugar de las decenas de millón?

d) ¿Cuántos millares (cientos de miles, millones) tiene ese número?

15. “Los males generados por el neoliberalismo y denunciados por Cuba durante la década del 90 y en los años iniciales de la nueva centuria, están a la vista de todos. América Latina está endeudada casi tres veces más y al cierre del 2 002, el monto total de la misma ascendía a ochocientos cincuenta y tres mil millones de dólares” (Tomado de La Declaración final de los jefes de estado y de gobiernos que asistieron a la XIII Cumbre Iberoamericana. Periódico Juventud Rebelde 23-11-2 003).

a) Escribe con cifras el número que representa el monto actual de la deuda de

América Latina.

b) ¿Cuántos millares de millones de dólares debe América Latina?
Tema 9: 
Operaciones con números naturales

- ¿Cómo se deberían definir los números? 

- ¿Cómo se deberían definir las operaciones aritméticas a partir de los axiomas de Peano? 

- ¿Cómo se deberían definir las operaciones aritméticas cuando los números naturales son definidos como los cardinales de los conjuntos finitos? 

La adición de números naturales

Existen situaciones y problemas donde es necesario introducir la adición y substracción en el conjunto de los números naturales. Puesto que siempre que sumamos dos números naturales obtenemos otro número natural, decimos que la suma es una operación en el conjunto de los números naturales. La substracción no es una operación en el conjunto de números naturales, pero si en el de los números enteros (que incluye los números negativos).

Estas operaciones se pueden dotar de diversos significados a partir de los cuales los niños pueden comprender sus propiedades básicas, lo que los preparará para el aprendizaje y la comprensión de los algoritmos de cálculo. También se han formalizado desde el punto de vista matemático. A continuación introducimos diversas formalizaciones de estas operaciones conectándolas cuando sea posible con las situaciones concretas en que se apoyan. 

Definición recursiva de adición (basada en los axiomas de Peano)

Esta manera de definir la suma corresponde a uno de los aspectos del aprendizaje de la noción de adición por los niños: "el seguir contando". En la práctica se puede decir que "Sumar es seguir contando", mientras que restar consiste en "contar hacia atrás" (descontar).

Al estudiar los números naturales vimos cómo se podían definir estos números a partir de los axiomas dados por Peano. A partir de ellos es posible definir la adición en forma recursiva, partiendo de un número p cualquiera y de su siguiente sig (p). Esta es la definición:

• p + 0 = p para todo número natural p.

• p + sig (n) = sig (p + n), para todo n diferente de cero.

En consecuencia, procedemos como sigue:

- Para sumar 1 a un número p se toma el sucesor del número p: sig (p) = p + 1

- Para sumar 2 se toma el sucesor del sucesor, etc.

- Se supone que se sabe sumar n al número p y para sumar (n + 1) se toma el sucesor de n + p, o sea,                  p + (n +1) = sig (p + n) = (p + n) +1.

Podemos comprobar cómo con esta definición encontramos la suma de dos números cualquiera. Por ejemplo:

4 + 3 = 4 + sig (2) = sig (4+2) = sig (4 + sig (1)) = sig (sig (4+1)) = sig (sig (4+sig (0)) =

= sig (sig (sig (4+0))) = sig (sig (sig (4))) = sig (sig (5)) = sig (6) = 7.

Es decir, 4 + 3 es el número que obtienes al empezar a contar desde cuatro y hallar los tres números siguientes

Definición conjuntista:

En el modelo de conjuntos partimos de la idea de cardinal, que responde a la pregunta básica: ¿cuántos hay? La adición se interpreta como el cardinal obtenido al unir dos conjuntos, como mostramos en el siguiente esquema:
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Definición 1: Suma de números naturales
	Se nombra a + b a la suma de a = card(A) y b = card(B), si y solo si: a + b = card(A ( B) con A ( B = (.

La suma así definida existe y está determinada unívocamente a partir de la unicidad del conjunto unión de los conjuntos   disjuntos.


 Esta definición pone en juego dos operaciones bien distintas:

Por una parte la operación que se hace sobre los conjuntos (se reúnen dos colecciones que no tienen ningún elemento en común para formar una nueva colección con la totalidad de los elementos que pertenecen a cada uno de ellos.

Por otra parte la operación que resulta al nivel de los números de elementos (cardinales) que contienen, operación que es la adición de dichos cardinales.
Definición 2: Adición en N

	Se denomina adición a la correspondencia unívoca de N x N en N que a cada par ordenado 8ª; b) de números naturales a y b le hace corresponder su suma, adición en N


Propiedades:

- Asociativa: (a + b) + c = a + (b + c)

- Conmutativa: a + b = b + a

- Existencia de elemento neutro: el natural 0; a + 0 = 0 + a = a, ∀ a ∈ N

Definición 3: Igualdad de números naturales.
	Dos números naturales cualesquiera a, b son iguales (a = b), solo si a + 0 = b.


La sustracción de números naturales

Todas las operaciones de N no son siempre realizable  en N: por ejemplo, la diferencia (3 - 5) no es un resultado en N: se dice que su cálculo es imposible, por lo que la sustracción no siempre se puede realizar en N. Igual ocurre con la división entera, la cual a un par de números naturales hace corresponder un par de números bajo la forma de un cociente y un resto. A continuación presentamos algunos modelos y formalizaciones de la sustracción.

Definición conjuntista 3: Diferencia de dos números naturales
	Se dice que a – b es la diferencia de a = card(A) y b = card(B) si y solo si: a – b = card (A \ B) con B ( A* ( A, como mostramos en el siguiente esquema:
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En la adición, los representantes (conjuntos) de los números naturales deben ser disjuntos. En la sustracción en N, el representante del número menor de ser un subconjunto del representante del mayor, un conjunto como este existe siempre en el caso que a ( b; es evidente que no se puede sustraer de tres piñas, dos mangos. La limitación de a ( b de la diferencia a – b se explica también, por ejemplo, porque 1 – 3 = x en N no es soluble.

Definición 4: Sustracción en N
	Se denomina sustracción en N a la correspondencia unívoca de N x N en N que hace corresponder a cada para ordenado (a; b) de números naturales, con a ( b su diferencia.


La operación sustracción, explicada antes es siempre unívocamente realizable, con la limitación dada, para todos los números naturales.

En general, se considera a la sustracción como la operación inversa de la adición. En la escuela los alumnos comprueban que la proposición 9 – 6 = 3 es correcta con ayuda de la adición y dicen: 9 – 6 = 3, pues 3 + 6 = 9. Con ello se subraya la estrecha relación entre ambas operaciones.

Construcción de las operaciones de multiplicación y división entera de números naturales

La experiencia acumulada en las situaciones anteriores permite construir la multiplicación y la división entera a partir de:

• La definición de los hechos numéricos básicos (tabla de multiplicar);

• El establecimiento de las propiedades de dichas operaciones;

• La invención de técnicas de cálculo eficaces (orales y escritas);

• La discriminación de las situaciones en las que el uso de dichas operaciones es pertinente.

Al igual que en el caso de la suma y la resta, esto supone un coste de memoria. También hay que advertir que así como, en la suma, resta y multiplicación a cada par de números les corresponde un único número, que es el resultado de la operación, en la división entera, dados dos números, el dividendo y el divisor, obtenemos como resultado otros dos números, el cociente y el resto. Por tanto, la división entera es la técnica mediante la cual, dados dos números, D y d, podemos encontrar otros dos, q y r, tales que D = dq + r y r < d.
Existen  situaciones y problemas donde se  introducen la multiplicación y división entera en el conjunto de los números naturales. Puesto que siempre que multiplicamos dos números naturales obtenemos otro número natural, decimos que:

Definición 4: Multiplicación en N
	Se llama multiplicación en N a la correspondencia unívoca de N x N en N, que a cada par ordenado (a; b) de números naturales a y b hace corresponder su producto.


 La división no siempre se puede realizar en el conjunto de números naturales, pero si en el de los números racionales (que incluye los números negativos).

Definición 5: División en N
	Se denomina división a la correspondencia unívoca de N x N \ {0} en N, que asigna a cada par ordenado (a; b) de números naturales a y b con b ( 0, su cociente y el resto.


Estas operaciones se pueden dotar de diversos significados a partir de los cuales los niños pueden comprender sus propiedades básicas, lo que los preparará para el aprendizaje y la comprensión de los algoritmos de cálculo. También se han formalizado desde el punto de vista matemático. A continuación introducimos diversas formalizaciones de estas operaciones conectándola cuando sea posible con los modelos concretos en que se apoyan.

Definición conjuntista de multiplicación

En esta definición se parte de la idea de producto cartesiano de conjunto. La multiplicación corresponde a la idea de repetición, pues al formar un producto cartesiano se repite cada elemento del primer conjunto junto a cada elemento del segundo. Recoge especialmente los problemas de combinación, como visualizamos en el siguiente esquema: 
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Definición 6: Producto de números naturales.

	Se dice que a . b es el producto de a = card(A) y b = card(B) si y solo si: a . b = card (A x B).


Esta definición pone en juego dos operaciones bien distintas:

Por una parte la operación que se hace sobre los conjuntos (se combinan entre si dos colecciones formar una nueva colección con la totalidad de los elementos que pertenecen a cada uno de ellos; cada elemento de la nueva colección es un par (a; b) donde a es un elemento del primer conjunto y b uno del segundo).

Por otra parte la operación que resulta al nivel de los números de elementos (cardinales) que contienen, operación que es la multiplicación de dichos cardinales.

El producto así definido existe y está determinado unívocamente, a partir de la existencia y unicidad de A x B.

Propiedades:

- Asociativa: (a x b) x c = a x (b x c)

- Conmutativa: a x b = b x a

- Existencia de elemento neutro: el natural 1; ax1=1xa = a, ∀ a ∈ N

- Distributiva respecto a la adición: a x (b + c) o  a x b +a x c para cualquieras números a, b y c.

Definición recursiva de la multiplicación (basada en los axiomas de Peano)

Esta manera de definir la multiplicación corresponde a uno de los aspectos del aprendizaje de la noción de multiplicación  por los niños: "repetir varias veces un mismo sumando”.

Al estudiar los números naturales vimos cómo se podían definir estos números a partir de los axiomas dados por Peano. A partir de ellos es posible definir la multiplicación en forma recursiva, partiendo de un número p cualquiera y de su siguiente sig (p). Esta es la definición:

• p x 1 = p para todo número natural p

• p x sig (n) = p x n + n, para todo n diferente de cero.

En consecuencia, procedemos como sigue:

- Como 2 es el siguiente de 1, p x 2 = p x sig (1) = p x 1 + p =  p + p; se suma dos veces el número p

- Para multiplicar el número por 3, como 3 el siguiente de 2, p x 3 = p x sig (2)= p x 2 + p =  p + p + p; se suma tres veces el número p

- Así sucesivamente

Podemos comprobar como con esta definición podemos encontrar el producto de dos números cualquiera. Por ejemplo:

4 x 3 = 4 x S (2) = (4 x 2) + 4 = (4 x S (1)) + 4 = (4 x 1 + 4) + 4 = 4 + 4 + 4

Es decir, 4 x 3 es el número que obtienes al repetir cuatro tres veces.

Definición conjuntista 7: Cociente de dos números naturales (División con resto)
	Se dice que a : b con b > 0 es el cociente de a = card(A) y b = card(B), si y solo si: a : b puede ser representado por un conjunto X para el cual se cumple: a = card(B x X).


El cociente así definido existe y está determinado unívocamente. Es siempre realizable, con la limitación dada por todos los números naturales, y en ellas no se cumplen las leyes conmutativa y asociativa,

Además también se define como: 

Dados dos naturales n y d, dividir n por d es repartir un conjunto de n elementos en tantos subconjuntos de d elementos como sea posible. El número de subconjuntos formados es el cociente y los elementos que quedan es el resto.

Este proceso se puede ver como una repetición de la sustracción.

Ejemplo: 27 - 5 = 22; 22 – 5 = 18; 18 – 5 = 13;...

Definición aritmética de división entera:

Dados dos números naturales n y d, d ≠ 0 y n ≥ d, dividir n por d significa encontrar otros dos números naturales q y r tales que n = d . q + r, siendo r < d.

Una condición para q y r equivalente a la anterior es la siguiente:

q . b ≤ a < (q + 1) . b; r = a – q . b

Si el resto es cero se dice que la división es exacta. En este caso la división se puede considerar como la operación inversa de la multiplicación, esto es, "calcular el número que multiplicado por d dé como resultado n (repartir un conjunto de n elemento en subconjuntos de d elementos).

Una propiedad útil de la división entera:

Si se multiplica el dividendo y el divisor de una división por un mismo número n, no se modifica el cociente de la división, pero cambia el resto, que queda también multiplicado por n.

Aplicando esta propiedad obtenemos que 61000 dividido por 9000 da como cociente 7 y resto 7000, ya que 61 divido por 9 da como cociente 7 y resto 7, lo que se puede hacer mentalmente.

En general, se considera a la división como la operación inversa de la multiplicación, en la escuela los alumnos comprueban que la proposición 9 : 3 = 3 es correcta con ayuda de la multiplicación, y dicen: 9 : 3 = 3, pues          3 . 3 = 9. Con ello se subraya la estrecha relación entre las operaciones.
Significado práctico de las operaciones:

Adición:

· Dadas las partes hallar el todo.

· Dada una parte y el exceso de otra sobre ellas, hallar la otra parte.

Sustracción:

· Dado el todo y una parte, hallar la otra parte.

· Dada una p arte y el exceso de otra sobre ella, hallar la otra parte, o hallar el exceso de una parte sobre otra.

Multiplicación:

· Reunión de partes iguales para hallar el todo suma de sumandos iguales.

· Dada  la cantidad de partes iguales y el contenido de cada parte, hallar el todo.

· Hallar múltiplos.

· Significado de área.

· Conteo.

División:

· Repartir en partes iguales el todo (hallar el contenido de cada parte).

· Dado el todo y el contenido de cada parte, hallar la cantidad de partes iguales.

· Hallar una parte alícuota, (una unidad fraccionaria: mitad, décima parte,…)

· Restas sucesivas.

Ejemplos:
Ejemplo 1: 
Calcula: 1 492 – (14 : 7) . 5) + 543
Respuesta: 
Recuerda que lo primero que se hace es lo que estás dentro del paréntesis en este caso la multiplicación y la división, a continuación la suma y la resta en el orden en que aparecen:

1 492 – (2 . 5) + 543 = 1 492 – 10 + 543 = 1 482 + 543 = 2 025

Ejemplo 2: 

Se invirtieron $6 000  en sacos de azúcar a razón de $12.00 el saco. Se venden 300 sacos ganando $2.00 en cada uno y los restantes perdiendo $4.00 en cada uno. ¿Cuánto se gana o pierde en el negocio?

Respuesta:

Después de enterarnos bien de los que dice el problema hacemos el análisis.

Análisis:

Pensamos: para saber cuánto se gana o pierde tengo que saber lo que se gastó y lo que se recibe en total, para restar uno de otro. Habrá ganancia si es mayor lo recibido y pérdida en el caso contrario. Lo gastado lo da el problema ($6 000); lo recibido no lo da, tengo que averiguarlo. El problema queda reducido ahora a averiguar cuánto se recibe en total. Buscaré cuánto se recibe por los 300 sacos que se venden primero, para lo cual averiguaré previamente su precio (12 + 2). Luego buscaré lo que se recibe por los demás sacos. El precio de éstos es de 12 – 4 y su número lo podré hallar restando del número total de sacos (6 000 : 12) el número de sacos ya vendidos.

Después de este planteo mental, hecho con mayor o menor precisión, empezamos a escribir:

6 000 : 12 = 500 sacos se compran

12 + 2 = $14 se vende cada uno de los 300 sacos.

300 . 14 = $4 200 se venden los 300 sacos.

500 – 300 0 200 sacos me quedan.

12 – 4 = $8 se vende cada uno de los sacos restantes

8 . 200 = $1 600 se venden todos los restantes.

4 200 + 1 600 = $5 800 se reciben en total

6 000 – 5 800 = $200 se pierden.

R/ Se pierden $200

Comprobación:

Para hacer la prueba resolvamos un problema de tomando como dato el resultado de éste y como incógnita el precio a que se venden los 200 últimos sacos, quedando igual los últimos datos. Nótese que resulta un problema análogo al resultado anteriormente. Nótese también que aquí la comprobación ofrece cierta dificultad.

6 000 – 200 = $5 800 debe recibirse.

14 . 300 = $4 200 se reciben por los 300 sacos.

1 600 : 200 = $8 se vende cada saco

Y como 8 es igual 12 – 4 queda así comprobado el resultado.

Ejercicios propuestos:

1. Te proponemos realizar la siguiente actividad:

a. Dibuja cuatro casillas poniendo en cada una un número natural

b. En las tres primeras casillas de la 2ª fila pon la diferencia de los dos números en las dos casillas encima de ella.

c. En la última casilla de cada fila pon la diferencia entre los números en la primera y última casilla de la fila anterior

d. Repite el proceso añadiendo más filas. Se acaba la actividad si consigues una fila con todos ceros.

• ¿Crees que siempre se acabará este juego?

• ¿Puedes encontrar 4 números para poner en la primera fila de modo que se acabe en un solo paso? ¿En ocho pasos? 

2. Debajo te presentamos una tabla de sumar incompleta donde las filas y columnas se han permutado unas con otras. ¿Eres capaz de reconstruirla?
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3. Resuelve los siguientes problemas e identifica en ellos qué significado tienen las operaciones de cálculo que aplicaste.

a) Pedro tiene 37 bolas, juega una partida y pierde 18 bolas, ¿cuántas bolas tiene después de la partida?

b) Bernardo juega una partida de bolas y pierde 17 bolas; después de la partida tiene 21 bolas.

¿Cuántas bolas tenía antes de jugar la partida?

c) Claudio tiene 19 bolas y juega una partida. Después de la partida tiene 35 bolas. ¿Qué ha pasado en la partida jugada?

d) Pablo juega dos partidas; en la primera gana 37 bolas y en la segunda pierde 18. ¿Cuántas bolas tiene al final?

e) Bruno juega dos partidas de bolas, una después de otra. En la segunda pierde 17 bolas. Al final de las dos partidas ha ganado 21 bolas. ¿Qué ocurrió en la primera partida?

f) Carlos juega dos partidas de bolas. En la primera partida gana 19 bolas. Juega una segunda partida.

g) Después de estas dos partidas, ganó en total 35 bolas. ¿Qué ha pasado en segunda partida?

h) Los padres de Julia tienen 93.645 pesetas para los gastos de la casa durante el mes. Al final de mes han gastado 81.436 pesetas. ¿Cuánto han ahorrado?

i) Pedro tiene 12 años y María 8. ¿Cuántos años se llevan?

j) Un niño compró 15 chicles, perdió 7 y le regalaron 4. ¿Cuántos chicles tiene ahora?

k) Ignacio tiene 50 cromos más que Fernanda, que, a su vez, tiene 20 cromos menos que

Adela, la cual tiene 80 cromos. ¿Cuántos cromos tienen Ignacio y Fernanda?

l) Luisa tiene 20 canicas de cristal y Carmen 15 canicas de barro. Al juntar sus canicas con las de Alberto habría 60 canicas en total. ¿Cuántas canicas tiene Alberto?

m) A un partido de baloncesto asisten 526 socios del club local y 2.513 espectadores no socios. ¿Cuántos espectadores en total presencian el partido?

n) Andrés mide 9 cm. más de alto que su hermano Julio y 5 cm. menos que su hermana

Sofía. ¿Qué diferencia de altura hay entre Sofía y Julio?

ñ) Eva tiene 2.000 pesetas más que Gloria. Gloria se gasta 500 ptas. ¿Quién tiene ahora más dinero? ¿Cuánto más?

o) La distancia de mi casa a la de un amigo es de 459 m. Salgo de mi casa y recorro 197 m. de esa distancia. ¿Cuántos metros me faltan para llegar a la casa de mi amigo?

p) Un carro transportó 81 sacos de patatas. En cada viaje llevaba 9 sacos. ¿Cuántos viajes hizo?

q) Un comerciante compró 20 cajas de 12 bolígrafos cada una a 40 ptas. unidad. Otro compró 12 cajas de 40 bolígrafos cada una a 20 ptas. unidad. ¿Cuánto gastó cada comerciante? 

r) De mi casa al colegio hay 760 m. ¿Cuántos cm ando si voy y vuelvo del colegio?

s) En el cumpleaños de Laura se iban a repartir 108 globos entre 12 niños. ¿Cuántos tocaban a cada uno? Si explotaron la tercera parte, averigua, sin dividir, los globos que recibió cada niño.

t) Se han llenado 5432 sacos de trigo. Cada uno pesa 92 kg. y sobran 20 kg. ¿Cuánto trigo había para llenar los sacos?

u) Cuatro hermanos decidieron repartirse sus ahorros. A cada uno le correspondieron 658 pesetas. ¿Cuánto dinero habían ahorrado entre los cuatro?

v) ¿Cuántos metros mediría un monte que tuviese cuatro veces la altura del Aneto?

4. (Problemas interesantes) Resuelve los siguientes problemas:
a) ¿Por qué si a un número cualquiera le restamos la suma de todas sus cifras se obtiene un múltiplo de 9? 

b) ¿Cómo podrías medir 1 litro de aceite si sólo tienes dos recipientes, uno de 7 litros y otro de cuatro?

c) Si se necesitan 600 cifras para numerar las páginas de un libro. ¿Cuántas páginas tiene el libro?

d) Una persona efectúa la resta 482 -153 de esta manera 282 + 47 = 329. ¿Es un procedimiento correcto?

e) Encuentra un número capicúa de 5 cifras sabiendo que el resultado de restar a dicho número el que se obtiene suprimiendo la cifra central es 12400.

f) Para efectuar una resta a - b se puede seguir el siguiente procedimiento: se escribe un número que tenga tantos nueves como cifras tenga el minuendo a, a ese número se le resta el sustraendo b y, posteriormente, al resultado se le suma el minuendo a; al resultado así obtenido se le suprime la cifra situada más a la izquierda, que será un 1, y esa cifra se le suma a las unidades. El número así obtenido resulta ser la diferencia a-b. Justifica por qué.

g) Determina el menor número natural que multiplicado por 7 nos da un número natural que se escribe usando únicamente la cifra 1. ¿Y únicamente la cifra 2?

h) Expresa los números del uno al diez como resultado de operaciones entre números en las que, en total, intervengan cuatro treses.

i) Suponemos que los números naturales D y q son tales que D<4500, y q=82. La división entera del número D por d da como cociente q = 82, y resto r = 45. Buscar, justificando la respuesta, el conjunto de pares (D, d) que cumple dicha condición.

j) Resolver el problema anterior para r = 112. Discutir la existencia de soluciones según los valores del resto r.

k) Se resta de 3 en 3 a partir de 50 hasta que se obtiene el menor número natural posible: "50, 47, 44, 41,..." ¿En qué número termina esta serie?

l) Se resta de 3 en 3 hasta obtener el menor número natural posible, pero a partir de 8932: "8932, 8929, 8926,..." ¿En qué número termina esta serie? ¿Cuántos términos tiene esa secuencia de sustracciones? ¿Cuál es el número que ocupa el lugar 100?

m) Sabiendo que 8562 = (34 x 251) +28

a) ¿Cuáles son el cociente y el resto de la división entera de 8562 por 34?

b) ¿Cuáles son el cociente y el resto en la división de 8562 por 251?

n) Sabiendo ahora que 18846610 = (4973 x 3789) + 3913

a) ¿Cuáles son el cociente y el resto en la división entera de 18846610 por 4973?

b) ¿Cuáles son el cociente y el resto en la división entera de 18846610 por 3789?

ñ) Sabiendo que 1261541 = (4897 x 257) + 3012. ¿Cuáles son el cociente y el resto en la división?

o) Antes de que se hicieran habituales las calculadoras, había muchas reglas para aligerar los cálculos. Una de ellas servía para calcular el cuadrado de un número terminado en 5. El resultado es un número terminado en 25, delante del cual se ponía el resultado de multiplicar el número que precede a 5 por ese mismo número aumentado en una unidad. Por ejemplo, 352 = (3.4)25 = 1225, 752 = (7. 8)25 = 5625. ¿Cuál es la justificación de esta regla?

p) Justifica si es cierta o falsa la siguiente regla: "Piénsese en dos números naturales consecutivos. Multiplíquense. El resultado multiplíquese por 4. Al resultado súmesele 1. Extráigase la raíz cuadrada del resultado. El número que resulta es la suma de los dos que se pensaron inicialmente.

q) Halla un cuadrado perfecto de la forma AABB.
5. Resuelve los problemas que se enuncian a continuación utilizando métodos aritméticos.

a) Un padre de tres hijos dejó en herencia 1600 coronas. El testamento precisaba que el primogénito debía recibir 200 coronas más que el segundo, y el segundo 100 coronas más que el último. ¿Qué cantidad recibió cada uno de los hijos?

b) En una caja hay el doble de monedas que en otra. Si se pasan 7 monedas de la primera a la segunda caja, quedan en ambas el mismo número de monedas. ¿Cuántas monedas tenía al principio cada caja?

c) Un hombre debe llevar un mensaje a través del desierto. Cruzar el desierto lleva nueve días. Un hombre puede llevar únicamente alimento para 12 días. No hay alimento en el lugar donde debe dejarse el mensaje. Se dispone de dos hombres. ¿Puede llevarse el mensaje y volver sin que falte alimento?

d) Un aeroplano recorrió 1940 km el primer día, el segundo recorrió 340 km más que el primero y el tercero 890 km menos que entre los dos anteriores. ¿Cuántos kilómetros recorrió el aeroplano en total?

e) Unos granjeros almacenaron heno para 57 días, pero como el heno era de mejor calidad de lo que pensaban, ahorraron 112 kg. por día, con lo que tuvieron heno para 73 días. ¿Cuántos kilos de heno almacenaron?

f)  En un taller de confección disponen de 4 piezas de tela de 50 m cada una. Con ellas se van a confeccionar 20 trajes que necesitan 3 m de tela cada uno. Con el resto de la tela piensan hacer abrigos que necesitan 4 m cada uno. ¿Cuántos abrigos pueden hacerse?

g)  Un aeroplano recorrió 1940 km el primer día, el segundo recorrió 340 km más que el primero y el tercero 890 km menos que entre los dos anteriores. ¿Cuántos kilómetros recorrió el aeroplano en total?

h)  Un comerciante compró 23 resmas de papel a 5500 ptas cada una y las vendió, convertidas en cuartillas, a 830 ptas el millar. Sabiendo que el comerciante ganó 26220 ptas en la venta de todo el papel comprado y que una resma tiene 500 pliegos ¿cuántas cuartillas salen de cada pliego?

i)  Un automóvil parte de un punto A con velocidad uniforme de 40 km/h hacia otro punto E. Dos horas después sale de A hacia E otro automóvil con velocidad uniforme de 60 km/h. ¿A qué distancia de A se encontrarán los dos automóviles?

j) Se quieren repartir 1200 ptas. entre tres personas, de manera que una tenga la mitad de la otra, y la tercera persona tenga igual que las otras dos juntas. Calcula lo que corresponde a cada una.

k) Un demandadero tiene que ir 2 veces al mes a un pueblo situado a 25 km del punto donde reside. Al principio hacía los viajes en coche, costándole 15 ptas el recorrido de 25 km, pero después compró una bicicleta en 1830 ptas, dedicándola exclusivamente al citado servicio. Teniendo en cuenta que los neumáticos tienen que ser renovados cada 6000 km, siendo el precio de cada neumático 125 ptas, y que los demás gastos de conservación de la bicicleta vienen a ser de 60 ptas al año, calcular los años que habrán transcurrido para economizar el importe de la bicicleta

l) Pablo vendió 160 bocadillos a 200 ptas. cada uno. Cada bocadillo estaba compuesto de 75 gr. de jamón, 2 rebanadas de pan y mostaza. Pablo pagó 1000 ptas. por cada kilo de jamón, 60 ptas. por cada barra de pan (de 20 rebanadas) y utilizó 8 botes de mostaza a 50 ptas. cada uno. ¿Cuánta fue su ganancia?

m) Una costurera, cosiendo a mano, ganaba 50 ptas por día de trabajo. Compró una máquina de coser a crédito en 4800 ptas y el beneficio que con ella obtuvo lo dedicó a pagar su importe, consiguiéndolo en 32 semanas. Se desea saber lo que ganó la modista por día de trabajo, cosiendo a máquina, teniendo presente que no trabajó los domingos. 

6. En las operaciones que vienen a continuación falta alguna cifra que está sustituida por asterisco. Complétalas.
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7. En la siguiente suma las letras representas dígitos, a letras iguales dígitos iguales y a letras diferentes dígitos diferentes. Sustituye las letras por dígitos de modo que el cálculo resulte correcto y se cumpla que: 

- La suma tiene 83 millares 

- En uno de los sumandos el dígito 4 ocupa el lugar 104. 

- f · 105 – 899 562 = a · 102 + e · 10 + d 
   a b c c d 

+ e d a f g 

   d e b c c
8. De dos números A y B están formados por los mismos dígitos. Hállalos sabiendo que: 

- en A no se repite ningún dígito. 

- los dígitos 1 y 3 no están en B. 

- A y B tienen el mismo dígito en las decenas. 

- en el mayor de los órdenes de A y en el menor de los de B está el resultado de (102 – 54 : 6· 8) : 4 

- la diferencia A – B = 26 298 

- 8 es el único dígito que aparece en los tres términos de esa diferencia y toma los valores posicionales 8; 800 ó 8000.

9. El menor de los números que tiene cuatro unidades de millón, 6 unidades de millar y 2 decenas es la suma de tres números. ¿Cuáles son estos si se conoce que el primero es el cuadrado de 36 aumentado en 52 millares y el segundo es el dividendo en cuya división el cociente tiene 4 centenas y 6 unidades y el divisor es el número de la cantidad de centenas que hay en 3 700? 

10. Si de A = (x ( N: 0 ( x ( 350007( sustraes la suma del producto del mayor número de dos lugares con dígitos no repetidos por su mitad y el producto del mayor número de tres lugares con dígitos no repetidos por la suma de sus dígitos, obtienes un número con: 

___ 32 millares y 1517 decenas 

___ 3 millones y 15 millares 

___ 3215 centenas y 17 unidades 

___ 321 cientos de miles y 517 unidades. 

11. Del cociente de 34408 y 68 se han sustraído 34 decenas y esa diferencia se ha aumentado al número cuya descomposición es 9 ·106 + 3 ·104 + 7 disminuido en 75 cientos de miles. 

¿Cuántos millares tiene el resultado obtenido? ¿Y cuántas decenas?

12. A cada uno de los siguientes ejercicios con texto se le han asociado varias expresiones matemáticas de las cuales solo una conduce a la solución. Márcala con una x. 

a)- Adiciónale a la décima parte del mayor múltiplo de 10 de dos lugares el exceso entre el menor de los múltiplos de 24 distinto de cero y el mayor de los divisores de 16. 

____ 90 : 10 + 24 – 16 

____ 90 : 10 + 24 – 8 

____ 90 : 10 + 24 – 16 

____ 90 · 10 + 24 – 16 

b)- Sustrae del doble de 48 la diferencia entre la tercera parte del mayor número de dos cifras y el décuplo del menor divisor de 6 distinto de 1. 

____ 2 · 48 – 99 : 3 – 10 · 1 

____ 2 · (48 – 99 : 3) - 10 · 1 

____48 : 2 – 99 : 3 – 6 · 10 

____ 2 · 48 – 99 : 3 – 10 · 2 

c)- Al quíntuplo de la diferencia entre el mayor y el menor número de dos dígitos no repetidos adiciónales la octava parte de 56 aumentada en una decena. 

____ 5 · 98 – 10 + 56 : 8 + 10 

____ 5 · (98 – 10) + 56 : 8 + 10 

____5 · (98 – 10) + 56 : 8 + 1 

____ 5 · (98 – 10) + 56 + 10 : 8 

d)- Al cuadrado de 24 sustráele la suma del producto del mayor número de dos lugares con dígitos no repetidos y el antecesor del mayor divisor de 8 y el dividendo en cuya división divisor y cociente son respectivamente 6 y 48. 

___ 24 : 2 - 98 · 7 + 48 · 6 

___ 24 · 2 – 98 · 7 + 48 · 6 

___ 242 – 98 · 7 + 48 · 6 

___ 242 – 98 · 7 + 48 : 6

13. Determina qué propiedad (o propiedades) de las operaciones de cálculo se ha aplicado en cada uno de estos ejercicios: 
[image: image80.png]2)80+ 70 = (80 + 20) + 50 b)6+5=(5+1)+5
=100 + 50 5.5+5.1
=150 =25+5

©)30.42=42.3.10
(40.3+2.3).10
(120+6) 10

1260





14. Selecciona en el libro Matemática 3 tres problemas simples de cada una de las operaciones de cálculo, pero de modo que la misma operación tenga diferente significado en cada caso.

15. Analiza este problema:

-  En un surco hay 60 posturas de tomate. ¿Cuántas posturas había en 9 surcos como ese?

A) Del significado de las operaciones de cálculo en este se aplica:

a) __ Dadas las partes, hallar el todo.

b) __ Dado el todo y la cantidad de partes iguales, hallar el contenido de cada parte.

c) ___ Dada la cantidad de partes iguales y el contenido de cada parte, hallar el todo

d) ___ Dado el todo y una parte, hallar la otra parte.

15.1 Toma los significados dados en el ejercicio 46 y elabora para cada uno un problema simple utilizando como datos cantidades tomadas de la prensa escrita sobre el acontecer nacional o extranjero.

Tema 10: 
Sucesiones

Las líneas directrices de matemática  dentro de su estructuración plantean además que se debe desarrollar en los estudiantes tanto el pensamiento lógico como el matemático, de allí que propone desarrollar en los estudiantes diferentes tipos de pensamiento, dentro de los que se encuentran el funcional. Dado que este tipo de pensamiento se debe trabajar desde los primeros grados de escolaridad.

Nosotros nos dedicaremos en la clase de hoy a este tipo de pensamiento enmarcado en el tema específico de la caracterización del concepto de sucesión numérica. 

En el currículo cubano de  primaria no se dedica, en ningún grado, un tema o capítulo independiente para el tratamiento de las sucesiones numéricas, esto a pesar de la contribución que brinda la línea directriz “Correspondencia y funciones”. En esta los alumnos se deben capacitar para realizar operaciones de seriación al identificar regularidades en sucesiones de carácter numérico y geométrico. Los ejercicios de sucesiones  se deben incluir en las clases como una variedad para tratar los contenidos relacionados con la numeración; de allí, que el concepto de sucesión no se define, aunque si logren caracterizarlo y describirlo de manera intuitiva a través del trabajo con los números naturales. 

Para poder contextualizar este trabajo y puedan explicar cómo dar un tratamiento metodológico que permita la aplicación consecuente de los ejercicios con sucesiones numéricas cuando estudien la didáctica, se hace necesario introducir una definición acerca de lo que es una sucesión numérica. 

Aunque han sido muchos los matemáticos e investigadores que han incursionado en el tratamiento de este tema, veremos la definición dada por Rodríguez y Gilbert, en la revista Dusol (pág.2-3) “Una sucesión numérica es un conjunto cuyos elementos están numerados, esto es, puestos en correspondencia biunívoca o coordinación con los números naturales, de modo que en el conjunto hay un primer elemento, un segundo elemento, etc. Los elementos que la forman se llaman términos y suelen indicarse con una misma letra afectada por un subíndice que indica el número de orden de cada término”
 

a1, a2, a3, a4,…, an 

“Una sucesión es definida o establecida si y sólo si existe una regla dada que determina el término n- ésimo correspondiente a un n entero positivo; esta regla puede estar dada por la fórmula del término n-ésimo.”
 

Por tanto resulta claro que el elemento n- ésimo establece la ley de formación de la sucesión, la cual permite calcular un término cualquiera de ella. De allí, se deriva que: las sucesiones constituyen una herramienta muy poderosa para la construcción de conceptos posteriores como el de función los cuales son abordados en grados superiores. 

Además en el estudio de las sucesiones, el estudiante desarrolla su pensamiento funcional, y este implica poner en acción sus conocimientos previos, fijando su atención en cómo varían los números o las figuras y así poder captar patrones y regularidades que se repiten en los diversos ejercicios.

Pero, ¿Qué es un Patrón? “Un patrón es una propiedad, una regularidad, una cualidad invariante que expresa una relación estructural entre los elementos de una determinada configuración, disposición, composición, etc.”.
 Dentro de un ámbito matemático. Los patrones permiten al estudiante observar y analizar detalladamente una situación de variación, por ende el estudiante evidencia qué cambia y qué permanece invariante. “El análisis cuidadoso de patrones y regularidades permite establecer generalizaciones”

En la psicología  existe una teoría: la teoría de la Gestalt que nace en Alemania y es exportada a EEUU en los años 20 del siglo pasado, introduce  la comprensión intuitiva en el aprendizaje de las matemáticas. 

Una Gestalt es la percepción de una estructura o forma completa como algo más que, simplemente, las partes que las constituyen. El modelo:
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Puede ser percibido como un triángulo aunque sus componentes son tres puntos. Si se percibe la secuencia 135791113151719, no como una secuencia, sino como la sucesión de los números impares menores que 20, se ha hecho una Gestalt.

La tesis  central de la psicología de la Gestalt radica en que la mente trata de  interpretar las sensaciones y las experiencias que le llegan como un conjunto organizado de y no como una colección de unidades de datos separadas, en que está dominada por una tendencia innata gestalts o equilibrios psicológicos.

Entonces volviendo al tema en cuestión:

La idea de sucesión en R es la de una lista de puntos de R.

Son ejemplos de sucesiones:

1; 1; 2; 3; 5; 8; 13;…

2; 4; 6; 8; 10;…

1; 4; 9; 25; 36;…

1; 1/2; 1/3; 1/4;…

1; 10; 100; 1 000; 10 000;…

1; 1, 1; 1, 1,…

Lo importante acerca de una sucesión es que a cada número natural le corresponde un punto de R, por esto damos la siguiente definición.

Definición 1: Sucesión
	Una sucesión es una función de N en R. Si a: N ( R es una sucesión en vez de escribir a(1); a(2); a(3);… suele escribirse a1; a2; a3;…

La misma sucesión suele designarse mediante un símbolo tal como (an(, (an) o (a1; a2;…( 


Ejemplo 1: 

La sucesión de Fibonacci (an( está definida por a1 – a2 – 1, an – an – 1 + an – 2.

Esta sucesión fue descubierta por Fibonacci (1 175 – 1 250 aprox.) en relación con un problema de conejos. Fibonacci supuso que una pareja  de conejos criaba una nueva pareja cada mes y que después de dos meses cada  nueva pareja se comportaba del mismo modo. El número an de parejas nacidas en el n – ésimo mes  es    an – 1 + an – 2, puesto que nace una pareja por cada pareja nacida en el mes anterior, y además cada pareja nacida hace dos meses produce ahora una nueva pareja.

Una sucesión, al igual que toda función, tiene representación gráfica.

Ejemplo 2:
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Las gréficas de {o.n}, {Bn}, {1n}, Son las siguientes:

Sin embargo se obtiene una mejor se obtiene una mejor representacion de una sucesion marcando los
puntos ay, @, @,... sobre una recta:





Este tipo de diagramas nos indican “hacia dónde va” la sucesión.

También vamos a definir:

Definición 2: Secuencia.
	"Una secuencia es un número de cosas o acontecimientos que se presentan uno detrás de otro en un orden fijado o de acuerdo con un patrón definido, por lo general moviéndose por etapas hacia un resultado particular" (Collins, 1987); "Ordenación lineal de las unidades constituyentes de un (...) conjunto o colección " (Real Academia, 1990).


Tomamos el término secuencia como primitivo del término sucesión, ya que los alumnos de la enseñanza primaria comienzan su estudio con secuencias para pasar, posteriormente, a sucesiones.

Definición 3: Sucesión.
	"Aplicación cuyo dominio es el conjunto de los números naturales. La sucesión será de puntos, de números de un cierto tipo, de funciones, etc., si son esos los elementos del conjunto imagen" (Real Academia, 1990).


Vamos a considerar sucesiones de números naturales lineales, cuyas leyes vienen dadas mediante polinomios de primer grado: an = a n + b, que también se denominan progresiones aritméticas.
Números poligonales.

Triangulares.

Los números triangulares reciben su nombre del hecho de presentar una configuración puntual en forma de triángulo regular (Hamberg y Green, 1967; págs.: 339-342; Wells, 1987).

Las representaciones usuales de los números triangulares son:
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Los números triangulares forman la siguiente secuencia: 1, 3, 6, 10, 15,… o bien: 

T1 = 1, T2 = 3,  T3 = 6, T4 = 10, T5 = 15...

Dicha secuencia numérica presenta una regularidad en su formación que descubre el patrón numérico "sumar un natural consecutivo a partir del primer término" que es 1, para obtener los demás términos.

Observando el procedimiento de formación de los números triangulares se descubre un patrón geométrico de la representación de sus términos (Lucas, 1894; págs.: 26-27). Para formar T2 se parte de T1 y se colocan dos puntos en la línea inferior. Para formar T3 a partir de T2 se coloca una línea de tres puntos debajo de las que ya teníamos. Así se procede iterativamente, lo que permite escribir el siguiente patrón numérico:
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La construcción de una secuencia de números triangulares puede realizarse por un procedimiento de sumas reiteradas: (inverso al de las diferencias finitas).
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Cuadrados.

Se denominan así a los números que admiten una configuración puntual regular cuadrada; los números cuadrados se obtienen de contar los puntos que se pueden disponer en forma de tablero, o cuadrado (Fourrey, 1899; págs.: 65-79; Wells, 1987).
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Los números cuadrados son las potencias segundas, o cuadrados, de los números naturales.

1, 4, 9, 16, 25, 36... ; o bien:

C1 = 1, C2 = 4, C3 = 9, C4 = 16, C5 = 25, C6 = 36...

El patrón de formación en esta secuencia numérica es: sumar números impares consecutivos, empezando desde 1. El segundo número cuadrado es suma de los dos primeros impares a partir de 1; el tercer cuadrado es suma de los tres primeros números impares a partir de 1, y así sucesivamente.

El patrón numérico que se obtiene es: 
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También es posible obtener los números cuadrados mediante tabla de sumas sucesivas, siguiendo una pauta inversa a las diferencias finitas:
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Pentagonales.
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Secuencia:

P1 = 1, P2 = 5, P3 = 12, P4 = 22, P5 = 35...

Patrón numérico:
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Tabla de formación.
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Proceso general

Se consideran los siguientes pasos en el estudio de un patrón poligonal:

Representación: se comienza por un punto en todos los casos; a continuación se dibuja un polígono regular con el número de lados que indique el número figurado de que se trate y se señala un punto en cada uno de sus vértices, así se obtiene el número poligonal de rango dos. Para construir los restantes polígonos se toma un vértice de referencia y los demás vértices se alinean con él trazando líneas auxiliares. Sobre cada una de estas líneas (a una distancia igual a la que tienen los puntos colocados inicialmente) se coloca un punto, obteniendo los vértices del nuevo polígono; a continuación se rellenan los lados hasta tener un número de puntos por lado igual al del orden considerado y respetando distancias. Con este procedimiento los lados que hay que rellenar son tantos como tiene el polígono menos dos, por lo que el número de puntos que aumenta cada uno, con respecto al anterior, es igual al número de lados menos dos (Beiler, 1966; pg.: 188).

Secuencia numérica: se obtiene contando, en cada caso, los puntos que tiene la representación geométrica; la obtención de una expresión general para cada secuencia es conocido (Lucas, 1891; pg.: 53; Beiler, 1966; pg.: 189); el término n-ésimo del poligonal de r lados: Pnr = n + (r-2) . n(n-1)/2 , se obtiene como suma de los n primeros términos de la progresión aritmética que comienza en 1 y tiene de razón r - 2.

Tabla de formación, el procedimiento más seguro, ya que identifica los números poligonales de orden r, con la secuencia de términos de diferencias segundas constante k (r - 2) y que comienza por 1:
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Ejemplos:

Ejemplo 1:

Dada la siguiente secuencia:
[image: image93.emf]
a) Determine el 5to término

b) ¿Puedes determinar el término 26? ¿Y el n – ésimo término?

Solución:

a) Cómo puedes observar la secuencia presentada es: 1, 3, 6, 10,…

¿Qué debemos hacer para encontrar el 5to término? Bueno observar entonces cuál es la regularidad, si observamos al 1 se le suma 2 y obtenemos el 3, al 3 le sumamos (2 + 1) y obtenemos 6, al 6 le sumamos ( 2 + 2) y obtenemos 10, al 10 le sumamos entonces (2 + 3) y obtenemos 15, que es el quinto término.

b) Para determinar el término 26, puedes observar que dicha sucesión numérica presenta una regularidad en su formación que descubre el patrón numérico “sumar un número natural consecutivo a partir del primer término” que es 1, para obtener los demás términos.

También podemos observar lo siguiente:
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Lo que nos dice que sumando todos los números naturales hasta el 26 nos da el término que ocupa el lugar 26, es decir: 1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 + 7 + 8 +9 + 10 + 11+ 12 + 13 + 14 + 15 + 16 + 17 + 18 +19 + 20 +21 + 22 + 23 + 24 + 25+ 26 = 351

O podemos encontrar una ley de formación general para la suma de los números naturales consecutivos: [image: image95.png]n(nt+1)



  que es la expresión para encontrar el n – ésimo término.

Ejercicios propuestos:

1. A continuación tienes los tres términos de una secuencia numérica.
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a) Copia esta secuencia y escribe el término siguiente.

b) Escribe el término 7º sin hacer los intermedios.

c) Explica por qué sabes que es ese el término y no otro.
2. En el cuadro siguiente tienes una secuencia puntual y la expresión de los números que representan en forma de potencias. 

a) Copia la tabla y amplíala con los lugares 5º, 9º y nº (enésimo).

b) Explica por qué crees que tu respuesta es la correcta.
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3.  Aquí tienes otra secuencia puntual:

a) Dibuja el término siguiente.

b) Dibuja el término que ocupa el lugar n.

c) Debajo de cada figura indica el número que representa.

d) Escribe debajo de cada número su desarrollo de forma que esté de acuerdo con la representación.

e) Indica si existe alguna diferencia entre estos números y los anteriores.
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4. Tienes la siguiente secuencia:
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a) Escribe el 5º término.

b) Escribe el término enésimo.

c) Realiza una representación puntual de cada uno de los términos.

d) Escribe a continuación como se llaman estos números.

e)  Escribe el término 7º y nº de la siguiente sucesión numérica: 2, 4, 6, 8, 10, 12, ...

f) Si lo crees necesario ayúdate de una representación y de un desarrollo de los números.

5. Continúa esta sucesión de puntos dos términos más. Descompón cada una de las figuras en triángulos (siempre de la misma manera). Busca la expresión general Pn utilizando la expresión de los números triangulares.
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a) Tenemos una expresión de término general Sn=n+(n+1)+(n+2)

b) Indica una propiedad común de los términos de esta sucesión.

6. Inventa el término general de una sucesión.

a) Señala la propiedad común de sus términos.

b) Haz una representación puntual de los tres primeros términos.

7. El ayuntamiento quiere instalar  jardineras y rodearlas con baldosas según el modelo que se ve abajo. (En este modelo hay 14 baldosas rodeando a 3 jardineras) 

a) ¿Cuántas baldosas necesitará el Ayuntamiento para una calle en la que se dispondrán 5 jardineras?

b) ¿Cuántas necesitará para una plaza en la que van a colocarse 15 jardineras?

c) ¿Y para un parque con 100 jardineras? Justifica tu respuesta

8. Un trabajador llega a un acuerdo con el propietario de un pozo. Le pagará 20 pesos por el por el primer metro de profundidad, 50 pesos por el segundo, 80 pesos por el tercero, 110 por el cuarto y así sucesivamente. La profundidad del pozo es de 25 metros.

a) ¿Cuánto recibirá por el último metro?

b) ¿Y en total?

9. Un nadador  ha de preparar su próxima competición en 60 días. Seguirá el siguiente plan: el primer día nadará 500 metros y cada día nadará 50 metros más que el anterior.

a) ¿Cuántos metros nada el vigésimo día de entrenamiento? ¿Y el enésimo?

b) ¿Cuántos kilómetros nadará durante todo período de entrenamiento?

c) Se deja Representa los tres primeros términos de esta sucesión de forma puntual.
10. Dada la siguiente sucesión numérica: 2, 5, 8, 11...

a) Realiza una representación puntual de los cuatro primeros términos.

b) Escribe su término general.
11. Se deja caer una pelota desde una altura inicial  de 15 pies sobre la losa de concreto. Cada vez que rebota alcanza  una altura equivalente a 2/3 de la altura anterior. Determine la altura que alcanza  en el tercer rebote y en n – ésimo rebote.

12. Un objeto se deja caer desde una gran altura, de tal manera que recorre 
 16 pies  durante el primer segundo, 48 pies  durante el segundo, 80 pies durante el tercero y así sucesivamente. ¿Cuánto recorre el objeto durante el sexto segundo?

13. La sucesión de Fibonacci: Suponga que la vida de los conejos es eterna y que cada mes una pareja procrea una nueva pareja, que es fértil al mes. Si comenzamos con una pareja de recién nacidos. ¿Cuántos conejos hay al 10 mes? ¿Y cuántos al 84avo mes?

14. Inventa el término general de una sucesión.

a) Señala la propiedad común de sus términos.

b) Haz una representación puntual de los tres primeros términos.

Ejercicio 15. Realiza la siguiente actividad que se titula “pirámide de vasos”

Materiales: 10 vasos plásticos marcados de la siguiente manera 3 con el número 6, 3 con el número 5, 2 con el número 4 y 2 con el número 3 (los números del vaso indican el puntaje), pelota plástica, lápiz y papel. 

Cómo Jugar: reúnete con tres compañeros, organiza los vasos en forma de pirámide empezando con cuatro vasos en la base, cada jugador lanza la pelota una vez y todos registran los resultados de los vasos derribados en cada lanzamiento en tablas.

Ahora reflexiona:

Supongamos que todos los vasos tienen el número 6 

1. En el primer lanzamiento se obtuvieron 18 puntos, ¿cuántos vasos tumbaron? 

2. Si en el segundo lanzamiento se quieren obtener 12 puntos, ¿cuántos vasos deben tumbar? 

3. ¿Cuál fue el puntaje del tercer intento si se tumbaron 4 vasos? 

4. ¿Cuál sería el puntaje si se tumba un vaso? 

5. En un equipo llenaron la tabla de registros con los datos anteriores pero algunos de ellos se borraron, puedes ayudar a completarlos. 
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6. Ahora supongamos que todos los vasos tienen el número 5 y que en cada intento se tumba un vaso más que en el intento anterior, podrías registrar en una tabla únicamente los puntajes. 
[image: image102.emf]
7. Describe la regla que utilizaste para completar la tabla. 

Tema 11: 
Sistemas de numeración

Un extraterrestre llega a la Tierra. Viene de una galaxia lejana y su misión es contactar con los terrícolas e intercambiar información. Una vez superadas las dificultades de idioma el extraterrestre se interesa, entre otras muchas cosas, por el sistema de numeración escrito que se usa en la Tierra. Los hombres de la Nasa (naturalmente el extraterrestre va a parar a los Estados Unidos) se lo explican y él comenta: "Ah! Es el mismo sistema que utilizamos nosotros, pero nosotros usamos solamente cuatro símbolos, el del cero (  ), el del uno

( (), el del dos ( ⊥ ) y el del tres ( T )". ¿Cómo escribe el extraterrestre el número 9? 

Situación B

El Parlamento Europeo, después de varios asesoramientos científicos, decide cambiar el número de símbolos de nuestro sistema de numeración escrito. Las opciones que se barajan como mejores son la de utilizar sólo seis símbolos (0, 1, 2, 3, 4, 5) o la de utilizar doce símbolos (0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, α, β). Mientras el Parlamento discute nosotros vamos a escribir los primeros 25 números en esos nuevos sistemas.
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Situación C

En el primer cuadro de la hoja adjunta tienes que agrupar las estrellas de 4 en 4.

Después agruparás los grupos de 4 nuevamente de 4 en 4. Se sigue el proceso mientras sea posible continuarlo y, una vez finalizado, se escribe en las casillas situadas encima del cuadro (empezando por la derecha) el número de estrellas que ha quedado sin agrupar de 4 en 4, en la casilla siguiente, el número de grupos de 4 que no se han podido agrupar de 4 en 4, hasta llegar a escribir el número de las últimas agrupaciones realizadas.

En los demás cuadros se realiza el mismo proceso pero agrupando de 6 en 6, de 10 en 10 y de 12 en 12, respectivamente.

Hoja de datos para la situación C

[image: image104.emf]
Necesidad de aumentar el tamaño de las colecciones de objetos numéricos.

La aparición en el Neolítico de sociedades estatales y del entramado administrativo que una sociedad de este tipo conlleva plantea la necesidad de:

• Obtener el cardinal de colecciones formadas por muchos objetos (colecciones muy numerosas).

• Recordar los cardinales correspondientes a muchas colecciones. 

La contabilidad de un Estado exige la representación de números grandes y el almacenamiento de esos números de forma que sean fácilmente localizables. Pero eso supone:

• La invención de muchas palabras numéricas o la utilización de muchos objetos numéricos para representar grandes números.

• La búsqueda de sistemas de representación de los números que permitan al receptor del mensaje entenderlo con rapidez.

• La búsqueda de sistemas de representación de los números que permitan guardarlos en memoria de forma duradera, accesible y ocupando poco espacio.

Para resolver estas exigencias, las diferentes sociedades han creado sistemas de numeración compuestos por un pequeño número de signos que combinados adecuadamente según ciertas reglas sirven para efectuar todo tipo de recuentos y representar todos los números necesarios a esas sociedades. Para ello se han basado en dos principios:

• Los signos no representan sólo unidades sino también grupos de unidades. A cada uno de esos grupos de unidades se le llama unidad de orden superior. Al número de unidades que constituye cada unidad de orden superior se le llama base del sistema de numeración.

• Cualquier número se representa mediante combinaciones de los signos definidos en el sistema de numeración.

Algunos ejemplos de sistemas de numeración escritos

Vamos a referirnos ahora a diversos sistemas de numeración escritos, todos ellos de base 10, pero que han sido construidos a partir de principios diferentes.

a) Sistema jeroglífico egipcio: Se basa en la definición de símbolos para la unidad, diez y las potencias de diez.

b) Sistema chino: En el sistema chino no sólo se tienen símbolos para la unidad, diez y las potencias de diez sino para todos los números intermedios entre uno y diez

c) Sistema hindú: En el norte de la India y desde el siglo III a. C., existió un sistema de numeración escrito cuyos primeros símbolos eran los siguientes potencias de 10. (A los signos del 1 al 9 se les suele llamar cifras o dígitos). Aparece así una notación posicional en la que el significado de la cifra se complementa con la posición que ocupa. La cifra situada en la casilla de la derecha del número anterior significa 9 mientras que situada en la siguiente casilla significaría 90 y en la siguiente 900. Naturalmente, cuando faltaba una unidad de un orden determinado se dejaba la casilla correspondiente vacía.

El vacío se indica mostrándolo, no rellenándolo con un signo. La idea de inventar un signo para indicar la no existencia de unidades o la existencia de un lugar vacío es una idea sorprendente y se les ocurrió, por fin, a los matemáticos hindúes a principios del siglo VI d. C., lo que les permitió prescindir de las barras verticales a la hora de representar los números. A partir de entonces un número, por ejemplo el 9100 se representó así:

Cuando los árabes conquistaron el norte de la India conocieron este sistema de numeración y al darse cuenta de lo mucho que facilitaba los cálculos lo adoptaron. 

Nuestro sistema de numeración escrito es, por tanto, una invención hindú que, posteriormente, fue asumida por los árabes, los cuales la difundieron por todo su imperio. Los contactos comerciales y culturales de Europa con el mundo árabe propiciaron la difusión de este sistema en la Europa occidental donde entró en competencia con el sistema de numeración romano. Lentamente fue ganando adeptos hasta que a finales del siglo XVIII quedo definitivamente implantado.

Tipos de sistemas de numeración

Los ejemplos anteriores nos muestran la existencia de diferentes tipos de sistema de numeración que ahora vamos a definir con más precisión.

a) Sistema aditivo regular: En este sistema se definen símbolos para la unidad, la base y las potencias de la base. El número representado se obtiene sumando los valores de los signos que componen su representación. El sistema egipcio es un ejemplo de sistema aditivo regular de base 10.

b) Sistema multiplicativo regular: En él se definen símbolos para la unidad, la base, las potencias de la base y todos los números comprendidos entre la unidad y la base. El número representado se obtiene multiplicando cada potencia de la base por el valor del símbolo que le precede y sumando los resultados junto con las unidades. Un ejemplo de este tipo de sistemas es el sistema chino de numeración que es un sistema multiplicativo regular de base 10.

c) Sistema posicional regular: En este sistema se definen símbolos para la unidad y los números comprendidos entre la unidad y la base. También se define un símbolo, el cero, para indicar la no existencia de unidades. En cambio, no se definen símbolos específicos para la base ni para las potencias de la base, representándose éstas por medio de combinaciones de los símbolos de la unidad y del cero. En estas condiciones, cada uno de los signos que componen la representación del número, dependiendo del lugar que ocupa, hace referencia a las unidades o a una determinada potencia de la base. El número representado se obtiene de la misma manera que en un sistema multiplicativo. Nuestro sistema de numeración escrito es un ejemplo de sistema posicional decimal.

Reglas de los sistemas de numeración posicionales
	Las reglas de los sistemas de numeración posicional ordenada se pueden sintetizar de la siguiente manera:

1. Elegido un número b >1 como base del sistema de numeración, se utilizan b símbolos, llamados cifras o guarismos (0, 1, 2, ..., b-1) que representan el cero y los primeros números naturales.

2. Cada b unidades simples (o de 1er orden) forman una unidad de 2º orden, y se escribe a la izquierda de las unidades de 1er orden. (Principio del valor relativo de las cifras)

3. Se continúa el proceso como en 2)

4. Cuando no hay unidades de un orden (carencia de unidades) se expresa mediante un 0 en la posición correspondiente.

5. La base b se representa por 10(b (es la unidad de 2º orden); la unidad de tercer orden, b2 se expresará como 100(b.


Teorema fundamental: Existencia y unicidad de la expresión de un número n en base cualquiera b
	Dado un número natural b (que se llama base del sistema de numeración), todo número natural n ∈ N se puede expresar de manera única mediante el siguiente polinomio:

n= ckbk + rkbk-1 + rk-1bk-2 + .... + r3b2 + r2b + r1 donde r1, r2, ..., rk, ck, son números naturales menores que b.


Cambios de base en los sistemas de numeración

Para comprender las reglas de los sistemas de numeración posicionales ordenados, entre los que se encuentra el sistema decimal de numeración habitualmente usado, es conveniente realizar y analizar las tareas de paso del sistema de numeración base 10 a otras bases distintas, tanto menores que 10, como mayores, y viceversa.

Paso de la escritura en base 10 de un número n a la base b
	En primer lugar habrá que determinar la cifra de las unidades (o de primer orden), para lo cual habrá que dividir n entre b; el resto será la cifra de la unidades de la nueva expresión. 

Para hallar la cifra a colocar en la posición de segundo orden se divide el primer cociente obtenido por b y se toma el resto; y así sucesivamente.


Ejemplo1: 

El número 235(10, expresado en base 5 será: 1420(5. 


Paso de la escritura de un número n en base b a base 10
	Basta expresar la escritura de n en forma polinómica (en forma de potencias de la base b) y realizar las operaciones indicadas en base 10; el resultado será la escritura en de n en base 10.


Ejemplo 2:

El número 2034(5 será el 269(10 ya que,

2034(5 = 2.53 + 0.52 +3.5 + 4 = 269 (haciendo las operaciones en base 10)

El paso de la escritura de un número de base b1 a base b2 se puede realizar pasando el número dado en base b1 a base 10 y después dicho número en base 10 a base b2 por el método explicado anteriormente.

Características de nuestros actuales sistemas de numeración escrito y oral

a) Sistema de numeración escrito

Como ya hemos dicho antes es un sistema posicional regular de base 10. Los símbolos que se definen son: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 y 9.

b) Sistema de numeración oral

Es un sistema multiplicativo
 y de base 10 pero con irregularidades. Es un sistema multiplicativo porque define símbolos no sólo para los números anteriores a la base sino también para la base y sus potencias. El número 3400 no lo leemos como "tres cuatro cero cero" sino como "tres mil cuatrocientos", es decir, hacemos referencia a las potencias de la base "mil" y "cien" o "ciento".

Las irregularidades dependen del idioma y en castellano son las siguientes:

• Once, doce, trece, catorce y quince. En un sistema regular se diría: dieciuno, diecidos, diecitrés, diecicuatro y diecicinco.

• Veinte, treinta, cuarenta, cincuenta, sesenta, setenta, ochenta, noventa. En un sistema regular se diría: dos dieces (o dos decenas), tres dieses, cuatro dieses, etc.

• Quinientos en lugar de cinco cientos

• Algunas de las potencias de diez no tienen un símbolo específico, sino un símbolo compuesto por los correspondientes a otras potencias. Así, por ejemplo, la potencia 104 no tiene un símbolo propio como le correspondería en un sistema regular, sino un símbolo compuesto: diez mil. Lo mismo sucede con otras potencias de la base (105 se dice cien mil, 107 se dice diez millones, 108 se dice cien millones, etc.), lo que hace que las potencias mil (103) y millón (106) se conviertan en bases auxiliares.

• La palabra 'billón' tiene un significado ambiguo. En España y otros países de origen latino quiere decir 'un millón de millones' (1012), mientras que en los países de tradición anglosajona la palabra equivalente significa 'mil millones' (109).

c) Sistema de numeración oral ordinal

Se usa para nombrar a los ordinales, aun cuando también puede usarse para ello el sistema oral habitual. Es un sistema de numeración de base 10 en el que se definen símbolos para la unidad y los demás números anteriores a la base, para la base y sus potencias, y también para los nueve primeros múltiplos de la base y del cuadrado de la base. Un número viene dado por la suma de los valores de los signos que lo representan; es por tanto un sistema de tipo aditivo, pero con una sobreabundancia de términos. En muchas de las palabras que nombran a los diferentes múltiplos de la base o de la base al cuadrado se hace patente un criterio de tipo multiplicativo. Por ejemplo, el término 'octingentésimo' se relaciona con los términos 'ocho' y 'centésimo'.

Los símbolos de este sistema de numeración son los siguientes: primero, segundo, tercero, cuarto, quinto, sexto, séptimo, octavo, noveno, décimo, undécimo (o décimo primero), duodécimo (o décimo segundo), vigésimo (20), trigésimo (30), cuadragésimo (40), quincuagésimo (50), sexagésimo (60), septuagésimo (70), octogésimo (80), nonagésimo (90), centésimo (100), ducentésimo (200), tricentésimo (300), cuadringentésimo (400), quingentésimo (500), sexcentésimo (600), septingentésimo (700), octingentésimo (800), noningentésimo (900), milésimo (1000), millonésimo (1.000.000). Según esto el ordinal 783 se diría septingentésimo octogésimo tercero. Hoy en día, bastantes de estos términos han caído en desuso.

A continuación vamos a describir otros sistemas de numeración, lo que nos permitirá ver cómo diferentes culturas han resuelto el problema de representar los números.

Sistemas de numeración orales: ejemplos

En la lengua Api de las Nuevas Hebridas representan los 24 primeros números partiendo de 5 palabras: tai, lua, tolu, vari, luna (que significa literalmente "la mano") que equivalen a nuestras palabras: uno, dos, tres, cuatro y cinco. A partir de ahí los números siguientes los nombran combinando esas palabras: para 6 se dice: otai (literalmente 'el nuevo uno')

Se trata de un sistema de base 5,pues los números se expresan indicando los grups de cinco que los compenen y el resto que queda.

En euskera las palabras que se utilizan para nombrar los diez primeros números son las siguientes: bat (uno), bi (dos), hiru (tres), lau (cuatro), bost (cinco), sei (seis), zazpi (siete), zortzi (ocho), bederatzi (nueve), hamar (diez). 

Se trata de un sistema de base 20 con una base auxiliar 10. En el sistema de numeración oral francés también se conservan vestigios de una base 20. Se dice, por ejemplo: 'quatrevingts' (cuatro veintes) para indicar 'ochenta' y 'quatre-vingts-dix' (cuatro veintes diez) para indicar ‘noventa’.

Sistemas de numeración basados en colecciones de objetos: ejemplos

a) Muescas: La utilización de muescas para llevar una cuenta está documentada desde la Prehistoria.

b) Objetos ensartados en hilos: collares

c) Objetos ensartados en varillas: ábacos

d) Nudos

e) Objetos sueltos: valor definido por la posición

f) Objetos sueltos: valor definido por alguna característica del objeto

Sistemas de numeración basados en partes del cuerpo humano: el origen de algunas bases

Se cree que la mayor parte de los sistemas de numeración tienen su origen en otros más primitivos basados en la utilización de distintas partes del cuerpo humano como objetos numéricos. Las bases más utilizadas: 5, 10, 12, 20, 60 pueden explicarse como un intento de aumentar la capacidad contable de los dedos.

a) Base cinco

Si utilizamos los dedos de la mano derecha para contar unidades hasta cinco y por cada cinco unidades levantamos un dedo de la mano izquierda estaremos en un sistema de numeración de base cinco. Cada cinco unidades dan lugar a una unidad de orden superior, los dedos de la mano izquierda, y toda la mano izquierda representará una unidad de segundo orden compuesta de 25 unidades.

b) Base diez

Aparece al utilizar los dedos de las dos manos para contar unidades. Un hombre representaría una unidad de orden superior, la decena.

c) Base veinte

Aparece al utilizar los dedos de las dos manos y de los dos pies para contar unidades. Un hombre representaría la unidad de orden superior que en este caso sería una veintena.

d) Base doce

Se explica si se utiliza el dedo pulgar de la mano derecha para contar las falanges de los otros dedos de la misma mano. Tenemos así doce falanges en la mano derecha. Si además por  cada doce unidades señalamos una falange de la mano izquierda tendremos una unidad de primer orden, la docena, y las dos manos representaran una unidad de segundo orden (144 = 122).

e) Base sesenta

Aparece como una combinación de cinco y doce si contamos falanges con la mano derecha y por cada docena levantamos un dedo de la mano izquierda. Las dos manos representan entonces una “sesentena”.

Otros ejemplos históricos de sistemas de numeración escritos

La necesidad de almacenar información numérica propia de las sociedades estatales propicia la aparición de los sistemas escritos de numeración. Estos números escritos se conservan bien, ocupan poco lugar y su almacenamiento se organiza con facilidad; tienen, por tanto, ventajas frente a las representaciones numéricas orales o mediante objetos. A continuación vamos a ver algún ejemplo más:

a) Los sumerios empezaron a desarrollar una contabilidad escrita a partir del 3200 a.C. consistente en dibujar en tablillas de arcilla las figuritas de barro que utilizaban para indicar los números. 

b) Los matemáticos y astrónomos de Babilonia fueron los primeros en construir un sistema de numeración escrito en el que se utilizaba en parte un criterio posicional. Su sistema posicional era de base 60 donde los signos que indican cuántas unidades o diferentes potencias de la base tiene el número constituyen un sistema aditivo de base 10. Este sistema tenía muchos inconvenientes porque la falta de un cero y la mezcla de sistema posicional con aditivo creaba muchas ambigüedades en la escritura de los números. 

c) En Italia, antes del Imperio Romano existían pueblos de pastores que habían desarrollado una cultura de muescas. Por cada cabeza de ganado que contaban grababan una muesca en un palo o hueso. Para facilitar la lectura de las muescas empezaron a agruparlas de cinco en cinco haciendo marcas separadoras que sintetizasen la información numérica contenida en las muesca.

Al llegar a la quinta muesca grababan un trazo oblícuo y en la décima dos trazos oblícuos cruzados. Volvían a grabar el trazo oblícuo en la muesca número 15 y el aspa en la número 20. Para facilitar la lectura de números más grandes inventaron signos específicos para 50, 100, 500 y 1000.

El siguiente avance se produce cuando esos pastores se dan cuenta de que no es necesario grabar todas las muescas puesto que algunas de ellas ya recogen toda la información anterior.

Es decir, cuando descubren que para expresar el número IIIIV IIIIV IIIIX IIIV II es suficiente con escribir XXVII

Los romanos heredaron estas marcas y acabaron por identificarlas con algunas letras.

Así, el trazo oblicuo se identificó con la letra V, el aspa con la X, la marca para 50 se transformó en una L, la de 100 en una C, y la de 500 y 1000 en una D y una M, respectivamente. Además añadieron una última modificación al sistema consistente en introducir un principio sustractivo para acortar la escritura de ciertos números. De acuerdo con este principio escribían IV en vez de IIII, IX en vez de VIIII, XL en vez de XXXX, etc.

Estamos pues ante un sistema de tipo aditivo, aunque con irregularidades, de base 10 y con una base auxiliar 5. Este sistema todavía lo usamos nosotros para indicar ordinales y fechas.

Actualmente para escribir en números romanos seguimos las siguientes reglas de escritura:

i) Los símbolos I (uno), X (diez) , C (cien) y M (mil) son los ‘principales' y los símbolos V (cinco), L (cincuenta) y D (quinientos) los 'secundarios'.

ii) Los símbolos principales no se pueden repetir más de tres veces y los secundarios no pueden repetirse ninguna vez.

iii) Todo símbolo situado a la derecha de uno de igual o mayor valor se suma. Si un símbolo principal está situado a la izquierda de un símbolo de mayor valor se resta.

iv) A la izquierda de un símbolo solo se puede poner como símbolo de menor valor el símbolo principal inmediatamente anterior.

v) Los millares, diez millares, cien millares, etc. de los números mayores o iguales que 4.000 se escriben como si fueran unidades, decenas, centenas, etc., colocándoles una raya horizontal por encima. Por ejemplo, 583.459 se escribe, DLXXXIII CDLIX.
Ejemplos:

Ejemplo1: 

El número 235(10, expresado en base 5 será: 1420(5. 


Ejemplo 2:

El número 2034(5 será el 269(10 ya que,

2034(5 = 2.53 + 0.52 +3.5 + 4 = 269 (haciendo las operaciones en base 10)

El paso de la escritura de un número de base b1 a base b2 se puede realizar pasando el número dado en base b1 a base 10 y después dicho número en base 10 a base b2 por el método explicado anteriormente.

Ejercicios propuestos:

1. En los siguientes ejercicios, escribe todas las posibilidades utilizando un código de escritura adecuado y cuenta después cuántas son. Si salen muchos casos posibles encuentra algún procedimiento que permita hallar el número total sin tener que contar y describe cómo podrían escribirse todos los casos.

a) Distribuye, de todas las maneras posibles, 15 monedas de peseta en cuatro montones.

b) Ana, Marisa, Luis y Pedro quedan en una cafetería. Llegan de uno en uno. Escribe las posibilidades de orden de llegada de esas cuatro personas.

c) Escribe todos los números de tres cifras que se pueden formar con los dígitos 3, 4, 7, y 9. ¿Cuántos son mayores de 700?

2.  Averigua cuántos cuadrados se pueden trazar sobre la trama siguiente con la condición de que los vértices de cada cuadrado sean puntos de la trama:
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3. Construye un sistema multiplicativo de base 8 y utilízalo para expresar los números 32768, 5400 y 89. Haz las transformaciones necesarias para convertirlo en un sistema posicional de base 8. Vuelve a escribir los números anteriores en el nuevo sistema.

4. Construye un sistema multiplicativo de base 5 y utilízalo para expresar los números del ejercicio anterior. Haz las transformaciones necesarias para convertirlo en un sistema posicional de base 5. Vuelve a escribir los números anteriores en el nuevo sistema.

5.  En los siguientes ejercicios suponemos que todos los sistemas de numeración son posicionales. Lo único que puede variar es la base del sistema.

a. ¿En qué base debe escribirse el número 17 para que se convierta en el 21?

b. ¿En qué base debe escribirse el número 326 para que se convierta en el 2301?

c. ¿En qué sistema de numeración se verifica que 55+43 = 131?

d. ¿En qué sistema de numeración se verifica que 54 x 3 = 250?

6. Sabiendo que en un cierto sistema de numeración se tiene que 36 + 45 = 103, calcula el producto 36 x 45 en dicho sistema.

a)  Halla la base del sistema de numeración en el que el número 554 representa el cuadrado de 24.

b)  En los sistemas de numeración de bases x y x +1, un número se representa por 435 y 326 respectivamente. Halla x y la expresión de dicho número en el sistema decimal.

c)  Halla la base del sistema de numeración en el que los números 479, 698 y 907 están en progresión aritmética.

d)  Un número de tres cifras en el sistema de base 7 tiene sus cifras invertidas en el sistema de base 9. ¿Cuál es ese número? Exprésalo en base decimal.

7. Efectúa las siguientes operaciones en las bases que se indican:
[image: image106.emf]
8. Escribe en el sistema romano los números siguientes:

a) 92

b) 990

c) 1309

d) 4804

e) 2746005

9. Coloca de manera conveniente un dígito en el lugar donde están “ x ” e “ y “ para que el número natural n = 56xy12 sea el mayor número que contenga los dígitos ya dados en él.

10.1) Escribe cómo se lee el número n

10.2) ¿Cuántas decenas tiene n?

10.3) Escribe el número n empleando los símbolos de la numeración romana.

10.4) Si m = 1. 10 5 + 2 .10 3 , compara n y m. Fundamenta.

10. Escribe un número natural n que tenga 34 007 centenas.

a) Escribe el numeral.

b) ¿Es n > m si m = 5 • 10 8 + 2 • 10 5 + 7 • 10 2 ? Fundamenta tu respuesta.

11. Escribir en el sistema decimal:
[image: image107.png]a) CMXLV
b) DCCXXXII
a) ¢) CCXLV DCeVIl




12. Si de 3 ·105 + 5 ·104 + 7 sustraes la suma del producto del mayor número de dos lugares con dígitos no repetidos por su mitad y el producto del mayor número de tres lugares con dígitos no repetidos por la suma de sus dígitos, obtienes un número con:

___ 32 millares y 1517 decenas

___ 3 millones y 15 millares

___ 3215 centenas y 17 unidades

___ 321 cientos de miles y 517 unidades.

13. Del cociente de 34408 y 68 se han sustraído 34 decenas y esa diferencia se ha aumentado al número cuya descomposición es 9 ·106 + 3 ·104 + 7 disminuido en 75 cientos de miles. ¿Cuántos millares tiene el resultado obtenido? ¿Y cuántas decenas?

14. El número formado por 42 decenas y aquel cuya representación en el sistema romano es XCIV son dos factores del minuendo del cual se ha sustraído 2·104 + 8·10 + 6. ¿Cuánto faltaría a esa diferencia para obtener una unidad de millón?

15. Resuelve los siguientes ejercicios:

a) En una división inexacta el dividendo está formado por 7 ·106 + 6 ·103 + 3· 10 + 2 y el divisor tiene 83 decenas y 5 unidades. Comprueba que el resto tiene 45 decenas y 3 unidades menos que el divisor.

b) Sean m, n, r, números naturales tales que: m= 24 millares y 6 unidades, n = 20 centenas y 5 unidades,             r = 3·105 + 5·10. ¿Es la suma de las diferencias entre m y n y entre m y r superior a una centena de millar? ¿Cuántas decenas como exceso existen entre esa suma y esa cantidad?
[image: image108.png]©) Si x = VITIDCCLXIV, y = 46 decenas, z = mayor digito par, m = 6:108 + 3-10¢ + 9-10% + 6102 + 310,
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Fundamenta.

Tema 12: 
Divisibilidad
Definición 1: Primera definición de divisor:
	Dados dos números naturales a y b decimos que a es un divisor de b si existe un número natural n que multiplicado por a es igual a b, na = b.


Definición 2: Segunda definición de divisor:
	Dados dos números naturales a≠ 0 y b decimos que a es un divisor de b si al efectuar la división entera de b por a se obtiene resto cero.


Estas dos definiciones son equivalentes en el caso de ser a≠ 0. En efecto, si se cumple la primera, al dividir b entre a obtendremos cociente n y resto cero. Por otra parte, si se cumple la segunda, b tendrá que ser igual al divisor a por el cociente q y ya hemos encontrado un número natural que multiplicado por a da b.

Definición 3: Múltiplo de un número.
	Se dice que a es múltiplo de b si existe un número natural n que multiplicado por b es igual a a, a = nb.


Las siguientes expresiones son equivalentes: a es un divisor de b, b es un múltiplo de a, a divide a b, b es divisible por a. Para indicar que a es divisor de b se utiliza la notación a | b y para indicar que b es un múltiplo de a.

En las clases de los primeros grados, se utilizan los conceptos de divisor y múltiplo, los escolares resuelven ejercicios con las siguientes órdenes:

· Forma los múltiplos de 100, desde 100 hasta 1 000

· ¿Qué número tienes que sumar al resultado de quintuplicar 957, para obtener 7 230?

· Escribe los múltiplos de 2 que se encuentran entre 3 y 11.

· Di si los siguientes números son divisibles por 5: 15, 17, 25, 41, 45.

· ¿Por qué números 12 es divisible?

· Escribe todos los números entre 3 y 30, que sean divisibles por 3.

Además debemos recordar que la relación de divisibilidad es una relación de orden y que cumple con las propiedades reflexiva, antisimétrica y transitiva

Notaciones algebraicas:

Indicaremos los números naturales con letras cualesquiera: a, b, c, n, m, etc.

Si dividimos los números naturales por dos obtenemos una partición en dos subconjuntos: el conjunto formado por los números que son divisibles por dos, los números pares, y el conjunto formado por los números que dan resto uno, los números impares.

Indicaremos un número par cualquiera con las expresiones: 2a, 2n, etc. y un número impar con: 2a + 1, 2n -1,    2m + 3, etc.

Si dividimos los números naturales por tres obtenemos tres subconjuntos: los números divisibles por tres, los que tienen resto uno y los que tienen resto dos. Los denotaremos por: 3n, 3p, ..., 3n + 1, 3m -2, ..., 3n + 2, 3a + 5, ..., respectivamente.

De modo análogo se denotan los números que se obtienen al dividir por cuatro, cinco,

etc.

Propiedades de la divisibilidad

La relación de divisibilidad tiene las siguientes propiedades:

a) Si un número es divisor de otros dos entonces es divisor de su suma.

b) Si un número es divisor de otros dos entonces es divisor de su diferencia.

c) Si un número es divisor de otro entonces es divisor de cualquiera de sus múltiplos.

d) Si un número es divisor de otro y multiplicamos los dos números por una misma cantidad la relación de divisibilidad se sigue conservando.

e) Si un número es divisor de otros dos entonces es divisor de su producto.

f) Si un número es divisor de otro entonces es divisor de cualquiera de sus potencias de exponente natural mayor o igual que uno.

g) La unidad es divisor de todos los números naturales.

h) Todo número natural es divisor de sí mismo.

i) Todo número natural es divisor de cero.

j) Cero sólo es divisor de sí mismo.

Criterios de divisibilidad

En general, para saber si un número es divisible por otro se efectúa la división entera y se comprueba si el resto es cero, pero, en algunos casos, existen reglas que permiten averiguar si un número es divisible por otro sin necesidad de efectuar la división.

En la escuela los alumnos después que reconocen que la división no siempre tienen solución, investigan la divisibilidad de los números por un determinado divisor, lo que se resume en proposiciones acerca de la divisibilidad que se formulan en forma de reglas.

 A estas reglas se les llama criterios de divisibilidad. Vamos a enunciar y justificar algunas de ellas. En lo que sigue suponemos que n es un número natural.

a) Divisibilidad por 2, 5 o 10: Si descomponemos el número n en decenas y unidades, n = 10b + a, se observa que el término 10b es siempre divisible por 2, 5 y 10. Por tanto, la divisibilidad de n por esos números depende de la de la cifra de las unidades, a, y, en general, podemos decir que:
	“Un número es divisible por 2, 5 o 10 si, y sólo si, la cifra de las unidades es divisible por 2, 5 o 10, respectivamente. O también, un número es divisible por 2 si la cifra de las unidades es par, es divisible por 5 si la cifra de las unidades es 0 o 5 y es divisible por 10 si la cifra de las unidades es 0.”


b) Divisibilidad por 4, 20, 25, 50 o 100: Si descomponemos el número n, supuesto de tres o más cifras, en centenas por un lado y decenas y unidades por el otro, n = 100c + ba, se observa que el término 100c es siempre divisible por 4, 20, 25, 50 y 100. Por tanto, la divisibilidad de n respecto a esos números depende de la divisibilidad de ba que representa las decenas y unidades de n. Podemos decir entonces que:
	“Un número es divisible por 4, 20, 25, 50 o 100 si, y sólo si, el número formado por la cifra de las decenas y la de las unidades es divisible por 4, 20, 25, 50 o 100, respectivamente.”


c) Divisibilidad por 8, 40, 125, 200, 250, 500 o 1000: Si descomponemos el número n, supuesto de cuatro o más cifras, en millares por un lado y centenas, decenas y unidades por el otro, n = 1000d + cba, se observa que el término 1000d es siempre divisible por 8, 40, 125, 200, 250, 500 y 1000. Por tanto, la divisibilidad de n respecto a esos números depende de la divisibilidad de cba que representa las centenas, decenas y unidades de n. Podemos decir entonces que:
	“Un número es divisible por 8, 40, 125, 200, 250, 500 o 1000 si, y sólo si, el número formado por las centenas, decenas y unidades es divisible por 8, 40, 125, 200, 250, 500 o 1000, respectivamente.”


d) Divisibilidad por 3 o 9: Si descomponemos en todas sus cifras un número n de, por ejemplo, 4 cifras, obtenemos n = 1000d + 100c + 10b + a = 999d + d + 99c + c + 9b + b + a = (999d + 99c + 9b) + (d + c + b + a) = 9(111d + 11c + b) + (d + c + b + a). Como el primer paréntesis va multiplicado por 9, ese término será siempre divisible por 3 y por 9 y, por tanto, la divisibilidad de n respecto a 3 o 9 depende de la divisibilidad de                     d + c + b + a. Esta demostración es generalizable a números con un número cualquiera de cifras. Por tanto, podremos decir que:
	“Un número es divisible por 3 o 9 si, y sólo si, la suma de sus cifras es divisible por 3 o 9, respectivamente.”


e) Divisibilidad por 11:
	Un número es divisible por 11 si, y sólo si, sumando, por un lado, las cifras que ocupan lugar par y, por otro, las que ocupan lugar impar y restando el menor de los números obtenidos al mayor se obtiene un múltiplo de 11.


f) Divisibilidad por 7: 
	Se separa con una coma (o se tacha) la cifra de las unidades del número, se multiplica esta cifra por 2 y el producto se resta del número que queda a la izquierda de la coma. En la diferencia obtenida se separa con una coma (o se tacha) la cifra de las unidades, se multiplica esta cifra por 2 y el producto se resta del número que queda a la izquierda de la coma. Así sucesivamente se continúa la operación, hasta obtener cero o un número pequeño que, por inspección, s epoda saber si es o no múltiplo de 7. Si se llega a obtener cero o un múltiplo de 7, el número dado es divisible por 7; en caso contrario no lo es.


Método general para encontrar el carácter de divisibilidad por un número primo cualquiera: 

	Buscamos un múltiplo del número que termina en 1. Si en este producto prescindimos de las unidades, el número por el cual hay que multiplicar, es el número que queda a la izquierda.  A continuación se sigue el mismo procedimiento que para la divisibilidad por 7.


Ejemplos:

Ejemplo 1:

Investigar si el número 85 230 948 es o no divisible por 11.

Solución:

Recuerda que tienen que tienes que tener en cuenta el criterio de divisibilidad por 11, el cual plantea que, un número es divisible por 11 si, y sólo si, sumando, por un lado, las cifras que ocupan lugar par y, por otro, las que ocupan lugar impar y restando el menor de los números obtenidos al mayor se obtiene un múltiplo de 11

Entonces las cifras que ocupan los lugares pares son: 8, 0, 2 y 4 y las que ocupan los lugares impares son 5, 3, 9, y 8.

Sumándolas:

8 + 0 + 2 + 4  = 14

5 + 3 + 9 + 8 = 25

Restando 25 – 14 = 11

Por lo que podemos decir que el número es divisible por 11.

Ejercicios propuestos:
[image: image109.png]1. Encontrarlos nimeros de tres cifres miltiplos de 13 y tales que la cifrade las centenas sea igual ala
cifradelas unidades. Entre las soluciones solo hay un mliplo de 9, explicar por qué.

2. Determinalas cifras x e y de manera que el nimero N = 28x75y sea divisible por 33

3. Encontrar un nimero de cuatro cifras diferentes de cero N = mcdu tal que tenga mcdu = malti. 11, md.
w

4. Digaqué cifras debe afiadirse ala derecha de 3254 para que resulte un mittiplo de 11 de cinco cifras.

W0tss 10722
5 ¥~ toma un valor entero.

=mit. 7, m+c+d+

5. Demostrar que para cualquier valor natural de n, las expresiones

6. Hallar todos los nimeros de cinco cifras basicas dela forma 34x5y, donde x es Ia cifra de las centenas e
yla cifrade las unidades, los cuales son divisibles por 36

7. Hallar el nimero de tres cifras basicas, si el nimero de cuatro cifras abc es el triplo del numero de
cuatro cifras 2abe.

8. Forme los siguientes subconjuntos del conjunto N de los nimeros naturales del 1 hasta el 50.
Represente las relaciones entre N, C1 y C, mediante diagramas.

C;: el subconjunto de todos los nimeros divisibles por 2.

Cy: el subconjunto de todos los nimeros divisibles por 5.

9. Represente mediante diagramas las relaciones existentes entre los siguientes conjuntos: conjunto de los.
niimeros naturales; conjunto de los numeros divisibles por 3; conjuntos de los nimeros divisibles por 9.

10.  Determinelos valores que deben tener , y,  para obtener el menor nimero posible de cinco cifras
que sea divisible por 2, 3y 4 en la expresion x5y8z.

11, Escribael menor nimero de 8 cifras conun 3 en el lugar de las centenas de millar y un 9 en e lugar

dela centenas que es divisible por 2, pero no es divisible ni por 3 ni por 5.




[image: image110.png]12.  Escribala sucesion formada por los cinco primeros nimeros divisibles por 12,20 y 45 a la vez.
Explique c6mo se han obtenido los términos de la sucesion.

13.  Elenale dice a Daniela: piensa en un nimero de cuatro digitos (cifras) diferentes que cumple que
cadauno de los digitos es un nimero impar y es el menor nimero que se puede formar con esos digitos.
14, Escribe el nimero a millones b mil ¢, si conoces que a es el menor nimero de dos cifras repetidas,
bes el nimero de tres cifras consecutivas ordenadas que tienen un digito cero y ¢ es el menor nimero de
tres cifras no repetidas.

15.  Determinael nimero natural que cumpla con todas las condiciones siguientes:

- Suprimera cifra, de izquierda a derecha, coincide con la ditima del minimo comin mitiplo de 8, 13 y
",

- Noes un nimero divisible por 2.

- Esel mayor nimero natural de cuatro cifras divisible a la vez por 5 y por 3.




Tema 13: 
Números primos

La mayoría de los números tienen lo que podríamos llamar un «buen comportamiento» aritmético: los pares se alternan siempre con los impares, los múltiplos de 3 aparecen siempre cada tres números, los cuadrados perfectos siguen una ley de formación fácil de determinar, y de este modo podríamos confeccionar una larga lista de números que hacen lo que se espera de ellos, no importa lo grandes que sean o dónde se encuentren ubicados. Por el contrario, existen números que son un auténtico incordio: aparecen donde quieren, sin previo aviso, de una forma aparentemente caótica, y sin seguir ningún tipo de regla. Y lo peor del caso es que no se pueden ignorar: son la esencia de la aritmética y, hasta cierto punto, de toda la matemática.

Definición 1: Divisores impropios y propios

	Cualquier número a se puede dividir por 1 y a, que se llaman divisores impropios de a. A los demás divisores que pudiera tener a se les llama divisores propios. Si a ( 1, entonces se cumple siempre que 1 es divisor propio de a.


Definición 2: Número primo.

	Un número primo es un número natural distinto de 0 y de 1 que no tiene divisores propios.


Definición 3: Número compuesto

	Un número compuesto es un número natural distinto de 0 y de 1 que tiene divisores propios.


Definición 4: Números primos gemelos

	Se dice que dos números primos son primos gemelos si la diferencia entre ellos es igual a 2. Por ejemplo, los números 11 y 13 son primos gemelos, así como 29 y 31.


Los números primos pueden estar separados por millones y millones de números o bien por uno solo, que es lo más juntos que pueden estar; en cualquier caso, jamás se tocan, salvo el 2 y el 3. Este hecho ha servido de metáfora para dar título a un clásico de la literatura reciente, La soledad de los números primos, de Paolo Giordano. En uno de los párrafos de la novela se pone de manifiesto la metáfora de forma explícita: «En una clase de primer curso Mattia había estudiado que entre los números primos hay algunos aún más especiales. Los matemáticos los llaman números primos gemelos: son parejas de números primos que están juntos, o mejor dicho, casi juntos, pues entre ellos media siempre un número par que los impide tocarse de verdad. Números como el 11 y el 13, el 17 y el 19, o el 41 y el 43. Mattia pensaba». que Alice y él eran así, dos primos gemelos, solos y perdidos, juntos pero no lo bastante para tocarse de verdad. 
Los números primos gemelos han dado lugar a varias conjeturas, además de la que afirma que son infinitos. Una de ellas, de carácter más general, fue establecida en 1849 por el matemático francés Alphonse de Polignac (1817-1890), según la cual para cada C existen infinitos pares de números primos que están separados por 2 x C números compuestos. Es decir, que existen infinitos números primos separados por cuatro números compuestos, por seis números compuestos, por ocho números compuestos y así sucesivamente. En el caso en que C = 1 se tiene la conjetura de los primos gemelos. 
Definición 5: Números perfectos

	Son los números que son iguales  a la suma de todos sus factores , excepto el mismo número. Ejemplo 6, 28 y 496.


Definición 6: Números amigos

	Son dos números tales que cada uno de ellos es igual a la suma de los divisores del otro. Ejemplo 220 y 284


 Definición 7: Números primos relativos 

	Decimos que dos números son primos relativos si el máximo común divisor entre ambos es 1. En otras palabras, dos números son primos relativos, si al formar una fracción con ellos, ésta no se puede simplificar. Por ejemplo, 8 y 7 son primos relativos. Observa que no se requiere que los dos números considerados a,b sean primos, sino que satisfagan que M.C.D.(a,b ) = 1.

Hacemos notar que 0 y 1 no se consideran números primos ni compuestos.


Definición 8: números primos entre sí dos a dos

	 Son tres o más números tales que cada uno de ellos es primo con cada uno de los demás (es decir su m.c.d. es 1.


Definición 9: Números consecutivos

	Son dos o más números enteros tales que cada uno se diferencia del anterior en la unidad.


Números es el cuarto libro de la Biblia, forma parte del Pentateuco y se atribuye a Moisés. En una visión superficial, Números es un libro de contabilidad y, en ese sentido, tiene un indudable valor histórico, ya que da cabal cuenta de todas las cantidades presentes, desde jefes de las tribus hasta cabezas de ganado, que conformaban el escenario histórico al que hace referencia. Pero también es un libro de claves secretas para aquellos iniciados que saben descifrar sus mensajes, pues los números no sólo representan cantidades, sino que también tienen un significado. Por ejemplo, el 1 simboliza a Dios, el 2 al hombre, el 3 a la totalidad de las cosas, etc. Es curioso que el número 5 represente una cantidad indefinida, «unos cuantos». Por ejemplo, en la multiplicación de los panes se dice que Jesús tomó cinco panes, es decir, «algunos» panes. La curiosidad reside en el hecho de que 5 es el primer número de objetos que no podemos contabilizar con un golpe de vista. Se sabe que podemos contar, sin hacer operaciones, colecciones de hasta cuatro objetos; a partir de esa cantidad estamos obligados a repartir en grupos y sumar. 
Teorema 1: Teorema fundamental de la teoría de los números primos

	Todo número natural a con a > 1 tiene, al  menos, un número primo como divisor.


Teorema 2: Teorema fundamental de la teoría elemental de los números

	Todo número natural n > 1 se puede escribir unívocamente como el producto n = p1 . p2 . p3 . …  pr, de los números primos  p1, p2, p3,…, pr, y esta es única.


Técnicas para descomponer un número compuesto en factores primos

Primera técnica: Se descompone el número en producto de otros varios. Si estos son primos el proceso se detiene. Si alguno de ellos es compuesto se vuelve a descomponer en factores hasta que todos los factores obtenidos son primos. Esta técnica se emplea cuando las descomposiciones son fáciles de obtener. Por ejemplo:

18 000 = 18 . 10 . 10 . 10 = 2 . 3 . 3 . 2 . 5 . 2 . 5 . 2 . 5 = 24 32 53
Las sucesivas factorizaciones pueden también expresarse mediante un diagrama en árbol.

Segunda técnica: Es una técnica algorítmica. Consiste en recorrer la sucesión de los números primos comprobando si son divisores o no del número que queremos descomponer.

Cuando se encuentra un número primo que es divisor se efectúa la división y se continúa el proceso con el cociente. Se sigue así hasta que se obtiene un cociente 1 momento en el que el proceso queda concluido. Por ejemplo, si queremos descomponer en factores el número 173 512 se emplea el dispositivo gráfico siguiente:
[image: image111.emf]
y la descomposición factorial de 173 512 será 23 x 232 x 41.

Técnica para obtener la sucesión de números primos menores que uno dado

Esta técnica se conoce con el nombre de "criba de Eratóstenes". 

El nombre de Eratóstenes está ligado a la criba de números primos que lleva su nombre. Sin embargo, no fue éste, ni mucho menos, su trabajo más impórtame. De hecho, Eratóstenes ha pasado a la historia de la ciencia por ser el primero que calculó las dimensiones de la Tierra. Con los medios técnicos de que se disponía en el siglo III a. C., fue capaz de calcular la circunferencia polar con un error inferior al 1%. 
Para encontrar los números primos menores que un cierto n se escriben todos los números naturales hasta n. Se tacha el 1 porque no es un número primo. El primer número que queda sin tachar es el 2 que sí que es primo. Se recuadra y se tacha su cuadrado, 4, y, a partir de él, se cuentan los números de dos en dos y los que ocupan el segundo lugar se tachan. Una vez finalizado el recuento de dos en dos se toma el primer número que queda sin tachar a partir del 2: será e1 3.

Se recuadra, se tacha su cuadrado, 9 y, a partir de él, se cuentan los números de tres en tres y cada tercer número se tacha. A continuación se toma el primer número que queda sin tachar a partir del 3 que será el 5. Se tacha su cuadrado, 25, y contando de cinco en cinco se tachan los números que ocupan el quinto lugar. Se prosigue este proceso hasta llegar a un número primo cuyo cuadrado sea mayor que n momento en el que el proceso habrá terminado. Los números recuadrados formarán la sucesión de números primos menores o iguales que n. Un ejemplo con los números hasta el 100 se muestra debajo.
[image: image112.emf]
El método descrito es complejo para el análisis de números muy grandes. Para determinar si un número natural a es un número primo, es suficiente averiguar la divisibilidad de este número con respecto a todos los números primos que no superen a a.

· Si existe algún divisor primo, entonces a es un número compuesto.

· Si no existe, entonces a es un número primo.

[image: image113.png]Si para un nmero natural a se cumple: a=p . a;, con p < a, entonces: a = p . a; = p2, por tanto ya 2 p

Esto significa que si en la descomposicion de a aparecer algin factor primo, entonces este factor es menor
oigual que Va.




Para determinar todos los números primos que no superen a un número dado a, se tachan todos los números que tengan como divisor a alguno de los números p1, p2, p3,…, pn, done pn es el mayor número primo que no supera a a. 
Técnica para comprobar si un número es primo

Para comprobar si un número es primo se divide por cada uno de los elementos de la sucesión de números primos, siguiendo el orden de menor a mayor, y constatando que en todos los casos se obtiene resto distinto de cero. El proceso se para en el momento en que al efectuar una de dichas divisiones se obtenga un cociente que sea menor que el divisor. A partir de ahí no hace falta seguir dividiendo y ya podemos decir que el número es primo.

• Si en una división se obtiene resto 0, el dividendo es divisible, no sólo por el divisor de la división, sino también por el cociente de la misma, por tanto es un número compuesto.

• En el momento en que el cociente es más pequeño que el divisor, ninguna división puede dar resto 0, pues si lo diera el cociente sería un divisor del número y eso ya se habría constatado en las anteriores divisiones efectuadas con números primos más pequeños. El número es primo.

Técnica para obtener los divisores y múltiplos de un número

Técnica para obtener los divisores de un número

a) Números con un sólo factor primo: Si la descomposición factorial del número es de la forma p1α1 sus divisores serán 1, p1, p12, p13,..., p1α1. En total α1 +1.

b) Números con dos factores primos: Si la descomposición factorial del número es de la forma p1α1 p2α2 sus divisores se obtienen multiplicando cada una de las potencias de p: 1, p1, p12, p13,..., p1α1 por cada una de las potencias de p2: 1, p2, p22, p23, ..., p2α2 . La mejor forma de hacerlo es construir una tabla multiplicativa de doble entrada:
[image: image114.emf]
El número total de divisores es (α1 +1)(α2 + 1) .

c) En el caso general, n = p1α1p2α2 p3α3... pmαm los divisores se obtienen multiplicando cada una de las potencias de p1: 1, p1, p12, p13,..., p1α1 por cada una de las potencias de p2: 1, p2, p22, p23,..., p2α2; cada uno de esos productos se multiplica por cada una de las potencias de p3: 1, p3, p32, p33,..., p3α1 ; los nuevos resultados se vuelven a multiplicar por las sucesivas potencias del siguiente factor primo hasta que se multiplica por las sucesivas potencias de pm.

En la práctica, con los dos primeros factores primos se construye una tabla multiplicativa de doble entrada; los resultados de esa tabla se llevan a una nueva tabla en la que figuran las potencias del tercer factor primo y así, se van construyendo tablas sucesivas hasta hacer intervenir al último factor primo. El número total de divisores será (α1 + 1) (α2 + 1) (α3 + 1)... ( αm + 1).

Técnica para obtener múltiplos de un número

Para obtener los múltiplos de un número natural a se multiplica sucesivamente el número a por cada uno de los números naturales: 0, 1, 2, 3, etc. Un número tiene infinitos múltiplos.

Christian Goldbach (1690-1764) fue un matemático prusiano que mantuvo una intensa correspondencia con Euler. El 18 de noviembre de 1752 le envió a éste una carta en la que afirmaba la siguiente proposición: «Todo número par mayor que 2 puede escribirse como suma de dos números primos». Cuando se dice aquí «suma de dos primos» se incluye el caso de que sea un número primo repetido dos veces. Por ejemplo: 

4 = 2 + 2 

6 = 3 + 3

 8 = 3 + 5 

10 = 3 + 7 

12 = 5 + 7 

14 = 3 + 11 
El 16 de diciembre del mismo año, Euler le contestó que había comprobado la conjetura hasta el número 1.000, y en otra carta fechada el 3 de abril de 1753, que había comprobado que el resultado era cierto hasta el número 2.500. Actualmente, la conjetura ha sido comprobada por métodos informáticos para todos los números pares menores de dos mil billones. La conjetura todavía no ha sido demostrada y está considerada por la comunidad matemática como uno de los problemas más difíciles de la historia de la ciencia.

Chen Jingrun (1933-1996), uno de los matemáticos más destacados del siglo XX, ofreció en 1966 el mejor resultado de la conjetura de Goldbach al demostrar que todo número par lo bastante grande puede escribirse como la suma de un primo y un semiprimo (número que es el producto, como mucho, de dos factores primos). Este hecho queda patente en el sello postal con el que la República Popular China distinguió a Chen en el año 1999, y en el cual, sobre la efigie del matemático, aparece su inecuación. 

El tío Petros y la conjetura de Goldbach 
Éste es el título de una famosa novela de Apostólos Doxiadis en la cual un matemático retirado propone a su sobrino que resuelva un problema de matemáticas. En el ánimo del protagonista está que su sobrino renuncie a estudiar la carrera de matemáticas si durante su periodo vacacional no consigue resolver el problema. Después de todo un verano de grandes esfuerzos, el sobrino desiste y se matricula en derecho. El problema propuesto era la conjetura de Goldbach. Con el fin de generar publicidad para el libro, el editor británico Tony Faber ofreció en el año 2000 un premio de un millón de dólares a aquel angloparlante que demostrase la conjetura antes de abril de 2002. Y, como era de esperar, nadie reclamó el premio. 
En los últimos grados de la Educación Primaria los alumnos desarrollan las habilidades que se requieren para la descomposición de los números naturales en factores primos, por ejemplo, al determinar el denominador común. Los números primos juegan un papel importante en la descomposición en factores de los números naturales.

[image: image115.emf]
Ilustración de la portada de algunas ediciones del famoso libro de Apostólos Diodaxis, presidida por una concha de nautilus, plasmación en el mundo natural de una espiral logarítmica.
Ejemplos:
Ejemplo 1: 
Investigar si el número 221 es o no primo.
Solución: 
[image: image116.png]Recuerda que 221 < V225




Por tanto solo basta dividir 221 por los números primos menores que 15 y si no es divisible por ninguno de ellos entonces es primo.

En efecto 221 : 13 = 17 por tanto no es primo.

Ejemplo 2:

Descomponer el número 90 en sus factores primos

90
2

45
3

15
3

  5
5

  1


Escribimos el número 90, pasamos una raya vertical a su derecha, vemos si es divisible por 2. Como lo es, ponemos el 2 del otro lado de la raya y al mismo nivel del 90. Hallamos la mitad de 90, lo cual da 45. Vemos si este tiene mitad, no la tiene. Vemos si tiene tercera. Como 45 es divisible por 3, ponemos el 3 debajo del 2 anterior y dividimos 45 entre 3. Da 15. Este 15 lo ponemos debajo del 45. Vemos si tienen tercera. Como la tienen, escribimos otro 3 debajo del anterior, sacamos la tercera y obtenemos 5. Vemos si tienen tercera, no tiene. Vemos si tiene quinta. Como que sí tiene quinta, se escribe un 5 debajo del último 3, se divide el número por 5, y queda 1. Ahí termina la operación.

Resulta por tanto: 90 = 2 . 3 . 3. 5 y como 3 . 3 = 32, entonces 90 = 2 . 32 . 5

Ejemplo 3:

Hallar todos los factores del número 3 600

Solución:

Descomponiendo 3 600 en sus factores primos, como hicimos en el ejemplo anterior, encontramos:                      3 600 = 24 . 32 . 52
Ahora, para encontrar todos los divisores, formamos el siguiente cuadro, de acuerdo con lo abordado en la conferencia.

Cuadro de los factores del número 3 600
	1
	2
	4
	8
	16

	3

9
	6

18
	12

36
	24

72
	48

144

	5

15

45

25

75

225
	10

30

90

50

150

450
	20

60

180

100

300

900
	40

120

360

200

600

1 800
	80

240

720

400

1 200

3 600


En este caso el primer factor es 2 y está elevado a 4. Escribimos, pues 1, 2, 4, 8, 16, que son respectivamente 1, 22, 22, 23, 24, o sea, el 1 y las potencias sucesivas de 2 hasta 24. Pasamos una raya por debajo, como el siguiente factor es 3 y está elevado al cuadrado, sus potencias sucesivas son 31 y 32. Multiplicamos los número que están por encima de la raya primero por 3,lo cual nos da la segunda línea horizontal (3, 6, 12, 24 y 48), luego por 9, lo cual nos da la tercera línea (9, 18, 36, 72 y 144)- pasamos una raya por debajo. El tercer factor es 5 y está elevado al cuadrado. Sus potencias sucesivas son 51 y 52. Multiplicamos todos los números que están por encima de la segunda raya primero por 5 (lo que nos da las líneas horizontales cuarta y quinta y sexta) y luego por 25 (lo que nos da las tres líneas últimas). Como después del 5 no hay ningún otro factor, ahí termina la operación.

Los números escritos en el cuadro son todos los factores simpes y compuestos de 3 600, porque, por la manera de construirlo resulta lo siguiente:

1. Todos estos números son divisores de 3 600. Esto se debe a que no hay en ellos ningún factor que n esté en 3 600, y los factores comunes no están en elevados a mayor potencia.

2. No hay ningún otros número que sea factor de 3 600. Esto se debe a que aquí están todas las combinaciones posibles con los factores primos de 3 600. Cualquier otro número diferente tendría que tener un factor que no estuviera en 3 600, o uno que estuviera en él elevado a mayor potencia que en el número dado. En ninguno de los dos cados podría ser factor de 3 600

No debes olvidar que:

1. No se pasa raya hasta que no termina con todas las potencias sucesivas del factor primo que se esté considerando en ese momento.

2. Se multiplica siempre únicamente por los números que están por encima de la última raya trazada. Aunque haya más números por debajo de ésta n se multiplican dichos números. Así, en el ejemplo, al multiplica por 35 no se multiplicó por las 3 filas que empiezan por 5, 15 y 45 respectivamente, las cuales están por debajo de la última raya trazada.

Ejercicios propouestos:

1. De los números 24, 31, 27, 36, 42, 53 y 14, formar. Un grupo de cuatro números que no seas primos entres sí, un grupo de cuatro que sean primos entre sí, un grupo de cuatro que sean primos dos a dos.

2. Las edades de Pedro y Juan son dos números consecutivos cuya suma es 51. Si Pedro es el menor, ¿cuál es la edad de cada uno de ellos?

3. Si Enrique tienen un año menos que Basilio y ambas edades suman 103 años, ¿cuál es la edad de cada uno?

4. Las edades de Pedro, Juan y Enrique que son tres números enteros consecutivos, suman 87 años. Si Enrique es el menor y Pedro el mayor, ¿cuál es la edad de cada uno?

5. Un comerciante compró el lunes cierto número de sacos de frijoles; el martes compró un saco más de los compró el lunes; el miércoles uno más que el martes y el jueves uno más que el miércoles. Si en los 4 días adquirió 102 sacos. ¿Cuántos compró cada día?

6. ¿Qué factor en común tienen  8 y 9; 10, 11 y 12; 84, 83, 82 y 81?

7. Hallar el número primo p, sabiendo que p + 2 y p + 4 son números primos.

8. Hallar un número n compuesto de los factores primos 3, 5,  y 7 sabiendo que 9n, 5n y 7n tienen respectivamente 40, 15 y 12 divisores más que n.

9. Encontrar un número n sabiendo que es cuadrado perfecto, que admite 9 divisores (comprendidos él mismo y la unidad) en fin, sabiendo también que si se divide por n da un cociente primo absoluto y resto 9.

10. Encontrar dos número teniendo uno, 21 divisores, el otro 10 divisores y sabiendo que su máximo común divisor es 18.

11. Encontrar los números primos de cuatro cifras N = mcdu tales que mc, md, du y mu sean también primos y que se tenga c2 = mc + 2du

12. Hallar el largo y el ancho de un rectángulo que tiene un perímetro de 108 m y una superficie de 720 m2
13. Encontrar las dimensiones de un rectángulo que tienen 1 m más de largo que de ancho y cuya superficie es de 756 m2
14. En una competencia entre varios alumnos cada alumno hace una pregunta a cada uno de los otros. Si se hicieron 210 pregunta en total, ¿cuántos alumnos tomaron parte en la competencia?

15. Hallar todos los números naturales de cinco dígitos distintos de cero que son cuadrados perfectos y siguen siendo cuadrados perfectos si se les suprime el primer dígito (de la izquierda); también siguen siendo cuadrados perfectos si se les suprime el primero  y el segundo dígito, y lo mismo si se les suprime los primeros tres dígitos.

Tema 14: 
Máximo común divisor y mínimo común múltiplo

Definición 1: Divisor:

	Divisor o factor de un número es cualquier otro que los divide exactamente.


Definición 2: Divisor o factor común de varios números

	Es cualquier número que los divide exactamente a todos.


De todos los divisores comunes a varios números el menor siempre será la unidad, cualesquiera que sean los números. En cuanto al mayor divisor común, no podrá ser mayor que el menor e los números, pues un número no puede ser divisor de otro menor que él.

Por consiguiente, el menor de los divisores comunes a varios números no hay que buscarlo: es siempre 1. Por otra parte, esos divisores comunes tienen un límite superior (el menor de los números) del cual no pueden pasar. Siempre será posible, como veremos, determinar el mayor de esos divisores comunes, que es el que se llama máximo común divisor.

Definición 3: Máximo común divisor.

	Es el mayor número que los divida exactamente a todos.


El máximo común divisor se escribe abreviadamente m.c.d. El máximo común divisor de varios números a, b,  y c se indica así: m.c.d. (a, b, c). 

Método para hallar el m.c.d.

	El m.c.d. de varios números puede hallarse, de acuerdo con la definición determinando todos los divisores, simples y compuestos, de cada uno de ellos, y buscando después, entre esos divisores, cuáles son los comunes a todos los números dados. El mayor de esos divisores comunes será el m.c.d.


Los métodos prácticos para hallar el m.c.d. son 3: por inspección, por descomposición en factores y por divisiones sucesivas (Algoritmo de Euclides)

Método para hallar el m.c.d. de varios números por inspección

	Se ve sucesivamente si el menor de esos números, o su mitad, o su tercera, o su cuarta, etc. (si las tiene) es divisor de los otros números dados. El número que lo sea es el m.c.d. de todos ellos.


Método para hallar el m.c.d. de varios números por descomposición en factores

	Se descomponen los números dados en sus factores primos. Para formar el m.c.d. se toman los factores comunes a todos ellos con el menor exponente que presentan en las descomposiciones de los números dados. El producto de esos factores será el m.c.d. de los números dados.


Este método es el mejor siempre que no haya grandes dificultades para descomponer los números dados en sus factores primos.

Método para hallar el m.c.d. por divisiones sucesivas (Algoritmo de Euclides)

	1. Si se trata de dos números: Se divide el mayor por el menor, éste por el primer resto, éste por el segundo, y así sucesivamente hasta llegar a una división exacta. El último divisor empleado será el m.c.d. de esos dos números.

2. Si se trata de más de 2 números: Se halla entre 2 de ellos el m.c.d.; entre éste y otro de los números se halla el m.c.d.; entre éste y otros de los números se halla el m.c.d.; y así sucesivamente. El último m.c.d. hallado es el m.c.d. de los números dados.


El método de las divisiones sucesivas es el mejor cuando presenta dificultades la descomposición en factores de los números dados.

El procedimiento del m.c.d. es muy útil para el cálculo con fracciones. Si se tuviera por ejemplo, que simplificar fracciones, entonces sería necesario determinar el m.c.d. del numerador y del denominador para dividir ambos términos de la fracción por ese número.

Definición 4: Múltiplo de un número.

	Múltiplo de un número es cualquier otro que lo contenga un número exacto de veces.


Definición 5: Múltiplo común

	Múltiplo común de varios números es cualquier otro que los contenga un número exacto de veces.


El número de múltiplos comunes a varios números dados es infinito, porque si multiplicamos un múltiplo común de varios números por otro número cualquiera, el producto será también un múltiplo común de esos varios números.

Así, como consecuencia: no se puede encontrar el mayor múltiplo común de varios números. En cambio, un múltiplo común de varios números no puede ser menor que el mayor de ellos, pues un número no puedes ser múltiplo de otro mayor que él.

En resumen, no es posible hallar el mayor múltiplo común, porque los múltiplos comunes de varios números no tienen límite superior. Ahora bien, esos múltiplos comunes tienen límite inferior (el mayor de los números) por debajo del cual no pueden descender. Siempre será posible, como veremos, determinar el menor de esos múltiplos comunes, que es el que se llama mínimo común múltiplo.

Definición 6: Mínimo común múltiplo

	Es el menor número que los contenga un número exacto de veces a todos ellos.


El mínimo común múltiplo se expresa abreviadamente por: m.c.m. El m.c.m. de varios números cualesquiera a, b y c, se expresa brevemente así: m.c.m. (a, b, c).

Estudiaremos 3 métodos: por inspección, por descomposición en factores y por divisiones sucesivas.

Método para hallar el m.c.m. de varios números por inspección

	Se ve sucesivamente si el mayor de ellos, o su duplo, o su triplo, etc, es múltiplo de los otros números dados. El primero que lo sea es el m.c.m. de todos ellos.


Método para hallar el m.c.m. de varios números por descomposición en factores

	Se descomponen los números dados en sus factores primos. Para formar el m.c.m. se toman los factores distintos, comunes o no, con el mayor exponente que presentan en las descomposiciones de los números dados. El producto de esos factores será el m.c.m. de los números dados.


Los factores  pueden tomarse en cualquier orden, pero es costumbre escribirlos de menor a mayor

Método para hallar el m.c.m. por divisiones sucesivas.

	1. Si se trata de dos números: SE halla el m.c.d. de los dos, se divide uno de ellos por eso m.c.d. y el cociente se multiplica por el otro. El producto que se obtenga será el m.c.m. de los dos números dados.

2. Si se trata de más de 2 números: Se halla entre 2 de ellos el m.c.m.; entre éste y otro de los números se halla el m.c.m.; entre éste y otros de los números se halla el m.c.m.; y así sucesivamente hasta haber utilizado todos los números dados. El último m.c.m. que se encuentre será el m.c.d. buscado.


El método de las divisiones sucesivas es el mejor cuando presenta dificultades la descomposición en factores de los números dados.

Estos procedimientos son utilizaos, por ejemplo, para determinar el denominador común en las operaciones de adición y sustracción con fracciones.

La relación entre el máximo común divisor y el mínimo común múltiplo de dos números naturales, se establece en el siguiente teorema. Mediante esta relación, es posible determinar el m.c.m. dado el m.c.d. y viceversa.

Teorema 1: Teorema referido al producto del m.c.m y el m.c.d.

	El producto de dos números naturales no nulos, es igual al producto del mínimo común múltiplo y el máximo común divisor de estos números


Generalizando: 

	El mínimo común múltiplo de un número es igual al cociente del producto de esos números por el máximo común divisor de los productos formados tomando de todas las maneras posibles n – 1 de esos números.


Ejemplo 1: 
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Resumimos a continuación algunas propiedades de la relación de divisibilidad, enunciadas como teoremas en el texto “Teoría elemental delos números, ecuaciones y combinatoria de S. Marx.

· Si dos números naturales distintos de 0 son primos, entonces el m.c.m. de estos números es igual a su producto.

· Para todo número natural n se cumple: m.c.d. (0, n) = n, m.c.d. (1, n) = 1 y m.c.m. (1, n) = n

· Para cualesquier número naturales a, b y c se cumple: Si el m.c.m. (a, b) = 1 y b (a . c, entonces b(c

¿En qué consiste la diferencia entre división y división con resto?

Ya en la primaria se realizan ejercicios sobre la divisibilidad, en los cuales los alumnos deben decidir, utilizando tablas, si un número a es o no divisible por otro número b. Las decisiones se fundamentan oralmente (por ejemplo: 7 no es divisible por 3, porque 7 = 2 . 3 + 1). Las condiciones previas para la división con resto se preparan en segundo grado y la introducción formal se realiza en tercer grado, después se introduce y se utiliza el término resto. Los ejercicios correspondientes, se formulan así;

Efectúa las divisiones con resto: 3 : 2, 7 : 4, 17 : 4 y 29 : 3

La división, como operación inversa de la multiplicación, puede realizarse en N, solo imponiendo algunas restricciones. En este sentido la división es una correspondencia unívoca desde N x N \ {0} sobre N, es decir, a cada, es decir, a cada par ordenado (a; b) ( N x N \ {0}, con b(a, s ele hace corresponder exactamente un número c ( N, tal que se cumple: b . c = a.

A diferencia de esto, la división con resto siempre es realizable en N. esta es una correspondencia unívoca de N x N \ {0} sobre N x N, es decir, a cada par ordenado (a; b) ( N x N \ {0}   se le hace corresponder exactamente un par ordenado (q; r) ( N x N, tal que se cumple: a = b . q + r, con r < b.

Ejemplos:

Ejemplo 1:

Hallar el m.c.d. de 180, 240 y 1 400

Solución:

Descomponiendo los números dados en factores primos se tiene que: 

180 = 22 . 32 . 5

240 = 24 . 3 . 5

1 400 = 23 . 52 . 7

Aplicando la definición m.c.d. tenemos que m.c.d. (180, 240, 1 400) = 22 . 5 = 20

Ejemplo 2:

Hallar el m.c.m. de 442, 884 y 962

Solución:

Descomponiendo en factores primos tenemos:

884 = 22 . 13 . 17

962 = 2 . 13 . 37

Prescindimos del 442 a partir de que 442 . 2 = 884

Aplicando la definición m.c.m. tenemos que m.c.m. (442, 884, 962) = 22 . 13 . 17 . 37 = 32 708.

Ejercicios propuestos:

1. Conociendo el mínimo común múltiplo 480 de dos números, su máximo común divisor 40 y uno de ellos 120, calcular el otro.

2. Hallar el menor número que dividido por 9, 12 y 15 da resto 5

3. Cierta compañía tiene tres buques para el servicio Habana. New York. El primero parte de la Habana cada 10 días, el segundo cada 12 días y el tercero cada 15 días. Si el 1ro de mayo salen juntos, ¿en qué fecha volverán a salir nuevamente?

4. Si los alumnos de un colegio se colocan de dos en fondo sobra 1, si se distribuyen en filas de a tres también sobra 1, lo mismo sucede cuando se distribuyen en filas de a 4, de a 5, o de a 6, por último colocados en filas de a 7 no sobra ninguno. ¿Cuántos alumnos hay?

5. ¿Cuál es la menor cantidad de dinero que necesito para comprar un número exacto de trajes a $30, $45 o $50 cada uno si quiero que en cada caso me sobren $25?

6. Tres galgols arrancan juntos en una carrera en que la pista es circular. Si el primero tarda 10 segundos en dar una vuelta a la pista, el segundo 11 segundos y el tercero 12 segundos, ¿al cabo de cuántas vueltas habrá dado cada uno en ese tiempo?

7. ¿Cuál es la menor capacidad de un estanque que se pude llenar en un número exacto de minutos por cualquiera de tres llaves que vierten, la 1rz 12L/min, la 2da, 18 L/min y la 3ra, 20 L/min.

8. Tres aviones de una misma ciudad, el 1ro cada 8 días, el 2do cada 10 días y el 3ro cada 20 días. Si sales juntos de ese mismo aeropuerto el día 2 de enero, ¿cuáles serán las 2 fechas más próximas en que volverán a salir juntos? )el año no es bisiesto)

9. Se tienen tres cajas que contienen 1 600lb, 2 000 lb y 3 392 lb de jabón respectivamente. El jabón de cada caja está dividido en bloques del mismo peso y el mayor posible. ¿Cuánto pesa cada bloque y cuántos bloques hay en cada caja?

10. Un hombre tiene tres rollos de billetes de banco. En uno tiene $4 500, en otro $5 240 y en el tercero $ 6 500. Si todos los billetes son iguales y de la mayor denominación posible. ¿cuánto vale cada billete y cuántos billetes hay en cada rollo?

11. Se quieren envasar 16 kg, 253 kg y 207 kg de plomo en tres cajas, de modo que los bloques de plomo de cada caja tengan el mismo peso y el mayor posible. ¿cuánto pesa cada pedazo de plomo? Y ¿Cuánto cabe en cada caja?

12. Una persona camina un número exacto de pasos andando 650 cm, 800 cm y 1 000 cm. ¿Cuál es la mayor longitud de cada paso?

13. ¿cuál es la longitud de una regla con la que se puede medir exactamente el largo y el ancho de una sala que tienen 850 cm de largo y 595 cm de ancho?

14. Compré cierto número de trajes por $2 050. Vendí una parte por $15 000, cobrando por cada traje lo mismo que me había costado. Hallar el mayor valor posible de cada traje y en supuesto, ¿cuántos trajes me quedan?

15. Se tienen tres extensiones de 3 675, 1 575 y 2 275 m2 de superficie respectivamente y se quieren dividir en parcelas iguales. ¿Cuál ha de ser la superficie de cada parcela para que el número de parcelas de cada una sea el menor posible?

Tema 15: 
Principios de la teoría combinatoria

En varias ocasiones hemos mencionado la importancia que tiene, que nuestros docentes desarrollen el pensamiento lógico de nuestros estudiantes, pero también el pensamiento numérico, geométrico, funcional, y el no menos importante el combinatorio

El desarrollo del pensamiento combinatorio es un trabajo arduo y de mucha paciencia; en este sentido juega un gran papel el sistema de impulsos que se tenga como resorte para enseñar la combinatoria. En no pocas ocasiones; al terminar de recibir un tema sobre combinatoria, los estudiantes no poseen las armas suficientes para enfrentarse por sí solos a la resolución de problemas, porque el sistema de impulsos en la apropiación de estos conceptos ha sido insuficiente.

La labor del profesor es importante en este sentido porque al destacar las características que tienen los conceptos definidos o propiciar una adecuada descripción o caracterización de estos, está garantizando el éxito en el proceso de enseñanza.

Este texto ha tenido la intención de destacar el tratamiento dado a los conceptos combinatorios con la finalidad de fijarlos convenientemente dando especial atención al proceso de identificación de estos, sobre todo, cuando estamos en presencia de problemas.

Existen, desde luego, algunas tendencias a tratar de algoritmizar el trabajo con problemas combinatorios proponiendo sucesiones de indicaciones para su solución, pero; cuando estas indicaciones tienen un marcado carácter heurístico, activan aún más el proceso de aprendizaje. El éxito en la enseñanza de la combinatoria radica esencialmente en el sistema impulsor que se utilice para fijar estos conceptos. Este, sin dudas, ha sido el carácter que se ha intentado imprimir al presente texto. De haberlo logrado; el objetivo se habrá cumplido.

La combinatoria es una sección de las Matemáticas que resulta útil para diversos representantes de variadas especialidades. Con los problemas combinatorios deben enfrentarse los biólogos, físicos, químicos, los matemáticos, lingüistas, ingenieros y muchos otros usuarios.

El estudio de la combinatoria constituye la base que sostiene el análisis y solución de muchos problemas relacionados con la teoría de las probabilidades y sus aplicaciones prácticas.

Vamos a exponer con un lenguaje simple la combinatoria y los métodos para resolver los problemas que sobre este tema se proponen. 

Vamos a exponer las Reglas Generales de la combinatoria, los Principios Aditivo y Multiplicativo. Se definen estos conceptos y se describen, enfatizando en las características que permiten identificarlos en el trabajo práctico, Se hace especial énfasis en el tratamiento que debe dárseles a los conceptos combinatorios definidos y en su aplicación a la solución de problemas. 

Respetando  el rigor matemático en el tratamiento de los conceptos; el objetivo principal de este es el de analizar bajo ciertos puntos de vista la naturaleza de los elementos combinatorios presentes en los problemas y mostrar algunas formas para resolverlos.

La parte de las matemáticas que estudia los problemas sobre cuántas o cuáles combinaciones (bajo ciertas condiciones) pueden realizarse con determinados objetos se denomina combinatoria.

Los historiadores sitúan el surgimiento de la combinatoria en los albores del siglo XVI; y se acunó casi exclusivamente en la aristocracia de la época; pues esta sociedad, generalmente ocupaba su tiempo en juegos de azar en los cuales ganaban o perdían cuantiosas fortunas. Jugando a los dados o las cartas se ganaban o perdían cuantiosas fortunas. Jugando a los dados o las cartas se ganaban o perdían brillantes, prendas valiosas, caballos de pura raza, etc. En este tiempo se encontraban difundidos diversos tipos de loterías en las cuales ocupaban sus días los caballeros y damas de la época.

Es comprensible pues, que en sus inicios, los problemas tratasen fundamentalmente sobre juegos de azar; tratando de averiguar de cuántas formas podrían obtenerse sucesos favorables en un determinado número de pruebas. Así por ejemplo se trató de averiguar de cuántas maneras se podía extraer un número específico al arrojar varios dados o de cuántas maneras se podía extraer dos reyes de una baraja de 52 cartas.

Estos y otros juegos fueron el motor impulsor de la combinatoria y las probabilidades; teoría que se desarrolla paralelamente a esta.

La historia recoge el nombre de Tartaglia como uno de los pioneros en la combinatoria. Este célebre italiano confeccionó una tabla que mostraba todas las formas en que pueden caer "n" dados; pero no previó que una misma suma de puntos podía obtenerse de diferentes formas ( por ejemplo 4+1+3= 4+2+2).

El estudio teórico de la combinatoria se considera un hecho a partir del año 1600 (siglo XVII) cuando los franceses Blas Pascal y Fermat comenzaron a recoger muestras de experimentos que realizaban en las mesas de juegos y a registrarlos estadísticamente para estudiar las leyes y regularidades bajo las cuales se regían.

Un papel particularmente importante lo jugó aquí el problema sobre la división de una apuesta; propuesta a Pascal por un amigo suyo llamado Meré; jugador apasionado por demás.

El problema consistía en la siguiente: si se lanzaba una moneda; el campeonato continuaría hasta que un jugador ganase 6 partidos; pero se interrumpiría cuando uno ganase 5 y el otro 4. ¿Cómo dividir entonces la apuesta? Era evidente que la razón 5:4 no era justa. Pascal resolvió el problema aplicando algunos métodos combinatorios y además propuso un método de solución para el caso general, cuando a un jugador le quedaran "r "partidos hasta ganar y al otro jugador le quedaran "s "partidos. Una solución similar a este problema fue dada por Fermat.

El desarrollo posterior de la combinatoria se encuentra ligada a los nombres de matemáticos famosos como Jacobo Bernoullí, Leibniz y Euler.

Sin embargo; para estos, también el rol fundamental lo constituyeron las aplicaciones a los distintos tipos de juegos.

Ya en los últimos años, la combinatoria entró en un período de intenso desarrollo relacionado con el crecimiento general del interés hacia los problemas de la matemática discreta.

Los métodos combinatorios son usados para resolver problemas de transporte, problemas sobre confección de horarios, planes de producción y la mecanización de estas así como para determinar las características genéticas en la obtención de razas de animales en laboratorios.

La combinatoria es utilizada para confeccionar y descifrar claves, así como para resolver problemas de la teoría de la información. Y también; ¿por qué no? Para decidir en un futuro no muy lejano la forma más eficaz de conservar la vida en nuestro planeta.

Reglas generales de la combinatoria.

Los problemas combinatorios se clasifican según la cantidad de operaciones que se necesite efectuar para resolverlos en:

Problemas combinatorios simples: los que se resuelven mediante una sola operación combinatoria.

Problemas combinatorios compuestos: los que se resuelven aplicando más de una operación combinatoria.

En la matemática discreta existen problemas que se resuelven aplicando determinadas fórmulas (según la naturaleza de los elementos combinatorios presentes en ellos) pero la mayoría puede resolverse mediante dos principios generales:

El Principio Aditivo o Regla de la Suma.

El Principio Multiplicativo o Regla del Producto.

El Principio Multiplicativo generalmente se asocia con el procedimiento utilizado en los primeros años escolares para encontrar la cantidad de elementos que contiene determinado conjunto; de ahí que la mayoría de los maestros lo reconozcan como "Método de Conteo".

Como a menudo el número de combinaciones o arreglos que se pueden hacer con los elementos de un conjunto admite que en cada elección aparezca una y solo una clase de combinaciones, entonces el Principio Aditivo se puede expresar de la manera siguiente:´

Definición 1: Principio Aditivo

	“El número total de combinaciones que se pueden hacer con todas las clases de elementos de un conjunto, es igual a la suma de las combinaciones de cada una de las clases”.


Nota: Se entiende como clase a todos los subconjuntos que se forman con los elementos del conjunto en cuestión.
A través del análisis y solución del siguiente ejemplo puede apreciarse la aplicación de este método.

Ejemplo 1: 

Marcos tiene 3 camisas y 4 pantalones. ¿De cuántas formas Marcos puede combinar las camisas y los pantalones?

Designemos a las camisas por las letras a, b, c. y a los pantalones por x, y, z, u. si establecemos la distribución que puede hacerse entre las camisas y los pantalones se observa que:
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Observe usted que cada muestra formada aparece una y solo una vez. El número total de muestras se obtiene fácilmente sumando todas las combinaciones obtenidas mediante el proceso anterior:
1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1= 12
Se puede combinar las camisas y los pantalones  12 veces, porque el número de combinaciones de cada clase es uno.

El principio aditivo" permite conocer la composición de todas las muestras de un experimento" cuestión que resulta importante sobre todo en los primeros grados de la enseñanza por la contribución que hace en la esfera del desarrollo del pensamiento combinatorio en los escolares.

Lógicamente "su inconveniencia radica en que es racional su aplicación sólo en casos en que el número total de muestras que componen el experimento no sea muy elevado".

El ejemplo anterior puede ser abordado haciendo otros análisis, en los cuales se puede llegar a conocer el número total de muestras que componen un experimento sin necesidad de formar cada una de las muestras que los integran. En este sentido enunciaremos el siguiente principio.

Definición 2: Principio Multiplicativo.

	"Si un suceso cualquiera puede ocurrir de m maneras diferentes y si después de haber ocurrido una cualquiera de esas maneras, otro suceso puede ocurrir de n maneras diferentes, entonces los dos sucesos en ese orden, pueden ocurrir de m por n maneras".




En este principio se afirma que si dos sucesos ocurren uno después del  otro, el número total de formas en que pueden ocurrir ambas, se obtiene multiplicando el número de formas del primero por el número de formas del segundo.

Ejemplo 2: 

¿Cuántas sílabas de dos letras, que comienzan por una consonante, existen en el idioma español?

En este caso la aplicación del método aditivo o de conteo hace lenta la labor por el número de muestras que tiene el experimento.

Lo primero es la elección de la primera letra (una consonante) y lo segundo, la elección de una vocal. Como en español existen 24 consonantes y solo 5 vocales, la segunda elección puede ocurrir de 5 formas. En total pueden obtenerse de 24× 5 = 120 sílabas.

El principio multiplicativo puede extenderse a más de dos cosas.

Ejemplo 3: 

"Los números 2, 3, 4 y 5 se pueden multiplicar unos por otros en diferente orden. Escribe todas las posibilidades que hay considerando el 2 como primer factor".

En este caso tenemos 3 sucesos diferentes. El  primero consiste en colocar al segundo factor del producto (considerando el orden de izquierda a derecha); para lo cual existen tres posibilidades, el segundao colocar el tercer factor, para lo que podemos contar con una posibilidad. En función del principio multiplicativo tendremos que los números pueden multiplicarse de 3×2×1 = 6 maneras diferentes.

Resulta claro observar que fácilmente pueden obtenerse todas las muestras que componen este experimento.

En ocasiones pueden aplicarse ambos métodos para resolver determinados problemas.

Ejemplo 4:

 ¿Cuántos números de dos o de tres cifras no repetidas pueden formarse con los dígitos del 1 al 4?

Aplicando el Principio Multiplicativo; para determinar todos los números de 2 cifras no repetidas llegamos al planteamiento: 4×3 = 12 números de 2 cifras no repetidas. Análogamente para determinar la cantidad de números de 3 cifras no repetidas obtenemos (4×3) ×2= 24 números.

Aplicando a continuación el Principio Aditivo se obtiene:

12+24= 36 números de dos o de tres cifras no repetidas.

La combinatoria permite la aplicación de varados métodos de análisis para la solución de problemas; es decir, usando la técnica de la modelación.

El poder modelar, es decir, reproducir las relaciones fundamentales que se establecen en el enunciado de un problema, despejadas de elementos innecesarios o términos no matemáticos que hacen difícil la comprensión, es una capacidad muy importante en la resolución de problemas.

Una de las formas de modelar los problemas es mediante esquemas gráficos que permiten al alumno hacer visibles los elementos que componen el enunciado y las relaciones que se establecen entre ellos y, en muchos casos, facilitan “descubrir” la vía de solución o la respuesta del problema.

La forma de hacer  modelos es muy personal, pues depende de la manera propia de interpretar el problema; sin embargo, hay algunas ideas generales que deben ser enseñadas a los alumnos y que de ejercitarse adecuadamente, pasarán a formar parte de los recursos técnicos a utilizar en la solución de problemas, cuando consideren necesario hacerlo.

Los modelos más utilizados son los lineales, los tabulares, los conjuntistas y los ramificados. (prientar su profundización).

En el siguiente ejemplo se muestra una forma en la que puede resolverse un problema.

Ejemplo 5: 

Para hacer un viaje desde la ciudad A hasta la ciudad B pueden utilizarse 3 ómnibus y para ir desde la ciudad B hasta la ciudad C sólo 2. ¿De cuántas formas diferentes se puede viajar desde la ciudad A hasta la ciudad C?

El siguiente diagrama muestra la forma en que puede realizarse el viaje.
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En este diagrama cada segmento representa un viaje entre dos de las ciudades señaladas en el problema.

Para realizar el viaje completa es necesario seleccionar dos segmentos. Puede observarse con claridad que existen tantas posibilidades como segmentos hay entre la ciudad A y la C; es decir 6.a este resultado se llega fácilmente aplicando el Principio Multiplicativo.

En la práctica no es necesario utilizar un diagrama como este; pero si se hace; ayuda a la comprensión del problema, que en casos más complejos resulta esencial. Este tipo de diagrama se conoce como Diagrama de Árbol (o ramificado) porque cada punto se ramifica en la misma forma en que lo hace un árbol.

Definición  3: Principio de Dirichlet o de los cajones

	Si se dan p elementos para repartir en n conjuntos y p > n, entonces existe al menos un conjunto que contiene al dos elementos.


Este principio sirve en ciertas ocasiones para responder la pregunta ¿Existe un elemento con una propiedad dada?, el principio solo dice que el objeto existe, el principio no indica la forma de determinar al objeto o el número de ellos.

Ejemplo 6:

Si tenemos 6 palomas en  4 pichoneras, es obvio que al pichoneras contienen al menos 2 palomas. 

Este principio también es llamado principio de los cajones o del palomar.

Definición 4: Principio de las inclusiones y exclusiones

	Para cualquier sistema de n conjuntos A1, A2, …, An se cumple: 

#
(A1 ( A2 ( … ( An) = #A1 + #A2 + … + #An – [#(A1 ( A2) + #(A1 ( A3) + #(An – 1 ( An)] + [#A1 ( A2 ( A3) + … + #(An – 2 ( An – 1 ( An)] + … + (-1)n – 1 . #(A1 ( A2 ( … ( An)


Ejemplo 7:

En un total de 250 personas encuestadas sobre su desayuno se obtuvieron las siguientes respuestas, 30 personas tomaban té con leche, 40 personas tomaban café con leche, 80 personas tomaban leche, 130 personas tomaban te o leche y 150 tomaban café o leche. 
a) ¿Cuantas personas tomaban te puro? 

b) ¿Cuantas personas tomaban leche pura? 

c) ¿Cuantas personas tomaban café puro? 

d) ¿Cuántas personas no tomaba ninguna de estas tres cosas al desayuno? 

Solución: 
Aplicando el principio se tienen que: 

Observa que los primeros que debemos hacer es leer bien el problema para poder interpretar todos los datos que nos dan a continuación vamos a distinguir los conjuntos de los cuales no están hablando en el problema: 

E: Conjunto formado por las 250 personas encuestadas. 

L: Conjunto formado por las 80 personas que tomaban leche. 

T: Conjunto de las personas que toman té (observa que ese dato no se da en el problema pero el conjunto está bien formado). 

C: Conjunto de las personas que toman café (observa que ese dato no se da en el problema pero el conjunto está bien formado). 

F: Conjunto de las personas que no toman nada (Que es los que nos están pidiendo)

Pero además nos hacen mención a los siguientes conjuntos: 

T ( L: Conjunto de las 30 personas que toman té con leche. 

C ( L: Conjunto de las 40 personas que toman café con leche. 

T ( L: Conjunto de las 130 personas que toman té o leche. 

C ( L: Conjunto de las 150 personas que toman café o leche. 

a) 130 – 80 = 50

b) 80 

c) 150 – 80 = 70

d) E = #L + #T + #C  + # F – [#(L ( T) + #(L ( C) + #(L ( F) +  #(T ( C) + #(T ( F) + #(C ( F) ]+ [#(L ( T ( C) + #(L ( T ( F) + #(L ( C ( F)] - #(L ( C ( T ( F)
250 = 80 + 50 +  70 + #F – [30 + 40 + 0 + 0 + 0 + 0] + [0 + 0 + 0] – 0

250 = 200  + #F – 70

250 – 130 = #F

#F = 120

Haciendo uso de la teoría de conjunto, o con la técnica de modelación con los diagramas conjuntistas tenemos que:

Ahora debemos representar los datos mediante un diagrama de Venn, recuerda que el problema nos habla de 3 conjuntos los que toman café, los que toman té y los toman leche nada más, que hay intersección entre los que toman café con los que toman leche tomando café con leche y entre los que toman leche y los que toman te, que toman té con leche, que son parte del conjunto universo E formado por el total de personas encuestadas. 

a) Para determinar cuántas personas tomaban té puro sabemos que 130 tomaban té o leche y como 80 son las personas que toman leche hay que restarle a 130 las 80 personas que toman leche resultando 130 – 80 = 50 personas que solo toman té. 

b) Las que toman leche pura tendríamos que son 80.  

c) Haciendo el mismo razonamiento que en el inciso a) a las 150 personas que toman café o leche hay que restarle las leche, resultando 150 – 80 = 70 personas que toman café puro. 

d) Para determinar las personas que no toman ninguna de las tres cosas en el desayuno sumamos todos los diagramas que tenemos en nuestra representación mediante diagrama de Venn y se lo restamos a 250.  

20 + 30 + 30 + 40 + 10 = 130

250 – 130 = 120

R/ No toman nada para el desayuno 120 personas


Ejemplos:

Ejemplo 1: 

Marcos tiene 3 camisas y 4 pantalones. ¿De cuántas formas Marcos puede combinar las camisas y los pantalones?

Solución: 

Designemos a las camisas por las letras a, b, c. y a los pantalones por x, y, z, u. si establecemos la distribución que puede hacerse entre las camisas y los pantalones se observa que:
[image: image120.png]c-x

a-x




Observe usted que cada muestra formada aparece una y solo una vez. El número total de muestras se obtiene fácilmente sumando todas las combinaciones obtenidas mediante el proceso anterior:
1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1= 12
Se puede combinar las camisas y los pantalones  12 veces, porque el número de combinaciones de cada clase es uno.

Ejemplo 2: 

¿Cuántas sílabas de dos letras, que comienzan por una consonante, existen en el idioma español?

Solución:

En este caso la aplicación del método aditivo o de conteo hace lenta la labor por el número de muestras que tiene el experimento.

Lo primero es la elección de la primera letra (una consonante) y lo segundo, la elección de una vocal. Como en español existen 24 consonantes y solo 5 vocales, la segunda elección puede ocurrir de 5 formas. En total pueden obtenerse de 24× 5 = 120 sílabas.

El principio multiplicativo puede extenderse a más de dos cosas.

Ejemplo 3:

Si tenemos 6 palomas en  4 pichoneras, es obvio que al pichoneras contienen al menos 2 palomas. 

Este principio también es llamado principio de los cajones o del palomar.

Ejemplo 4:

En un total de 250 personas encuestadas sobre su desayuno se obtuvieron las siguientes respuestas, 30 personas tomaban té con leche, 40 personas tomaban café con leche, 80 personas tomaban leche, 130 personas tomaban te o leche y 150 tomaban café o leche. 
a) ¿Cuantas personas tomaban te puro? 

b) ¿Cuantas personas tomaban leche pura? 

c) ¿Cuantas personas tomaban café puro? 

d) ¿Cuántas personas no tomaba ninguna de estas tres cosas al desayuno? 

Solución: 
Aplicando el principio se tienen que: 

Observa que los primeros que debemos hacer es leer bien el problema para poder interpretar todos los datos que nos dan a continuación vamos a distinguir los conjuntos de los cuales no están hablando en el problema: 

E: Conjunto formado por las 250 personas encuestadas. 

L: Conjunto formado por las 80 personas que tomaban leche. 

T: Conjunto de las personas que toman té (observa que ese dato no se da en el problema pero el conjunto está bien formado). 

C: Conjunto de las personas que toman café (observa que ese dato no se da en el problema pero el conjunto está bien formado). 

F: Conjunto de las personas que no toman nada (Que es los que nos están pidiendo)

Pero además nos hacen mención a los siguientes conjuntos: 

T ( L: Conjunto de las 30 personas que toman té con leche. 

C ( L: Conjunto de las 40 personas que toman café con leche. 

T ( L: Conjunto de las 130 personas que toman té o leche. 

C ( L: Conjunto de las 150 personas que toman café o leche. 

e) 130 – 80 = 50

f) 80 

g) 150 – 80 = 70

h) E = #L + #T + #C  + # F – [#(L ( T) + #(L ( C) + #(L ( F) +  #(T ( C) + #(T ( F) + #(C ( F) ]+ [#(L ( T ( C) + #(L ( T ( F) + #(L ( C ( F)] - #(L ( C ( T ( F)
250 = 80 + 50 +  70 + #F – [30 + 40 + 0 + 0 + 0 + 0] + [0 + 0 + 0] – 0

250 = 200  + #F – 70

250 – 130 = #F

#F = 120

Haciendo uso de la teoría de conjunto, o con la técnica de modelación con los diagramas conjuntistas tenemos que:

Ahora debemos representar los datos mediante un diagrama de Venn, recuerda que el problema nos habla de 3 conjuntos los que toman café, los que toman té y los toman leche nada más, que hay intersección entre los que toman café con los que toman leche tomando café con leche y entre los que toman leche y los que toman te, que toman té con leche, que son parte del conjunto universo E formado por el total de personas encuestadas. 

a) Para determinar cuántas personas tomaban té puro sabemos que 130 tomaban té o leche y como 80 son las personas que toman leche hay que restarle a 130 las 80 personas que toman leche resultando 130 – 80 = 50 personas que solo toman té. 

b) Las que toman leche pura tendríamos que son 80.  

c) Haciendo el mismo razonamiento que en el inciso a) a las 150 personas que toman café o leche hay que restarle las leche, resultando 150 – 80 = 70 personas que toman café puro. 

d) Para determinar las personas que no toman ninguna de las tres cosas en el desayuno sumamos todos los diagramas que tenemos en nuestra representación mediante diagrama de Venn y se lo restamos a 250.  

20 + 30 + 30 + 40 + 10 = 130

250 – 130 = 120

R/ No toman nada para el desayuno 120 personas

Ejercicios propuestos:

1. ¿De cuántas maneras se puede escoger una vocal y una consonante de la palabra número?

2. A la cima de una montaña conducen 5 caminos. ¿De cuántas formas puede subir y bajar un campista utilizando tales caminos? ¿Y si el ascenso y descenso tienen lugar por caminos diferentes?

3. ¿De cuántas formas se pueden escoger dos fichas de dominó, de las 28 que hay en una mesa de juego, de forma tal que se puedan aplicar la una con la otra?

4. En una reunión hay 18 personas. Todas se saludan entre sí y ningún par de personas se saluda más de una vez. ¿Cuántos saludos de manos se dan?

5. De entre tras ejemplares de un texto de Algebra 2 de Geometría y 2 de Trigonometría hay que escoger un ejemplar de cada uno. ¿Cuántos modos hay de hacerlo?

6. ¿Cuántos números naturales de 4 cifras existen que no contienen la cifra 7?

7. ¿Cuántos números naturales entre 100 y 999 tienen sus cifras diferentes?

8. ¿Cuántos de los primeros 1000 números enteros positivos tienen todas sus cifras diferentes?

9. ¿Cuántos números naturales de tres cifras existen tales que la suma de sus dígitos es 5? ¿Cuáles son?

10. En una corporación trabajan 67 personas. De estas, 47 dominan el idioma inglés, 35 el francés y 23 ambos idiomas. ¿cuántas personas de la corporación no hablan ni el inglés ni el francés?

11. De un grupo de jóvenes a 19 les gusta las matemáticas, a 17 las artes plástica, a 11 la historia, 12 prefieren matemática y artes plásticas, 7 historia y matemática, 5 artes plásticas e historia. A 2 les gusta las tres asignaturas y a 5 ninguna de ellas. ¿Cuántos jóvenes hay en el grupo?

12. al trasmitir informaciones por telégrafo se utiliza el código Morse. En este código las letras, las cifras y los signos de puntuación se representan por puntos y rayas. Por ejemplo, la letra t se representa por un punto (.) y la L por tres puntos y una raya (.-.). Empleando hasta dos signos, ¿Cuántas letras pueden codificarse?

13. ¿De cuántas maneras se puede escoger una vocal y una consonante en la palabra Martí?

14. ¿De cuántas maneras se puede escoger una vocal y una consonante en la palabra Maceo?

15. En un estante hay tres ejemplares de un texto de español, 7 de matemática y 6 de historia. ¿de cuántas maneras se puede escoger un ejemplar?

Tema 16:
 Variaciones, permutaciones y combinaciones

En varias ocasiones hemos mencionado la importancia que tiene, que nuestros docentes desarrollen el pensamiento lógico de nuestros estudiantes, pero también el pensamiento numérico, geométrico, funcional, y el no menos importante el combinatorio.

La combinatoria constituye uno de los núcleos centrales de la matemática discreta, o conjunto de conceptos y métodos matemáticos que estudia los problemas en los que intervienen conjuntos discretos y funciones definidas sobre los mismos. En Batanero, Godino y Navarro-Pelayo (1994) se clasifican los diversos tipos de problemas combinatorios como de existencia, recuento, enumeración y optimización, justificándose el papel relevante que la combinatoria desempeña dentro de la matemática discreta. Podemos decir que en la actualidad la combinatoria es un amplio campo de las matemáticas con investigación activa y numerosas aplicaciones teóricas y prácticas en campos como la geología, química, gestión empresarial, informática e ingeniería (Grimaldi, 1989). Los problemas combinatorios y las técnicas para su resolución tienen y han tenido también profundas implicaciones en el desarrollo de otras ramas de las matemáticas como la probabilidad, teoría de números, teoría de autómatas e inteligencia artificial, investigación operativa, geometría y topología combinatorias. Además, Heitele (1975) la incluye entre las ideas estocásticas fundamentales.

Pero, aparte de este interés matemático de los problemas combinatorios, que puede justificar su consideración como tópico curricular, debemos tener en cuenta las reflexiones e investigaciones realizadas desde el campo de la psicología sobre la influencia del razonamiento combinatorio en el desarrollo del pensamiento formal.

Los esquemas cognitivos combinatorios son considerados por Piaget como un componente esencial del pensamiento formal, con una importancia comparable a los esquemas de la proporcionalidad y de la correlación, los cuales emergen simultáneamente en los sujetos a las edades de 12 a 13 años. Según Inhelder y Piaget (1955) el razonamiento hipotético deductivo opera por medio de las operaciones combinatorias que se aplican sobre un conjunto de posibilidades que deben examinarse y enumerarse hasta llegar a una conclusión. Alcanzado el periodo de las operaciones formales los adolescentes descubren espontáneamente procedimientos sistemáticos de enumeración y recuento combinatorios, por lo que serían capaces de resolver problemas combinatorios sencillos sin ayuda de la instrucción.

Piaget e Inhelder (1951) estudian la influencia que tienen los esquemas combinatorios en la formación de los conceptos de azar y probabilidad. Establecen una relación entre razonamiento combinatorio y probabilístico y lo justifican en el hecho de que una escasa capacidad de razonamiento combinatorio reduce notablemente la aplicación del concepto de probabilidad, en el sentido clásico de Laplace, a casos muy sencillos o de fácil enumeración

Piaget e Inhelder afirman que, durante la etapa de las operaciones formales, el niño adquiere la capacidad de usar procedimientos sistemáticos para realizar inventarios de todas las  permutaciones posibles, variaciones y combinaciones de un conjunto dado de elementos. 

Fischbein (1975) destaca igualmente la importancia de los contenidos combinatorios y los compara, a nivel de esquema mental, con la proporcionalidad y la correlación y sitúa su aprendizaje a partir de los 12 años aproximadamente.

Analiza los resultados obtenidos por Piaget e Inhelder en el estadio de las operaciones formales y llega a varias conclusiones: 

1. El desarrollo de la capacidad combinatoria se realiza de una forma gradual desde los 12 años (combinaciones), pasando por los 13 años (variaciones) para llegar, por último, a los 14 años (permutaciones) pero no se desarrolla completamente en esta etapa.

2. Discrepa con Piaget en lo que se refiere al periodo de tiempo que transcurre entre el aprendizaje de combinaciones y permutaciones por parte del niño.

Posteriormente Fischbein ha seguido interesado en el razonamiento combinatorio. En Fischbein y cols. (1991) estudia los factores que afectan a los juicios probabilísticos en niños de 9 a 14 años, así como la evolución con la edad de los sesgos en el razonamiento probabilístico.

El objetivo principal de esta investigación era la preparación de materiales curriculares para la enseñanza de la probabilidad.

Para el trabajo de las variaciones, las combinaciones y las permutaciones se pueden utilizar variados materiales didácticos, entre ellos: textos, láminas, objetos concretos e incluso programas tecnológicos (software). Las variaciones son aquellas formas de agrupar las elementos de un conjunto teniendo en cuenta que: influye el orden en que se colocan, y al permitir que se repitan los elementos, se puede hacer tantas veces como elementos tenga agrupación.

Existen dos tipos:

Definición 1: Las variaciones sin repetición de n elementos tomados de p en p
.

	Son las distintas agrupaciones formadas con p elementos distintos, eligiéndose de entre los n elementos de que disponemos, considerando una variación distinta a otra tanto si difieren en algún elementos como si están situados en distinto orden.


El número de variaciones que se pueden construir se puede calcular mediante la fórmula:
[image: image121.png]b=




Definición 2: Las variaciones con repetición de n elementos tomados de p en p.

	Son las distintas agrupaciones formadas con p elementos que pueden repetirse, eligiéndolos de entre los n elementos de que disponemos, considerando una variación distinta a otra tanto si difieren en algún elementos como si están situados en distinto orden.


El número de variaciones que se pueden construir se puede calcular mediante la fórmula: 
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Ejemplo 1: ¿Cuántos números de tres cifras diferentes se pueden formar con los dígitos que componen el número 24756?
En este problema tenemos como elementos a los dígitos 2, 4, 7, 5, 6; en total 5 elementos y debemos formar muestras de 3 elementos diferentes, es importante destacar el hecho de la no repetición de los elementos las muestras.

Formemos algunas muestras del experimento.

247, 724,245.

Resulta fácil observar el cumplimiento de las características correspondientes a las variaciones sin repetición

Dos muestras difieren:

O en el orden de sus elementos (247, 724)

O por lo menos un elemento. (247 y 245)

Los elementos no se repiten en la misma muestra.

Comprobado que el elemento combinatorio presente en el problema sin dudas, es  variaciones sin repetición podemos determinar fácilmente la cantidad de elementos del conjunto (N=5) y la cantidad de elementos que tienen las muestras (p=3).

Aplicando la fórmula para el cálculo y efectuando los mismos obtenemos: 
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Definición 3: Permutaciones.

	Se llama permutaciones de m elementos (m = n) a las diferentes agrupaciones de esos m elementos de forma que:

· Sí entran todos los elementos.

· Sí importan el orden.

· No se repiten los elementos.


El número de permutaciones sin repetición, de n elementos distintos, es: Pn = n!

Definición 4: Permutaciones con repetición

	Se llama permutación con repetición de m elementos donde el primer elementos se repite a veces, el segundo b veces, el terceto c veces, … (m = a + b + c + … = n) son los distintos grupos que pueden formarse con esos m elementos de forma que:

· Sí entran todos los elementos.

· Sí importa el orden

· Sí se repiten los elementos.


El número de permutaciones con repetición, de n elementos, es:
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Ejemplo 2:

 ¿De cuántas maneras se pueden colocar las figuras blancas (dos caballos, dos torres, dos alfiles, el rey y la reina) en la primera fila del tablero de ajedrez?

Haciendo un análisis podemos comprobar que se trata de un experimento sobre permutaciones con repetición de n = 8 elementos agrupados en subgrupos m1=2, m2=2, m3=2, m4=1 y m5=1de elementos iguales.
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En el ejemplo anterior hemos imaginado los elementos que forman las permutaciones colocados ordenadamente en línea recta. Hubiera sido lo mismo imaginarlos situados en una curva abierta; pero las condiciones varían si los situamos en una curva cerrada porque el orden que se establece entre sus elementos es relativo:

No cambia si se efectúa una rotación de modo que cada elemento ocupe el lugar del otro.

A este tipo de permutaciones se les llama permutaciones circulares o cíclicas. En las permutaciones circulares los elementos se consideran distribuidos sobre una circunferencia.

Las permutaciones circulares pueden identificarse si el análisis de situación mencionada conlleva a la confección de una curva cerrada, fijando uno de los N elementos y permutando los N -1 restantes, tal y como se hace en las permutaciones sin repetición. Para formar las permutaciones circulares de N elementos; basta fijar uno de ellos y elegir uno de los dos sentidos posibles en la curva, permutando de todas las formas posibles los N -1 elementos.

El número de permutaciones circulares de N elementos se calcula mediante la fórmula:

Pc(n)= (n -1)!, n es un número natural mayor o igual que 1.

La diferencia entre las variaciones y las combinaciones es, que en las combinaciones el orden en que se toman los elementos no importa:
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Ejemplo 3:

 En un departamento docente hay 8 personas. Deben extraerse tres para participar en un evento. ¿De cuántas maneras se puede realizar la selección?

Designemos a las personas por a, b, c, d, e, f, g, h.

Formemos algunas muestras del experimento.

Muestra 1: a, b, c

Muestra 2: c, b, a

Muestra 3: a, b, d

Las muestras 1 y 2 no difieren en el orden: son las mismas personas.

Se trata de un experimento sobre combinaciones.

N=8, p=3.
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Ejemplos:
Ejemplo 1:
¿Cuántos números de tres cifras diferentes se pueden formar con los dígitos que componen el número 24756?

Solución 

En este problema tenemos como elementos a los dígitos 2, 4, 7, 5, 6; en total 5 elementos y debemos formar muestras de 3 elementos diferentes, es importante destacar el hecho de la no repetición de los elementos las muestras.

Formemos algunas muestras del experimento.

247, 724,245.

Resulta fácil observar el cumplimiento de las características correspondientes a las variaciones sin repetición

Dos muestras difieren:

O en el orden de sus elementos (247, 724)

O por lo menos un elemento. (247 y 245)

Los elementos no se repiten en la misma muestra.

Comprobado que el elemento combinatorio presente en el problema sin dudas variaciones sin repetición podemos determinar fácilmente la cantidad de elementos del conjunto (N=5) y la cantidad de elementos que tienen las muestras (p=3).

Aplicando la fórmula para el cálculo y efectuando los mismos obtenemos

V (5,3)=5x4x3=60 números de tres cifras.

Ejemplo 2:

 Determine el número de palabras (con sentido o no) que se pueden obtener con las letras de la palabra amor.

Solución: 
Formemos algunas muestras de este experimento aleatorio: amor, roma, ramo.
Como puede observarse, se cumple que:

Las muestras difieren únicamente en el orden de sus elementos.

En todas las muestras del experimento aparecen los 4 elementos del conjunto.(N=p=4)

Los elementos no se repiten en las muestras.

Se trata de una permutación de 4 elementos.

Luego: P (4)=4x3x2x1=24 palabras.

Ejemplo 3: Permutaciones circulares.

¿De cuántas formas se pueden sentar 8 personas alrededor de una mesa?

Solución:

Designemos a las personas por las letras a, b, c, d, e, f, g, h y formemos algunas muestras del experimento

En ambos casos fijamos un elemento y permutamos los restantes: se trata de una permutación circular de 8 elementos.

Pc (8) = (8-1)!= 7!= 5040

Ejemplo 4:

 ¿De cuántas maneras se pueden colocar las figuras blancas (dos caballos, dos torres, dos alfiles, el rey y la reina) en la primera fila del tablero de ajedrez?

Solución: 

Haciendo un análisis similar al del ejemplo anterior podemos comprobar que se trata de un experimento sobre permutaciones con repetición de N= 8 elementos agrupados en subgrupos N1=2, N2=2, N3=2, N4=1 y N5=1de elementos iguales.

Pr (2, 2, 2, 1,1) = 8! ⁄ (2!x2!x2!x1!x1!) = 5040

Ejemplo 5:

 De una caja que contiene 4 bolas de diferentes colores se extrae una muestra de 3 bolas (una a una), devolviendo cada bola a la caja antes de extraer la siguiente. ¿Cuántas muestras se pueden extraer?

Solución 

En este experimento las muestras están constituidas por la extracción de tres bolas, una a una, devolviendo cada bola a la caja antes de realizar la extracción de la siguiente.

Denotemos a las bolas por b1, b2, b3, b4 y formemos algunas muestras.

Muestra 1: b1b2 b3

Muestra 2: b3 b2 b1

Muestra 3:b1b1b2

Las muestras corresponden a las variaciones con repetición.

N=4 (cantidad de elementos del conjunto)

p=3 (cantidad de elementos que hay en cada muestra)

Vr (4,3)=43=64 muestras.

Ejemplo 6:

 En un departamento docente hay 8 personas. Deben extraerse tres para participar en un evento. ¿De cuántas maneras se puede realizar la selección?

Solución:

Designemos a las personas por a, b, c, d, e, f, g, h.

Formemos algunas muestras del experimento.

Muestra 1: a, b, c

Muestra 2: c, b, a

Muestra 3: a, b, d

Las muestras 1 y 2 no difieren en el orden: son las mismas personas.

Se trata de un experimento sobre combinaciones.

N=8, p=3.

C (8, 3) = 8! ⁄ 3! (8 – 3)!= 56 maneras.

Ejemplo 7:

 ¿De cuántas formas puedo escoger dos bolas de un conjunto de seis, entre las que hay tres rojas y tres azules?

Solución

Si usamos el muestreo de las particiones del conjunto en subconjuntos de dos bolas, podemos obtener algunas muestras del experimento

Las muestras no difieren en el orden entre sus elementos.( muestras 3 y 4)

Los elementos se pueden repetir en las muestras.( muestras 1 y 2)

Se trata de un experimento sobre combinaciones con repetición.

N=6 p= 2

Cr (6, 2)= (6+2 -1)! ⁄ 2!(6-1)!=7! ⁄ 2! 5!=21 formas de escoger 2 bolas.

Ejercicios propuestos:
1. Cuatro chicos son enviados al director del colegio por alborotar en clase. Para esperar su castigo, tienen que alinearse en fila ante la puerta del despacho. ¡Ninguno quiere ser el primero, desde luego!. Suponemos que los niños se llaman Andrés, Benito, Carlos y Daniel (los llamaremos A, B, C y D. ¿De cuántas formas posibles se pueden alinear?.

2. En una caja hay cuatro fichas de colores: dos azules, una blanca y una roja. Se toma una ficha al azar y se anota su color. Sin volver la ficha a la caja, se toma una segunda ficha y se anota su color. Se continúa de esta forma hasta que se han seleccionado, una detrás de otra, las cuatro fichas. ¿De cuántas formas diferentes se puede hacer la selección de las fichas? Ejemplo: Se pueden seleccionar en el siguiente orden, Blanca, Azul, Roja y Azul.

3. Disponemos de tres cartas iguales. Deseamos colocarlas en cuatro sobres de diferentes colores: Amarillo, Blanco, Crema y Dorado. Si cada sobre solo puede contener, a lo sumo, una carta. ¿De cuántas formas podemos colocar las tres cartas en los cuatro sobres diferentes? Ejemplo: Podemos colocar una carta en el sobre amarillo, otra en el blanco y otra en el crema.

4. Un niño tiene cuatro coches de colores diferentes (Azul, Blanco, Verde y Rojo) y decide repartírselos a sus hermanos Fernando, Luis y Teresa. ¿De cuántas formas diferentes puede repartir los coches a sus hermanos? Ejemplo: Podría dar los cuatro coches a su hermano Luis. 

5. En una urna hay tres bolas numeradas con los dígitos 2, 4 y 7. Extraemos una bola de la urna y anotamos su número. Sin devolver a la urna la bola extraída, se saca una segunda bola y se anota su número; sin devolverla a la urna, se saca una tercera bola y se anota su número. ¿Cuántos números diferentes de tres cifras podemos obtener? Ejemplo: el número 724.

6. Cuatro niños (Alicia, Berta, Carlos y Diana) van a pasar la noche a casa de su abuela. Esta tiene dos habitaciones diferentes (salón y buhardilla) donde poder colocar a los niños para dormir. ¿De cuántas formas diferentes puede la abuela colocar los cuatro niños en las dos habitaciones? (Puede quedar alguna habitación vacía). Ejemplo: Alicia, Berta y Carlos pueden dormir en el salón y Diana en la buhardilla.

7. Un grupo de cuatro amigos, Andrés, Benito, Clara y Daniel, tienen que realizar dos trabajos diferentes: uno de Matemáticas y otro de Lengua. Para realizarlo deciden dividirse en dos grupos de dos chicos cada uno. ¿De cuántas formas pueden dividirse para realizar los trabajos? Ejemplo: Andrés-Benito pueden hacer el trabajo de Matemáticas y Clara-Daniel el trabajo de Lengua.

8. Una maestra tiene que elegir tres estudiantes para borrar la pizarra. Para ello dispone de cinco voluntarios: Elisa, Fernando, Germán, Jorge y María. ¿De cuántas formas puede elegir tres de estos alumnos? Ejemplo: Elisa, Fernando y María.

9. El garaje de Ángel tiene cinco plazas. Como la casa es nueva, hasta ahora solo hay tres coches; el de Ángel, Beatriz y Carmen que pueden colocar cada día el coche en el lugar que prefieran, si no está ocupado. Este es el esquema de la cochera: 1
2
3
4
5 ¿De cuantas formas pueden Ángel, Beatriz y Carmen aparcar sus coches en la cochera? Ejemplo: Ángel puede aparcar su coche en el aparcamiento número 1, Beatriz en el número 2 y Carmen en el número 4.

10. María y Carmen tienen cuatro cromos numerados del 1 al 4. Deciden repartírselos entre las dos a partes iguales. ¿De cuántas formas se pueden repartir los cromos? Ejemplo: María puede quedarse con los cromos 1 y 2 y Carmen con los cromos 3 y 4.

11. En un bombo hay cuatro bolas numeradas con los dígitos 2 , 4 , 7 y 9. Elegimos una bola del bombo, anotamos su número y la devolvemos al bombo. Se elige una segunda bola, se anota su número y la devolvemos al bombo. Finalmente se elige una tercera bola y se anota su número.¿Cuántos números de tres cifras podemos obtener? Ejemplo: Se puede obtener el número 2 2 2. 

12. Disponemos de cinco cartas, cada una de ellas tiene grabada una letra: A , B , C , C , C . ¿De cuántas formas diferentes se pueden colocar en la mesa las cinco cartas, una al lado de otra formando una hilera? Ejemplo: Pueden estar colocadas de la siguiente forma A C B C C . 

13. Se quiere elegir un comité formado por tres miembros: Presidente, Tesorero y Secretario. Para seleccionarlo disponemos de cuatro candidatos: Arturo, Basilio, Carlos y David. ¿Cuántos comités diferentes se pueden elegir entre los cuatro candidatos? Ejemplo: Que Arturo sea presidente, Carlos sea tesorero y David sea secretario.

14. Un niño tiene doce cartas: 9 de ellas son los números 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 y 9. Las tres restantes son las figuras: sota, caballo y rey. ¿De cuántas maneras se pueden alinear cuatro de las doce cartas con la condición de que siempre estén seleccionadas las tres figuras? Ejemplo: sota caballo rey 1.

15. Seleccionar 5 dígitos con reemplazamiento y colocarlos posteriormente para formar un número de 5 cifras ¿Cuántos números de cinco cifras pueden formarse utilizando los dígitos 1 , 2 , 4 , 6 y 8, si cada uno de ellos debe contener exactamente dos ochos? Ejemplo: 8 8 1 2 4.

Exámenes:

Examen 1:

1. Diga verdadero  (V) o falso (F) según corresponda. Justifique los falsos.

a) ___ Dos conjuntos son equipotentes si y solo si tienen la misma cantidad de elementos.

b) ___ Un conjunto cuyos elementos no pueden ser contados es un conjunto finito.

c) ___ El complemento de un conjunto A es la diferencia entre el conjunto universo y el conjunto A.

d) ___ En el conjunto A = {(, {1}, {1, 2}, {1, 2, 3}}, se puede decir que  {1, 2} ( A.

e) ___ A x B = {(a; b)(a ( A}.

2. Complete los espacios en blanco de forma tal que se obtenga una proposición verdadera.

a) El conjunto que no tiene elementos se denomina ____________.

b) Si dos conjuntos tienen la misma cantidad de elementos e iguales entonces los conjuntos son ______________.

c) Si un conjunto tiene 4 elementos entonces su conjunto potencia tiene __ elementos.

d) Dado el conjunto A = {1, 2, 3} y el conjunto B = {x ( N( 0 ( x ( 5} considerado como conjunto universo, entonces Ac = {_________________}.

e) En la operación diferencia de conjuntos se cumple que A \ B ____ B \ A.

3. Sean los conjuntos S = {1, 2, 3, 4, 5, 6}, Q = {5, 6, 7, 8, 9} y el conjunto P formado por los tres primeros números primos.

a) Escriba en notación tabular el conjunto P.

b) Escriba en forma descriptiva un conjunto M equipotente con Q ( S.

c) Represente gráficamente S \ (P( Q)

d) Compruebe que P  ( (S ( Q) = (P ( S) ( Q.

4. En una encuesta realizada a los 20 alumnos de un aula en la que todos practican manifestaciones culturales, se encontró que 12 alumnos tocan piano, 10 tocan violín y 7 alumnos practican otras manifestaciones que no son piano ni violín. ¿Cuántos alumnos practican tanto piano como violín?

5. Dados los conjuntos A = {a, b, c} y B = {1, 2}

a) Forme el producto cartesiano A x B

b) Forme un subconjunto no vacío R del producto cartesiano A x B.

c) Determine el dominio e imagen de R. 

Examen 2:
1. Diga si la conclusión que se obtiene del siguiente razonamiento es verdadera o falsa: “Si Alfonso estudia aritmética, entonces también estudia lógica o álgebra. Alfonso no estudia aritmética. Alfonso estudia aritmética, o lógica, o algebra. Luego, Alfonso estudia algebra.”

2. Analiza las palabras no monosílabas que contiene este pensamiento martiano: “…el único camino abierto a la prosperidad constante y fácil es el de conocer, cultivar y aprovechar los elementos inagotables e infatigables de la naturaleza.”

a) Forme un conjunto A  en notación tabular con todas las palabras llanas. 

b) Escribe el conjunto en notación constructiva.

c) Diga un elemento que pertenezca al conjunto y uno que no pertenezca.

d) ¿Qué relación existe entre el conjunto A y el conjunto B de todas las palabras que contengan c?

e) Halle A ( B, A \ B

f) Escribe el producto cartesiano A x A.

g) Forme una correspondencia unívoca F ( A x A

h) ¿Es dicha correspondencia una función? Argumente.

3. En las clases de Historia de Cuba has aplicado la relación “… ocurrió primero que…” definida en el conjunto de los hechos históricos, ¿Es esa una relación de orden o de equivalencia? Fundamenta.

4. En un grupo, 7 alumnos prefieren la Matemática, 8 la Lengua Española, 10 otras asignaturas y hay 4 que les gusta la Matemática y la Lengua Española a la vez. ¿Cuántos alumnos tiene el grupo?

5. Ana tienen 12 blusas y 8 sayas.

a) ¿De cuántas maneras puede Ana vestirse para irse para la escuela?

b) ¿Y si ahora tuviese 15 blusas y 10 sayas?

c) ¿Y si ahora tuviese m blusas y n sayas?

Examen 3:

1. Calcula:
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2. Con 600 tabletas de madera de 8 cm por 20 cm se cubrió el piso de una habitación. Si se hubieran usado tablas de 12 cm por 40 cm habríamos necesitado _________ tablas. 

b). Para embolsar la cosecha de 300 hectáreas de cereal que rindieron 1,2 toneladas por hectáreas se necesitaron 3600 bolsas. Para embolsar la cosecha de 360 hectáreas del mismo cereal que rindieron 900 kilogramos por hectárea se necesitarán ____ bolsas del mismo tamaño.

3. En una hoja está escritos siete números enteros positivos diferentes. El resultado de la multiplicación de los siete números es el cubo de un número entero. Si el mayor de los números escritos en la hoja es N, determine el menor valor posible de N. muestre un ejemplo para ese valor de N y explique porque no es posible que N sea menor.
4. ¿Qué número se obtiene si se divide el mínimo común múltiplo por el máximo común divisor entre los números 30, 54, 18 y 12?
5. Un pastelero dispone de 7 ingredientes para armar sus tortas, ¿cuantas tortas distintas de 3 ingredientes (sin que se repitan los ingredientes), podría hacer?
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� Invitarlos al leer “El juego de la lógica de Lewis Carrol, el autor de Alicia en el País de las Maravillas, donde expone de un modo ameno y muy interesante alguno de los conocimientos que sobre lógicas nosotros vamos a estudiar.


� Los conectivos lógicos son ciertas conjunciones y palabras (y, o; si… entonces…; …exactamente cuando…; etc


1 Ludwig Wittgenstein (Viena 1889-Cambridge 1951), nacionalizado británico en 1938. Estudió Ingeniería Mecánica en Berlín, posteriormente investigó Aeronáutica en Manchester. La necesidad de entender mejor las matemáticas lo llevó a estudiar sus fundamentos. Dejó Manchester en 1811 para estudiar lógica matemática con Russell en Cambridge. Escribió su primer gran trabajo en lógica, Tractatus logico-philosophicus, durante la primera guerra mundial, primero en el frente ruso y luego en el norte de Italia. Envío el manuscrito a Russell desde un campo de prisioneros en Italia. Liberado en 1919, regalo la fortuna que había heredado de su familia y trabajó en Austria como profesor en una escuela primaria. Volvió a Cambridge en 1929 y fue profesor en esta universidad hasta 1947, año en que renunció. Su segundo gran trabajo, Investigaciones filosóficas fue publicado en 1953, es decir, dos años después de su muerte. Otras obras póstumas de


Wittgenstein son: Observaciones filosóficas sobre los principios de la matemática(1956), Cuadernos azul y marrón(1958) y Lecciones y conversaciones sobre estética, sicología y fe religiosa (1966).


� Augustus De Morgan (Madras 1806-Londres 1871). Nació en la India, donde su padre trabajaba en la East India Company, aunque realizó sus estudios en el Trinity College, donde obtuvo el grado de cuarto wrangler. Al negarse a pasar el indispensable examen religioso no consiguió plaza en Cambridge ni en Oxford, a pesar de haber sido educado en la Iglesia de Inglaterra, en la que su madre esperaba que se hiciese pastor. A consecuencia de ello, De Morgan se vio nombrado profesor de matemáticas, a la temprana edad de 22 años, en la recién creada Universidad de Londres, m´as tarde University College de la misma universidad, donde ensenó de manera continua, excepto durante breves períodos a consecuencias de sucesivas dimisiones provocadas por casos de reducción de la libertad académica. De Morgan fue siempre un defensor de la tolerancia intelectual y religiosa, así como un profesor y escritor excepcional. Era ciego de un ojo, de nacimiento, lo cual puede explicar algunas de sus inofensivas excentricidades, tales como su odio a la vida rural, su negativa a votar en las elecciones y su renuncia a solicitar el ingreso en la Royal Society. A De Morgan le encantaban los acertijos, rompecabezas y problemas ingeniosos, muchos de los cuales aparecen coleccionados en su libro Budget of Paradoxes, que es una deliciosa sátira sobre los cuadradores del c´ırculo publicada después de su muerte por su viuda. De Morgan fue uno de los precursores de la lógica matemática y en 1847 publicó Lógica formal o el cálculo de inferencia.


� Recuerda que las proposiciones se denotan con letra minúscula.


� Los razonamientos probables son de naturaleza inductiva, por eso no se han distinguido como una categoría aparte dentro de los razonamientos reductivos, como hacen algunos autores.  


� Ver Lis G. Lógica matemática, teoría de conjuntos y dominios numéricos.


� Ferro García, Rafael y coautor. Formación de categorías pictóricas a través de las relaciones de equivalencia. Universidad de Málaga. Publicado en Psicothema 2005. Vol. 17, nº 1, pp. 83-89 ISSN 0214 - 9915 CODEN PSOTEG. www.psicothema.com


� Existen libros como “El diablo de los números”, “Malditas matemáticas” , El gran Juego” y ¡Cuánta geometría hay en tu vida! De Carlos Frabetti. “los diez magníficos y La sorpresa de los números Anna Cerasoli. ¿odias las matemáticas? De Alejandra Vallejo – Nájera. “Vitaminas matemáticas y Geometría cotidiana” de Claudi Alsina. “El señor cero” de Isabel Molina. “El rostros humano de las matemáticas, de varios autores. “Alucina con las mates” por Johnny Ball y “La selva de los números y las hijas de Tuga” de Ricardo Gómez.


� Agila Rodríguez M.Sc Ramos, Guibet González M.Sc Idania Caridad. Algunas consideraciones acerca del tratamiento de las sucesiones numéricas en la enseñanza primaria. Revista Edusol, vol. 3. 2009. Cuba.


� Ibídem 


� Posada, M. E. (2005) Interpretación e Implementación de los Estándares Básicos de Matemáticas. Gobernación de Antioquia. p. 51.


� Ibídem


� El sistema de numeración que hoy empleamos, se le conoce con el nombre de sistema decimal o de base 10: con los diez dígitos podemos representar cualquier número, cada uno de ellos tiene un valor relativo el cual depende de la posición que ocupa. La propiedad fundamental de este sistema es el siguiente:  Diez unidades de un orden forman una unidad del orden inmediato superior; inversamente cada unidad contiene diez veces la unidad inmediata inferior. Ejemplo:


5 354 = 5 10 3 + 3 10 2 + 5 101 + 4 10 0


� Campistrous Pérez, Luis y Rizo Cabrera, Celia. Aprende a resolver problemas aritméticos.


� #A = card (A)


� Es lo mismo decir tomados p a p.





Para ver trabajos similares o recibir información semanal sobre nuevas publicaciones, visite www.monografias.com


