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Relaciones binarias entre los elementos de dos conjuntos distintos
Definición 1.1: 
[image: image1.png]Si 4 y B son dos conjuntos y R=AxB, se dice que Res una relacion entre los elementos de los
conjuntos 4 y B El conjunto 4 es el conjunto inicial, B es el conjunto final y R = 4xB realiza la
correspondencia entre los conjuntos inicial y final.
En ocasiones una relacion se define como un triplete (%, 4 B), donde R = AxB
Siasd4, beBy (ab)=R entonces sedice que a estaenlarelacion R con el elemento b y se escribe
aRb. Si (ab)2R entonces los elementos a y b no estan relacionados por la relacion X y se escribe
aRb
Observacion 1.4: Si 4= B= M, R =M xM es una relacion entre los elementos de M
A cada relacion (R.4 B), donde R=AxB, se le puede asociar la relacion reciproca (x' ,E,A), donde
RMcBx4 y

(ab)eR & (ha)eR™
Evidentemente,

aRb & bRV a




Definición 1.2: 
[image: image2.png]Si R es una relacion entre los elementos de los conjuntos 4 y By X =4, el conjunto de los elementos
de B, relacionados conlos de X es
R(X)={y /yeB.3xeX xR}

Definicion 1.3:
Si Re4xBy Y B el conjunto de los elementos de 4, relacionados con los elementos de 7 es
RMW)={x /xed.3yer.xRy}={x /xed.3yer. yR 5}
Definicion 1.4
Si 4 < Ay B, < B entonces la relacion
(R4, B,), donde R =R (4,x5)
. se llama la relacion inducida entre los elementos de 4 y B; por la relacion &
Definicion 1.5:
Si R, cAxBy Ry =CxD entonces
R = R, © AcC.BcDyRcRy
Significa que la relacion &, implica la relacion &,
Definicion 1.6:
Dadas las relaciones (R;. 4.B) y (R,C.D.),donde R, c4xB y R, CxD, entonces
(R, 4.B)=(R,.C.B.D) & 4=C.B=Dy R =R,




Observación 1.2: 

[image: image3.png]R =R,
R=R, &
R SR

Definicién 1.7: Dadas las relaciones (R,.4.B) y (R,.C.D), entonces las relaciones binarias
(RyUR,.ANC.BAD)y (R ARy, AnC. B D)se pueden definir por

PRUR)g & pRG 6 pRag

PRinR)g & pRgy PRy
adas las relaciones (R, 4.8) y (R,.B.C), larelacién (R, oR,. 4.C) se define por
aRyoRic & 3beB, (ab)eR y (bc)eR, & 3beB.aRb y bRy

Definicién 1





Teorema 1.1: 
[image: image4.png]Dadas las relaciones (R, 4.8 ), (R,.B.C) y (R;.C.D), donde R, c4xB, Ry cBxCy R;=CxD
entonces
Ryo(ByR)=(R,R,)-R, (Propiedad sovitva)
Demostracién:
aRyo(RyoR)d & 3ceC, a(R,oR)c.cRd

© 3ceC3beB aRbbRiccRd

& 3beB, aR bb(RyoR,)d

© a(RsoRy)oRid




Teorema 1.2: 
[image: image5.png]Cualquiera que sea la relacion(2, 4 B) se tiene (R~ )" = R En efecto,
a®R)'s © bR7a o arb




Teorema 1.3: 
[image: image6.png]Dadas las relaciones (Ry. 4 B) y (R,.4.B) entonces
R=>R = RI=R]
Enefecto, R cRy = (kb = akib) = [(p&'a = bRi'a) = R &Y'




Teorema 1.4: 
[image: image7.png]Dadas las relaciones (R, 4 B),(R,.4.B), (R;.B.C) y (R,. D, 4)
RyCRy, =  RyoRjoR; CR;oRyoR,
En efecto, teniendo en cuenta el teorema 1.1,
VceC, ¥deD,cRso(RoR)d = 3beB,c(R R )b bR
= 3beB3ac 4 3beB cR,aaR bbRd
= SbeBIacAcRoa aRb bRy d
= 3beB, c(RyoRs)bbRsd
= cRyo(RoR)d




Teorema 1.5: 
[image: image8.png]Dadas las relaciones (R,. 4 B),(Ry. 4.B),(R:B.C) y (Rs.B.C),
(R = RyyR; =>R,) = (RsoRy = RyoRy)
En efecto, cualesquiera que sean a= A yceC
aR;oRic = 3beB,aRib y bRic = 3beB,aRsb y bRic = aRyoR;c




Teorema 1.6: 
[image: image9.png]Dadas las relaciones (y, 4 B), (E:. 4 B), (4 C.4) y (R0.C. 4),

(R = RyyR,=R) = (R°R = R,°R,)
En efecto, cualesquiera que sean b= B ycsC
bRoRc = 3acAbRa y aRc = Jac A bRya y aRyc = bRyoRyc

Teorema 1.7: Dadas las relaciones (R,4 B), (R,4 B) entonces,(R, "R, )" =R AR
En efecto, cualesquiera que sean b3y as A
(R ARy a = alRiARy)b D aRp.y aRyb 2bRa y bR ib(K{‘nK{ o

Teorema 1.8: Dadas las relaciones (R,4,3) y (R,.4.B) entonces (R, UR,)" =R UR;
En efecto, cualesquiera que sean b3y as A

b(RiUR a = alRyURy)b S aRb 6 aRyb =bR%a 6 bR3'a =b

uxg‘)a

Teorema 1.9: Dadas las relaciones (&, 4,B) y (R;,5.C) entonces (R, R, )" =R o R;'

En efecto, cualesquiera que sean as 4 yceC
alRyoR) c © clRyoR))a © 3be B cRp bRyas 3b< B, bRc, aR3'
& 3beB, aRi'bBR'c © aR{'oRi'c





Teorema 1.10: 
[image: image10.png]Dadas las relaciones (R;, 4 B) (R;.4.B) (R;.C.4) y (R,. B. D), entonces
a) (RinR )R = (RioRs)n(RioRs)
) (RiUR)eRs = (RieR)o(RioRs)
©) Res(Rink) = (ReoR)n(RioRy)
d) Reo(RiUR) = (ReoR)U(RioRy)

En efecto,
) Cualesquiera que sean c=CybeB,

c(RiAR)oR; b < 3ac A cRa ya(RinRy)b & c(RioR:)b v c(RyoRs)b
& c(RoR)NRioRs )b
b) Cualesquiera que sean c=Cy b3,
c(RiARy)oR; b < 3ac 4 cRa 6 a(RiNR)b & c(RioRs)b 6 c(RyoRs)b
& c(RoR)NRoR: )b
©) Cualesquiera que sean as 4 ydeD
aRo(RNR)d & 3beBaRnR b y bRd & aRoRd y aRyoRd
& alReeR)n(RieRy)d
d) Cualesquiera que sean a<4yd =D
aRo(RUR)d & 3beBaRUR b y bRd & aRoRd 6 aRyoRd
& alReR)oRieRy)d

Teorema 1.11: Dadas las relaciones (8. 4 &,),(B.4R,) y (B.4R;),R, = R,y R, = R, entonces
R = RynRyy R = RUR,
Enefecto, de R, =R, y R —R;resutaque Ry cR; nR;y Ry cRyUR;

Teorema 1.12: Dadas las relaciones (B.4 &, ), R, =(B, 4 R,) entonces.

R AR, = R yRNR, = R,
Enefecto, RAR, R y RiAR R,




Relaciones binarias entre los elementos de un mismo conjunto
[image: image11.png]Si enlarelacion R(4,B) A=B=AM entonces tenemos la relacion (.M. M), R=MxM y se dice que
se trata de una relacion entre los elementos del conjunto 1
Larelacion E,, es la relacion de igualdad entre los elementos de A si

ViyeM, xEyy © x-y
Definicion 2.1: La relacion & entre los elementos de 3/ es reflexiva si

Vxe M, xRx
Definicion 2.2: Larelacion & entre los elementos de 3 es simérica si

ViyeM, xRy = jRe
Definicion 2.3: Larelacion & entre los elementos de 3 es transitva si

VxyeM, xRy e yRx = xRz
Definicion 2.4: La relacion X entre los elementos de 3/ es anti-simétrica si

ViyeM, xRy e xRy = x=y
Teorema 2.1: La relacion R entre los elementos del conjunto 3 es reflexiva si, y solamente si
E, = R.Enefecto,

VxeM, xEyx = xRx
Teorema 2.2 La relacion X entre los elementos del conjunto A/ es simétrica si y solamente si
R = R Enefecto,

ViyeM, xRy = Rx & xRy

Observacién 2.1: Si R es unarelacion simétrica entonces R™ = R
En efecto, segin el teorema 1.3

R=>R' = R'=([R')'=R

.y luego, segan la observacion 12, R™ =R
Teorema 2.3 La relacion X entre los elementos del conjunto 3 es transitiva si, y solamente si

RoR = R.Enefecto, seginla definicion de la relacion R Ry de la transitividad,
VxyeM., xRsRy = 3zeM. xRz.zRy = xRy




Teorema 2.4:
[image: image12.png]Larelacién R entre los elementos del conjunto M es anti-simérica si, y solamentesi R\ R~ = Ej,
En efecto, si R es anti-simétrica entonces
VeyeM. xRARy = xRy e xRy

¥y = xEyy
Alrevéssi RAR™ = E,,, entonces
VeyeM.xRAR'y DxEyy = x=y

Teorema 2.5: Si la relacion R en M es simétrica y transitiva entonces es también una relacién reflexiva
Enefecto,
YxyeM, xRy = ¥xyeM, xRy eyRx = VreM,xRoRx =Vxe M, xRx

Teorema 2.6: Si la relacion R en M es transitiva y anti-simétrica entonces es también una relacion
reflexiva. En efecto,
VeyeM. xRAR'y = VryeMx=yexRvexR'y = VryeM.x=y e xRy e yRx =

= VxyeMx=y e xRy e yRe = Vo yeM.x=y e xReRy =Vxe M, xR





Relaciones de equivalencia entre los elementos de un conjunto

Definición 3.1: Una relación de equivalencia [image: image13.wmf]R

 entre los elementos de un conjunto [image: image14.wmf]M

 es una relación, reflexiva, simétrica y transitiva. 
Observación 3.1: Según los teoremas 2.1, 2.2, 2.3 y 2.5, la relación [image: image15.wmf]R

 entre los elementos de [image: image16.wmf]M

 es una relación de equivalencia si, y solamente si,
[image: image17.png]E, >R -
R-R" o {K:K
RRo R RoR >R

Observacién 3.2: Si R es una relacion de equivalencia, X~ lo es también:

{x" :(1:‘ - 7(1(4T‘

°R= R=R"
Observacién 3.3: Si R y Q son relaciones de equivalencia en el conjunto 47, R~ Q o es también. En
efecto, segin los teoremas 1.7y 1.8;

(RnQJ" =





Finalmente, según los teoremas 1.10 y 1.12
[image: image18.png](RnQ)e(RNQ) = Re(RNQ)nQ=(RNQ) = (ReR)"(R20) n(Q>R) " (Q>0)
SRARQN(QRNQ = RNQ)N(RQ)(Q°R) = RnQ
Si ae M, laclase de equivalencia del elemento “a” es el conjunto siguiente:
a®={x/xeM y xRa}cM




, y el conjunto de las clases se nota por [image: image19.wmf]R

M

/

 y se dice que [image: image20.wmf]R

M

/

 es el conjunto factor del conjunto [image: image21.wmf]M

correspondiente  a la relación de equivalencia [image: image22.wmf]R

.
Propiedades:
[image: image23.png]1) ae a®, puesto que Ia relacion R es reflexiva
2) bea® = b¥-at
Enefecto, de b € a” resultaque aRb y puesto que
xeb® = aRb y bRx = aRx = xed®
. resulta que 5* —a” . Luego, a® <b* puesto que
xea® = aRx y aRb = aRx y bRa = bRx = xeb®
3)cea® nb® = a®=b" puesto que, segin la propiedad 2)

AR = B’ A_ xR R_,z
cea®nb® o ced yceb® = Foaty Fop

®
= a"=




La propiedad 3) significa que dos clases de equivalencia son o bien iguales, o bien disjuntas. Finalmente, las propiedades 1) y 3) implican que el conjunto [image: image24.wmf]M

 es una reunión de clases de equivalencia disjuntas.
[image: image25.png]4)Si R y Q son dos relaciones de equivalencia sobre el conjunto M,y a € M , entonces

(R=0) = a" ca®
En efecto,
xead® = aRx = aQx = xea?
Asi, las clases de equivalencia respecto a la relacion @ son reuniones de clases de equivalencia respecto a
larelacion R




Observación 3.4: Si [image: image26.wmf]R

 y [image: image27.wmf]Q

 son relaciones de equivalencia en el conjunto [image: image28.wmf]M

 y [image: image29.wmf]M

a

Î

, entonces es fácil comprobar que [image: image30.wmf]Q

R

Ç

 es también una relación de equivalencia y
[image: image31.png]En efecto,
@™ ={x/xeM,aRAQx}={x/ xeM,aRx y aQg=a" na®




Ejemplo 3.1: Si [image: image32.wmf]M

 es el conjunto de las rectas del plano [image: image33.wmf]P

  y [image: image34.wmf]M

r

r

Î

'

,

 , la relación  de paralelismo ║ se define por: 
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Es fácil verificar que esta relación es de equivalencia, la clase de equivalencia de una recta r contiene a todas las rectas paralelas a [image: image36.wmf]r

 y se dice que la clase es una dirección en el plano. 
Ejemplo 3.2: Si [image: image37.wmf]M

 es el conjunto de los planos del espacio E  y [image: image38.wmf]M

P

P
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 sea ║, la relación  de paralelismo de los planos, definida  por: 




[image: image39.wmf]F

=

Ç

=

Û

P

P'

ó

P

P'

P

'

P


Es fácil verificar que esta relación es una relación de equivalencia y la clase de equivalencia de un plano [image: image40.wmf]P

 contiene a todos los planos paralelos a [image: image41.wmf]P

. 
Ejemplo 3.3: Si N es el conjunto de los números naturales, sea [image: image42.wmf]1

>

n

 un número natural.

Si [image: image43.wmf]b

y

a

 son dos números naturales, sea  [image: image44.wmf])

(

n

º

 la relación definida por:

[image: image45.wmf]Û

º
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Los números [image: image46.wmf]b

y

a

  tienen el mismo resto en la división entre [image: image47.wmf]n

.
Obviamente, esta relación es una relación de equivalencia. Puesto que los restos posibles en la división entre [image: image48.wmf]n

 son [image: image49.wmf]1

,

,

1

,

0

-

n

L

, tendremos [image: image50.wmf]n

 clases de equivalencia.
[image: image51.png]La clase de equivalencia del nimero natural a se notara por @ . Si n=>5, las clases de equivalencia son:
0-{0.5.10,15,20, -}, T={1,6,11,16,21,

2={2.,7,12,17.22,--},3=(3.8,13,18.23, -} y 4={4,9,14,19,24 .-
»

Avecesseescribe b=a (modn), en vezde




Ejemplo 3.3:
[image: image52.png]© ®
Introduciendo las notaciones R== y Q==, sean CX y CZ las clases de equivalencias de 4

respecto las relaciones R y Q, respectivamente. Entonces,
CF={4.10,16,22,28,34,40,46,52,58,64,--- }
2 ={4,13,22,31,40,49,58,67,--} y
Ci®={4,22,40,58, }
Sobre este ejemplo se puede comprobar que
cFe=cinc?
Lyque CF™? = {x/x=4+k18, k=123,..},donde 18 =mcm (6.9)





     Relaciones de orden entre los elementos de un conjunto

Definición 4.1: Una relación de orden [image: image53.wmf]R

 entre los elementos de un conjunto [image: image54.wmf]M

 es una relación, reflexiva, anti simétrica y transitiva.
Observación 4.1: Según los teoremas 2.1, 2.2, 2.4 y 2.6, la relación [image: image55.wmf]R

 entre los elementos de [image: image56.wmf]M

 es una relación de orden si, y solamente si,
[image: image57.png]g RART = E,
RARD = E, o {7 &4
ReR=R

RR=R




Por analogía con los conjuntos numéricos, salvo excepciones,  las relaciones de orden se designarán con el símbolo ≤. Así, los  símbolos [image: image58.wmf]R

 y [image: image59.wmf]1

-

R

 se pueden sustituir por los símbolos  ≤  (menor o igual)  y  ≥  (mayor o igual). Con estas nuevas notaciones, la relación  ≤ será una relación de orden si cumple las condiciones:
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Definición 4.2: Una relación transitiva entre los elementos del conjunto [image: image61.wmf]M

  es una relación de pre-orden.
Observación 4.2: Todas las relaciones de orden son de pre-orden. Sin embargo una relación de pre-orden  podría no ser una relación de orden.
Ejemplo 4.1: La relación “<” (estrictamente menor) definida por 
[image: image62.png]Y<x © y<Xx e y#X
, s una relacion transitiva, puesto que
z<y ey<x = z<y,ySx,y#x,z#y = z<x,2#X = z<X
(Laigualdad z=x es imposible puesto que z=x<y e y<x implicaria y=x).
Asila relacion °<" es de pre-orden, pero no es ni reflexiva ni anti-simérica. Poniendo
> (estrictamente mayor) ,
Y>x © X<y © x<yex#y © yxxe yEx





Definición 4.3: Los elementos [image: image63.wmf]b

y

a

 del conjunto ordenado [image: image64.wmf](

)

£

M

, son comparables si  [image: image65.wmf]b

a

£

  ó  [image: image66.wmf]a

b

£

.
Si en el conjunto ordenado [image: image67.wmf](

)

£

M

  no todos los elementos son comparables, se dice que la relación de orden es parcial y que [image: image68.wmf]M

 es parcialmente ordenado por la relación  ≤. En el caso especial, cuando todos los elementos distintos del conjunto ordenado son comparables, se dice que la relación de orden es total y que el conjunto es totalmente (linealmente) ordenado. 
[image: image69.png]Si M(<) es un conjunto ordenado y A=A, en 4 se puede definir una relacion de orden <" de la manera
siguiente:

Sia,aed, ay<'a; © a<a
Se dice que <"es la relacion de orden inducida en A por la relacion de orden de 3

Cuando no hay posibilidad de confusiones, la relacion de orden inducida en 4 se puede notar de la misma
manera que la relacién de orden de A




Definición 4.4: Si [image: image70.wmf](

)

£

M

 es un conjunto ordenado, [image: image71.wmf]M

A

Ì

  y  [image: image72.wmf]A

 queda totalmente ordenado por la relación de orden inducida, se dice que A es una cadena.  Obviamente, un conjunto totalmente ordenado M (≤) es una cadena.
Definición 4.5:
[image: image73.png]Si M(<) es un conjunto ordenado, 4= M y existe C = M tal que

Vaed asC
, entonces se dice que Ces una cota superior de 4 en M Si C es una cota superior de 4 en M y
existe C'= M ytalque C'<C, entonces C' seria también una cota superior de 4 en M




Definición 4.6:
[image: image74.png]Si M(z

s un conjunto ordenado, 4 < My existe c= M tal que
Vaed c<a

, entonces ¢ es una cota inferior de 4 en A . Evidentemente, si ¢ es una cota inferior de 4 en A y
existe = Mtalque c'<c,c' seria también una cota inferior de 4 en A
Si el conjunto ordenado (<) tiene una cota superior C en 1, esa cota seria (nica, puesto que si C'
seria otra cota superior, tendriamos:

CsCyCc=C = C
La cota superior de M en A, i existe, es el mayor (iltimo) elemento de A/
De manera analoga, si el conjunto ordenado (<) tiene una cota inferior ¢ (en A1), esa cota seria tnica,
puesto que si ¢’ seria ofra cota inferior, tendriamos:

¢<cyc<e = c
La cotainferior de M en A, si existe, es el menor (primer) elemento de 3/





Definición 4.6: 
[image: image75.png]Si M(<) es un conjunto ordenado, m € M es un elemento maximal de A
. si cumple una de las condiciones siguientes equivalentes:
1) m esla (nica cota superior de {n}= A
2) SixeM y m<x entonces x=m
3) vxeM, m<x esfalso.
En efecto:
1)=>2), puesto que x y m son cotas superiores de {n}, segin 1) x=m
2)=>1), puesto que si m' y m" fueran dos cotas superiores de {n}, tendriamos
m<m' y m<m"
.y asi, segin 2), resultaria que m=m'=m"
2)=3), puesto que m <x significa que m <x y m =x, m<x fiene que ser falso segin 2).
3)=2) Situviéramos m<x y x=m entonces m<x seria verdadero.




Definición 4.6:
[image: image76.png]Si M(<) es un conjunto ordenado, m = M es un elemento minimal de A/
. si cumple una de las dos siguientes condiciones equivalentes:

1) m esla (nica cota inferior de {n} =i

2) xeM y x<m = x=m

3) vxeM, x<m es falso.
En efecto:
1)=>2), puesto x y m son cotas inferiores de {n} y asi, segin 1) x=m
2)=1), puesto que si m' y m" fueran dos cotas inferiores de m , tendriamos

m<m ym'<m

,y asi, segin 2), resultaria que m
2)=>3), puesto que x < significa que x<m y m=x, m<x tiene que ser falso segin 2).
3)=>2) Situviéramos x<m y x=m entonces x <m seria verdadero.
En un conjunto (<) totalmente ordenado no puede existir mas que un elemento minimal (maximal), Si
existe un elemento minimal (maximal) entonces este es el elemento menor 6 primer elemento (el elemento
mayor 6 ulimo elemento).





El conjunto [image: image77.wmf](
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M
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 de las partes del conjunto M  está ordenado por la relación de la inclusión.

[image: image78.png]Ejemplo 4.2: EI menor y el mayor elemento de P(3f) son los conjuntos @ y M, respectivamente.
Ejemplo 4.3: En el conjunto P(M)—®, M es el mayor elemento y no hay menor elemento. Los
elementos minimales son los conjuntos {x}, donde x & M
Ejemplo 4.4: En el conjunto P(M)—{M}, @ es el menor elemento y no hay mayor. Los elementos
maximales son los conjuntos M - {x}, donde x& M
Ejemplo 4.5: En el conjunto P(M)- {3, @} no hay ni menor ni mayor elemento. Los elementos maximales
son los conjuntos A —{x}, donde x< A . Luego los elementos minimos son los conjuntos {x}, donde
xe M
Definicion 4.7: Si X M y X tiene una cota superior K menor que todas las otras se dice que K es el
supremo de X en M y se escribe K = sup,, X
Obviamente,

K-spy, Xy K'=sup, X = K<K'yK'sK = K'=K
Por tanto, si sup,, X existe, entonces es Gnico.
Definicion 4.8: Si X <M y X tiene una cota inferior k mayor que todas las otras, se dice que K es el
infimo de X en M y se escribe K =inf, X
Obviamente,

K=inf, Xy K'=infy ¥ = K2K'yKzK = K'=K
Por tanto, si inf , X existe, entonces es Gnico.




Teorema 4 1:
[image: image79.png]SiXCYcM yinf, X inf, ¥ sup, X sup, Y existen, entonces,
inf,, ¥ <inf, X <sup, X <sup, ¥

Es evidente que inf,, X <sup, X . Luego, inf, ¥ siendo una cota inferior de X es menor 6 igual que la

mayor de las cotas de este tipo de X. Por tanto inf,, ¥ <inf,, X .

De Ia misma manera, sup,, ¥ es una cota superior de X y asi es mayor o igual que la més pequefia de

este tipo de X. Por consiguiente, tendremos también sup,, X < sup, Y.




Teorema 2: 
[image: image80.png]Si M(<)es un conjunto ordenado, X = M'c M se puede considerar que M’ esta ordenado por la relacién
de orden inducida por la relacion de orden de M. Si existen inf . X sup,. X inf, X y sup, X,
entonces
inf, X <infy, X y supy X =sup, X

En efecto, puesto que inf,, X es una cota inferior para M’ tiene que ser menor o igual que cualquier cota
inferior de M' y por tanto inf,, X <inf,. X . De manera analoga, sup,, X es una cota superior para M’y
asi tiene que ser mayor o igual quesup,,. Xy, por consiguiente sup,,. X sup, X

Definicién 4.9: En el conjunto ordenado 3(<) se cumple la condicion de la minimalidad si cualquier

subconjunto no vacio X de 3 tiene un elemento minimal (que pertenece a X).
De manera analoga, el conjunto ordenado 3(<) cumple la condicién de maximalidad si cualquier

subconjunto no vacio X de M tiene un elemento maximal (perteneciente a X).




Teorema 4.2 (Inducción transfinita):
[image: image81.png]Sea M(<) un conjunto ordenado donde se cumple la condicion de la minimalidad y para x <3 sea
M, ={yeM/y<x}.Si 4 esun subconjunto de M y
VxeM, M,c4= xe4

, entonces A=M.
Es obvio que si @ es un elemento minimal de A/ entonces A, =®C 4, es decir que el conjunto 4

contiene los elemento minimales de M (si existen). Luego, sea Cy (4) el conjunto complementario de 4 en
M _Si Cy(4)=@, el conjunto C, (4) tendra un elemento minimal a” = Cy (4). Obviamente, M. =4 y
asi o’ =4 Esto es imposible puesto que A~ Cy (4)=® Se ha llegado a esta contradiccion al suponer
queCy (4)=@. Portanto Cy (4)= @ es decir A=31.




Observación 4.3: 
[image: image82.png]En el conjunto parcialmente ordenado M(<) con frecuencia se considera el subconjunto4 de todos
aquellos elementos que tienen cierta propiedad P. Si en (<) se cumple la condicion de la minimalidad
entonces para demostrar que todos los elementos de A/ tienen la propiedad 2 hay que verificar dos cosas.
Primero hay que verificar que los elementos minimales de (<) (si existen) poseen la propiedad P . Luego
hay demostrar que x= posee la propiedad P siempre y cuando todos los elementos estrictamente
inferiores a x o poseen. Asi segin el teorema 4.2 resulta que 4= 3, es decir que todos los elementos de
M tienen la propiedad P




Teorema 4.3: 
[image: image83.png]Si M(<) es un conjunto ordenado donde se cumple la condicién de la minimalidad entonces toda cadena
estrictamente descendiente en A

momy e m > [§)
, es finita.
Obviamente, si m es un elemento minimal de 3£(<), toda cadena estrictamente descendiente cuyo primer
elemento es m se reduce a este elemento y por tanto e finita. Suponiendo que las cadenas que empiezan
con un elemento estrictamente inferior a m son finitas, la cadena

my e > &)
es finita, de donde resulta que la cadena () lo sera también, por afiadir solamente el elemento m al principio
dela cadena ()




Teorema 4.4: 
[image: image84.png]Si en el conjunto parcialmente ordenado /(<) toda cadena estrictamente descendiente es finita entonces.
en M(<) se cumple la condicién de la minimalidad.

La demostracion se hace por reduccion al absurdo. En efecto, suponiendo que en 3£(<) no se cumple la
condicion de la minimalidad, existira X = (X »®)tal que X no tenga elementos minimales. Si x, =X,
sea x; e X—{x}c X tal que xo>x, luego sea x, X —{x.x}= X tal que xo >x; >x,. Como a este

proceso se puede continuar indefinidamente, resuita que en (<) existen cadenas estrictamente
decrecientes infinitas:

X >ap >y e




De  la contradicción obtenida, resulta que el teorema queda demostrado. 
Definición 4.10:
[image: image85.png]Si (M.<) es un conjunto ordenado y Ac=Af, el conjunto Aes una seccion del conjunto M en la

ordenacion < si
VacdxeM x<a= xcd

En el caso particular cuando A= {a}, la seccion determinada por el elemento a en la ordenacion
es el conjunto:

x/xeM,x<a}
El conjunto

${a}=fe/xerx<d)

. se llama la seccion estricta, determinado por el elemento a en la ordenacion < de 3

Evidentemente S5 =< siy solamente si a es un elemento minimal de (3. <)





Observación 4.4: 
[image: image86.png]Si (M.2) es un conjunto ordenado y Ac=Af, el conjunto 4 es una seccion del conjunto 3 en la
ordenacion > si

VacAdxeM x2a= xe4d
En el caso particular cuando 4= {a}, la seccién determinada por el elemento a en la ordenacién = =de M
es el conjunto:

{x/xeM x2a}

El conjunto

sz=si-{a}={x/xeM.x>a}

. se llama la seccion estricta, determinado por el elemento a en la ordenacion > de . Obviamente

@ siy solamente si a es un elemento maximal de (3£,





[image: image87.png]Definicion 4.10a: La relacion de orden 3 en A/ es filtrante si
VabeM, JceM, c2ay c2b

Definicion 4.10b: La relacion de orden ~ en M es filtrante si
VabeM3ceM, c<a y c<h

Definicion 4.11: La relacion de orden > de M es estrictamente filtrante si
VabeM, IceM, c>a y b

n

Observacién 4.5: La ordenacion filtrante = de 3 es estrictamente filtrante si, y solamente
si, 1o tiene Gltimo (mayor) clemento.

Obviamente, la ordenacién estrictamente filtrante > es filtrante y no puede tener tltimo
clemento. Al revés, si M no tiene tltimo elemento

VabeM, JcdeM, c>ay d=b
Luego, puesto que 3 es filtrante en 3,
VedeM, 3teM, t2c y t2d

Por tanto,
VabeM, IteM. t>a y t>b




Observación 4.6. : Una ordenación filtrante [image: image88.wmf]³

 de [image: image89.wmf]M

 es esencialmente filtrante si no tiene último (mayor) elemento o si [image: image90.wmf]u

 es el último elemento de [image: image91.wmf]M

 entonces[image: image92.wmf]{

}

u

M

-

 ADVANCE \d 4 ADVANCE \u 4no tenga último elemento en la ordenación inducida

Observación 4.7: La ordenación filtrante [image: image93.wmf]£

 de [image: image94.wmf]M

  es estrictamente filtrante si, y solamente si, no tiene primer (menor) elemento.

. 
[image: image95.png]. Observacién 4.8: Una ordenacién filtrante < de A es esencialmente filtrante si no tiene
primer (menor)elemento o si m, es el primer elemento de A entoncesM—{m,} no tenga

primer clemento en la ordenacién inducida.

Definicién 4.12: Si 3y 3° son ordenaciones en el conjunto ¢, la ordenacién 3 refina la
ordenacién 3° si toda seccién no vacia de la segunda incluye una seccién no vacia de la
primera y se escribird = < 2'. Asi,

> refinaa > © 242 & VSI 35F.SPcS?
Definicién 4.13: Las ordenaciones 3y 3’ de M son equivalentes si cada una de ellas
refina la otra y se escribira > <> >'. Asi

zapx & zax y2az

.y la relacién <> es, evidentemente una relacién de equivalencia.
Definicién 4.14: Una direccién en M es una clase de ordenaciones esencialmente filtrantes,
equivalentes. Para indicar una direcciéon, es bastante indicar a una sola de las relaciones
esencialmente filtrantes perteneciente a ella.
Definicién 4.15: Un conjunto dirigido es un conjunto donde se ha definido una direccién.
El conjunto dirigido definido mediante la direccion * se notaré con x— &.
Laordenacién Jen N y las ordenaciones 3y #en @ y R son esencialmente filtrantes.
Ejemplo 4.6: La ordenacién 3 de N define en N la direccién <o y lo convierte en el
conjunto dirigido designado por 71— <. La seccion estricta definida por el niimero natural »
es el conjunto de los niimeros naturales estrictamente supetiores a 7.
Ejemplo 4.7: La ordenacién 3 de R define en R la direccion o y lo convierte en el
conjunto dirigido designado por x . La seccion estricta definida por el nimero real 4
es el conjunto de los niimeros reales estrictamente superiores al nimero 4.
Ejemplo 4.8: La ordenacién # de R define en R la direccion —=y lo convierte en el
conjunto dirigido designado por x ——». La seccion estricta definida por el nimero real 4
es el conjunto de los niimeros reales estrictamente infetiores a 4.





Ejemplo 4.9:
[image: image96.png]En un espacio métrico £ con la distancia d, se puede ordenar los elementos segin su lejania del
elemento a, considerando la ordenacion «<— definida por.

ptsg & p-g o dlp.a)>dlg.a)
. que en el caso de E =R tomala forma:

petsg © pmg 6 |p-al>|g-a|
Es facil comprobar que esta ordenacion de £, “igual 6 més alejado de a que® es esencialmente fitrante.
En el caso particular £ - R* (n21)) las ordenaciones « 2> y «se refinan mutuamente y dan lugar a
la direccion @ y al conjunto dirigido x — . La seccion estricta definida en  E= R" (n21) por el

elemento g, enla ordenacion <2 es:

57 = {x/xe " xS glm fe/xe R d(x0)> r}= B0, 1) 0)= B°(0.7)
,donde r=d(g.0). Enelcaso E=R,

s ferve r f>r—dlao)}




Ejemplo 4.10: 
[image: image97.png]En un espacio mérico se pueden ordenar los elementos también seqan su proximidad a un elemento dado
a, mediante la relacién ‘igual 6 més cerca de a (sin coincidir con él) que”

p—2sg & p-go0<dpa)<dgal g=a
Esta ordenacion es esencialmente fitrante y define Ia direccion “a” y el conjunto dirigido designado por
x—a. Laseccion estricta determinada por el elemento g es

s;”" {xixe R s gle /xR dlx @) <r}= Blar)-(a)=B'(ar)

,donde r=d(g.a)). Para n=1, la misma seccion es:

S;H” =(a-rasr)-la}=la-r.a)olaasr) r-dg0)

En R es posible ordenar los nimeros reales por su proximidad al nimero real a por su derecha o por su
izquierda, sin coincidir con &l

p<tsg © (p=q 6 p<a<g 6 g<p<a)

P sg & (p=g 6 g<a<p 6 a<p<q)
Estas dos ordenaciones son esencialmente filtrantes y definen las direcciones a”.a” y los conjuntos
dirigidos x —a~ , x—a” respectivamente. Las secciones estrictas definidas por el elemento ¢ en las dos
ordenaciones son:

. {x/xeR r<a<ql=(-ma) s a<q
a gl
Sg frrreag) {{x/xex,qom;:(ﬂ,a) dgcaye

+
a
S‘I
, respectivamente.

{ Jred }7 {x/xeR. g<a<x}=(a+x) sig<a
KX (xxeR a<x<q)=(@a+e) sia<qye=g-a




Ejemplo 4.11: 
[image: image98.png]Si a.beR, por una particion P del intervalo 7=[a.5] se entiende el conjunto de los nimeros reales
x, (=01

1) (n>1) que cumplen las condiciones siguientes:
P:oa=xp<x<<X <X, =b




En el conjunto de las particiones del intervalo I se puede introducir la relación de orden ≥, de la manera siguiente: Si 
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es una otra partición del intervalo I, diremos que [image: image100.wmf]P

P

³
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 si todos los puntos de división  de [image: image101.wmf]P

 se encuentran entre los puntos de división de [image: image102.wmf]'

P

. 

Obviamente, la relación [image: image103.wmf]³

 así definida  es reflexiva, anti-simétrica y transitiva, y así, se trata de una relación de orden. Esta relación de orden es filtrante puesto que si  [image: image104.wmf]P

P
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 es la división del intervalo [image: image105.wmf]I

 obtenida uniendo los puntos de división de las particiones [image: image106.wmf]P

 y [image: image107.wmf]'
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, tendremos:

[image: image108.wmf]'

'

'

P

P

P

y

P

P

P

³

È

³

È


Luego, puesto que, a una partición se puede añadir siempre un punto más, en el conjunto de las particiones del intervalo I no tiene último elemento. Así, la relación de orden [image: image109.wmf]³

, definida en el conjunto de las particiones del intervalo [image: image110.wmf]I

 es esencialmente filtrante  y la dirección determinada por esta ordenación se notará con  [image: image111.wmf]¥

®

P

.
Definición 4.16: 
[image: image112.png]Si (M.<) es un conunto ordenado y M=M;UM, tal que M;~A
VM Vx;eM; = 3 <x sedice que se ha realizado una cortadura Dedekind en el conjunto 1.
Sien M; existe un ifimo elemento o en Az, existe un primer elemento se dice que la cortadura es del
primer tipo y en el caso contrario la cortadura es de tipo dos.





Definición 4.17: 
[image: image113.png]El conjunto ordenado (M, <) esté densamente ordenado si
Va.x; eM, x<x; = 3xeM,x <x<x

Si el conunto (<) estd densamente ordenado, en una cortadura de primer fipo de A
(M =M; UM, M, M, =®) no es posible que A, tenga un ltimo elemento y que Af, tenga también un
primer elemento. En efecto, si m, fuera el Gltimo elemento de A, y m; fuera el primer elemento de A/
existiera m = M tal que my <m<m,. Entoncesde mzM, y mgeM,

. resultaria la contradiccion que m 2. Por tanto en el caso de una cortadura Dedekind del conjunto
densamente ordenado (M, <) existe m =M tal que m" sea o bien ltimo elemento de M, o bien primer

elemento de M, y se dice que m" define a esta cortadura.





  Relaciones funcionales entre los elementos de dos conjuntos
Definición 5.1: 
[image: image114.png]Larelacion (f,4,8), donde f=AxB es una funcién si cumple la condicién siguiente:
afbiyafb, = h=b (6.1)
. es decir, si
afb.afb ya-a = b=b
Para indicar la funcion (£..4,B) se suele utilizar también la notacién f:4— B.Luego en vez de afb se
puede escribir 5= f(a) y se dice que b es el valor de la funcion f en el punto a




Teorema 5.1: 
[image: image115.png]Larelacion (£,.4,8) es una relacion funcional si, y solamente si,
fef?=Es

, donde f e la relacién inversa de f y E, es la relaciones idéntica sobre el conjunto 3
En efecto, si f es una funcién entonces

b fof e, > 3aca bfTayafh Safh yafh D h=b > hEsh
. de donde resulta (5.2). Al revés, si_se cumple la condicion (5.2), entonces

afbyyafb, = bflayafh > bfoflh ShEh S bh=b
Lyasi f es una funcion.

(52)




Teorema 5.2: 
[image: image116.png]Larelacion (#~'5,.4) es una relacién funcional si, y solamente i,
-
fTeof=E, (5.3)
En efecto, segin el teorema 5.1, f ~es una relacién funcional, si y solamente si,
fre(f)' = E e flof=E,

Definicién 5.2 Una funcion f:4— B, es una aplicacién si cumple la condicion siguiente:

Vac4,3beB, talque afb (5.4
Obviamente (5.4) < D, =A




Teorema 5.3:
[image: image117.png]Larelacion (£, 4.8) es una aplicacion si, y solamente si,
E;=f"ef
En efecto, si f es una aplicacin, segin (5.3), para cualquier a < A tendremos:
afb= afbybfta saftofas(E =)
Alrevés, si se cumple la implicacion (5.5), entonces
(Eiof7of | >Vacdasf'fa = Va4 b5,

afb

(55)




De los dos teoremas anteriores resulta el teorema siguiente:

Teorema 5.4: La relación [image: image118.wmf](
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Teorema 5.5: La relación [image: image120.wmf](
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De los teoremas 5.4 y 5.5 resulta el teorema siguiente:

Teorema 5. 6: Las relaciones [image: image122.wmf]f

 y [image: image123.wmf]1

-

f

 son aplicaciones si, y solamente si:
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Por el dominio [image: image125.wmf]f

D

y el recorrido [image: image126.wmf](
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 (conjunto de las imágenes) de la función [image: image127.wmf]f

 se entienden los conjuntos siguientes:
[image: image128.png]D; ={alac43bB, afb} & D;=falacA3beB, b=f(a)}
m(f)={p=B/3ac 4 afb} & Im(f)={p=B/3acd b=f(a)}
Obviamente, D, < 4 ¢ Im(f) =B

En el caso de las relaciones funcionales /4 B, a veces es ifilla notacion més completa
fA>B
xoy= ()
. donde x — y = f(x) expresa la correspondencia que realiza la funcién. Si el conjunto inicial y final son
obvios, la funcién f se podria definir dando solamente la correspondencia, por la formula y = £(x).




Teorema 5.7: 
[image: image129.png]La composicion de dos funciones (aplicaciones) f : 4 — B y g:B—>C es una funcidn (aplicacion).
En efecto, g f: 4 —C y seginlos teoremas 1.9, 1.1y 1.4,

(gof)elgo /7 =gelre g™ = goEpog™mgog™ = Ec




Teorema 5.8: 
[image: image130.png]Sif:A—>By g:B—>C sondos funciones (aplicaciones) y a < A, entonces

(g2f)la)=glf(@) ©7)
En efecto,

y=(e2f)(a) ®y(esNa © ZbeB.yfaybgasy=1B)yo=gd

Lyasi
y=¢(f(@)




Teorema 5.9: 
[image: image131.png]Sif:4—>By g:B -4 son funciones, entonces
vxeD,, (fef)@m=x (58)
vyemm(f), (fer*)o)=y 69
En efecto, puesto que /" es funcién, segiin (5.3),
- 4
z=(fof)) sz frofx = z=x
De manera anéloga, puesto que f es funcion, segn (5.2),
z=(for o)z fofi= 2=y
Definicion 6.3: La funcien f:A—>B es inyectiva si cumple una de las condiciones siguientes
equivalentes:
fla)=f(a@) = a=a, (5.10)
% €Dy n x> fln)# flx) 6:11)




Teorema 5.10:
[image: image132.png]Lafuncién f: 4 — B esinyectiva si, y solamente si,
flef=E, (5.12)
En efecto, sila funcien f es inyectivay 4.
oV efay3eB.a foy 5 ay Dafbyay Fo=b-fla)-fla)=a
. es decir

, & D, entonces

fref = Ep,
Luego, puesto que D, = A y teniendo en cuenta que f es una funcion, resulta que
Ep =E =f"f
Observacién 5.1: Si f: 4 — B es una aplicacion entonces D, = 4 y f es inyectivasi, y solamente si,
flef=E, (5.13)
Definicién 6.4: La funcién f: 4 — B es suprayectiva si cumple la condicion:
VbeB,3ac4,b=f(a) (5.14)





Teorema 5.11:
[image: image133.png]Lafuncién f: 4 — B es suprayectiva si, y solamente si,
feof =Es (5.15)

Enefecto, si f es suprayectivay b;.b, € B,

bEshySacd.b=b=f@Safb yafh > b ayafb = hfefb
yportanto, Ez = fo f™
Luego, f siendo una funcién, segin (5.2) fo /™ = Eg

Observacién 5.2:Si fi:4— By fy:B—C son funciones,y f;, fs = /i son suprayectivas entonces f
o es también. En efecto,

Ec=(frofilelfo i)

(ol e = ol stk f3 = roEso £ = e £
Definicién 5.5: La aplicacion f : 4 — B es biyectiva si es tanto inyectiva como suprayectiva.
Observacién 5.2: Segin los teoremas 510 y 511, la aplicacion f : 4 — B es biyectiva si, y solamente si
f 1o
[

s decir, si segin el teorema (5.4), f y £~ son aplicaciones





Teorema 4.12: 
[image: image134.png]Si f:4— B esuna aplicacion entonces g= £~ = f es una relacion de equivalencia en el conjunto 4
En efecto,

Vxed3yeB bfayaf'h = Vxedaflofa = E,cflof=-gq,
el a gt el e e rmg

Ly B R N e D L At
Se dice que g=Ker f es el niicleo de la aplicacion f . La relacion de equivalencia divide el conjunto 4 en
clases de equivalencia. Puesto que i
(a.a)eg=f"cf @3B a foybf " Safby afbe fla)-fla) (5.16)
. las clases a? estan formadas de aquellos elementos =4 que tienen la misma imagen por f . El conjunto
de estas clases de equivalencia a* se nota por A/ Ker(f). Segin 5.14, la aplicacion

@:A—> A/ Ker(f)
a— a?
. es obviamente suprayectiva. Si se consideran las aplicaciones
frdlg— fl4) B fl4)>B
&5 fla) o x
La relacion /* s una funcion puesto que,
xf=y* = (xy)eg = fl)= )

|y s también biyectiva ya que

7= 707) = )= 10) = (p)eg =27 =37 (7, es investiva)

Vbe f(4) = 3ac A afb = b= fla)= £ (a% (", es suprayectiva)

(5, esinyectiva)

Finalmente,
Vas 4, (ge f*eaa)=(seafala) = (82 £ a* )= 85" ot |- A1) 1@
yasi f=pofroa




Por tanto se puede anunciar el teorema siguiente:
Teorema 5.13: 
[image: image135.png]Si f:4—3B es unaaplicacion entonces existe una aplicacion biyectiva tnica f*: 4/Ker(f)— f(4), tal
que el diagrama siguiente sea conmutativo.

f
A B

a B
Al Ker(f) '47"(11)

La aplicacion f*es (nica puesto que si existiera otra aplicacion biyectiva - 4/Ker( f)— f(4) tal que
f=Bof*ea=pefoa
Egaiy) (@es suprayectiva), 57« = ) (S esinyectiva) y
F=prepof oaca™ = Egly S oEraip =f"

 entonces aoa”




Teorema 5.14: 
[image: image136.png]Si f:4-B es una aplicacion y ges una relacion de equivalencia en 4que cumple la condicion
gcKer(f) entonces existe una aplicacion Unica f':4/g—B tal que el diagrama siguiente sea
‘conmutativo

f

A ——————— B

Alg

La aplicacion /" se puede definir de la manera siguiente:
76 )- 1te)
Larelacion £ es una funcién puesto que
xf=xf >(.x)egckelf) = flq)-fln)
Luego, si existiera una aplicacién f*": 4/g — B tal que
f=fea=foa

Entonces teniendo en cuenta que « es suprayectiva, resulta que

flea=floa= flol@sa™)=f"o(a@ea) = fToEyy=f oEsg = f =f




Teorema 5.15: 
[image: image137.png]Si gy r son relaciones de equivalencia en el conjunto A y g< entonces
. existen las aplicaciones f':4/g—A/r 'y f':(4/q)/r/g)— A/r ylarelacion de equivalencia /g tal
que el diagrama siguiente sea conmutativo

a,
A LA : > (AlQ)/)
’
a g
i
Af

Existe la aplicacion £ y es Gnica tal que /=, = a, (segin el teorema 5.14, aplicado en el caso f = a;)
_Ademis, dado que a y @, son suprayectivas, £ lo es también (Observacién 5.2). Puesto que g< 7 las
clases de equivalencia respecto a la relacion 7 son uniones de clases respecto ala relacion ¢. Sea 7/¢ la
relacion sobre el conjunto /g definida de la manera siguiente:
af rigal = ara
La relacion 7/ es una relacion de equivalencia puesto que 7a, &, a, € 4
afrig & o ara
afrigaf ® ara © arta o d/gtd
afrigafydriga o arayara o ara o drigal
La funcién
ayqidlg > (d1g)iain)
¥ ai=d
. est definida correctamente puesto que
Ay, df yd o, af=ara yara >arayara = arora mara =a =d
Aplicando ahora el teorema 4.13 en el caso ="y =, y teniendo en cuenta que f (4/g)=A/7,
resulta la existencia y unicidad de la biyeccion £ tal que a, ,of "= 1"
Axioma de la eleccion: Si ¥, (¢ 7) es una familia de conjuntos no vacios, entonces existe una aplicacién
6:1- Jx; tal que 6(e x,
i




Teorema 5.16: El producto cartesiano de una familia de conjuntos no vacios no está vacío.

[image: image138.png]En efecto, el producto cartesiano X 4; es el conjunto de las aplicaciones ¢: I»UA, tal que oli)= 4 yel
]
=1

axioma de la eleccion afima justamente que este conjunto no esté vacio.
Definicion 5.6: La relacion de orden < en el conjunto no vacio M es de buena orden si es total y en M se
cumple la condicion de la minimalidad. El conjunto vacio se considera bien ordenado por definicin.




Teorema 5.17 (Zermelo): Cualquier conjunto puede ser bien ordenado.

[image: image139.png]En efecto, sea M un conjunto cualquiera. Segin el axioma de la eleccion, existe una funcion & que a cada
X eP(M)-® asocia a 6(X)= X . Se considera el conjunto 7 de aquellas partes 4 de P(M)-® donde A

puede ser bien ordenado por una relacion <, tal que

Vaed,a=6(M-4") donde 4°
F =@, puesto que si 4, = {§(M]} entonces para a, =6(M), 4, =, M~-4;=M y 4, F
Si XeF y x,eX es el primer elemento de X en la ordenacion <y entonces X* =@ y asi x, = 6(M).
Asi cualquiera que sea X = F , {6(3f)}es una seccién no vacia de X
Sid), 4, F (4, =4,), el conjunto de las secciones no vacias y comunes de 4, y 4, no es vacio puesto
que son comunes al menos las secciones con el Gnico elemento  6(Af). La reunion S de todas las
secciones comunes de 4, 4, es la mayor seccion comin de estos dos conjuntos (en el sentido de la
inclusion). Luego si S=4; yS=4; entonces Su6(4n4;-S) seria una seccion comin de 4 y 4y,
mayor que . De la contradiccion obtenida resulta que S=4, 6 S=4,, es decir uno de los conjuntos
4, y 4, es una seccion del otro.
Si B es la reunion de todos los conjuntos de F, entonces B=F . En efecto, si by, = F entonces existiran
4.4, =F talque by e 4, yb, 4, Si 4, es una seccion de 4, se puede suponer que by, b, = 4;
Alos elementos del conjunto 2 se les pude ordenar por la relacion <, de la manera siguiente:

b<sh © b, h (5.16)
Es obvio que la relacion de orden <; es total. Luego si

Bi25by2g by 2p e 25y 25 beay (8.17)
, es una cadena estrictamente descendiente en B, existe 4, =F tal que by =4, Si byedy, b.byed 6
b.by=4;5egin que 4, es una seccion de 4 6 4 es una seccion de 4. En general, si
by.by...byy €Ac Yy By = Ae entonces

b, Beabesd 0 bibybigby sde

,Segin que 4. esuna seccion de 4. 6 A. esuna seccion de A.. Asi habra 4" = F que contenga la

cadena (5.17). Puesto que el conjunto 4™ esta bien ordenado, segin el teorema 4.3, Ia cadena (5.17) sera
finita. Por tanto, el conjunto B esta totalmente ordenado y toda cadena estrictamente descendiente de B es
finita. Entonces segin el teorema 4.4, B esta bien ordenado. Por fin, Va5 habra A= F tal que a= 4. El

elemento a determina una seccién comin 4* en A y B, tal que a=6(1/—4") . Por consiguiente 5= F
y la iguadad B-3 se cumple ya que de B+M resutaria la existencia de B'=F tal que
B'=Bu{6(M-B}}=F conlainclusion estricta 3= 3" (imposible).




Teorema 5.18 (Haussdorf): 
[image: image140.png]Toda cadena del conjunto parcialmente ordenado (<) esta contenida en una cadena maximal
Sea 4 unacadenade M(<). Si 4=/, la cadena maximal que contiene a la cadena 4 es M

Si 4=, segin el teorema 5.17, el conjunto X =~ 4 puede ser bien ordenado segin una relacion de
orden <y y sea x, el primer elemento de X (vx=X.x, <y x). A continuacion se construiran dos conjuntos

disjuntos X, y X, tal que X=X,UX, y X;nX,=%, de la manera siguiente: x, =X, si x, es
comparable con todos los elementos de 4, y x, = X; en el caso contrario. Cualquiera que sea x. X —{xo}
supongamos que todos los elementos xe X tales que x <y x. ya se han repartido entre los conjuntos X;
y X;. Entonces por definicion x. = X;

,si x es comparable en M(<) con todos los elementos de 4 o bien si es comparable con todos los
elementos de X(<; )pertenecientes ya a X;, en el caso contrario se pone x. = X, . Asi, segin el teorema
4.2, todos los elementos de X han sido repartidos en los conjuntos X; y X El conjunto C = AU X, es una
cadena en M(<) que contiene la cadena 4 y es maximal puesto que los elementos de X, no son
comparables por lo menos con un elemento de €




Teorema 5.19 (Kuratoovski-Zorn): 
[image: image141.png]Si todas las cadenas del conjunto parcialmente ordenado (<) tienen una cota superior en Af, entonces
cualquier elemento de A1 es comparable con un elemento maximal de 3

Si =M, segin el teorema 5.18, Ia cadena con tnico elemento a esta contenida en una cadena maximal
C. Si ceMes una cota superior de C resulta que a<c. Luego, si ¢ no fuera un elemento maximal
deberia existir d =) tal que c<d, el elemento d seria otra cota superior de la cadena C y Cu {d}seria
una cadena mayor que C (conteniendo ). Esto es imposible y por tanto c es un elemento maximal,
comparable con a

Axioma (de la infinitud): Existe un conjunto 3/ que cumple las condiciones siguientes: ®=3 y para
cualquier X M existe ¥ = M talque X y los elementos de X sean elementos de ¥

Definicion 5.7: Dos conjuntos no vacios 4yB son equipotentes si existe una aplicacion  biyectiva
f:4— B entre ellos.





Definición 5.7’:
[image: image142.png]Un conjunto no vacio A es finito si no es equipotente con ninguno de sus subconjuntos diferentes de 4
Por definicion, el conjunto vacio es finito.

La relacion R de la equipotencia de los conjuntos es una relacion de equivalencia puesto que la
aplicacion i:4—.4 es biyectiva, junto a la biyeccion f:4— B la aplicacion f™:B— 4 es también

biyectiva y finalmente, la composicién de dos aplicaciones biyectivas es una aplicacion biyectiva. Las clases
de equivalencia respecto a R son los nimeros cardinales no nulos. Por definicion, el nimero cardinal nulo
(designado por el simbolo 0) es el cardinal del conjunto vacio . Luego, segin el axioma de la infinitud,

existe el conjunto

Ne=fe (@(e)) fo.lo) ol o) .. ) (5.18)
, Y los conjuntos no vacios

o el el

, representan los nameros cardinales designados por 0,12.3.... respectivamente. Notando con X el
nimero cardinal al que pertenece el conjunto X resulta que

0-3,1-[8}, 2= &)}, 3-elEl @), (5.19)
El conjunto CF={0,1,2.3, ..}, es el conjunto de los nimeros cardinales finitos. De (5.18) resulta la
existencia de la aplicacion s:N. — N tal que si x= N, entonces s(x)=xuf{x} y se dice que el nimero

cardinal s(x) es el sucesor del nimero cardinal x. Si zyv son dos nimeros cardinales finitos donde
,veNe, entonces se puede definir en CF la relacion <., de la manera siguiente:

U<,V S ugv (5.20)
. que es evidentemente reflexiva simétrica y transitiva, es decir es una relacion de orden. La relacion
U<V S uSpvy usv (5:21)
. es estricta y con las notaciones (5.20) tendremos 0 <.z 1 <., 2<, - Puesto que toda cadena

estrictamente descendiente de nimeros cardinales finitos es finita, segin el teorema 4.4 resulta que en el
conjunto de los cardinales finitos se cumple la condicion de la minimalidad. Por tanto CFes un conjunto

bien ordenado.




Obviamente, de (5.18) resultan las propiedades siguientes de los números cardinales finitos
1)   0 es un número cardinal finito. (Obvio)
2)  Cualquier número cardinal finito tiene un sucesor.  (Obvio)
[image: image143.png]3) Si x e y son nimeros cardinales finitos entonces s(x)=s(y)= x
En efecto, s(x) = s(»)= xu {x}= yuy} y teniendo en cuenta que {x}x y {y}=» resutta que
{x}={»}, es decir x=y. Por tanto s:CF —CF-{0} es una aplicacién inyectiva. Puesto que cada nimero

cardinal es sucesor del anterior, s es suprayectiva, y asi también biyectiva.
4) 0o es sucesor de ningan otro cardinal finito.

En efecto, puesto que 0=s(n) = ®=[& (@}, [ [®]]....], deberia existir una aplicacion biyectiva entre el
conjunto vacio @y el conjunto no vacio {®}, {®. {®} ...}, lo que es imposible.
5) SiMcCF, 0=®eM y xeMimplicaque s(x)e M entonces M= CF

Seobservaque ¥y.zeM z<.,y = z<M . Estoesasi puestoque 0=} y para z=0

0eMleM, .. s (@DeM=>zeM
Teniendo en cuenta que el conjunto CF esta bien ordenado y que cualquiera que sea
%.2eMcCF, z<,;y implicaque z =M , segin el principio de la induccion transfinita
 formulada en el teorema 4.2, resulta que M = CF

El matemtico Giuseppe Peano ha propuesto las propiedades 1) - 5) de los cardinales finitos (donde las
palabras nimero cardinal finito se sustituyen por ndmero natural) como axiomas para definir el conjunto de
los nimeros naturales . Asi el conjunto N de los nimeros naturales se puede identificar con el conjunto
CF={0123, ... }delosnimeros cardinales finitos.

En el conjunto de los nimeros cardinales (finitos o no) la relacion de orden < se puede definir de la manera
siguiente:

4<B © 3f:4>B (finyectivd
. luego

4<B © 4<B y 4B
Obviamente, en el caso de los nimeros cardinales finitos, las relaciones de orden < y < asi definidas
coinciden con las relaciones <., ¥ <., respectivamente.




Se observa que la relación  [image: image144.wmf]£

 es reflexiva y transitiva  mientras que la anti-simetría resulta del teorema siguiente:
Teorema 5.20 (Cantor - Bernstein - Schröder): 
[image: image145.png]G<F y5<i = i-5
En efecto 4<B y B<4 implican la existencia de las aplicaciones inyectivas f:4—B y g:B—A,
respectivamente. Si X = P(4), se considera la funcién &: P(4)— P(4) definida por

6(x)=4-gl5- fx]]
M={r=P4)Y cEr)}
P 6(®)=4-g(B-f(®)=4-2(6)

,implica que @< . Considerando el conjunto T = Uy resulta que
=1

El conjunto

o esta vacio puesto que

rereganqyyen
Luego,

T<6r) = dr)=6r)] = dr)=M = 6(7)= | Jr-1

Asi, T es un punto invariante de la aplicacion 6, es decir
6r)=1 & T-4-g[B-f1] & 4-Tog[s-s()]
,donde T g[6- f(T]]= . Finalmente, la aplicacion a: 4 — B definida por
flx) si xeT
afs) {g—‘(x) sxeT
, es biyectiva. En efecto, a es suprayectiva puesto que

al4)=f(r)og {g[B-fT)l}= fT)o[B- £(T]-B
Luego, puesto que las restricciones f/A y g/(B-f(T)) son biyectivas (y asi también inyectivas)
alx)=aly) = x=y si xyel 6 xyeT. El caso afx)=a(ylxcTeyeT es imposble ya que

all)e f(T) aly)=B- A1) y (D [B-fT)]-@




Teorema 5.21: 
[image: image146.png]Si N = Nentonces n<¥N,

Obviamente, existe una aplicacién inyectiva de {.2.....n} en N={L2....n...}. Si existiera una aplicacién
biyectiva 6: N — . 2..... 1}, sea

X={xeN/xe6(x)} (5.22)
Puesto que 6 es biyectiva es también suprayectiva y asi
ImeN,X=6(m) (5.23)

Entonces de (5.23) y (5.22) se obtiene que
aeX=>acéln) y acX=azé(m)
De la contradiccion obtenida resulta que 6 no puede existr y asi N, es un ndmero cardinal trasfinito




Teorema 5.22: 
[image: image147.png]Cualquiera que sea el conjunto 4 tendremos A < P(4)
Para demostrar el teorema hay que comprobar que existe por lo menos una aplicacion inyectiva i: 4 — P(4)
pero no puede existir ninguna biyeccion &: 4 — P(4). En efecto la aplicacion i se podria definir de la manera
siguiente:
Vac 4.1(a)=4-{a}

Obviamente,

Vaa's 4 ila=i(a') = 4-fa}=4-(a) = a=a'
Por otra parte si existiera una aplicacion biyectiva 6, entonces teniendo en cuenta que 6 es también
suprayectiva, resulta que

XeP(4) = 3ac46)-X (5.24)
Por tanto se puede considerar el conjunto
X={xed/xz6(x)} (5.25)

De (5.24) y (5.25) resultan las equivalencias contradictorias
2eX © acéla) y acX & azéla)

Asila biyeccion 6 no puede existir y queda demostrado que 4 < P(4]
Observacién 5.3: Aplicando el teorema 5.22 para los conjuntos P(4), P(P(4)).--- resultan las desigualdades

A< P(A)< PP(A)) < PP < - (5.26)

Si 4=, de (5.26) resuta que hay una infinidad de cardinales transfinitos.




Observación 5.4: 
[image: image148.png]Si 4 es un conjunto entonces los conjuntos P(4) y 2*={4—{0.1}} son equipotentes. En efecto la
aplicacion ¢:[P(4)] -2 definida por

Fi-dondefy 4= {01} ¥ A(a):{o oarx

1siaeX

VX < 4 0(X)

, es biyectiva. En efecto, ges inyectiva, puesto que
VXY= 4.0(X)=0ll) > fx = fr >Vac 4 fx(a)= firla) 2 x =¥
La aplicacion @ es también suprayectiva puesto que si
1siacH
A1), Hod, h(a):{o ae
, entonces H = g(k).
Por tanto (5.26) se podria escribir también en la forma

<2t <at <2 cn (5.27)
Si f:X —>Y esunafuncibny X e ¥ son conjuntos dirigidos, sean & y &' direccionesde X e ¥,
respectivamente. Supongamos que para cualquier ordenacion > de & , todas las secciones estrictas de
X contienen elementos de D, . Obviamente, para esto es suficiente que en una ordenacion concreta de

&, las secciones estrictas de X contengan siempre elementos de D,




Definición 5.8:
[image: image149.png]En estas condiciones la direccion &' es limite de a funcion f enla direccién &, es decir
tim f(x)=6'

x5

VSBS/(S)CS )

,donde > y > son ordenaciones de & y &, respectivamente.
Para que esta definicion sea correcta hay que demostrar que no depende de la eleccion de las
ordenaciones > y > Zen las direcciones 5=y &', respectivamente.

Efectivamente, sila condicion se cumple para las ordenaciones >y = sean >'y = dos ordenaciones
cualesquiera de & y &', respectivamente. Puesto que las ordenaciones > y ' se refinan mutuamente

an
(ny

i y solamente si,

Ldel,llylll resuta que

Ladefinicion 5.8 puede tomar diferentes formas segun la naturaleza de la funcion




Definición 5.9: 
[image: image150.png]Sea ¥ un espacio topolégico separadoy X esun conjunto dirigido mediante la direccion *.

Si cualquier seccion estricta de X, en una ordenacion 3, perteneciente a la direccion *,

contiene puntos del dominio de definicién D, de la funcién f:X -7 entonces, es facil

comprobar que, esto ocurrird también para cualquier otra ordenacién de *. En este caso,
ey ylim f0=-5 © VE, ,asi,f[si]cs, (5.28)

b

.donde £, esun entomo de 5 enla topologia de 7 . Esta definicién no depende de la cleccion
dela ordenacién 3 en la direccion *. En efecto, si 3° fuera otra ordenacién de la direccién *
entonces la ordenacién 3’ refinala ordenacién 3 y, por tanto, existiria una seccion estricta

52 tal que
s¥cst oy f[s:']cf[si]cs,.
Luego. si el elemento limite existe, sera Gnico, puesto que Y es un espacio topolégico

separado. Encfecto, siby b’ fucran dos clementos limites distintos, entonces en el espacio
separado Y existirian los entornos E, y E, tales que E, ~ E, = @ . Luego,

E;f,f[é.'i]cﬂ', ¥ a_s:i',f[_s:i']cﬁ.,.

Puesto que la ordenacién 3es estrictamente filtrante existe pe¥ tal que p<a, p<a’ vy
S;nD; =@, S, =S; ¥y S; =Sk
Asi tendremos también,

¢sf[si]c£,n£,-:¢.




La contradicción obtenida demuestra la unicidad del elemento límite.

[image: image151.png]Sienla funcionf:4—B setiene 4= Xx7, entonces se trata de una funcion de dos variables que hace
corresponder a un par (x,y)€ Xx¥ un valor z= f(x,y) € B. Las operaciones en un conjunto A son
aplicaciones de dos variables del tipo Ax 4 — 4. La muliplicacion a la izquierda de un nimero  real con un

vector es una aplicacion del tipo Rx? — . La multiplicacion a la derecha de un nimero real con un vector
es una aplicacion del tipo VxR — 7

De la misma manera hay funciones de n-variables del tipo f: X x---x X, — B con A=X;x---x X, que a
cada n-tuple
[CECRNERED B Fr 4
[CRNESES:]
También se pueden considerar funciones f: A — B donde tanto A como B son productos cartesianos, por

. hace corresponder el valor z

ejemplo funciones de tipo f: R™ — R™, u otras.




Definición 5.10: 
[image: image152.png]} es el conjunto de los nimeros naturales, una aplicacion de la forma f: N~ — X

se llama sucesion.
Los términos de la sucesion son las imégenes u,,

f(n) , donde ne N. Se dice que u, es el término

general de la sucesion. Una manera de definir una sucesion, es definir su término general. Por ejemplo se
puede considerar la sucesion

7 9 1

Las sucesiones se pueden definir también como aplicaciones de tipo f: N — X,

}. y asi los términos de la sucesion seran
Up Lty Uy e e
Definicién 5.11: Una ley de composicion intema (operacion) binaria en el conjunto 4 es una aplicacion del
tipo
" @ AxA—>A
Si ab=A el elemento (a.b) se suele notar de distintas maneras, para distinguir una ley de composicion
de ofra. En el caso de una ley de composicion llamada multiplicacion se suelen utiizar las notaciones:
ola.b)=a-b olab)=axb 6 simplemente o(a. b)= ab. En el caso de la adicién o(a.5)=a+b. Para designar
un conjunto 4 dotado con una ley de composicién intema se utiliza con frecuencia la escritura siguiente:
Ale) AL) A< A() A(©) A(©) () Av)
Si Q es el conjunto de las operaciones definidas en el conjunto 4 , esta estructura algebraica se designa
por 4(0)
Definicién 5.12: Si existe una biyeccion $:Q—Q, se dice que la aplicacion f:4(Q)— B(Q) es
compatible con las estructuras algebraicas de los conjuntos Ay B si
VoeQvryed flxoy)=f(x)slo) 1)
En caso de compatibilidad se dice que f: 4(Q)— B(Q)es un homomorfismo entre las dos estructuras. Si
f:4(Q)— B(a)es biyectiva se dice que se trata de un isomorfismo.




Definición 5.13: 
[image: image153.png]Una ley de composicion externa entre los conjuntos Ay ¥ es una aplicacion del tipo o Ax” 7, donde
(por ejemplo) 4 puede ser un conjunto numérico y 7" un conjunto de vectores. Si a<4 y v<¥ entonces
se escribe ala 7)=av

Definicién 5.14: Si M, (<; ) y M; (<) son dos conjuntos ordenados, la aplicacién
FiMi(8) - Ms(<5)
. es una semejanza entre los dos conjuntos ordenados si
viyeMy x5y = f(x) )




La semejanza de los conjuntos ordenados es una relación de equivalencia y una clase de conjuntos ordenados semejantes se llama un tipo de orden.  Los tipos de orden de los conjuntos bien ordenados se llaman números ordinales. El tipo de orden  del conjunto de los números naturales ordenados de la manera [image: image154.wmf]L
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 es un número ordinal trasfinito designado por [image: image155.wmf]w

. Por el contrario, el  tipo de orden[image: image156.wmf]*

w

 del conjunto de los números naturales ordenados de la manera [image: image157.wmf]0
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 no es un número ordinal puesto que  el conjunto no  está bien ordenado por la relación de orden >. El tipo de orden del conjunto ordenado de números cardinales [image: image158.wmf]6
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 es el número ordinal designado por 5. Los números cardinales  y ordinales finitos se designan por los mismos símbolos.
Otras relaciones binarias de interés
Definición 6.1: 
[image: image159.png]Larelacion R =M xM es una relacion de similitud si es reflexiva y simétrica, es decir si
E, SR
6.1
R=RT ©n
Ejemplo 6.1: Si M es el conjunto de los triangulos (poligonos) en el plano, Ia relacion de semejanza de los
triangulos (poligonos) es una relacion de similitud.
Una relacion de similitud transitiva es obviamente una relacion de equivalencia. Sin embargo existen

relaciones de similitud no transitivas.
Ejemplo 6.2: Si M es el conjunto de las palabras (con o sin sentido) con un nimero finito de lefras,

relacion R = xM “de tener por lo menos una letra comin” es reflexiva, simétrica pero no transitiva. En
efecto, boiaR pata, cazaRluz pero botaRluz. Se puede considerar también el caso cuando M es el
conjunto de las siabas de un idioma, relacion que podria ser utiizada en la lingistica.




Definición 6.2:
[image: image160.png]La relacion R =3 x M es una relacion circular i
aRbybRc = cRa 62
. es decirsi
ReR = R




Teorema 6.1: 
[image: image161.png]Siluna relacion circular R =M xM es reflexiva entonces es una relacion de equivalencia
Enefecto, Ey, cR < Ey cR™ y segin elteorema 1.4
EycR = R=EyoRcReR=R"' = R=R? (63)
Luego, de la misma manera
EyoR cRVRT=RRIcRI-R = RIoR (64
Asi, de las implicaciones (6.3) y (6.4) resulta que X~ = X . Finalmente
RR=>R'=R

EycR' = R

. es decir larelacion R es transitiva




Teorema 6.2: 
[image: image162.png]Una relacion de equivalenciaX es circular
En efecto,

ReR SR=
Definicion 6.4: Si A'c 45 B,R=AxB,R'=AxB'y R = R sedice que X' es una relacion de tipo
herencia descendente.

Definicion 6.5: Si 4'c 4 B =B, RcAxB,R'=AxB'y R'= R se dice que R es una relacion de tipo
herencia ascendente.
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