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Introducción

El Álgebra Lineal es una de las disciplinas básicas de la matemática. Sus métodos han sido utilizados en gran parte de la Geometría y del Análisis con resultados muy fructíferos.

Hay muchas aplicaciones en el amplio campo del Álgebra Lineal que evidencian la relación de conceptos abstractos con problemas vinculados a la vida real. El propósito de los capítulos es mostrar a profesores y estudiantes para cada temática un espectro de dichas aplicaciones con el objetivo de incidir en la motivación por la matemática mediante el desarrollo de habilidades útiles en el quehacer profesional.

En cada epígrafe se señalan áreas de utilización de la aplicación que se presenta y se aportan esenciales teóricos mínimos para la comprensión del contenido.

Para cada una de las aplicaciones se detalla al menos un ejemplo teórico  destinado a manejar el método  requerido y seguidamente se proponen ejercicios de tres categorías: de familiarización, reproductivos  y productivos. Se indican con un asterisco (*) los ejercicios que contienen al menos algunos rasgos productivos.

El presente material está dirigido a complementar los cursos usuales de Álgebra Lineal, para los cuales tanto estudiantes como profesores disponen de libros de texto y bibliografía de consulta. 

Capítulo I: 
Aplicaciones de las matrices 

1.1 Rotación de ejes

Esta aplicación está en el campo de la Geometría.

Supongamos que los ejes se rotan como se indica en la figura 1.1.1

[image: image176.emf]
Figura1.1.1

[image: image1.png]Supongamos que las coordenadas de un punto P segun los ejes originales son
x,yy segun los ejes rotados son x',y"

En la figura 1.1.2, el angulo APB es 6, ya que tanto AOCE como APAB son
triangulos rectangulos y se tiene la igualdad de los angulos OBC y PBA, por

propiedades de perpendicularidad.

En el AOCB,0C = 0B cos. Puesto que OC = xy 0B + AB = x/, se tiene que

x=0C = 0B cos§ = (x' — AB)cosf = x'cosd — ABcos6 (1)




[image: image2.emf]
Figura 1.1.2

[image: image3.png]Puesto que PA =y, del APAB resulta que cos§ = 72 = 2. También del APAB,
a8 '
senf = 75+ Entonces se tiene

_ABy'
4B cos6 = = y'send @

Por lo tanto, de (1) y (2),

x = x'cosf — y'send 3)
‘Analogamente, también se puede verificar la formula,

y =x'senf +y'cosf “@
Las ecuaciones (3) y (4) se pueden expresar en forma matricialcomo

[ sl ]

La matriz [;] que representa las coordenadas originales de P se puede pbtener

a partir de las nuevas coordenadas [::] de P multiplicando por la matriz

cosf  —senf
enf  cosf

[ sl ]

Ry = ] que se llama matriz de rotacion.




Ejemplo:

[image: image4.png]Determinar las coordenadas del vector que al ser girado en sentido contrario al

movimiento de las manecillas del reloj un angulo de% radianes produce el

vector P = (x',y) = (1,2).

Solucion:

Dado que:

senZ = cos
N

=

= g se tiene que:

(=)

] wz _
bl=|5 l[‘] fz

2

Larespuesta es:

50 b

El punto tiene coordenadas originales (7?. 3 ‘ij),




Ejercicios propuestos

[image: image5.png]1. Dado el dngulo 6, encuentre la matriz de rotacion R,

b)6=

ae== ee=-% ne=-%

“2. Encuentre el 4ngulo de giro correspondiente a cada una de las siguientes
matrices de rotacion.

afy Tl ol

=
ol 3] als
,

*3. Exprese cada una de las ecuaciones siguientes en términos de las variables
',y se da el angulo de rotacion 6.

) 3127 + 10V3xy + 21y = 144, 6 =

b) 24x% - S2xy + 24y +2=0, 6=F

©)x*+2V3ay+ 3y +V3x-y=0,06=]

) 41x% — 183y + 41y% =800, 6 =

*4. Sea V = (3,1) un vector cuyas coordenadas corresponden a los ejes de
coordenadas X' - ', el cual esta rotado un 4ngulo respecto al eje X - Y.
Calcular las coordenadas V(x, y) respecto al eje X - Y.




1.2 Matriz de cambio de variables

Esta aplicación se encuentra en el Análisis Matemático.

El propósito es el cambio de una variable a otra de la cual depende a través de variables intermedias. 

[image: image6.png]En el caso de una variable real, si y = ax y x = bz, s expresa y en términos de

la variable z:

y = ax = a(bz) = (ab)z

Para dependencias matriciales, si ¥ = AX y X = BZ, entonces
Y = AX = A(BZ) = (AB)Z

La matriz producto AB se puede interpretar como matriz de cambio de
variables.




Ejemplo:

Sean

[image: image7.png](1 = 3%; + 4x. {x, 72y + 82, + 9z,
n = 5x,+ 6x,) Uy = 22, + 4z, + 625

Expresary, y ¥, en téminos de las variables z,,z y z;
Solucion

Se escriben las ecuaciones en forma matricial

(A R | A




Sustituyendo la segunda igualdad en la primera y utilizando la propiedad asociativa del producto de matrices se llega a la matriz de cambio de variables

[image: image8.png]© 36 3 3 oesmiae
b= 96 ¢ D
B B o s

yi =29z, +40z, + 51z,

¥, = 47z + 64z, + 81z,




Ejercicios propuestos

[image: image9.png]1. Utilice matrices para expresar los valores y en términos de los valores .

—x, 411
3 = 9%, — 2%, R Tilx

a) %=y b I3
> = 12u, u,
2 = 6uy +7u,

yi = 4, — 613 + 523
Y1 = 9%, — X, + 3%,
d) xy=10u, +4u,
x, = 9u, — 5u,
x5 =8u,

S xy= 4w +8u,
X, ==3, + 1luy —u

2.Determine la matriz de cambio para el caso de variablespara el caso de
expresarlos valores dey en téminos de los valores de u, donde

s Mt n {x, —uy + 5uy + 11uy
=20+ 85, 7 lay = 12u, +4u, + 9uy

*3.Describa la dependencia de variables que corresponde a las siguientes
matrices de cambio de variables.

P A o ool





1.3 Matriz de dominancia
La aplicación de este tipo de matriz pertenece al campo de la Sociología. En particular, son  matrices constituidas por elementos 0 y 1 que los sociólogos han empleado para expresar relaciones de “dominancia” en grupos de seres vivos (animales o seres humanos). 
[image: image10.png]La notacion 4;>4; se emplea para indicar que un individuo o
evento4,” domina” a4,. El caso de que4; domina a 4, es decir 4, » 4,, se

denota por 1, yA, no domina a4, por 0.

Sedice que >> es una relacion de dominancia si satisface las dos propiedades

siguientes:

i) Esfalsoque 4, > 4,; a saber, ningunindividuo puede dominarse a st

mismo.
ii) En todo par de individuos 4; 4, 0 4, 3 A,,0 4, > 4;, pero no los dos;

asaber, en todo par de individuos solo hay uno que sea dominante.




Un método conveniente de descripción de las relaciones de dominancia es el que hace uso de gráficas dirigidas, donde los individuos aparecen como puntos (provistos de letras), en tanto que la relación de dominancia existente entre dos individuos aparece como el segmento dirigido de la línea que los une (segmento de línea con una flecha).

Una ilustración está dada en la figura 1.3.1.
[image: image11.emf]
Figura 1.3.1 Relación de dominación

[image: image12.png]Susignificado es: 4, > 4, 4, » Ay y A; > A;

La matriz de dominancia asociada a la grafica dirigida de la figura 2es:
A A, A

400 1 0\_

Ay (n [] 1)’ c

4,\1 0 o

La matriz de dominancia C indica la relacién de dominancia en una etapa.

0 1 0

La matriz C2 = (n 0 1) expresa la relacion de dominancia en dos etapas
10 o0

de 4, con respectoa 4;




En virtud de que una matriz de dominancia se deriva de una relación de dominancia, podremos investigar el efecto de las condiciones (i) e (ii) sobre las ubicaciones de la matriz. La condición (i) simplemente indica que todas las ubicaciones de la diagonal principal de la matriz, deben ser cero. La condición (ii) significa que siempre que una ubicación por encima de la diagonal principal de la matriz sea 1, la ubicación correspondiente de la matriz situada simétricamente respecto de la anterior, con respecto a la diagonal principal es cero, y viceversa.
[image: image13.png]A fin de enunciar con mayor precision estas condiciones, supongase que hay n

individuos y dejemos que D represente un matriz de dominancia con posiciones
d,,. En esta forma, las condiciones podran escribirse

() dy=oparai =12,

(ii) St i # j,tendremos d;; = 1,5t y s6lo si,d;;
Siendo la matriz de dominancia D una matriz cuadrada, podemos calcular las

potencias de la misma D?, D® etc. Sea E = D2,y considérese la ubicacién en

la i —ésima filay en la j —ésima columna. Tendremos,
€ = dindy; +dipdy; + o+ did,y;

Ahora bien, un témino de la forma dd,; solamente puede ser no cero, en

caso que ambos factores sean no cero; es decir sélo cuando ambos factores
sean iguales a 1. Pero si dy = 1, el individuo 4, domina a 4,y si d; = 1. El

individuo A4, domina a 4, En ofras palabras, 4, > 4, > 4,. A una relacion de

dominancia de esta naturaleza la llamaremos relacion de dominancia en dos
etapas. Ahora podemos ver quela posicion e,; expresa el numero de relaciones

de dominancia en dos etapas que el individuo 4, tiene sobre el individuo 4.




Ejemplo:

 Sea D la matriz

[image: image14.png]0111 0012

_ (o011 2 2 _ [ 0001
D ={ ygp1 |- Entonces D* es la matriz D* = | jo05 |-
0000/ 0000

De manera que en este ejemplo 4, tiene una relacion de dominancia en dos
etapas sobre 45, y dos relaciones de dominancia en dos etapas sobre 4,; en
forma analoga, 4, tiene una relacion de dominancia de dos etapas sobre 4,

Dichas relaciones pueden escribirse explicitamente en la forma siguiente:
Ay > A, > Ay
Ay A, > A,
Ay > Ay > A,

Ay > A3 A,




Ejercicios propuestos
[image: image15.png]1. Construya la grafica de D7 del ejemplo.

2. Halle las matrices de dominancia D que corresponden a las graficas dirigidas

siguientes:

a A Ay b A Az

*3. Para las graficas del ejercicio2, encuentre las matrices D? de cada matriz D,

yescriba explicitamente dichas relaciones.




1.4 Matriz de comunicación
[image: image16.png]Es la matriz que refleja la existencia o no de comunicacion entre individuos de
un grupo, por o que su aplicacion resulta util también en Sociologra.

Una red de comunicacion esta formada por un conjunto de n personas

41,4y, .4, tal que entre algunos pares de personas existe una linea de

comunicacién. Una linea de comunicacion puede tener uno o dos sentidos. Una
linea de comunicacin de dos vias puede establecerse por teléfono o radio y
una linea de comunicacion de una via puede establecerse enviando un
mensajero, encendiendo una sefial luminosa, mediante una detonacion, etc. El
uso del simbolo >, donde 4, > 4; significa, en el presente caso, que el

individuo 4; puede comunicarse con 4;,




El único requisito que debe satisfacer el símbolo [image: image17.png]>



 será el siguiente:

[image: image18.png]i) Es falso que 4, > 4, para todo i; es decir, un individuo no
necesita comunicarse consigo mismo, pero es factible una linea de
comunicacién con dos sentidos.

La matriz C que representa por 1 la comunicacion entre 4, 4; y por 0 la no

‘comunicacion se denominamatriz de comunicacion




Ejemplo:

Construir la matriz de comunicación asociada a la red de comunicación mostrada en la figura 1.4.1
[image: image19.emf]
Figura 1.4.1

Solución:
[image: image20.png]



Problemas propuestos

1) Determine las matrices de comunicación asociadas a las siguientes redes:

[image: image21.png]a
Ay Az
A Ay Ags &
> 2 < /
al s A W A Az

*2 Considere la siguiente matriz de comunicacién

Adriana  Ana Hortensia Julia

Adriana 0 1 0 1
4na (10 1 1
Hortensia|0 1 0 1
Julia \1 11 0




a. Trace el grafo de comunición asociado a esta matriz.

b. Use la matriz para determinar el número de formas en que Julia se comunica con Ana por medio de un camino de dos pasos.

c. ¿De cuántas formas se comunica Adriana con Hotensia por medio de un camino de dos pasos?

1.5Matriz de adyacencia 

Las principales aplicaciones de esta noción están en Comunicaciones  e Informática, en problemas de rutas o caminos utilizados para llegar de un punto a otro.

Para expresar el concepto se requiere la noción dematriz deadyacencia se requiere el concepto de grafo dirigido.Un grafo dirigido consiste en un conjunto finito no vacío de puntos y un conjunto de lados (o ramas) dirigidos entre parejas específicas de puntos distintos.Un ejemplo de grafo dirigido se presenta en la figura 1.5.1
[image: image22.png]u

<)




Figura 1.5.1
Un grafo dirigido que va de un punto a otro (sin pasar por un punto intermedio) se llama trayecto o camino de longitud 1.
[image: image23.png]En el ejemplo hay un camino dirigido de longitud 1 que va de w a v, pero no

hay ningain camino dirigido de longitud 1 de v a w.




Con cada gráfico dirigido se puede asociar una matriz, llamada matriz de adyacencia o de vértices, para determinar cuántos caminos de longitud 1 existe de un punto a otro. La matriz A mostrada a continuación es la matriz de adyacencia asociada al grafo dirigido del ejemplo. El elemento ij-ésimo de A es el número de caminos de longitud 1 del vértice i-ésimo al vértice j-ésimo. 
[image: image24.png]Puesto que hay un camino de longitud 1 de « a w, aparece 1 en lafila u-ésima y
la columna w-ésima. No existe camino de longitud 1 de v aw; por lo tanto,
aparece un 0 en lafila v-ésima y la columna w-ésima.

u v ow
w0 1 1
A:v(l 0 n)
wlo 1 o

Ejemplo:

Veamos un grafo dirigido con su matriz de adyacencia

u
u

* Sumatizasociadaes 5 _ VG,
w

or ol
>

cort




Ejercicios propuestos

[image: image25.png]1.Construya el grafo dirigidoasociado a cada una de las matrices siguientes.

0 1 1 0 0 1
aft o o b.|1 0 o
o 1 0 11 0
0 0 00
alto w0
0 1 00
011 0

a. Construya su grafo diigido
b. Calcule 4>y 4%,y diga cuantos caminos hay de longitud 2 y de longitud

3dexau

*3. Dado un grafo dirigido y su matriz de adyacencia B, 4cual es la relacion
entre B* y el nimero de caminos de longitud 3 de un punto x a un punto y del

digrafo?




4.Encuéntre la matriz de adyacencia para cada uno de los siguientes grafos. 
[image: image26.png]Y ]

N

& .
€ x

ta




1.6Matriz de probabilidad
Esta es una aplicación relacionada con la Estadística.

Una matriz de probabilidad está caracterizada por la propiedad de que sus elementos representan probabilidades, de tal manera que los elementos de cada columna suman 1. Nótese que consecuentemente todos los elementos de la matriz son números mayoreso iguales que cero y menores o iguales que 1. En el caso particular de que la matriz sea un vector, se denomina vector de probabilidades.
[image: image27.png]Sea P la matriz de probabilidad de un proceso y V@ un vector inicial de
probabilidades de dicho proceso. Entonces el vector de probabilidady &+

asociado al k+1-ésimo estado del proceso se define v+ = py®
Obsérvese que existe ofra forma de expresar v*2, ya que:
VO Zp(r®) V@ = p(y®) = py® y® = p(y@) = pAy®,

Entonces se puede escribir v = piIy©




Ejemplo:

La resolución de este problema  es útil para determinar la eficacia del Código Postal.
La matriz de probabilidad que describe la probabilidad de que una carta seleccionada en la ciudad A sea entregada en la ciudad B, se da a continuación.

[image: image28.png]B

a
_A[04 09
P=5los o1

0.61°
Si el vector de estado inicial es v = [%1] obtener v, ..,y

Solucién:

B oA 1 B v R

1110.39. 0.405.
@y _ [04 nsqs 60251 _ o
pv)=[ge oillozed = (550
@) _ [04 nsnzs .59875] _ 2y
p)=[o5 oallosersl = o5t =7

)= - R




Ejercicios propuestos

[image: image29.png]1. Sean las matrices

a2 st el S

1 —-02 0.1 01 02 05 0.1 09 03
E=[0o 02 02, F=|03 08 04| 6=[08 00 o.

0 10 o7. 06 00 02 01 01 n.a]
Determinar si son matrices de probabilidad.

2. Determine si los vectores dados son vectores de probabilidades.
0 0.2°
0 0.17 —0.2]
SHI - I off s
1. 0.7-

*3.Probar que para una matriz de probabilidad arbitraria de orden 2y un vector

de probabilidad Ve correspondiente arbitrario,
v® = p(v®) es un vector de probabilidad.

4. Supéngase que la matriz de probabilidades P y el vector estado inicial v
son

#=loe o »vo=[5dl

Encontrarv®,..,v(®.





[image: image30.png]0.625

5.Comprobar que'si v = [2523

], entonces Py =v

“6.En cada uno de los puntos uv yw sobre una rectaesta ubicada una

particula, de acuerdo con el siguiente diagrama:

Definase el movimiento sobre la recta como sigue:

1. Si una particula se encuentra en el punto u o wentonces debe moverse
hacia el puntov.
2. Si una particula se encuentra en el punto v, entonces debe moverse

hacia el punto u 0 al punto w.

Supéngase que la particula no tiene preferencia por u o w, de manera que la

eleccion de movimiento (ya sea hacia u o w) es aleatoria.

Justificar que la matriz de probabilidad A de manera tal que la
componentea,; de 4es la probabilidad de que una particula que se encuentra

en la posicion illegue a la posiciénjen un movimiento aleatorio esta dada por:
u w

v
u/o0 10
a0 a)
wlio 1 o0




[image: image31.png]7. Dada lamatriz de probabilidades Py el vector v = »®en os ejercicios

siguientes, obtenga v®, v y v,

s Py oo v=[7

075 o3l 7=los

0.2 01 0O 0.2
f. P:’n.a 0.2 1], V:’n.a]

0.0 07 0.

*8. Considere los puntos w, v, w, x sobre una recta:

a. Encuentre la matriz de probabilidad asociada a estos puntos.

b. Para los siguientes puntos, encuentre la probabilidad de que una particula
que se encuentra en el primer punto, llegue al segundo punto en 2 movimientos
aleatorios:

Luwiiwx iiiwvive,u vew Vivx VILwx VILwu




1.7Matriz de ajuste de datos 

En  Matemática Numérica se estudia el proceso de buscar una curva que sea la que en cierto sentido  se acerque en mayor medida a un conjunto  de puntos experimentales. Generalmente, los coeficientes de la curva que hay que determinar se calculan resolviendo un sistema de ecuaciones, pero es posible un tratamiento matricial más compacto como se describe a continuación.

Supóngase que se ha realizado un experimento con n observaciones y se han obtenido como resultado los pares ordenados:
[image: image32.png]


.
La situación gráfica de las observaciones de la experimentación se presenta en la figura 1.7.1

[image: image33.emf]
Figura 1.7.1
Se desea encontrar la recta
[image: image34.png]y =a+bx




que mejor se ajuste a esos puntos.

¿Qué significa la recta que mejor se ajuste a un conjunto de puntos dados? 

La respuesta está dada en el concepto que se define seguidamente.

Definición.

[image: image35.png]Sean (x5, ¥1), (x, ¥3), -, (x,, ¥,)n puntos distintos.La recta con la propiedad

de que el valord} +d3 +-+d2 es minimo, donde d; es la distancia vertical

desde el punto(x,, ¥, a | sellama recta de mejor ajusteal conjunto de puntos

dados. La situacion grafica se muestra en la figura 1.7.2




La técnica para determinar la recta de mejor ajuste se denomina método de mínimos cuadrados.

[image: image36.png]Ahora obtendremos Ia recta y = a+bx de mejor ajuste correspondiente al

conjunto de puntos (xy, ¥;), (2, ¥2), -, (X, ¥,) cON un enfoque matricial

Figura 17.2

Puesto que un punto sobre la recta y = a + bx con coordenadas x igual a x,, es

(x,, a+ bx), la distancia vertical d; de (x,y;) ala recta es:

d; =y~ (a+bx)

De aqui que las relaciones
¥y —(a+bx)=d;

v = (atbx)=d;

o= (atbx)=d,




Se pueden escribir, utilizando la notación vectorial

[image: image37.png]vy 1% dy
, A= ll ] v=[ga=|%
H .

ES

De la siguiente manera compacta: y — 4v = d
Sise denota por 1.1 Ia longitud de los vectores se tiene:
Iy — vl = IdIl

Si se elevan al cuadrado ambos miembros, se puede usar la condicion de la
definicion porque

Iy — AvI2 = 1dI? = d + d3 + -+ d2

Que es el valor que debe ser minimizado. Por lo tanto, para obtener la recta de
mejor ajuste, se debe encontrar el vectorvque minimice el valorly — Avil?

El vector  es fijo. Como se ilustra en Ia figura 1.7.3,para que vsea el vector

minimizante de todos los vectores de la forma[; | deberesultar quely — Avlsea

minima, por tantolly —Avi? también , lo que sucede cuando y—Av es

ortogonal a todo vector de la forma Av.




[image: image177.emf]
Figura 1.7.3
El teorema que determina la forma del vector minimizante se demuestra de forma simple utilizando expresiones  matriciales.

Teorema:

[image: image38.png]Supongase dados los 7 (n = 1) puntos distintos (xy, 1), (xz, ¥2), (X ¥,
donde x; <x, < <x,. Larecta y = a + bx de mejor ajuste tiene coeficientes
dados por v = (4°4) A%y , donde

o I )
1

ES





Demostración:

[image: image39.png]Se precisa determinar el vector vtal que
(4v).(y —Av) =0opara todo vectorvEntonces se tiene la condicion de

ortogonalidad:

(4v)*(y— Av) = 0, 0 bien, aplicando propiedades de las matrices

VAT (y —Av)) = vt ATy — vPATAY

Porlotanto,  v*(4%y — A*Av’) = 0 para todo vector v. Esto implica que

A’y — A%Av = 0, 0 bien
AtAv = Aty
Se puede demostrar que 4°4 es invertible , por lo que

y

v = (4°4)~

La matriz B =( At A" At puede interpretarse como la matriz del ajuste de
datos dados por el vector y.




Ejemplo:

[image: image40.png]Supongase que un cuerpo se mueve a velocidad constante v. entonces la relacion entre
el tiempo x, la posicion inicial b y la posicion ¥ en el tiempo x esta dada por y = b + vx.

Supdngase que se efectiian algunos experimentos y se obtienen los puntos de datos.
(x,) dados por (0,0), (3,5), (4,7), (5,11) y (6,13). Encontrar la recta de mejor ajuste.




Solución:

[image: image41.png]1 a0 [ 10
1 x| (13 | |5

A=|1 wl=[1 4[, y=|n|=|7
1% 15 vi| |11
1zl b6 sl s

Y

e[t 1111

A=l 34 s s]

Seve que

cq[5 18

a4 [13 86.

Y
- 1 86 —18

)t = (—

@ (ms) -18 5]

Porlo tanto,

4
H
- 1 86 —18][1 1 1 1 1
— () taty = (o
v=@anay (ms) e el 3 i e M
1

1 — 1 -
Gl "l -Gl

Y
0679
®
v [ 2189

1
3

La ecuacion de mejor ajuste es:

¥y =—0679 +2189x




La pendiente vale aproximadamente 2.189, como se muestra en la figura 1.7.4

[image: image42.png]



Figura 1.7.4

Ejercicios propuestos

1. Encuentre la recta de mejor ajuste por el método de mínimos cuadrados para los conjuntos de puntos de datos en las siguientes líneas:

a. (1, 2.9), (3, -0.8), (5, -5.1)

b. (0, 13.8), (1, 9.9), (6, -10.1)

c. (-2, 17.8), (-1, 14.9), (0, 13.1), (2, 6.2)

d. (-1, 0.9), (0, 4.1), (3, 12.8).

2. Un resorte es estirado y el experimento da lugar al siguiente conjunto de  datos, donde [image: image43.png]


 es el alargamiento del resorte y [image: image44.png]


 es la fuerza aplicada:

(0, 0), (2, 10.1), (6, 30.7), (8, 40.9). Determine la constante elástica del elemento.

*3.Halle la ecuación cuadrática de mejor ajuste para los conjuntos de puntos de datos que se dan en seguida:

a. (0, 0.1), (1, 2.9), (2, 12), (3, 27.5)

b. (0, 0), (1, -3), (2, -14.3), (3, -34), (4, -61.5).

1.8Matriz de mensaje cifrado
Esta aplicación de las matrices pertenece al campo de la Criptografía.
La criptografía es la ciencia que se encarga de diseñar métodos para mantener confidencial la información que es enviada por un medio inseguro. Tiene una amplia historia, ha existido desde los inicios de la civilización.

Casi todos los medios de comunicación son inseguros, es decir, un espía siempre puede intervenir una comunicación, y en tal caso conocer su contenido, alterar el contenido, borrar el contenido, etc.

La criptografía entonces usa un algoritmo de cifrado con una clave para que el emisor de un mensaje pueda estar seguro que éste sea confidencial, y solo el receptor autorizado pueda saber el contenido aplicando un método de descifrado con su respectiva clave. 
[image: image45.png]Una posibilidad para realizar un analisis criptografico consiste en considerar
un mensaje M con forma de matiiz nxm y A una matiz invertible

nXn concebida como una clave. Entonces, C = AM es |la matriz de mensaje

cifrado. Para poder descifrar el mensaje es suficiente multiplicar por la matriz
inversa 4™ a C para obtener el mensaje original, ya que

ATC=ATIAM = IM = M.




Ejemplo:

El cifrado requiere una etapa de preparación. Para cifrar un mensaje se hace lo siguiente: si el mensaje original es “HOY ES EL PRIMER DIA”, el primer paso es codificar el mensaje con números que corresponden a las letras, de acuerdo a la siguiente tabla:
[image: image46.png]12 3 4 5 6 7 8 9 10 1112 13 14 15 16 17
1819 20 21 22 23 24 25 26 27
ABCDETFGHTI J K L M NOTP
Q RS T UV WX Y Z

El numero 27 denota espacio en blanco.

De tal forma, el mensaje queda codificado como:

H{O |Y E|S E|L PR [I[M[E[R D[I[A
81 |2 27|51 [27[5[1 [27|1 |1 [9[1 |5]|1 [27(4 |91
5|5 9 2 6 |8 3 8

El proceso de cifrado se efectta de acuerdo con los siguientes pasos

-1 1 1
El primer paso es considerar una claved = (72 -3 1)
3 1 -2
Como la clave tiene tamario 3x3, entonces para cifrar el mensaje se separa
éste de 3 lefras en tres, completando el mensaje a un multiplo de 3 con
blancos.

H 0 Y E S E L P R|I M E R D|I A|
8 15 25137 5 19127 5 12127 16 18l9 13 5 18 27 419 1 27




El segundo paso es construir la matriz M del mensaje, colocando en columnas cada grupo de 3 letras.
[image: image47.png]8 27 2727 9 189
M=(15 5 516 13 271

25 19 1218 5 427




El tercer paso es obtener el mensaje cifrado, para lo cual se realiza el producto AM.

[image: image48.png]1 1\/8 27 2727 9 189
-3 1])[15 5 516 13 271
1 -2/\es 19 1218 5 427

-3 -107 9 13 19
—50 —57-84 —52 —113 6
48 62 61 30 73 —26

El proceso de descifradoconsiste en realizar el producto A™C = A™AM = M.

5 3 4 32 -3 -107 9 13 19

(—1 -1 —1).(—36 —50 —57-84 —52 -113 s)
7 4 s -8 48 62 61 30 73 —26

8 27 2727 9 189

(15 5 516 13 271)

25 19 1218 5 427





Ejercicios propuestos

1. Codificar el mensaje “vuelvo mañana”, con las siguientes matrices de código.
[image: image49.png]_ 3
aa=[, i}

6 5
5 4

13 4
c.A=[2 8 6

5 1 35

b. A=




*2. El mensaje M fue cifrado con la clave A, y se obtuvo el mensaje cifrado C. Encontrar M.
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1.9  Matriz de etapas.

El modelo de descripción de un proceso por etapas es una ecuación en diferencias de la forma
[image: image51.png]Xpsq

Axy



,
donde A se denomina matriz de etapas. Una ecuación de este tipo se llama sistema dinámico (o sistema dinámico lineal discreto), porque describe los cambios experimentados en un sistema al paso del tiempo. 

Uno de los problemas que está ligado con las matrices por etapas es el problema de la supervivencia  del búho manchado del norte de los Estados Unidos, en 1990. 

Un primer paso para estudiar la dinámica poblacional es configurar un modelo de la población a intervalos anuales, en tiempos denotados mediante 
[image: image52.png]=0,1,2,

k




Por lo general, se supone que existe una relación 1:1 de machos y hembras en cada etapa de vida, y se cuentan exclusivamente las hembras. 
[image: image53.png]La poblacion en el afio k puede describirse por medio de un vector
%, = 5w @), donde ji, s, ¥ @ son las cantidades de hembras existentes
enlas etapas de juvenil, subadulto y adulto, respectivamente.

Por ejemplo, utilizando datos de campo de estudios demograficos reales, R
Lamberson y colaboradores consideraron el siguiente modelo de matrices por

etapas:
[Jies1 0 0 .33|[
S| =]18 0 0 |[se
aad Lo .71 Lodllay.

Aqui, la cantidad de nuevas hembras juveniles en el afio k +1 es 33 veces la
cantidad de hembras adultas en el afio k(con base en el indice de natalidad
promedio por pareja de buhos). También, el 18% de los jovenes sobrevive para
convertirse en subadultos, as como un 71% de los subadultos y el 94% de los
adultos sobreviven para ser contados como adultos.




La tasa de supervivencia juvenil del 18% en la matriz por etapas de Lamberson es la entrada más afectada por la cantidad de bosque viejo disponible. De hecho, el 60% de los búhos juveniles normalmente sobrevive para dejar el nido, pero en la región de Willow Creek, California, estudiada por Lamberson y sus colegas, sólo el 30% de los jóvenes que dejaron el nido pudo encontrar nuevos territorios base; el resto pereció durante el proceso de búsqueda.

Una razón importante del fracaso de los búhos al tratar de encontrar nuevos territorios es el aumento en la fragmentación de las áreas con árboles viejos debido a la tala total de áreas diseminadas en los terrenos de crecimiento. Cuando un búho deja la protección del bosque y cruza un área devastada, el riesgo de que sea atacado por un depredador aumenta de modo impresionante.

Ejercicios propuestos
1. Suponga que la tasa de supervivencia de los búhos juveniles después de la búsqueda de nuevos territorios viene dada por  la matriz de etapas
 [image: image54.png].33
0
.94




2. ¿Qué predice el modelo de matriz por etapas para esta población de búhos manchados?

*2. Establecer analogías y diferencias entre un proceso por etapas y  una cadena probabilística.

1.10 Juegos con matrices.

La Teoría de Juegos debe su nombre a que es una rama de la matemática que tiene sus orígenes en el análisis de conocidos pasatiempos y es aplicable a cualquier situación en la que aparezca un conflicto de intereses en los campos de la sociología, la economía y la ciencia militar,con la finalidad de encontrar opciones óptimas.

Una forma conveniente de representar un juego, es en términos de la matriz que aparece en la figura 2.( en la teoría de los juegos se acostumbra escribir las matrices en la forma de tablas). Las filas representan las elecciones posibles para el jugador F, en tanto que las columnas representan las elecciones que puede hacer el jugador C. 
[image: image55.png]El numero en la ubicacion d;; representa la ganancia de F si éste elije la fila ¢ y

C lacolumna j.




Una entrega positiva es un pago de C a F, en tanto que una “ganancia negativa” es un pago de F a C. Por ejemplo, en caso que F elija la fila 1 (juega 5 negro) y si C elige la columna 1 (juega 5 negro). F ganará la diferencia de estos dos números, que es 0. Si F elige la fila 1 y C elige la columna 2 (juega 3 rojo), C ganaría la diferencia de 2 y 0, indicada por la ubicación -2 en la matriz. Las características estratégicas del juego están íntegramente contenidasen la matriz.
[image: image56.png]Jugador C
ngh5 T3

ng 5 0 -2
ugador F

gelio [





Figura 1.10.1

Un juego tal como el que aparece en la figura 1.10.1 recibe el nombre de juego con matriz. Toda matriz de 2x2 puede considerarse como un juego con matriz para dos personas; al efecto, basta que un jugador opere las filas y el otro las columnas, y los pagos del juego se definan de acuerdo con las ubicaciones de la matriz.

¿Cómo debe jugarse el juego de la matriz de la figura 1.10.1? Al jugador C le gustaría obtener la ubicación -2de la matriz; sin embargo, el único modo de alcanzarla sería jugando la segunda columna de la matriz, en cuyo caso el jugador F seguramente elegiría la segunda fila y C perdería 2 en vez de ganar 2. Por otro lado, si C elige la primera columna ( es decir, juga 5 negro), se asegura el empate sin que importe lo que haga F.  F no pierde nada, y, posiblemente, puede ganar eligiendo la segunda fila; por tanto, debe hacerlo. El conocimiento de que así procederá, afirma en C la convicción de su elección de la primera columna. En consecuencia, el procedimiento óptimo de ambos jugadores será el siguiente: F debe jugar el 5 rojo y C debe jugar el 5 negro. De ser este último el caso, los jugadores no perderán ni ganarán, el juego es un juego justo.

Una instrucción de la forma: “Juéguese 5 rojo”, o “ Juéguese 3 negro”, recibe el nombre de una estrategia. En caso de que el jugador F aplique la estrategia “Juéguese 5 rojo” en el juego que aparece en la fig.2, se asegurará de que, por lo menos, se le pagará cero, y esto independientemente de la forma como proceda C. En forma semejante, de aplicar a C la estrategia “Juéguese 5 rojo” se asegurará un desembolso de cero como máximo ( es decir, una pérdida no mayor que cero), y esto independientemente del proceder de F. Como F no puede  asegurarse de ganar más de cero, y C tampoco puede asegurarse de perder menos de cero, y siendo iguales estos dos números, los denominaremos estrategias óptimas del juego. Así, que a su vez llamaremos cero el valor del juego, ya que éste será el resultado del mismo cuando ambos jugadores apliquen su estrategia óptima.

Definición. 
[image: image57.png]Diremos de una matriz 2x2 que es estrictamente determinada en caso de que
contenga una ubicacién, llamémosla v, que simultaneamente sea el minimo de

Ia fila en que aparece y el maximo de la columna en que lo hace. En tal caso,
los jugadores tendran como estrategias ptimas las siguientes:

La del jugador F: “Jugar la fila que contiene v
La del jugador C: ‘jugar Ia columna que contiena "

El valor del juego es v. El juego se considerara justo en caso que su valor sea

cero.

Ejemplo 1: El juego de la figura 1.10.1es estrictamente determinado, ya que el
d;y = 0 es el minimo de la segunda fila y el maximo de la primera columna de

la matriz en cuestion




Las estrategias óptimas establecidas por la definición anterior concuerdan con las explicadas anteriomente. En virtud de la definición,  el valor del juego es cero; en consecuencia, se trata de un  juego justo.

La solución de un juego estrictamente determinado es particularmente simple, ya que cada jugador puede calcular la estrategia óptima del otro y,  consecuentemente, tiene conocimiento de cómo va a proceder.

Ejemplo 2: Analicemos cuáles de los juegos descritos por las siguientes matrices corresponden a la noción de estrictamente determinados y justos.
[image: image58.png]



Solución:

La figura a) es estrictamente determinado y justo, la estrategia óptima de F consiste en elegir la primera fila, en tanto que la de C consiste en elegir la primera columna. El juego en la fig b) es estrictamente determinado y no es justo, ya que su valor es 2. En la fig.c) el juego no es estrictamente determinado.
Ejercicios propuestos

1. Determínese cuáles de los juegos abajo expuestos son estrictamente determinados y cuáles son justos. De ser estrictamente determinado el juego en cuestión, encuéntrense las estrategias óptimas de cada jugador.

[image: image59.png]a)

b)

<)





*2. Supóngase que en el juego correspondiente a la figura que se muestra seguidamente , 
[image: image60.png]el jugador F recibe una mano que consta de x negro y y rojo, en tanto que el
jugador C recibe u negro y v rojo, donde xyu y v son numeros reales.

Consideremos que el juego con matriz de que se trata es el siguiente:

Jugador C

0ooxe

ez
lugador F
Hy

a) Demuéstre que si x=uv=x y y=x el juego es estictamente
determinado y justo.
b) Demuéstre que si y=vy2x y y<v, el juego es estrictamente

determinado y justo.




*3.Considere un juego G de matriz 2x2 estrictamente determinado. 
[image: image61.png]Supdngase que u y v son dos posiciones de la matriz tales que cada unaes el

minimo de la filay el maximo de la columna en la que aparece. Demuéstrese
queu=v.




Capítulo II: 
Aplicaciones de los Sistemas de ecuaciones lineales

2.1 Problemas cotidianos

En múltiples áreas de la vida cotidiana, la relación aritmética que se conoce entre varias variables por alguna ley o por diferencias comparativas permite establecer un sistema de ecuaciones lineales cuya solución conduce a determinar las incógnitas planteadas.

Ejemplo (problema de las edades)
[image: image62.png]Hace 8 afios la edad de Alberto era triple que la edad de Bemardo, y dentro de
4afios Ia edad de Bemardo seré los £ de la edad de Alberto




Hallar las edades actuales.

Solución

[image: image63.png]Sean x = edad actual de Alberto
y = edad actual de Bemardo

La relacion entre las edades hace 8 afios, es decir, Alberto tenia x — 8 afios y

Bernardo tenia y — 8 afios conduce a la condicién:
x—-8=3(y—8)

La relacion entre las edades dentro de 4 afios, esto es, Alberto tendra x + 4

afios y Bemardo tendra y + 4 afios y segn la condicion
5
yra=3 (x+4)

x-8

(> —8)

Reuniendo las ecuaciones se tiene el sistema:
y+a=2(x+4)

Resolviendo el sistema se halla x =32, y =16.




La respuesta es : Alberto tiene 32años y Bernardo tiene 16años.
Ejercicios propuestos

1. SiAlbertole da aBernardo $2 ambos tendrán igual suma, y siBernardo le da aAlberto$2, Albertotendrá el triplo de lo que le queda a Bernardo. ¿Cuánto tiene cada uno?
Respuesta:  Alberto tiene $10 y Bernardo tiene $6.
*2. La suma de las tres cifras de un número es 16. La suma de las cifras de las centenas y la cifra de las decenas es el triplo de la cifra de las unidades, y si al número se le resta 99, las cifras se invierten. Hallar el número.

Respuesta: el número buscado es574.
[image: image64.png]*3. Si a los dos términos de una fraccién se afiade 3, el valor de la fraccién es

;y sialos dos términos se resta 1, el valor de la fraccion es; .




Hallar la fracción.

4. Dos números están en relación de 3 a 4. Si el menor se aumenta en 2 y el mayor se disminuye en 9, la relación es de 4 a 3. Hallar los números.

Respuesta: 18 y 24
[image: image65.png]5. Un hombre tiene 110 animales entre vacas, caballos y temeros, del numero
de vacas mas :mel namero de caballos mas :del namero de temeros equivalen

215,y la suma del nimero de temeros con el de vacas es 65.




 ¿Cuantos animales de cada clase tiene?

6. Compré un carro, un caballo y sus arreos por $200. El carro y los arreos costaron $20 más que el caballo, y el caballo y los arreos costaron $40 más que el carro. ¿Cuánto costó el carro, el caballo y cuánto los arreos?

2.2 Problemas de Física

En particular, para determinar la velocidad de un móvil, la relación 
[image: image66.png]velocidad

tiempo




es la base para conjugar las hipótesis y conformar un sistema de ecuaciones.

Ejemplo:
[image: image67.png]Un bote que navega por un rio recorre 15 kilsmetros en 12 horas a favor de la

corriente y 12 kilometros en 2 horas contra la corriente.




Hallar la velocidad del bote en agua tranquila y la velocidad del río.

Solución:

[image: image68.png]Sean x = la velocidad, en km por hora, del bote en agua tranquila
y = la velocidad, en km por hora, del rio. Entonces,

De aquique

x + = velocidad del bote a favor de la corriente.

x —y = velocidad del bote contra la corriente.

De acuerdo con los datos, a favor de la corriente se cumple que:
5
=x+y

a
1z

En contra de la corriente se tiene:

Reuniendolas dos ecuaciones se forma el suslema{’ Y

=x-y

Resolviendo se halla x =8, y =2; luego, la velocidad del bote en aguas
tranquilas es 8km/h, y la velocidad del rio es 2kmh




Ejercicios propuestos

1. Un hombre rema río abajo 10km en una hora y río arriba 4km en una hora. Hallar la velocidad del bote en agua tranquila y la velocidad del río.

*2. Una tripulación emplea 6 horas en recorrer 40km río abajo y en regresar. En remar 1km río arriba emplea el mismo tiempo que en remar 2km río abajo. Hallar el tiempo empleado en ir y en volver.

2.3Balanceo de ecuaciones químicas

Para balancear una  ecuación química se deben encontrar enteros no negativostales que cumplan la condición de que el número de átomos de cada uno de los elementos químicos involucrados en el primer miembro de la ecuación sea igual al número de átomos correspondientes del segundo miembro.

Ejemplo:
[image: image69.png]Parte del propulsante empleado en una etapa de las misiones Apolo a la Luna
fue un 6xido de nitrégeno, el tetroxido de nitrogeno(N,0,). Uno de los
combustibles utilizados en ese propulsante fue la hidracina(N,H,). La

combustion produjo principalmente nitrégeno y agua. La ecuacion quimica de

este proceso resultd

N,H, + N0, - N, + H,0




Se pide balancear esta ecuación

Solución:

Plantear las cuatro incógnitas como coeficientes de cada uno de los compuestos

[image: image70.png]aN,H, + bN,0, = cN, + dH,0

Como hay tres elementos quimicos involucrados en la ecuacion, se establecen
tres relaciones entre los mismos. Obsérvese primero que hay2a + 2batomos

de nitrégeno (N) en el primer miembro, y2catomos en el segundo,por lo tantola

primera relacion que se establece es:

2a+2b=2¢c

Hay 4a atomos de hidrégeno (H) en el primer miembro y 2d atomos en el

segundo miembro de la ecuacion (2). Por consiguiente, la segunda relacion es:

4a=2d

Finalmente, puesto que hay 4b &tomos de oxigeno (O) en el primer miembro y

d tomo en el segundo,

4b=d




Las ecuaciones establecidas dan lugar al siguiente sistema de ecuaciones lineales:
[image: image71.png]4a —2d

{2a+2b—2c
4 —d

Como hay 4 incégnitas y tres ecuaciones, hay que reducir el sistema a un
sistema determinado. Si se elige a d como la constante arbitraria &, se tiene el
conjunto solucion a=k/2, b=k/4, c=3k/4 yd=k Existe un nimero
infinito de soluciones, pero k = 4es el menor valor que produce la solucion
particular de enterosa=2, b=1,c=3 y d=4. De esta manera, una

ecuacion quimica balanceada para esta reaccion es

2N,H, + N,0, > 3N, + 4H,0




Ejercicios propuestos

1.Efectúe el balanceo de las siguientes ecuaciones químicas:

[image: image72.png]aNa,0 +bH,0 + cNa +dOH — eNaOH
aNHy + b0, - cNO + dH,0
aNa,CO; + bBr, - cNaBr + dNaBr0; +eCO,

aMnS0, + bKMnO, + cH,0 - dMn0, + eK,50, + fH,50,




2.4 Redes eléctricas

La determinación de las intensidades de corriente en una red eléctrica es un problema usual en la Ingeniería  Eléctrica

Las fuentes normales de energía eléctrica, llamadas a veces fuentes de voltaje, son las baterías o los generadores. Estas fuentes producen una tension eléctrica que se mide en volts (V).

Los hornos y los tostadores son ejemplos de resistores eléctricos cuya función consiste en convertir energía eléctrica en calor. 
[image: image73.png]El simbolo-« se emplea para representar un resistor, cuya resistencia se
expresa en ohms(®). Las letras Iy, ,, ... denotan corrientes eléctricas medidas

en amperes (A). Una corriente I puede ser considerada negativa () si fluye en

direccion opuesta a la indicada.

La corriente, Ia resistencia y Ia tension o voltaje en una red eléctrica estan
relacionados por medio de las leyes de Ohm y de Kirchhoff.

Ley de Ohm: La relacion entre la corriente 1, en amperes, y la tension o voltaje

V, en volts, a través de una resistencia R, en ohms, esta dada por:

V=LR




Leyes de Kirchhoff.

1) La suma algebraica de las corrientes entrantes a un punto unión o nodo de una red eléctrica es igual a la suma algebraica de las corrientes salientes de dicho nodo.

2) La suma de las tensiones o voltajes alrededor de un circuito cerrado o malla de una red eléctrica es cero.

Ejemplo:

[image: image74.png]Calcular las corrientes L, I; e I5 de la red mostrada en la figura siguiente.
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Solucién:

Sise examina el nodo A, que es punto de confluencia de conductores y se
aplica la primera ley de Kirchhoff se observa que:

I, - corriente entrante; I, e I > corrientes salientes

L+l




Obsérvese que en esta red hay tres mallas, cada una de las cuales puede recorrerse en dos sentidos. Para formar las dos relaciones que faltan para conformar el sistema de ecuaciones, consideremos dos mallas. La primera,la que empieza en el punto A y se recorre luego para la izquierda a través de la fuente de 8V y sucesivamente por el resistor de 4 ohms, el punto B, el resistor de 3 ohms, la fuente de 6V y se regresa al punto A. 
[image: image75.png]Por la Ley de Ohm, la caida de voltaje a través del resistor de 4 ohms es 41,
La caida de voltaje a través del resistor de 3 ohm, en la misma malla es 31,
Porla segunda ley de Kirchhoff,

3L, +4L,=6+8=14




La segunda malla a considerar empieza en el punto A, y se recorre hacia B a través de la fuente de 12V, continúa  hasta A pasando por la fuente 6V. La tercera malla empieza en A, se va hacia B, a través de la fuente de 8V, y luego se continúa de B a A, pasando por la fuente de 12V. El recorrido a lo largo de esta segunda malla da lugar a la ecuación

[image: image76.png]3L +2l,=6+12=18
Reuniendo las ecuaciones obtenidas se tiene

L-5
{31, +4L,
3L 2L

Resolviendo este sistema de ecuaciones se obtiene

Sialguna de las corrientes I hubiera resultado negativa, esto significaria que en

el diagrama se escogi6 la direccion opuesta para dicha corriente I




Ejercicios propuestos.

1.Calcule las corrientes, en amperes, en las redes mostradas en las figuras:

[image: image77.png]a) b)

*2 Determine las corrientes de circuito en la red de las siguientes figuras:





2.5 Modelos económicos 
En la producción industrial, las relaciones económicas entre oferta y demanda pueden ser canalizadas mediante la formación y solución de sistemas de ecuaciones lineales.

[image: image78.png]Considérese el caso en el que una ciudad tiene una compafiia maderera A, una compafiia constructora B y
una compaiia ferroviaria C. Representemos con X, ¥, la produccion total, en unidades monetarias, de A,
By C, respectivamente.




Desde la perspectiva de A, las demandas interindustriales sobre A serán su producción total, en unidades monetarias, que es empleada por A misma y por B y C. 
[image: image79.png]Por ejemplo, A podria utilizar * de su propia produccion, en unidades

monetarias, para calefaccion y para construir almacenes temporales destinados
a guardar su madera; B podria necesitar madera de A equivalente (en

unidades monetarias) a 2 de la propia produccion de B; y C podria requerir

maderas para traviesas de via de ferrocaril equivalente (en unidades

monetarias) a £ de la propia produccion de C. Entonces las demandas totales

interindustriales sobre A estan dadas por

1,11
T TE




Supóngase también que A produce madera por un valor de $10,000 (dólares, por ejemplo) para vender fuera de las industrias A, B y C. Esta suma representa la demanda de consumo local final sobre A.

Si A no tiene sobreproducción, entonces su producción es igual a la suma de las demandas interindustriales totales sobre A más la demanda de consumo local final sobre A, luego desde el punto de vista de A,
[image: image80.png]Sx+ Iy +2z+10000=
ity gt =x




Supóngase además que ni B ni C tienen sobreproducción, que las demandas de consumo local final sobre B y C son 8000 y 12000, respectivamente, y que las demandas interindustriales totales sobre B y C están dadas por:

[image: image81.png]01x +03y +0.04z (sobre B)

001x+ 021y +033z  (sobre C)




Se desea determinar la producción (en unidades monetarias) de las industrias A, B y C de manera que la oferta sea igual a la demanda. Se debe resolver el sistema de ecuaciones:

[image: image82.png]0.25x + 0.2y +0.125z + 10000 =

0.1x + 0.3y +0.04z + 8000 = y

0.01x + 021y + 033z + 12000 =

0, de manera equivalente,

—0.75x + 0.2y +0.125z = —10000

0.1x — 0.7y +0.04z

8000

0.01x + 021y — 0.67z = —12000

Por eliminacién de Gauss-Jordan, se tiene
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Ejercicios propuestos
1. [image: image83.png]Las demandas interindustriales y las demandas de consumo local finales sobre tres industrias cuyas
producciones sonx,y,z estan dadas a continuacion. Encuentre la produccion de las industrias

x,y,2 sininguna de ellas tiene sobreproduccion.
(x) 05x+0.25y+ 030z, 300
(y) 021x+0.70y+ 020z, 360
(z) 0.10x+0.15y+0.10z, 510




2. Una compañía siderúrgica A emplea 40% de su propia producción para comprar carbón, el cual adquiere de una compañía B, y para pagar cuotas de ferrocarril a la compañía C. Se tiene que B necesita una cantidad de acero de A equivalente a 20% de la propia producción de B, y C requiere acero de A equivalente a 18% de la propia producción de C. Supóngase además que A vende 1020 miles de dólares fuera de las industrias A, B y C. las demandas interindustriales totales sobre B y C son como sigue:

[image: image84.png]0254 +0.158 +0.12C (sobre B)
0.304 +0.208 +0.25C (sobre C)




Determine la producción (en miles de dólares) si las demandas finales de consumo local sobre B y C son 8930 y 2250 miles de dólares, respectivamente. Suponga que la oferta es igual a la demanda.

*3.La agricultura (x), la manufactura (y) y la mano de obra y capital (z) en un pequeño país están relacionados de la siguiente manera: 10% de la producción agrícola se emplea para pagar a las industrias manufactureras y para la mano de obra y capital; la manufactura y la mano de obra requieren productos agrícolas equivalentes a 30% y 22% de su propia producción, respectivamente; la agricultura vende dentro del país 359 miles de dólares ajenos a la de obra y capital y a la manufactura. Las demandas interindustriales totales sobre [image: image85.png]


 y [image: image86.png]


, junto con sus demandas finales de consumo local (en millones de dólares), son así:
[image: image87.png](3) 01x+06y+02z 70
(z) 05x+0.1y+02z 1730
Encuentre las producciones de x,y,z, en millones de ddlares si la oferta

esigual ala demanda




2.6 Problemas asociados a la interpolación 

Hay problemasquese resuelven   mediante la Matemática Numérica que consisten en proponer la búsqueda de una función de aproximación g(x) a otra desconocida f(x). 
[image: image88.png]La forma que se propone para g posee coeficientes incognitos que se
determinan imponiéndole que valga en determinados puntos P; valores
predeterminados vi. Las condiciones g(P)=v: se denominan condiciones de
interpolacion y conducen ala resolucion de un sistema de ecuaciones lineales.




En otros casos la función g se propone directamente, como sucede en muchas situaciones de Geometría.

Ejemplo:


Este ejemplo proviene del campo de la Ingeniería Civil.

Para el elemento viga que se flexiona según un plano vertical, se propone una función polinómica para describir el desplazamiento en cualquier punto de la viga de longitud L.

[image: image89.png]Supongamos conocidos los desplazamientos en los extremos y en el centro de

laviga: vy,vy,v3

Sea D la funcion de desplazamiento. Como hay tres condiciones (datos)
proponemos un polinomio de grado 2, que tiene tres coeficientes incgnitos:
D(x)=ap + ayx + ayx.

Para L=200cm;v; =0.5cm;vy =0.6cm y v3=0.S5cmformar el sistema

D(0)= vl,l)%): v2.D(L)=v3 con vista a determinar ag_a; y a

El sistema resulta:

ay .5
{u,, +100a, + 10000a, = 0.6
ag +200a, + 400004, = 0.5

Resolviendo el sistema se encuentra ag = 05, a; = 0.002, y a, = —0.00001.




Ejercicios propuestos

[image: image90.png]1. El problema de la deflexion y(x) de una viga de longitud L =12 se
modela por un problema de contomo dado por una ecuacién de la forma

2,
% = f(x) (donde f(x) depende del momento flector, de la rigidez y

¥y yL)=yr

de la carga) y por las condiciones de contomo y(0)

Supongamos que f esta dada en la forma discreta siguiente:

°
|

1)

ol
|
Wi
|
-
o

Entonces el problema admite solucién por el método de diferencias finitas que

transforma el problema dado en un problema algebraico:

d}A}:

Si B, = (x,.y), entonces (I)=





Sustituyendo las expresiones para las derivadas, queda 
[image: image91.png]1 =2tV

@0}

=rGx)





1.1 Comprobar que al sustituir  las condiciones de interpolación dadas por la tabla en  

[image: image92.png]Yua =2t Ve _
@ S

Se llega al sistema 4x =b |

-2 1 0 -2
Donde lamatrizdel sistemaes A=| 1 -2 1 |yelvector b=| —6
0 1 -2 -3

1.2 Resolver el sistema en 1.1 para hallar los valores de las deflexiones

30




*2. Obtener las funciones de interpolación para el elemento  barra de longitud  [image: image93.wmf]l

que puede tener un desplazamiento y una rotación en cada uno de sus extremos. Por tanto se considera un total de 4 incógnitas y se propone  para la función de interpolación:
[image: image94.png]o 2 3
PE=at X tasX

Se suponen conocidos los valores de los miembros derechos siguientes
PO=¢.40=¢,

T ISN7)
—@=4y—"0=g,

Comprobar que el sistema que debe resolverse esté dado por:

=4,
atlatl ol o=3+ 19+ o+l a=9,
=9,

at2anl 3l =, 2 el = ¢,

31 La forma general de una ecuacién

2 s
esg =gt onxtonX TasX

cubica




Determine la ecuación cúbica cuya gráfica pasa por los puntos (0,4), (1,6),(2,18) y (-1,6).

*4. La ecuación general de una esferaen el espacio tridimensional es:
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Determine la ecuación de la esfera cuya gráfica pasa por los puntos (2, 0, 5),(5, -3, 5),(6, 0, 1) y (2, 1, 4).

2.7 Cálculo de la matriz inversa

[image: image96.png]Consideramos la matriz cuadrada A = (a,) (i./ =12....7). Lainversa 4~ {;,,)
es una matriz tal que AA~=|, donde I es la matriz identidad de orden n

Multiplicando las matrices A y A~ obtenemos un sistema de n? ecuaciones

con n?incdgnitasx, , 0 sea:

Entonces paraj=1,i=1.2,..n  seobtiene el sistema:
Ay + Ay + s F e+ X, =1

Ay F Ay +Ad e+ Ay Xy =0

Xy ¥ Xy + B+t Ay =0

Y asf para cada j se obtiene un sistema semejante. O sea que el sistema de n*
ecuaciones con n *incognitas se descompone en n sistemas de ecuaciones con
n incognitas, los cuales poseen la misma matriz A y términos independientes

distintos, esto es AX=b, . (i=1,2......n).





Una forma muy eficiente de resolver este tipo de sistemas es factorizando la matriz y resolviéndolo en dos etapas, de la manera siguiente:

A x =b

Sustituyendo la factorización

(LU) x= b

Utilizando la asociatividad del producto de matrices

L (U x)= b

Haciendo U x= z, la primera etapa está dada por la resolución de 

L (z)= b, por sustitución hacia delante de las variables del vector z que se van obteniendo, ya que L es triangular inferior.

La segunda etapa requiere la solución de U x= z por sustitución hacia atrás, debido a que L es triangular superior.

Ejemplo:

Calcular la inversa de la matriz 
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Solución:

La matriz Ase descompone en LU de la forma siguiente:
[image: image98.png]112

100

S EERIT

120550 3

414 Yoo
L

Donde L es triangular inferior y U es triangular superior con valores 1 en la diagonal principal.
AAT=1

Sustituyendo, si se considera
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este sistema tiene 9 ecuaciones con 9 variables.

El mismo se descompone en tres sistemas. El primero de ellos permite calcular la primera columna de la inversa:

[image: image99.png]112)(xy) (1
2-1 2| xy |=|0
414)1x) Lo

Lz=b

Conduce al sistema de la primera etapa que se resuelve por sustitucion hacia
delante de las variables que se van obteniendo:

10 0)(z) (1
2-30||z, |0
432)lz ) o) ==




Conduce al sistema de la segunda etapa que se resuelve por sustitución hacia atrás de las variables que se van obteniendo:

[image: image100.png]Xn
01 = |xy
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El tercer sistematiene la forma :
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En este caso se tiene que :

Lz=b

[image: image102.png]100)(z) (0)z,= 0
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Ejercicios propuestos

1.Hallar la matriz inversa de 

[image: image103.wmf][image: image104.wmf]÷
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2.1 Mediante la reducción a sistemas lineales

2.2 Mediante la fórmula en términos de cofactores

*2.A partir de plantear la relación:
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Obtener y resolver el sistema de ecuaciones que permite calcular los coeficientes de L y de U.

*3. Justificar por qué se requiere imponer los valores en la diagonal principal de la matriz U.

Capítulo III: 
Aplicación de las Transformaciones lineales
En diversas aplicaciones de la computación y de la ingeniería se requiere describir la traslación de figuras geométricas y la variación de sus dimensiones. Esta posibilidad está asociada a ciertas transformaciones lineales.

3.1Traslación
La traslación permite desplazar un objeto a lo largo de sus dimensiones, como resultado se obtiene un cambio de posición.

Traslación 2D

[image: image106.png]La traslacion 2D o bidimensional conduce al desplazamiento de unafigura
plana, donde cada punto p = (x,,x;)es trasladado d,unidades en el eje X, y d;
unidades en el eje X,. De esta forma, las coordenadas del nuevo punto

p' = (x,,x,") se obtienen como:
X =x+dy
X =x,+dy

Sead = (d;, dy)el vector de distancias. Si se considera la matriz

1 0 O
T(@=0 1 n], se observa que la relacion entre las coordenadas de los
d, d, 1

puntos puede expresarse como el producto matricial p’ = ».7(d), es decir:
1 0 o

[ 11= b, 11’ 0 1 n]
dy dy 1

A T(d)se denomina matriz de traslacion. Notese que la traslacion en el

espacio bidimensional se representa mediante una transformacion en el
espacio tridimensional




Ejemplo:
[image: image107.png]Dada la figura 3.1.1, el efecto de la traslacion con d, =1 d, = 2, se observa

en la figura 31.2. Obsérvese que en particular al origen le corresponde el

punto (1,2)

Figura3.12

Figura3.1.1




Traslación 3D

[image: image108.png]Basandose en la idea anterior, se tiene que la traslacion 3D conduce al
desplazamiento de una figura tridimensional, donde cada punto P = (x;,%,,%5)

estrasladado dunidades en el eje X, , d; unidades en el eje X, y d; unidades
en el eje ;. Las coordenadas del nuevo punto p' = (x},x3,%3) se obtienen
como:

Xy =x,+d;

xp=x,+d,

xj=2x5 +dy

Sead = (dyd;, ds)el vector de distancias. Si se considera la matriz:

1 0 00
o 1 00
T@=| 0o o 10
d, dy dy 1

Se puede verificar que la relacion entre los puntos se puedeexpresar como el
producto matticial p’ = p.7(d) , es decir

1 0 00
v ’ 0 1 00
b 1= lamm 1l 5 39
d, d, dy 1

A T(d)se denomina matriz de traslaciony se observa que para la traslacion

de un punto tridimensional tiene dimensién 4.




Ejemplo:

La figura 3.1.3 muestra el efecto de traslación de una figura con

[image: image109.png]Figura3.13
Generalizando, la traslacion nD conduce al desplazamiento de un subconjunto

del espacio n-dimensional sumando parametros de distancias a todas sus
dimensiones, como se observé anteriormente y se puede representar la
traslacion =D en su forma matricial, donde los parametros de distancia se
localizan en el ultimo renglén de la matriz, cada uno colocado en la columna
quele corresponde a su respectivo eje, y colocando valores de 1 en la diagonal
principal

Asi, se obtiene la expresion matricial de traslacion para cualquier dimension

10 00
[ 00
0

[xixgx) o x, 1= [x,x





Ejercicios propuestos

1. Considere la traslación que lleva al triángulo rectángulo con vértices 
[image: image110.png](3, 2.3 5y7 2)



,
al triángulo rectángulo cuyo ángulo recto se encuentra en el punto (6, 8). Exprese esta traslación por medio de la transformación lineal A y determínense los otros vértices del triángulo trasladado.

*2.Supóngase que se desea trasladar un triángulo en el espacio bidimensional, como se muestra en la figura A siguiente. Este movimiento puede realizarse trasladando el rectángulo h unidades en direccion paralela al eje x, y luego k unidades en dirección paralela al eje y, como se ilustra en la figura B. 
[image: image111.png]Analiticamente, considerar la traslacion T;: R* > R? dada por

T (@] = & +hy)

TI& M =+ hy)

x+hy+ k)

@y
=

Figura A

(v hy R

Peonn

(x,y) == (x + hy)
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Figura B




Para cierta h, describe la primera traslación indicada en la fig.3. La segunda traslación, paralela al eje y, está dada por

[image: image112.png]TlGen] = (xy +k)

2.1Probar que la traslacion segun(h, k)dadapor T[(x3)] = (x + b,y +Kes la
composicionde las dos traslacionesTs y Ta.

22 Probar que la traslacién T no es una transformacién lineal

10
23 Considerarlafransformacién lineal 4 ([ ] ’ﬂ 1 k] [ ]
0 0 1

2.4 Probar que A produce una traslacion sobre el planoz = 1

2.5 ¢Quérelacién existe entre la matriz de la ransformacién Ay la matriz de

traslacion? Justifique su respuesta.

B

F

oy SR




3.2 Cambio de escala

[image: image113.png]La transformacion que modifica la escala de una figura mediante los factores a
enladireccion x, b enla direccion v, y si se si trata del espacio tridimensional) ¢

enla direccion =, se denomina transformacion de escalizacion.
Esta transformacion se expresa como

T[(x,y)] = (ax, by) o bien T[(x,y,2)] = (ax, by, cz), dependiendo de si se trata

del espacio bidimensional o del espacio tridimensional. Para lograr que una
transformacion de este tipo sea compatible con las traslaciones debe definirse
ast

a 0 0O
iz 1] =[xy, 1]’n b n]
0 0 1

0 altemativamente:

(I




Ejemplo:
[image: image114.png]Ampliar el triangulo (1, 0)(2, 0) y (3, 2) mediante un factor igual a 3.
Solucion
T[(xy, D] = (3x,3y,1)

EntoncesT[(1,0,1)] = (3,0,1), T[(2,0,1)] = (6,0,1) yT[(3,2,1)] = (9,6,1). Por

Io tanto, las coordenadas del nuevo triangulo, como muestra la figura D, son
(3,0),(6,0) y (9,6).

Figura D




Es importante señalar que si los factores de escalización no son iguales, se producirá alguna distorsión o deformación.

Ejercicios propuestos

[image: image115.png]1.Considere el triangulo con vértices (2, 3),(1, 5) y (—1, 1). Determinense los
vértices del triangulo que se obtiene modificando la escala por un factor de -2
enladireccion de x y %en la direccion y.

*2. Obtener la transformacion que permite rotar un punto (x,y)en tomo a un
punto (k%) segun un angulo de 6 radianes mediante la composicion de las

siguientes transformaciones;
2.1 Trasladar el punto (%, k) al origen mediante Ia traslacion de vector (~h, —k)

cosf —senf O
22 Larotacion en tomo al origen con matriz |[senf ~ cosf 0
0 0o 1

23 Latraslacion de regreso al punto (k).




3.3Transformaciones conformes

Las transformaciones denominadas conformes poseen propiedades interesantes, entre ellas inciden en la modificación de la longitud de un vector.
[image: image116.png]Una transformacion lineal T: R* — R2de la forma T'(x) = [Z ’a”] xdonde ay b

son escalares, se llama transformacion conforme.




Ejemplo:

[image: image117.png]Pruebe que si TyS son transformaciones conformes, entonces s es una

transformacion conforme y s = ST.
Solucion

sean 7(0) = [¢ X]x v s =[x las transformaciones conformes

Entonces T también lo es, pues su matriz esta dada por:
_fa —b] [¢ —d]_[ac—bd —(ad+bc)

(ol P P A

La conmutatividad responde a que

T e iy

Por tanto las dos transformaciones coinciden sobre cada vector de R?.

=75

Ejercicios propuestos

1Demueste que la  transformacion  conforme  dada  por

0 =[¢

- ] xdistorsiona o deforma la longitud segun un factor (a? + b%)

*2. Probar que si Tes conforme y T + 0, entonces la inversa de T existe.




3.4Propiedades de los operadores básicos del Análisis Matemático 

En particular, operadores básicos del Análisis Matemático como son la derivación y la integración son operadores lineales.

Ejemplo

[image: image118.png]Denotemos por c[0, 1] al conjunto de todas las funciones continuas definidas
en [0, 1], y supéngase que '[0, 1] denota el conjunto de todas las funciones
con primeras derivadas continuas definidas en [0, 1]. Probar que la
transformacion ( o aplicacion) D:C'[0, 1] — cfo, 1] definida por D(f) = f' es

una transformacion lineal
Solucion:
Del calculo se tiene que

D(f+9)=(f+9) =f"+g =D(f)+D(9)





Ejercicios propuestos.

[image: image119.png]1. Probar que la transformacion ID:C[0, 1] —R dada por
ID(f) = [} f(x)dx, es una transformacion lineal, denominada operador
de integracion (definida).

2. SeaT:[0,1] — R, T(f) = f; f(x)g(x)dxen donde g(x) es una funcion
fijada en [0, 1]. Pruebe que T es una transformacion lineal

3. Sea T:C[0,1] — R, T(f) = f(0). Probar que es una ftransformacion
lineal

*4 a) Probar que T: R? - R2, T(xy)= (X2, y) no es lineal

b) ¢ Qué tipo de condicion para una transformacion lineal es T(0)=0?




Capítulo IV: 
Aplicaciones de los valores y vectores propios

4.1 Simplificación de la representación de las cónicas
Esta aplicación es sustancial en la Geometría, ya que simplifica las ecuaciones  de las cónicas

[image: image120.png]Una ecuadién de la forma
ax?+2bxy+cy?=d
se llama ecuacién cuadratica en x y ysin términos lineales si por lo menos uno

de los nimeros a,b,c no es igual a 0. La expresion ax? + 2bxy +cy’se llama

forma cuadratica asociada a la ecuacion dada y las graficas de las ecuaciones
cuadraticas reciben el nombre de cénicas.

Cualquier forma cuadratica ax®+ 2bxy +cy?, se puede expresar como el

producto matricial
e e Y] =xeax

donde X = [;] ya= [Z f] Se debe efectuar la multiplicacion para verificar

que esto es cierto. Se observa que la matriz Ade2x2 es simétrica. Las

componentes fuera de la diagonalprincipal son iguales ala mitad del coeficiente
de xy. Como Aes una matriz simétrica, existe una matriz ortogonal Ccuyas

columnas son los vectores propiosnomalizados de Aytal que

cac=p=[4 ‘“1] donde 2, ¥ 4, son vectores propios de la matriz 4.




[image: image121.png]El cambio de variables [;] = x'= c*xreduce Ia forma cuadratica

= [ Y] =xeax

ala forma cuadratical,x 2 + A,y %, dondeA, y4,s0n los valores propios de4, ya

quecomo C es una matriz ortogonal, cumple que su inversa es la matriz
traspuesta. El cambio de variables X' = X implica que

X = (€)% = cx', por lo que sustituyendo en la forma cuadratica original

XPAX = (CX')FA(CX") = (X)F(CT)A(CX") = (X)) (CTAC)X' = (X')* DX

~w fy 2]




Ejemplo:
[image: image122.png]Dada la ecuacion cuadratica 2x* + 6xy +10y* = 11

a) Expresar la forma cuadratica en la forma
2x% 4 6xy+10y% = x'[z f]x: XtAX

b) Determinar los valores propios de A

) Obtener dos vectores propios asociados

d) Calcular la matriz ortogonal C.

©) Determinar C*AC

1) Expresarla forma cuadratica reducida

) Obtener la expresion analitica y la representacion grafica de la nueva

conica




Solución:

[image: image123.png]a) La ecuacion cuadratica se puede expresar en la forma

2 2_yxe[2 3]x =
2x% + 6xy + 10y’ 71"[3 m]xfx'u(, donde

x=f] sa=[ 3

b) La matriz 4 tiene como valores propiosla solucion de la ecuacion
caracterfstica

2-2 3 —
Del[ B md] =0, de donde se obtiene:

=1y =11

©) Los vectores propios asociados se obtienen a partir de las condiciones

B[ W R e 1

Del primer sistema se tiene que = —3y y del segundo y = 3x. De aqui

que en particular (3,-1) ¥ (1, 3), resulten vectores propios. Se normalizan

estos vectores para obtener (1/¥10)(3,-1) y (1/VI0)(1, 3)
d) Lamatriz ottogonales ¢ = (&) [ 3

ocae-(HE IE J@04
[lﬂ

’m 73][ 1n][—1 3l "10lo

o=l




[image: image124.png]f) La forma cuadrética 2x* + 6xy + 10y? sereducea  1x2+ 11y?

g) La expresion analitica es x+ 11y = 11y la grafica es la elipse que se
presenta enla siguiente figura, con respecto a los nuevos ejes formados por los

vectores v, = () (3,~1) yu; = (%) (1, )





Ejercicios propuestos

[image: image125.png]1. Expresar cada una de las formas cuadraticas comoun producto de matrices.
a 3x2+2xy+5y?

b. 4x?— 7xy—6y?

Respuestas

=t ]
b [ y]’ ][;]

2 Exprese la forma cuadratica —x* + 9xy + 2%, como producto de matrices de

la forma x*Ax.

3.Exprese la conica cuya ecuacion es x> — 6xy+y® =8 en términos de una

matriz diagonal

*4_Clasifique y reduzca a una expresion canénica la conica cuya ecuacion es
13x2—8xy +7y2 =




4.2 Método de Potencias

En ocasiones, el cálculo de los valores propios a partir de la definición se dificulta  y precisamos otras vías. El método depotencias posibilita en determinados casos determinar el valor propio dominante ( el de mayor módulo).

[image: image126.png]Sea A una matriz diagonalizable nxn, con valores propios y vectores propios A
i'y Vi respectivamente, con i =1, ..., n). Ademas sea V un vector cualquiera tal
que V=Ejci+ Vi (cualquier vector v puede expresarse de esta forma puesto

que los Vi forman una base de R")

‘Supongamos también que Ay es el autovalor con mayor médulo, entonces para
k suficientemente grande se tiene que

AV = A ci = Vi) = T3 A (ci* Vi) = £ ci(AVi)=Z3 (cihi) Vi
Multiplicando por A en ambos miembros

A2V=A( X3 ci(i = Vi) =X ciA(Xi = Vi) =X} cidi(AVi) =X} ci = Ai(Ai = Vi)
=Zpcihi?svi

De forma analoga se obtiene

ARV=T3 ciki¥ » Vi

Como M es el autovalor con mayor médulo, se puede expresar
AV=AL*[eq Vg + ohalh 1)< V2 ..CalAnlh )k V]

Dado que | MA4l<1 parak=2,...n, entonces

CoMA 1)KV, ..., ca"(AaA 1)V > Osik >




Luego:

[image: image127.png]ay

AW=2,fey"Vy para k suficientemente grande. Sea  Vi=| - |, entonces la
a,

componente i-6sima de Ak Vesh, “**ci"as , y la deARVes2, *cr"ai, por lo que

Ao,

Fea;




Este procedimiento esllamado método de potencias.
Ejemplo

Aplicar el método de potencias para encontrar el valorpropio dominante de la matriz   
[image: image128.png]



Solución:
[image: image129.png]Eifmos v =[i]  Entonces v = [} §][1]= [}
-3 J6-

av= 3 5= [7)

6=

av= [0 0

av= 3 5= 2

PO s iy

av= [ - e

av= [ A0 S
el s

-1022, _ -3068,

Hallamos que N
510 1532

~=2.00~ /y




De acuerdo con la definición se comprueba que el valor  propio de mayor módulo es resultado de resolver la ecuación:
[image: image130.png]Det [+ : A B ¢ A]:o, que conduce a la ecuacion polinémica:

N2 +3M+2 = 0, que tiene las raices A=-1 yA=-2




Ejercicio propuestos

1.Encontrar  una aproximación al valor propio dominante, si es que existe,  de las matrices:
[image: image131.png]7
—4

-1
1

:
5]
3




*2. Obtener por definición el valor propio dominante y un vector propio asociado para las matrices del ejercicio anterior.

4.3 Resolución de ecuaciones diferenciales en forma matricial 

[image: image132.png]Consideremos el conjunto de n ecuaciones diferenciales lineales homogéneas
(sin entrada excitadora)

X =ax

Donde X es el vector de variables de estado de dimensién nx 1 y A es una

matriz n x n. La solucién se puede calcular por analogia al caso escalar como:
X(t) = e*X,

El problema (que en el caso escalar es trivial) es: ¢Como definir la matriz

exponencial e#°?

Para esto resulta muy il la nocién de transformacién de similaridad.

Dada una matriz cuadrada A, y una matriz invertible T, a la matriz B = T~*AT

se le llama matriz similar a A y a la operacion T™'AT se le llama
transformacion desimilaridad.

Una matriz simétrica tiene valores propios realesy vectores propios
ortogonales que siempre se puedenconvertir en ortonomales para formar una
matrizdiagonalizanteT tal que T™*=T7% (Una matriz que cumple esta
propiedad se llama matriz ortogonal).




De acuerdo a lo anterior, una matriz simétrica A se puede diagonalizar mediante la transformación:

[image: image133.png]D =TF®AT.
¥ los elementos de la diagonal de D son los valores propios de A

Observando el comportamiento de una transformacion de similaridad:

R
0 bien,

e =T(eP)rt

Sielegimos T de manera que

0| se define

Esto permitira hacer el calculo directo de la matriz exponencial como

e =T(eP)rt




Ejemplo:

Resolver el sistema siguiente:

[image: image134.png][E]-02 4

Con las condiciones iniciales X (0) = X, =[1 2]°.

Solucion
Los valores propios de lamatriz A del sistema son 4,

—3,2,=-1ylos

vectores propios correspondientes pueden elegirse como
-1 w-fl

Asisi elegimos 7= [ %,

ﬂ] —n 5],

X() = e%xy = 2[7 T+ 3e"]

T 43670




Los sistemas de ecuaciones diferenciales también pueden resolverse mediante el método de la ecuación característica, donde también interviene la noción de valor propio.

Ejemplo:

Resolver el sistema de ecuaciones homogéneo

[image: image135.png]dy
Dy
Zoaty

Solucién
Pasol: Resolver la ecuacion caracteristica, que se denominara EC
correspondiente a la matriz del sistema 4 = [; i

Ec |t-%

2 |- - —N-a= = =
3Pl lFe=a-na-D-e=0e =31,

Paso 2: Como los valores propios son reales y diferentes, la solucion de la

ecuacion homogénea se propone en la forma: (;) = (2) o3 4 (g) et




Paso 3: Determinar relaciones entre las variables para eliminar dos de ellas. Para esto se sustituyen las funciones  propuestas en una de las ecuaciones del sistema, por ejemplo la primera. Se obtiene:
[image: image136.png]3G, —Cie* =Ce* + Cie™ + 20,6 +2C,e™

Aplicando coeficientes indeterminados se llega a las relaciones:

36,=G+26,

De donde

a=c

Anélogamente, de

—C=C 420,

—C=C 420,

Se obtiene que —C; =C,

Luego (:,)h - (i) i, (fl) e, es la solucion de esta ecuacion

homogénea.




Ejercicios propuestos.
[image: image137.png]1. Resolver el sistema de ecuaciones diferenciales X = AXpara la matriz

a= [‘2* :5], con las condiciones iniciales X, = [1 — 1J°.

*2.1 Reducir los siguientes sistemas a la forma matricial y resolverlos

[ dx
@ rTYTE @ :
dy dy

a1 Z - - b @

)dz X+ 5y—z ) Frat sy
dz dz
FoETyEsE G=rty-z




4.4 Sistemas Dinámicos Discretos

Muchos procesos de la naturaleza pueden ser modelados mediante un proceso dependiente del tiempo (por lo que resulta dinámico) , el cual es recurrente de un paso, es decir, el estado siguiente depende del anterior. 
[image: image138.png]Los valores propios y los vectores propios proporcionan la clave para entender
el comportamiento a largo plazo o evolucion de un sistema dinamico de tipo
iterativo descrito en forma matricial mediante una ecuacion xy.; = Ax.

Ejemplo:

Denote a la poblacion de buhos y ratas de bosque en el tiempo kmediante

x.= nde kes el tiempo en meses, Oyes la canti Ghos presentes
.. = [%]donde kes et la cantidad de bh t
5

en la region estudiada, y Ryla cantidad de ratas (medidas en miles). Suponga
que
Opsy = (:5)0, + (4R,

Ryer = —p.0, + (LDR,(44.1)

Donde pes un parametro positivo por especificar. El (.5)0,de la primera
ecuacion establece que sin ratas de bosque para alimentarse, s6lo sobrevivira
la mitad de los buhos cada mes, mientras el (1.1)R, de la segunda ecuacion
seffala que sin bhos como depredadores, Ia poblacion de ratas aumentara en
un 10% cada mes. Si hay abundancia de ratas, el (4)Rytendera a propiciar un
aumento en la poblacion de buhos, mientras que el término negativo —p. 0y
mide las muertes de ratas debidas a la depredacion de los bhos. (De hecho,
1000pes la cantidad promedio de ratas que un buho come en un mes.)




Determine la evolución de este sistema cuando el parámetro de depredación pes .104.

Solución:

[image: image139.png]Cuando p= 104, los valores propios de la matriz de coeficientes Apara (4.4.1)
resultan ser Ai=1.02y A= 58. Los vectores propios correspondientes son

w=fd el

Se puede escribir unax, inicial comox, = C;v; + C,v,. Entonces, parak = 0,

%, = €4 (1.02)%v, + C,(.58) v,

- i [10 e[S
=, (1.02) Ea] +¢,(.58) [1]
Cuando k— = (.58)*se aproxima rapidamente a cero. Suponga quec; > 0.
Entonces, para toda ksuficientemente grande, x, es aproximadamente igual a
€;(1.02)*v,,y se escribe

X, % C,(102)% [ig] (442)
La aproximacion en (4.4.2) mejora al aumentar, asi que para una kgrande

Xeoq ¥ Cy(102)40 Eg] = (1.02)¢,(1.02)% Eg] ~1.02x, (443)

La aproximacion en (4.4:3) establece que tarde o temprano ambas entradas de

x,(las cantidades de buhos y ratas) aumentaran cada mes por un factor de
casi 1.02




Ejercicios propuestos

[image: image140.png]1. La siguiente matriz A tiene valores propios 1, 5 y 3 con vectores

propios correspondientes v, v; ¥ v

J7 -z 0 —2
-2 6 2| m=l2] w=

0 2 s 1

2 1
1], v,:lz] Encuentre la solucion
2. —2.

1
general de a cUACION X, = Ax,, 5i %, = lu].
—2.

"2Sea A una matriz 2x 2, con valores propios 3y 3, y vectores propios

correspondientes v, = [ﬂ y v, = [’11] Sea {x,} una solucion de la ecuacion

de recurrencia x,..; = Ax;, X, =

a) Calcule x, = 4x,,para A arbitraria.
b) Encuentre una férmula para x, que contenga a k y a los vectores

Propios v; y vz

*3. Determine la evolucion del sistema dinamico del ejemplo cuando el
parametro de depredacion pes de .2 (Proporcione una férmula parax,.) ¢La
poblaci6n de bahos aumenta o disminuye? ¢ Qué sucede con la poblacion de
ratas de bosque?




Capítulo V: 
Aplicaciones de los espacios vectoriales
5.1 Determinación de subespacios

Tanto en el Análisis Matemático, las Ecuaciones Diferenciales como en el Álgebra, es importante la consideración de subconjuntos que resultan cerrados para las operaciones de espacio vectorial, por lo que resulta relevante la noción de subespacio.

Ejemplo:

[image: image141.png]1.Sea D[0,1] el conjunto de todas las funciones que son diferenciables en el
intervalo [0,1]. Entonces, puesto que toda funcién diferenciable es continua,
D[0,1] es un subconjunto de C[0,1]. Probar que D[0,1] es subespacio de
clo,1]

Solucion:

El conjunto D[0,1] no es vacio, ya que y = f(x) = 0 se encuentra en &l. Sean
f(x) y g(x) elementos de D[0,1]. Se debe demostrar que f(x) + g(x) ¥ ¢f(x)

pertenecen en D[0,1] para todo escalar c. puesto que
d d d
ZU@+a@] =2 (F@) + 5 (9()

Yy

()

Seve que £(x) + g(x) y cf (x) son diferenciables. Por lo tanto,

)

F(x) + g(x) y ¢f (x) pertenecen a D[0,1] y D[0,1] es un subespacio de [0, 1]




Ejercicios propuestos
[image: image142.png]1.Sea[0,1] el conjunto de todas las funciones f pertenecien a 1[0, 1] tales que

[} f(x)dx = 0. Probar que 1[0,1] es un subespaciode C[0, 1]

*2 Determinar si el conjunto de todas las funciones f(x) pertenecientes a
c[0,1] tales que [} f(x)dx = 1 es un subespacio de C[0, 1].

3 Pruebe que el conjunto de todas las funciones diferenciables £ definidas en
[0, 1], tales que f'(x)— 4f(x) = 0 es un subespacio de €[0, 1].

*4.Demuestre que el conjunto de fodas las soluciones de una ecuacion
diferencial de la forma 2 +x (£) +y = 0, es un espacio vectorial sobre los

numeros reales.




5. Pruebe que el conjunto F de todas las funciones acotadas cuyo dominio es el conjunto de los números reales y sus valores son también números reales, es un espacio vectorial.

[image: image143.png]6. Pruebe que el conjunto S de todos los polinomios de la forma
ax®+ 2bx + ¢, donde 2a+b—c =0es un subespacio de los polinomios de

grado menor o igual que 2

7. Demuestre que en el espacio de todas las matrices de orden 2x2, el conjunto

S de todas las matrices de la forma [Z ';] donde ab ¢ y d son numeros

reales, constituye un subespacio.




5.2 Espacios con producto interno

En el espacio euclideano  bidimensional, la noción de que dos vectores sean ortogonales viene dada por el hecho de el ángulo que forman  es de 90 grados. Los espacios vectoriales con producto interno permiten describir la noción de ortogonalidad de vectores, mediante una generalización abstracta del  concepto geométrico.

Definición

[image: image144.png]Sea V un espacio vectorial sobre los ntimeros reales. Un producto intemo real
en v es la funcién que asocia a cada pareja de vectores « y v pertenecientes a

v, un namero real (v}, con las propiedades siguientes:

a () =(vu)
b (w+tv, w)=(ww)+(v+w)

¢ {ew,v) =clu,v).

d. (wu) 20,y (wu) = 0siysélosiu




Una ilustración clásica de este concepto es el siguiente:
[image: image145.png]Sean u = (ay,ay, ., a,) yv= (by,by,
definida por

b,) dos vectores de R™. La funcion

(wv) = ayby + azb; ++a,b, es un producto intemo denominado producto
intemo usual




Ejemplo:

[image: image146.png]Sean p = p(x) ¥ 4 = 4(x) dos polinomios en el conjunto,de los polinomios de

grado menor o igual que ndefinidos en el intervalo [a, b], donde a < b. Definase

.
(rar= [ patre

Entonces (»,q ) define un producto intemo en B,.




Solución:
[image: image147.png]Para probar que (,q) define un producto intemo en &, empleamos algunas

propiedades referentes a las integrales.

En cuanto a la propiedad (a) incluida en la Definicién 1, observamos que
. .

(ra)= [ et = [ apdn = (ap)

La propiedad (b) se deduce a partir de la observacion de que

5 5
(p+raq)= f [p(@) + r(@]a(x)dx = f [p()a(®) +r(x)a(®)ldx

. .
= [ paan + [ rwaar=(par+ (na)
En seguida se ve que

. .
(@.0)= [ @@= c [ p@atdr=c(pa)




Por lo tanto se satisface la propiedad (c).
[image: image148.png]Puesto que p(x) es un polinomio real, (»(x))? 2 0 para toda x. Entonces

(o= [ "oy i "oz

Finalmente, (p, p) = [*(»(x))?dx =0 = p(x) =0, debido a que es una

funcién continua.

Porlotanto, { »,q Ydefine un producto intemo en 2.




Ejercicios propuestos
[image: image149.png]1. Pruebe quela funcion definida por (f, g) = [ f(x)g(x)dx en [0, 1] es

un productointerno.
2. Probar que en el espacio sefialado, las aplicaciones indicadas son
productos internos y calcular los valores correspondientes a los vectores

indicados.
@ X=R% para =(ay,by),v = (ayb)u,v) = Sa;b; + 2aby;
u=(3-1),v=(24)
*b) X = P, ( tome en consideracion la definicion del ejemplo para n=2);
(0,a)=p(3)a(3) +p(a(2) + p(S)a(5);p =4x* +2x +1, g =32 -4
0 x = clo,1]; (p.a) = [} p(x)a(x)dx, donde
a=0,b=1;p=3x>—1,q=4x+5.
3.Calcule llull para el vector u y el producto intemoindicado.

a. u=(5,-2),con el productointemou v} = Sa;b; + 2a;b;
b. u=2x*—x —3,con el productointemo
(@) =p(3)a(3) +p(2)q(2)+  p(5)a(s).

2—1, con el producto intemo (p,q) = [* p(x)a(x)dx, donde

x

a=0b=1




5.3 Ortogonalidad 

[image: image150.png]El angulo & entre dos vectores planos con un origen comun « y v es el angulo
comprendido  entre  estos  vectores tal que 0<@<m Si
u = av donde a > 0, entonces § = 0. Si u =av donde a <0, entonces 6 =m.

Geométricamente, los vectores son perpendiculares u ortogonales si el angulo
es 0 = /2. Para encontrar un medio algebraico que determine el angulo entre
dos vectores, se precisan nociones de trigonometria . Dadas las longitudes de
tres lados de un triangulo, se puede hallar el angulo entre cualquier par de
lados del triangulo por medio de laley de los cosenos, como se observa en la

siguiente figura.

@ -a+ b - ubost





Figura5.3.1

[image: image151.png]La ley de los cosenos y las propiedades del producto intemo permiten
relacionar el producto escalar y el coseno del angulo formado, ya que si &
es el angulo entre dos vectores u y v enR?, entonces

w.v = [lullllvllcoss

Lademostracion esta basada en el triangulo de la figura— . Por la ley de los

cosenos,
llv = ull® = llull® + lIvlI* = 2llulllIvllcosé, de donde

2llulllvlicost = llull® + lIvll*  llv - ull*
—wutvo—(@-w.(r—w)

=uwutv.v— (0.0 - wv—vu+ww) =2uv, ydeaquique

w.v = |lullllvllcoss

A partir de la igualdad se observa que la condicién 6 = /2 implica que el

producto intemo de los vectores es cero, por lo que en un espacio vectorial
dotado de un producto intemo, se define que dos vectores u y v son

ortogonales si su producto intemo es cero.




Ejemplo:

[image: image152.png]Lospolinomios p(x) = x y q(x) = 3x — 2 son ortogonales en el intervalo [0, 1]

con respecto al producto intemo (p, q) = [ p(x)a(x)dx.

Solucién:

.
0= [ x(ax-20ax
o

= f ‘(3:‘ —2x)dx
o

~ -}





Ejercicios propuestos
[image: image153.png]1 Sean u=(1,3), v=(3,—1),w = (3, 3)vectores en R
Probar quex, vson ortogonales para el producto escalar
(w,v) = azhy + azb, + - +a,b,y o para el dado por

(4,9) = ayh, — a;b, — a;b, +azb;, mientras quew, w son ortogonales para este

altimo y no para el primero.

*2. Deferminar el valor de a para que los vectores (32.a) y (5.a7) sean
ortogonales para los productos intemos expresados en el ejercicio propuesto 1




5.4 Demostración de desigualdades

[image: image154.png]A partir de la relacion u.v = llullllvllcos6, obtenida a partir de la ley de los

cosenos, es inmediato obtener por la propiedad de la funcion coseno que
16w, v < llullllvll.Pero esta desigualdad es valida en cualquier espacio con

producto interior, pues puede probarse mediante propiedades del producto
intemno, como se muestra a continuacion.

Siuy vson vectores en un espacio con productointemo y si = 0, entonces la

desigualdad se convierte trivialmente en 0 = 0.
Se puede suponer entonces que u # 0

Seaxun escalararbitrario.  Se tiene que:

(ut v xutv) =x(u, xu+v)+ (v, xu+tv)
=ax[x(u,u) + w,v)] +x(v,u) + (v,v)
=x%(u,u) +x(w,v) + x(v,u) + (v,)
Puesto que (v, v) = (v, ), se cumple que
0 < x*(w,u) +2x(u, v) + (v, v)(4)

Si hacemos (uu) =a,(uv) = by (v) =, entonces (4) se convierte en

0<ax®+2bx+c

Puesto que el polinomio ax? + 2bx + ¢ nunca es negativo, su grafica nunca se
encuentra por debajo del eje X, por consiguiente, el polinomio no tiene ninguna
raiz real, o bien tiene una raiz repetida.




Por lo tanto, su discriminante no puede ser mayor que cero.
 Esto es,

[image: image155.png](2b)* —4ac < 0 obien (4(w,v))* — 4(u,u)v,v) < 0
4w, v)]* < 4w, u)v, v}(B)

La desigualdad de Cauchy-Schwarz se deduce dividiendo primeramente (8)
por 4, y luego extrayendo la raiz cuadrada en ambos miembros de la
desigualdad resultante, de donde:

1w, )| = V(w, v)? < V(u, ul (v,v) = llullllvll
Ejemplo:

Si aplicamos la desigualdad de Cauchy-Schwarz a en los productos intemos

(,9) = ayby + aghy + -+ ayby, (w,v) = Sayhy + 2a5by, (p,0) = p(3)a(3) +
p(2a(2)+p(5)a(s),
¥ (».a) = [ p(x)a(x)dx, se tienen las desigualdades siguientes:

lashy + @by + -+ a,b,| < [af +af + -+ af [bF +b3 + -+ b
|Sayby + 2a,b,| < [5ai +2a} [5bf +2b%

Ip()a(3) + p(2)a(@) +p(S)a(s)|
Ve + @@+ EENNVEE) +@@)* + @(®)?

| f 'p(x)q(x)dx| < f s f "





Ejercicios propuestos

[image: image156.png]1.Sean Ay B dos matrices reales » X . Definase
(4,B) =tr (B A) , donde la funcion tr, denominada traza, es la suma de
los elementos de la diagonal de la matriz B¢ A
1.1 Probar que (4, es un producto intemo
1.2 Expresar explicitamente la desigualdad de Cauchy para este caso.
*2. En un espacio con producto interior, pruebe la desigualdad de Minkowski
llw + Il < llull + lvll, usando la desigualdad de Cauchy.




5.5Consecuencias de la igualdad del paralelogramo

[image: image157.png]Si se consideran los vectores u, v sobre los ejes coordenados, se forma un
rectangulo con lados llully ll+ll, cuyas diagonales tienen las longitudes de los
Vectores u+ vy u-v, por o que a partir del Teorema de Pitagoras se obtiene la
propiedad

Tl + w12 + llw = w12 = 2[lull® + 2llv]1*

En el caso de un paralelogramo como en la figura que sigue, aplicando la ley
de los cosenos también se llega a la expresion anterior, la cual se denomina
ley del paralelogramo.

Figura 5.6.1

Ejemplo:

Obtener Ia ley del paralelogramo operando directamente con las propiedades
del producto escalar.

Solucion

(utvu+9) + (w—vu—v)

Suutuvtvut v tuu -y —vut vy

=2uu+2v.v




Ejercicios propuestos

1.Comprobar la ley del paralelogramo para los elementos (3,4,5) y (1,0,6) del espacio tridimensional con el producto interiorusual.

*2.Demostrar la ley del paralelogramo directamente para rectángulos.

5.6 Producto Interno y Estadística

Muchos conceptos de la Estadística Descriptiva pueden ser asociados a la presencia de un producto interno en el espacio de las variables aleatorias asociadas a un espacio muestral. La perspectiva requiere la siguiente formalización inicial:
[image: image158.png]Si consideramos un fendmeno o suceso F tal que posee las posibilidades
distintas de  ocurir s;,s;, s, entonces llamaremos espacio muestral al
conjunto:

S(F)= (51, 5200,5,)(5.61)
Si cada s, posee una probabilidad de ocurrencia p;, para i = 1,2, ., n entonces

llamamos “vector de probabilidad” del suceso F a:

p(F) = (b1, P2 -r2,)(5.6.2)

Si ademés a cada elemento s, asociamos un valor “x, para cada

i=1,2,..,m, entonces el vector

2(F) = Gy 3 es 2,)(563)




Se llama “variable aleatoria”, asociada al espacio muestral del suceso F.

[image: image159.png]Llamaremos ‘valor medio o esperado” a

Z(F)=pyxy + Xy + ot 9%, (5.64)

Llamaremos ‘varianza® de x(F) a

DLx(F)] = py (5 = (F))’ + P = 2(F))' + -+, (x, — 2(F))’(565)

Y llamaremos “desviacion standar” de x(F) a:

()] = ] (566)

Ejemplo: Si F representa “el lanzamiento de un peso’, entonces

(1)S (F) = {cara, sello}.

@)= (% 2)




Un producto interno “estadístico” puede ser definido así:
[image: image160.png]Sea u=(uy, us,., u,) € B" un vector fijo, entonces se define el producto

intemo
(g, 13y w), (o 230 2V = z wx; (567)
=

Lema
Siu= (uy, uy ..., u,) = p(F)entonces se cumplen las siguientes relaciones:
)EF) = @), 5(F)
2)Si Gy = Z(F))?, (%2 = £(F)* ., (x, — £(F))?) = ¥(F), entonces
V(P = (p(F).y(F)
() dlx(O)] = PP = V@), yE)




Ejemplo: Si F representa “el lanzamiento de un peso”, entonces

[image: image161.png]i) S (F)={cara, sello}

i p)= (%3

iii) x(F, 4) = (10,—10), variable aleatoria del punto de vista de A.

iv) x(F, B) = (10, 10), variable aleatoria del punto de vista de B.
Luego,

Z(F, 4) = ((10,-10),(1/2,1/2)) = %.lﬂ.l +%(—1n).1 =0

Z(F,B) =((~10,10), G%)) = %(*lﬂ)+ %.m =0





Ejercicios propuestos.
[image: image162.png]1. Si F representa “el lanzamiento de dos monedas”, calcular
a. S(F)
b. p(F).

*2.Si Ay B deciden hacer una apuesta como sigue:

- Si salen dos caras A gana $10

+ Si salen dos sellos A gana $7

- Si salen una cara y un sello B gana $7

¢Cual seria la situacion de %(F, 4) y de %(F, B)?




5.7 Producto Interno  y Series de Fourier

En el Análisis Matemático, los criterios de convergencia permiten determinar si una serie es convergente o no, pero no es siempre inmediato calcular la suma de una serie convergente a no ser en casos especiales (geométrica, telescópica, reducible a telescópica, etc.)
[image: image163.png]La existencia de un producto intemo en
cl-m, ©]

{f:[-m, 7]~ R: f esuna funcién continua} pemite viabilizar la
tarea de calcular sumas de series.
En este espacio, y con el producto intemo (f, g) = [ £ (x)g(x)dx, se tiene que

el conjunto

Trigonom,[x] = {1, cosx, cos2x, .., cosnx}Ufsenx, sen2x, .., sen nx} es

ortogonal, es decir, cada par de elementos diferentes son ortogonales. Este
sistema se denomina sistema trigonométrico.

En efecto, analicemos todas las altemativas:

m, sin=m

1%)sin € N y m € N entonces {cosnx, cosmx) = 0 sintm

COmo  (cosnx, cosmx) = [ cosmx. cosnxdx, entonces para resolver esta
integral podemos aplicar las siguientes propiedades

a) De la paridad de la funcién coseno sigue que:

Jcom.comit 2 [ com.comis
!

b) De las identidades que involucran a la funcin coseno

cos(a+ B) = cosa cos B - senasen B

cos(a- B) = cosacos B + senasen




Deducimos que

[image: image164.png]cosacos =

(cos(a+) +cos(a—£))

2

Y entonces para n = m tenemos que
f cosmx. cosnxdx =2 f (ms((m +m)x) + cos((m — n)x)) dx
E H

1

- (minsm((m{» W)+ nm((mfn)x))n —0

m

m, sin=m

2%)sin € N ym€ N entonces (sen nx,sen mx) = 0 sintm

COmO  (sen nx, sen mx) = [7_sen mx.sen nxdx, entonces para resolver esta
integral podemos aplicar las siguientes propiedades
a) De la imparidad de la funcion seno sigue que sen mx.sennx es una

funcion par, asi que

o son e =3 s o




a) De las identidades que involucran a la función coseno, tenemos:

[image: image165.png]senasenf = %(ms(a —B) — cos(a+p))

Y entonces para .+ m tenemos que

f sen mx. sen nxdx =2 f %(ms((m —n)x) - cos((m + n)x)) dx=0
E H
Anoraparan =m

(sen nx,sen mx) = f sen’nxdx = m.

3% Sin €N ym e Nentonces {sen mx, cos nx) = 0, para (n € N) y (m € N).

De la imparidad de la funcion seno y de la paridad de la funcion coseno sigue
que sen mx cos nx es una funcion impar, asi que

fsm mx. cos nxdx

4% Sin € N yentonces
o (L=[Tdc=2n
o (1, sennx) = [ sennxdx=0

* (Lcosnx) = [T cosnxdx = 0.




Se denomina entonces 
[image: image166.png]serie de Fourier de una funcién f con respecto a un sistema ortogonal {u, ()}

auna expresion de la forma
D @)
=

Consideremos el sistema también ortogonal

{1/21:, Lcosy, Loosax, .., Leos ru:] u Esm, L tsen ru:]

Los coeficientes de la serie de Fourier quedan
¢ )=— [ dx ;
(o) = 55 [ FGIaxs

(F) (D)) f()coskxdx k=123, ..para los téminos  que
expresan la funcion coseno y (f(x),u, (=2 [7 f() senkxdx k=123, ...
para los términos que expresan la funcion seno.

Para uniformizar las formulas de los coeficientes de Fourier, en Analisis
Matematico suele llamarse a estos coeficientes mediante a, y b, por o que la

serie adquiere Ia forma

? + z a, coskx + b senkx
=

Donde

a, :’1; ff(x)wssxdz (s20). y b= ’3‘ ff(x)sensxdz (s21)




Se puede probar que la serie de Fourier converge  hacia la función en este espacio.

Ejemplo:

[image: image167.png]Sea f(x) = x. Entonces calculemos la serie de Fourier de £(x) =z, es decir,
x= ? + z a, coskx + b senkx
=1

Para determinar la serie debemos calcular los coeficientes de Fourier, ay y b,
pero antes de hacerlo ser4 conveniente prestar atencion a lo siguiente,

). f(=x) =
una funcion impar, (vk:k 2 0),

£(x), asf que f es una funcion impar, por lo que xcoskx es

a, = fstsxdz:

(Vk:k 2 0).




(2). Razonando de la misma forma que encima, [image: image168.png]xsenkx



 es función par y entonces,

[image: image169.png]2
he=> f xsenkxdx. (k 2 1).
o

Ahora integrando por partes tenemos que

2 x o1 i
b= ;’(—Ews (lm))n + f ws(kx)dz.]

3
Luego,
2 2
_2r 2y

b= "[:ws(lnr)] 2D (kEN).

Asi que la serie es de la forma:

Seleccionando x =2y sustituyendo en Ia serie de Fourier queda:





Por tanto el proceso ha permitido calcular la suma de la serie mostrada

Ejercicios propuestos.

[image: image170.png]1. Desarrolle en serie de Fourieren el intervalo[, 7]las siguientes funciones
y determine la suma de algunas series:
a f@)
b. f(x) = senx

e

0, si—m<x<0
c f(")’{x. siosx<m

“2.1Pruebe que para 0 < x <
2 o1
M=) == S coszhx
=

Y que ademas

2

Zl
6 Lik?
£





5.8 Modelos económicos

El análisis de los modelos económicos se puede llevar a cabo mediante la concepción de que las variables involucradas convenientemente asociadas constituyen elementos del espacio euclidiano n-dimensional y del espacio vectorial de las matrices, de manera que las  operaciones requeridas puedan realizarse en el marco de las posibilidades de estos espacios vectoriales.

[image: image171.png]Por ejemplo, si el proceso nimero i requiere una cierta cantidad de bien j
como materia prima, esta cantidad se denotara por a,,,y si produce un bien,
éste se denotara por b,, En particular, si el bien j no es requerido por el proceso
i, tendremos a,; = 0y si el procesoi produce un solo bien, entonces b;, = 0
excepto para un solo j.Esto conduce a un enfoque matricial del problema que
se aborda

Definimos la matriz A como la matriz m x n que tiene a; por componentes, y B
como la matriz m x n que tiene b,; por componentes. Por tanto, la economia

esta cabalmente definida en términos de estas dos matrices.

Se debe razonar sobre una economia como si ésta operara en estadios o
ciclos. En uno de dichos estadios dispondremos del tiempo justo para que el
proceso i transforme las materias primas a,, en productos b,,. Luego en el
estadio siguiente, estos productos pueden, a su vez, ser utilizados como
materia prima.




 La duración del ciclo puede ser cualquier intervalo de tiempo que resulte adecuado en el estudio de una economía específica. Pueden ser un mes, un año, o un número de años.

Ejemplo:

Tenemos una granja avícola. Nuetros bienes son huevos y gallinas, siendo las unidades naturales un huevo y una gallina. Los dos procesos son: poner huevos y empollarlos. Supongamos que en un cierto mes una gallina pone un promedio de 12 huevos si la utilizamos como ponedora. Si la empleamos como empolladora, empollará un promedio de 4 huevos por mes. Con base en esta información podemos construir A y B.

De acuerdo con la información, el ciclo tiene un mes de duración. El bien 1 es una “gallina”, el bien 2 es un “huevo”, el proceso 1 es “poner” y el proceso 2 es “empollar”. La unidad de intensidad del proceso será lo que en promedio una gallina pueda hacer por mes. La materia prima del proceso 1 es una gallina, es decir, una unidad del bien 1. El producto constará de una docena de huevos más la gallina original. Por tanto, el producto es una unidad del bien 1 y 12 unidades del bien 2. En el proceso 2 son materias primas una gallina y cuatro huevos, en tanto que el producto consta de cinco gallinas ( la original y las cuatro empolladas). En consecuencia, nuestras matrices son:
[image: image172.png]Poniendo huevos

Gallina Huevos' Gallina Huevos
Empollando huevos” ~ g

)

1 4

Supongamos que el granjero comienza con tres gallinas y ocho huevos listos
para ser empollados. El granjero tiene necesidad de dos gallinas para empollar
los ocho huevos, con o que le queda una para poner. Por tanto, usa el proceso
1 con intensidad 1, y el proceso 2 con intensidad 2. Simbolizamos este hecho
por medio del vector x = (1,2). Obsérvese que sus materias primas son las
componentes de la matrizl x4 = (3,8). Terminara con tres gallinas originales y
ocho nuevas mas. Por tanto, tendra una produccion de 11 unidades del bien 1
y 12 unidades del bien 2. Con relacion a la produccion xB = (11,12) portanto,
tendra una produccion de 11 unidades del bien 1y 12 unidades del bien 2. De
sus 11 gallinas solamente puede usar 3 para empollar, ya que emplearé las
intensidades (8,3). Los productos seran (8,3)B=(23,96).




Ahora tiene 96 huevos y solo 23 gallinas, así que muchos huevos se quedarán sin empollar.

Por otro lado, supóngase que comienza con sólo dos gallinas y cuatro huevos. Entonces hará uso de la intensidad (1,1). Su gallina ponedora pone 12 huevos, y con cuatro gallinasrecién empolladas tendrá un total de seis gallinas. Igual resultado se obtiene con (1,1)B=(6,12). Ahora han triplicado sus gallinas y sus huevos. Puede emplear la intensidad (3,3) en el ciclo siguiente, lo que le dá (3,3)B=(18,36), y de nuevo triplica gallinas y huevos. Así que puede proseguir empleando la misma proporción de los procesos, y continuará triplicando su producto en cada ciclo. La economía en cuestión opera en equilibrio.

Como puede verse en el ejemplo, la forma natural de presentar las intensidades de nuestros procesos es por medio de un vector fila. 
[image: image173.png]Seax, laintensidad conla que se opera en el proceso numero ¢, luego el vector
intensidad x es (x, . x,,). En estas condiciones, la multiplicacion de matrices
aportara una forma sencilla de calculo de la cantidad total requerida de cada
bien, y de los totales producidos. La componente jdex4 es la suma
X,y + 4 X,a,,;; donde x,ay; s la cantidad que usamos en el proceso 2,
efc. Por tanto, la componente j — ésima de x4 corresponde a la cantidad total
del bien requerido en las materias primas. En forma semejante, x5 expresa, en

los productos, las cantidades fotales de los diversos bienes.

En este punto debemos introducir los precios de los diversos bienes. Sea y, el
precio de una cantidad del bien j; el precio debe ser no negativo, pero puede

ser cero. ( La dltima altemativa define un bien que es tan barato que puede
considerarse como “practicamente gratuito”). Se supone que  unidades del

3
bien j costaranky, El vector precio y es el vector columna C)

Consideramos los productos Ay y By. En Ayeli—ésimo elemento es
@Y1+ + gy, €l producto a,y;, es la cantidad del bien 1 por operacion
unitaria del proceso , multiplicada por el precio unitario del bien 1; por tanto,
sera el costo del bien 1 empleado en el proceso; a,y; es el costo del bien 2
empleado, etc. En consecuencia, la i — ésima componente de 4y es el costo
total de productos por intensidadunitaria de operacion del proceso i. En forma

analoga By, expresa el costo (valor) de los productos.




Por último, 
[image: image174.png]vamos a considerar los productos x4y y xBy. Como x es 1 X m, las matrices
mxnyyesnx1, cada productoes 1x1, 0 un namero. Un analisis similar a los
anteriores, demuestra que xAy es el costo total de las materias primas, si la
economia es operada a una intensidad x, con precios y, y xBy es el monto total
de todos los bienes producidos.

Ejemplo (continuacion):

Supongase que una gallina cuesta 10 unidades de monedas, en tanto que un

huevo cuesta 1 unidad; luego, y = (11“) En este caso

=02 v =)

Comparando estas matrices, esto significa que el proceso 1 (poner huevos),
multiplica nuestra inversion por un factor 2.2 en tanto que en el proceso 2
(empollar), ingresan 3.50 por cada $1.00 invertido. Se dejara sentir una cierta
presion a usar gallinas solamente para empollar, lo que traera consigo una
escasezde huevos, que a su vez traera consigo un cambio drastico en los
precios. Ahora bien, supéngase que una gallina cuesta solamente seis veces

més que un huevo, es decir, y = (§). Entonces 4y = () va By = (33)




En este caso cada proceso triplica nuestra inversión, y no existirá indebida presión monetaria. Por tanto, el granjero puede estruturar sus procesos de manera  que estén en equilibrio y así mantener estables los precios.

Ejercicios propuestos.

[image: image175.png]1.Con los datos del ejemplo, para x = (2,3), verifiquese el caso de tres ciclos

en que x4y xB definen las materias primas y la produccion correspondientes

*2. Suponga que las gallinas cuestan 80 centavos y los huevos 5. Halley, 4y,y

By. Interprétese xAy y xBy




Conclusiones

· Se evidencian las múltiples aplicaciones del Álgebra Lineal convenientemente agrupadas por temáticas de estudio.

· La información teórica es precisa para lograr el objetivo propuesto.

· Los ejemplos vinculan los conceptos y métodos algebraicos con las especificidades de la aplicación de forma natural y rigurosa.

· Los ejercicios desarrollan habilidades graduales para realizar aplicaciones reales del Álgebra Lineal. 

· Quedó establecida la base metodológica para realizar extensiones de este tipo a otros temas del  Álgebra Superior.

· El estudio realizado se materializa en el fortalecimiento de la vinculación interdisciplinaria.
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