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Tema 10... Cardinalidad.
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Paradoja de Russell. Antinomia. Conjunto referencial. Conjunto complementario. Conjunto normal.
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Cinematica tensorial A,
Jema 40 (C'ar'cifna[;'ofad).

Apartads -1.

Adna carfgs/opnacena‘a ,2’.- A—+8, entre 2 Con/z'.unvﬁas no AcioS Ay B,
se llama BiYeccioN cuando fodo elemento de A posee wno y sélo
un elemento Em:iyeﬂ en B Y todo elements e B /posee arzDJ/ safo
un elemento anéiimajen en A. For -Lejemp[o :

Dos can}an#o\.s que son éz‘yecr‘aé/es entre si (es decir, Que ad-_
miten -Sser“fmes#os e ér‘r./eccfe;d se denominan CONVUNTDS coor
DINABLES o EQuUIPOTENTES (de c:?.un/faor‘encc'a 0 cqrdina[ialaa(). Za
CARDINALIDAD o PoTEANCIA de un can/'UmEo A es /a cartdad.
de elementos que posee, Yy se denota card (A); en ef f/‘em/o/o ,
card (A) = card (B):E. fara c:pnjiam‘vs Lt (con una cantrdad
Fnita de elementos ), la cardinalidad es wun numero ratural e-
vicken femente 5 pere pam w;g/‘an#os inbn'tos (con ana cantidad
indrnita de e/emen#os) /o cardinaledad no es rn numerp nate -
ral, pues Sobrepasa a este.

Apar'faa’o—ozv

-& Carc&'na&'cﬁad a‘e Co:kwj_anwfo.s' es _un 74_:ma a(e jmﬂ c‘lrﬁef‘e’S mda 74.’-
maf,l,*co) Puesr‘o ;ue atane a Neoclones cuantitafiuas in -ﬁ‘ﬂf?[daj la
/nﬁ’n»:#ua/ Sfem/ore ha Sido wun reto /broéfemaf/—fw Darm /05 matema £ -

-

cos. Al principio, los cardinales intinitos se hicieron re le yantes

en el seno dpe (a Yeoria Jde Gpn/@nﬁos /bﬁmigen;a, do talante intui-
five ¢ desevsa de Adeterminar cémo se Camipar?‘qn los con/‘.anfns
a par-#r'r de wunaos -ﬁznafdmen-fvs Cancp/o#aafes poco n“?.urnsos. En-
’-/ances aparecieren Zbamc{o\/‘ﬁs, gue oé/iydmn a los Fedricos a
afnar mas la Panfen& ya e tener mas remedip gue eleborar
una sere de Teonas Axiomatiens, en el in teres de /a precis ion.
Jas TEORIAS AXiOMATICAS de &?Jff':x.cn'fzzs Sen co lecciones de ax'p-
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. mas biren 'escfyr‘cfos , desde donde es /basz‘é/e derivar Yodas =,
_; las /bm/oieéadas' de los Con/ian#ns con un n‘yor matematico
subicientemente aceptable. Vas Teorias axiematicas mas M/G’Va_):l
- fes son:
A)- da Teoria Aviormdica de Conjuntos de Zermele Y fraenkel, a
brenadamente ZF.
2)- La Teoria Acio mddca de @n/'um‘os de Kleumann, Bermrys
y Gédel, abrevadamente nBE.
2)- a Teora Accomatica de ébn/un%os de Uorse Y ke//ej, abre-
; Viadamente MK,
A'parﬁzafov S.
. Teora Pn‘mr'jem‘cz o Intuifrva de Gn/ﬁ.amlos, a pesar e Su ruds
 mentariedad ﬁes/oec#o a las Teoras Azahmévlz‘ca&) Aa /bera&uaa(o
hasta e/ fpresen*e, cor ¢! nombre e TEOR 2 INEORMAL DE Con-
fJaUTRS, gw‘za.s detido al hecho e gere los /rz.éa/‘as de Gédel
sobre /os /ezy.ucf/‘ es formales y Sus demeos traciones acerca e las
frmitaciones internas de los formalismos (éase de /as Feonias
- Axiomdticas) han c{tja.c{t? una Sembra expectativa de progreso,

J, fwr ot Par-t!c Py /:as avances op /pS‘z‘Ca/oj{q cym‘#b‘zt /Ian //eoacfo a
| fener que adsptar un en fogue mas favorable hacia la intuicion, tra
Edfciana/menle considerada como /::‘/'a bastarda de/ conocimiento.

a Teoria Informal Ae @njuntos, pues, permaneee en pie actualmen
;%#e, Formando ﬁan‘e del arsenal de teonas matematcas modernas, &
t/a base misma del conocimiento c‘f&’n‘éf‘co, para infentar iluminar e
é)’haném progresiva y multidrisciplinar &/ escabroso y oscurn terreno
\de los Fundamentos del saber humano. £n 4odo ells, los C?.wy‘cen/as

éson wn (J’hdé/o‘é de Empor--fzznda cupc"/a/ en matemddeas ¥ otras

1; creneias, Y Sirven de base ;bane detenir ncjmems, rela ciones, fan.-

;a‘oné&s Y oé/e-fvos +eoncos mzf/-é}o/es.

1 da Teoria [nbormal de (."aa/‘un%as emplea e/ /d_’nj..c.tcljf cvticliare

i[mman paladine) para feorizar sobre Cpn/?unﬁ)s, donde (os corecto~

res /a&?C&'S ¥,0, No, St Y So2o Sf, Si..ENTONCES, etc. no €stan S‘a/'e‘A)s
‘a. defr’n}ciane.f muy n:yarosas) con StS consCCUENCIAS /oos;{:‘va:j

ine atvas. Fsta e la tnica Tepna de Qn/'um‘os Fue existia a £-
gﬂm{:s el Sigle X(X, cuando Feors Cantor y Gottleb -Freje la enun
icfamn, aparentemente espoleadas por la necesidad de elaborar z:té?u'n



 marce fecrico Jdonde fua’er ;‘méay'ar Con con/'.unks 3.
infenidos de manera c:a/reren/e, es decir, sin contradiecioneas
: con:e/oﬁm/es. Pero, af ,berm'r'/f“r la debnicion de c-on/'.um‘a.s Stn Nes-
. fricciones en cuanfo a sus ﬁm/bieafac(es caractenstcas , empe-
Earmn a Surgic jﬁamoﬂo/a.s- logicas, como @ planteada por Russel]
y semadnircas, como la /b/m#eaafa por Bercy. Entonces, para po-
der atrontar /as ﬁaraalojas con éxito, emeoyr‘emn las ga men -
Cronadas Teonas Axiomaficas > Azs cuales fenian come dernpmi-
nader comdn la presencia de restricciones dolrn; forias pam los
objetos a emplear (conjuntoes, elementos, relaciones, etc.) 4 /a
cans:'f.u.icm‘f' mayer recision.
Faradeja de Russell,
__iparfqa’a—'f.

Une PARADOSA es un raZonamiento Apa rentemente correcto, pe

ro Que en S mismo encierra wvaa contfradiccion fézgr‘ca. £En <907,
Bertrard Russell enuncio [a lHamada PARADOJA DEL BArRBEKO,

asé‘: - - - =
Hace muchos afos, en wun /?/ano reino, habia muy pocas

~ persoras cor e/ oﬁ‘a:o de barbero. Anfe esta escased, ef
rey del pais dretamino que los barberss de su reino sofo po-
;J:'Zrn afeitar a /las personas chd/;ace.s Ao afeitarse por S mis
': mas. Entonces, uno de eses barbens, el dnico de su comarca,
ése /afan-lecf' e’ S‘fy.uienf? /Dn:é(e'ma : Yomoe éd'r-éem, no /:ued’o atei-
far af barbero de mi comarca, gue S0y yo, ga gue eofonces me
344%.'24:":} a mi mismo, g por orden de/ rey ne /out!c(o hacerlo. Pero
S PO ,oaedo aéiffame X mr msmeo a’eéo '~ a wn édr«éero /:afzt
7.,;9 o Aaja;J,no aGs#an-Fe, e/ dnico barbero agu: 50y yo. An-
;-/e estv, no puaedo afecfarme de nr'f:?.u'n moclo 2

Este cuento a/éeya una contradiccion devastadera, gue »o
sélo pecrudica al barber sino, sobretodo, arremete contra los
Landamentos mismos de la maternatica. & Smo? ;ﬂ/:oﬁ'//and’o
a la Teoria de Cbn/ian'lto.s cantenana.

Apactado - 2.

l 55 of bacbew JE la badosed sddiéh marcade pectenece al con
j..unio A de las personas de su comarca gue ro pueden afei-
farce a sC mismas , fendra derecho a ser atectada i “\fdn la




ordena del ey, pero no pudn'a benebrciarse de ello por - G,
| gue no Aay otrp barber a/mr-/e e el ., Porv si lo Hacemos
- /ﬁer/eru.'cer al conjunte B de las personas cle Su comarca §ue
: Pueden adeiures o S0 mirsmas y -fam/ocn pedra eliminar sus
barbas Ioue.sfo gue /bor orden de/ rgy rno /-"uede ir af Aaré’em, ?ue
es e/, parn afeitarse.

£sta ,aumde)a, exfresaa’a en Yerminas matemd Hreos, es de-
cir) en Teoria de G:zj-um'w, Aio temblar a toda la cormunidad
matematica a comienzas el sigl Xk.¢Fer gue 7 Forgue la ba-
se de la matermatica moderna reposa en la Teoria e Con/un--
tas ¢ dicha feora era aé/e:‘o prncipal de a'r‘qgue por esa
famJo'a.
: adpar‘faafo-.?-_
 la Paradoja del Barben recibe ¢f nombre de PARADOIA DE
 RUSSELL en e/ ambibo de la Teoria Canterana e G:a;.unvlos.
 Este Fipe de parndoja se (lama ANTINDMIA (del griego anti=
ic.'om’»m , y nomoss [ey) : Yeontradiccion de la tey " o contra cﬂ_g.'

c:w:n de caracter irreseluble.

Seoa F of Can].uﬂ'fo formados foor Fodos los entes meatemed~
;-/:'ca.s, af gue lamaremos ConJuanTd REFERENCIAL en esfe

i contexto. Sea 4 o/ ca»/'..un-}‘o do todos [os ndrmers. Se fhms
15 COMIUNTD COMPLEMENTARID de A en F, denctandese G (@),

__ al can/'un‘fo F-A,o sea: f-A4= (’-;:- /a) ={x [ ”epﬂ € A}

Donde, como £, (A) es wun enfe matematico, sucederd gue:
Cr (a) € G, (8)

Apartade-4

Se flama ComlunTo KoRMAL & +odo c:on/...unfu A l‘u/fue
AdA, y se llama conlunTD SN GULAR a todo B fal gue
. Be B. Se fiene-

; )~ Si A es normal, entonces A no es sinqular.

: 2)- Si B es S;‘y.u/ar, entonces 8 no es normeal.

3}~ Todo anj.unt"o C es norrmal o sﬁnﬁ[ar (wna sela o/bez‘o’nj.

Apartado-5.

i

Pea M ef conj.unﬁo cuyos elementos sen fodos /los c'on/ium‘os
| 7ormales gue se pueden formar. Si decimes gue M es normal,



/ enfoncas MeEM; pere se MEM enfoncesy M es S‘a‘ﬂjui‘ar
g per fanto debe ser M¢M;J viceversa. 0 sea, fenemos lo

A

-

;‘S’:yu:é’nﬂ'.‘ MeM = Mé‘M

MEM > MeM

&5 decir, la Fbma’s}a de Russel: MeM > MEAM.

Esta sifuacion /bmwcé g los [o:_gz‘cos matematicos ﬁeja-
rar a la conclusion de gué /la Teona cantoriana de ca»r/um‘v.s;
fal cual, deberia ser sustituida por /a misma teorea refor-
mada o restingida, en la gue los Confan-:‘as srngulares Rueran
ex eluidos a /prior-('. . Esto llevs a /a introduccion de /a Teorna
;Axiomé-é'ca e Gm/'-un'f'vs e Zermelo - Fraenkel (Teoria ZEF) 7
con ella, a la detencion de /a alarma /bmwcada fror Kussell.

. Sta eméaﬁo, ano de los arviomas ZF, el famado AxioMA DE
£ELE Cclod), ha resultade ser cn Yasto Pmé/em&-/v‘co.

Faradvja de Berry.)
Azparfacfo-—'f.
J2a € -un e:an/'..a»r‘u ¢ & tfos elementos son /oafdéms e/ frceiona-

rio de la Zedju.q Esfnaﬁo.éz. Por f/;e"’fé'"

C = freo, nube, avionf
Donde, agui, sbviamente, es: card (C)=3.
Por otra /bar-fc, Hlamaremes C, n R A c.‘on}unf"o cuyos elemen-

-/us son /Da/a.éra.s" de/ mismo decionarno gue Sirven pare d’esr‘y-
har mediante una frase e/ nimero natural nen. PBr g‘em/a/o,

parz n=5%, fendremos:

Donde: card (C},' ) &3
O+ro y\?nya[o:

Csy ={c;‘nmem‘a,3, cuatrof

Cpig4 = {0cho, mil, eiento, nouenh,_y,dorf

: Apactade 2.
-1 la Paracdoja de Berry fiene gue ver coa un numerm natu-
ral AE€EN fal gue & es “el menor numer natucal gue no
puede debinirse con menos Se guince palaberas’. O sea:
card (C,, ) 245

BB AR ed (C) > 45

i
H
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' ELncentrar «€k) es cosa Sequra , por .s'ufues*o. Sn em- 6.
‘bacgo la frose ¥="alfa no puede definirse con menos e quin
ce Pa/aérar ? forma un ceyium‘a (}) tal gue:
. G- {alta, ne, puede, e&n.«'r:e, con, menos, de, gvince,fm/aé/as}
card (Cp)= 9.
- da contadiccion Surge af comparar C, 4 Cp, /,uues:‘o gae:
card ((;(J)- card (C‘,)

;__ ;‘/, Srn eméaga, (o y Cp designan e/ mismo a€N.

zﬁéan?t ZF.)

ﬂpari‘aafo—{.

r'{‘ TEORIA DE CONVYUNTDS es wuna rama matematca moderna,
 euyo fmloés:‘-/o es estudiar .wnas entidades abstractas /lfamadas
%CDMJUNM las cuales so,oorl‘an los Lundamentos mismos de la
?Maiemi#ca » pror ende, de foda la Crencia. la Teona de (5_,3
;/'cun/os Lue desarmllade peor e/ matematico aleman E’erj Can-
tor a fnales def sigle XX, con e/ ’pmfoo's:‘:fo de esclarceer con-
?ce/e#os refacionados con e denominade INFINITD ACTUARL, no-
‘cuon desechada o whuida por eminentes fedricas fales come

FPrtdgoras, jct/f'/eo,jms:j kronecker. Mo obstante, Canter fu~

£e ﬁi".‘;‘z Aungaue Su teerna era wn tanto ?m’brea‘sa o falta

;Z e riger y por eso posterormenie Luvs que ser refinada me-
‘diante un procese de axiomatizacion, Jméa/'o ftevado a cabeo
por F’Mje i K?us-s’etf’, Zermelo, Skolem Y Fraenkel.

Cantor Parﬁio de la conviceion ‘p{avzonisﬁt de gue es lpasié'/e
ii ajhknar o comprimir un ¢my'..t.m:¢o (coleccicon <fe aé/'e:‘pg_) has-
fa considerarlo como un fode © como wuna Sela wunidad, acep-
fands asi wna sevie de SupuesteS gue mds tarde se -fmc!u‘?/'e-—
ron en parud:f/‘as. 4/ Pri‘ncl'f;o, Cantor desarrolle felizmente
S‘u teona , la cual Pafem'a satcstactoria . Rern con el :‘v‘em/oa
e carﬂ/:mé.o’ que st sistema feorico éret 't(:m ﬁemis‘f‘f/o gue
{_l no ‘@ menos gue generar /bamda'a:, y o fardaron en He-
| gar esas indeseables contradiceiones /a‘:g':‘ca',s'.

Dok o6 ije tdeo an andamiq/é mas preciso en un intento

i por sostener la fepra cantoriana de ca;:/,'.w—nﬂad, corn on Luncla-

merto mas f-‘-'xgujsi‘é:. f’erb,/vam S'es c:ansz‘xer-nacio;r, la Parado-

)



. de Russell /Ieyo’ como un tforpedo g puse al sisfema ¥
.Ea'e ijcz en /be/:‘lym de muerte. Sin embargo, /lus&: a #emfo,
a principios del S':':yfa XX, Ernest Zermeolo ansia’uié detener
b ruine mediante uma base aciomatica adecuada, la cual e-
ra capaz de resfﬁnjir exrfosamente al sesfema axioma frco
de if-’ﬂ?je g con ello c'm;eda‘r gue la corrosiva Ibamcfty'a russellia-
na acabara sepulfando debinitivamente los Jraéay'ds e Cantor.
Kas ideas de Zermelo ﬁcemn recisadas pegteriormente
Skolem y Fraenke/, dando /ajar a la 7EoRIA ZF, /a cual deo-
bena llamarse en pusticia TEoRIA ZFS, en honor a Skokm.
Hra Teora conjuntista gue evitaba las pamdf)as gue ame-
| nazaron al sisterna cantorianc fue desarrs/lada por {on Keu
Ema;m, Bf""’dysj G&'cfe/,} se ha densminado TEORIA NBG.
‘ 4pari‘ac1/o ~al.
Araximandre introduso el concepto de Jo ITLiMiTaADO, 4 postens -
_mente, diicho cancgpfn, se Lusiond con la nocion de fo INDETERMI~
nado, dando /;Jjar a/ ance/:h filosolico de INFiNiTD. Mas a-
delante, Aristdteles hize wna distincion eatre 2 -hl‘po.s e /n-
Fnito : ef ‘Paﬁ?nc"a/ g ef actual.
J’eyu'n An's#fe/es, Fodo con/"..unla gue admitfe mas j/ mas ele-
_mentos por a_tjrejaa‘in , Sth gue se establezca un Laal para di-
é’cﬁ.a ajreja;:o'n, es un CONJUNTO POTENCIAL MENTE INEIAITO, o
un INFINITO PoTEMCIAL . Pero un cm\:/'.un-fv gue, de entrada, ya
Pasee En-ﬁ'm'-/os elementos es wun COMJUNTD ACTUALMFNTE IN~-
FINITD, 0 un INFEINITD ACTUAL. Lo sbstante, Aristoteles rechaza
i._/'wt de f:-/anp el infinido @ctual Yy admitia a reja'ﬁarcﬁ'em‘e?s el in-
1 Pinto ﬁofendwf .
Cantor considernda gue ef Infnido Potencial tenia af mfinit
Edc-fu.a:/ como prémisa. , Par lo gue €n Su Teon’l de Cor\aj‘_un#as‘ so/o
| hace uso del mdinite Actual; [’ la inmensa mayori:t de los ma-
Aematieos fon#em/bvra;n-ear eetan de acuerde con Cantor eon ©5-
ffe asunto. Asi, la Teoria ZF sélo éarz::)a el concx?/ai‘u de Inbe-
aido Actual. £sto es Cem,breﬂsféfe si fenemos en cuend gue

:

la Matemabica es una  Ciénaa a#m}pom} { en ella no fiene
| bida ln nocicn de Trempe, a dferencia de la Fi'sica Y demds Cien
| cias *exft?ﬁmen-fales).



j ﬂ{f}ar‘faa’o-«i’- @-

- £ concepfo de COMunTD se wneuentra en un nivel/

fan elemental pare e/ thitelecto humans gue no es /baso'éfe dar erna
;Jeﬁ‘m‘cﬁcfn precisa del mismo, siho solo aceptar su existencia en
Cun universe de entidades individuales en donde fodo elemento as
relative g fode cmjunk Fambien , pues alle donde un aon/'um‘o es
' una coleccion de elementos es wuno de fales elementos wuna co-
Nfeccion de otms elemertos a su weZ , Lo ta/ manera gue (os con-
Ju,m/as Son construidos o tormados segin crterss arbrtrarios,
..7 c{ond'e cartee par cvmp/e#c de Emfor*anc:'a /a naalam /eza de
Jas enfidades indiiduales g selo es refevante ef comporta ~

miento da/ Conjunte commo entidad matematica. 4hora bien, en-
fre elemento Y conjunto es necesano establecer la lamada

' RELACIoN DE PERTENEN clA ¢
; R€EA ; ad B,

En la teoria cantorana de conjuntos se suele formar un
cvnjun-}o A a parkic de urna ,bm‘piea(ad P gue leben cum,b/:‘r
lJos elementes de A y so/o efles, donde la e;;amsién Pla) signi-
_f-e‘ca gue ef elemento a€A cumple la propiedad P, esto se

Em::ffm asi: A< {a | P

En un intento de eliminar la Pamc/cy‘a e Pussell Lo la
feoria cantorana de coc/}am‘os, Pussell mismo 9 Whitehead
idearon la TEORIA DE TIPDS , harto engorrosa. Sin emgaryo ,
la Teoria ZF, mucho mas sencilla, Y mas efizai, ha conse-
514;:1'0 eléiminar varas Pama’fjas , inclwida fa de Russell. De
hecho, al presente, la Teoria 2F parece campear sin la arme-
naza notoria de ningena Paraa’gja gue /a perturbe.
Apartado-<.

-Es%uda'anc(a las fomjpielac/e\r de /as sernes Jnyanaméufn‘cas,' en
analisis matema-ico, Canfor (1845-4948) se Lio en la necesidad
de 'I‘m&:}ar con namerns enterns positives (naturales) muy gran-
des. £Este le tevo a descubrir cory‘an'}u infinidos Y gue sstos
pueden ser de distinfes famanes ordenes de infinrtud s per
fo gue f{%fé al ha //a?o sarfrendem‘e d"e ona J}efargm’a intrnita
de cardinales infinitos: la [ERARPUIA ALEF, gue va desde ef
N, hasta of K, Y mas alla, sin imite. Entonces comenzo a es-




fudiar la nocion de CoNJMNTO en s/ misma, con ef 9.
Fn de clarnbiear la jemrymﬂg de con/'..un-ks indenitos. Zn
Wisss -enuna:t; su Conjewzum Jenom}nacfet HIFPTESLS DEL CONTT~
‘Mo, gue Ffue resueltn en (963 por Cohen (4934-2007) apo an-
dose en ciertos 7‘/&63}05 de Jidel (¢906- 1975).

é’é,oic/amenk:, Cantor y Sus Sdcesores entendreron gue (a

_,f nocign de CoNJUNTD erx Yan 5enen=r! gue /bermr‘vfu’rz reconstruir
0 redefinic s aéy‘e-ﬁs matemdtcos conocidos haste entoness co
‘mo 7 fueran co::jan-/-a:’ pures. En (873, Dedetind (1934-19¢4)

_. habia dade un notable pose preno en esa direceion, mostran-
do <como redefinir [os numerps reales en forma de cof:jum"-o.r
 parficulares de numerss racionales flamados CORTADURAS
de Dedekind. Asc, pues, la Teoria de Conjuntes iba a tacilitar
Cwn an :‘cy.uo Sueho matematico, a saber, unificar tfodas las
ramas de (@ Matemahca en wna Feorna tinica. Sin eméa:?t,
u’: 7eoria de conjuntos no -es Grnico marce unidreador /m:r'éle '
| pues fambien la TEORIA DE TIPDS de Russell (19F2-49F0) « Whi
;fvﬁead (:IJ’G'(--{‘?‘??), cuyos aé/'et(os ﬁ;ndxmenh/es Son Ztss'
&nc}one:’a‘ .

| la Teora cantoriana de Conj.anr‘as, nacida en <P¥o, contenia
{ pamdz‘ljaf,‘y por eso demandaba una adecuade Axiomati a-
cion. da primera axiomatizacioh se Pmdxﬁé en 1903, por Fre-
:je (134'?-(?«?5), el ﬂmdmdor de Zo:yr‘c:f Moderna Y e/ Cfeuln
Ea’e Pred. cadns. Pecc dicha axiomatizacion resulte ser inconsisten-
de (fneohorente o contradictoria : e/ fn‘co-/cbfe de los axiemas a-
| cababa por dar Famda 1705 ) 5 por lo caal debra ser Carfej;c{ao
%5’ la correccion tue Ipm/pue‘sr‘-’q en (908 por Zermelo (910-1953),
guien x’n#mchbfo ; aa’e»wis-, e/ fpdma.co 4XioM4 DE ELECCfak/; S

. en 4922, Fraenkel (1#94-496S) ¢ Skolem (1897-1963) compieta
Lron dicha correocion, con la introdaccion de AXIOMA DE REEM
L PLaZo.

 Por lo fanto, la TEORIA DE COMIUNTDS IMODERNA, 0 TEORIA ZF,
jiﬂddd; realmende en 1922 ; Y hasta ef /pre.st-‘.’n#e PO 44} CoNns-
J-fana@ de gue drcha %eon'a: sea inconsistente. Sen eméaryo,

!E'; no es posr‘é»’:? demostrar su Consisterncia , a cause el SEGun-
j,bo TEQLEMA DE INCOMRETITUb ME GodEL, enunciado o demos-



- frado en 4934 ver provimo Tema : limitacienes matema - 40.

- déeas).

ﬁparfna’o_:i

Al querer dedinic un CONJUNTD UNIVERSAL , U, formade por fo-
“dos /Jos comjunios concebibles, se cae en una P"""("]‘l gue ! ’bm/oz'o
: Carntor aviste en su dia : PARADOJA DE (ANTOR. For lo tanto, part
Sasé:yar estn fumafg}a,, tenemos gue alremar gque Ues inexistes.
fe como caﬁ}‘an% g gue no se puede definir como +al. £n camésd,
= es /msr‘é/e dePrnir un CosunTd REFERENCIAL, F, capaz de con-
fener de manera par-/n’cu/ar Yo dos aguellos aonj.uni’-os con los Que
.5e opera en un momenty dado, per evntando a foda costa dotar
a F de cardcter universal.

- Suele decirse, enfonces, que U es un UNIVERSe DE CoMUN S
g o oun c:an/i.un-lo. Y comwo universo, U ;uede contener a fodos las

conjuntos concebibles, pues U se considera abierto g a0 cerrado.
| Esto es interesante, porgue introduce la nocion de ENTIDAD
"ABIERTA e inconcebible como canjumeo o entidad cerrada 5 por ?49_13
Ao, ¥ no puede ser un objeto o ente matema+ico, aungue eq
¢/ se pueda definir la pertenencia (€) y /a f}ualafad (=) pa
r sus efementos o con/'an-}as :

VaBeU: A=B & {123 >SS0

K& TEORIA ZF es una construccion matemadica de can/‘um‘as
puros, no megcladps con otres aé/'ef’-ns gue no sean can/'um’os, y
ccuands en ella se escnbe x€ Yy & x¥=zy se ephende f'mP/r"ci'-
+amente gue X,9€U Son Conjan-/'os. Por consiguiente, por premi
sa fevrica, los elementos de un ca?j-amlo en TEORIA EF salo
paeden ser ofms carj.am!ns, y esto por recursividad (de ma-
rera hed’eraﬁv"at) L4 esta defrnicior no fbve.semla m‘n‘?-una Pa-
rao’?/'at er matematicas, pues fodes los objetos matematicos
wsuales (nimerss naturales, enteros, racionales, reales y @mple-
o5 n-up las, funciones , Pectas, ;;ans, reetores Y asc por el es-
; -A’/p) ‘Pq,eafen ser redefinides como con ,i.un-ﬁas purvs dentro e U.
De esfa manera, pues, U Pued’e /(gjar a ser considerade co-
- mo Universo de fodes los oé/‘m‘os‘ matema treos Y /& nocipn
E‘d'e COMIUMTD sSeria un aé/‘ea’a matematico mas,
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la Teona ZF consta actua/mente de /os .siy.uitpfe.s

g axiomas:

4)- Aviema de EXTENSIoN , /brufues-lo por Zermelo #n 4904’,_},
drece: “Bes cmy’wm‘os Ay B son iquales s Y solo si Sus

Jementos coinciden ”:
Llementos Coenciden VA,QGU’ 423 @}{&'KGA ¢>J<’€«8).

2)- Axioma de ESPEC‘."F(.CAC/O,N, ’pm/bue.s\‘-a por Zermelo en /908,
Y dice: “Dade un co%}.unv‘o A g una pm/bieo\facf P(x), cen
XEA, existe un cw:)um‘o B cuyes elementos sen a_yuel!as
elemenhs de A gue verfican P)":

: P6O
Vaeu|3PE)| veh: qBeu|xe8 & {ooy

x€A

3)- Axioma de APAREAMIENTOD, }pmfu.es'l‘a por Zermelo en 4908,
Y dice: “Dades 2 conjuntos A y B, existe un con/lun-lo ¢
af 3ue }aer#enecen ﬁ‘y B”.

ya4,8eu =» Fceu | “€¢

Bed

4)- Axioma de la LINioN, propuesto por Zermelo en {1908, ¢
dice: "*Dada una coleccion de Co?j;am’-os A, existe un cen
jum‘v A l,ﬁ;rmcxa’» por Jodvs los elementss Pue pertene-
cen a fos conjuntos que ;&rmdh /a coleceion AP

Vacu: IBel|xeB &> [T4€A
X€y
5).- Axioma del cosmdunTd PoTENCIA (C'or:junv’-o de las partes

de un cm;}un%o),ﬁmfues#o por Zermelo en (908, Y e :
YDado tn coo)an#o A, existe un car:/'un-"o P(A) Ltormade
por fodos los s'uécm:j luntos de A”:

Yacd = IPMH)| [xeP(a) & x cA].

6. Axioma de INFINITO, fmpaes-nfo por Fermelo en 1908, y dice:
Y Existe un -cp:/'un-}o W gue conbene af cor\r/'unf(v vacio ¢ Y es
fa/ gue Yee W sucede gue W contiens al sucesor e x, de-
rnotandese Suc(x) a dicho sucesor Y defeniende Suc(x)=xUinf:

AWed | geW|FxeW = suclx)eW.

Y)- Axioma de ELECCioN, _fmpu.es% por Zermefo en 1908, y dree:
“Mada .una do/gcc;;n de cwy'an#os A, existe una Fancion ¥
Hamada FEusctoN DE ELECCioN ) gue asigna a cadd elemeato
XEA, con X# &, vn elemento YeX "



Yaew = Ff|txeA| x# g = Plx)ex. 42,
&)- Axioma e SMST!TUC'!'O’M, éntroducido por Fraenkef en
4922, y dice: " 5i P es una propiedad fal gue para cada
Xx€W existe un :.Fm‘coye'u que ver frea P(x,y), entonces
para fode con}un#o AeU existe un conjunto BEU fa/ gue
YEB 5i gy solo si existe x€A fa/ gque FPl,y) “,

Fley) Fxean
(V!';ﬂ,zea. P{X,E)} =>J=z) #(#’AGu" FBeu LYEB #{P(‘IVJ

9)- Axioma de REGULARIDNAD, introducido por Zerm efe y Ven

Neumann en (930,j dice: “Dado .un ca;\;/'z_unfo 4 no Va
cio, existe «n elemento x€d gue s a/;.t/.um‘a con ©f

T
PP A aeu |asg > Fxeh|x+d | xA=p.

Aparfade -¥.

&L Axioma DE REGUIARIDAD e la Teoria ZF dree gue da-
ia’a wn conjtunto A P, existe om c‘o{r/'t.u:?fo Becl -fa/gue AQB=g.
Un fal elementv B€A se denormiina ELEMENTY MINIMAL de A.
E}%r fanto, este Axioma de fgfcc{aﬁdad dice, en otras /:mr/a -
éras, gue , dado un conjunto A¢ P, existe wn ca:}iun*b Bed
74a/ gue s¢ CE€B entonces CEAR. Elle conduce a una conse-~
cuenera gue crta gue (a Tesria ZF sea vu/merable a la P2z~
;"md’sja de Kussell. Dicha consecuencia es e/ Teocrema s{guie

" TEOREMA-1.
Dadv un cpnjun'l‘n Acl , entonces se Cum/o/e A& A.

EMOSTEAC oM/ -
i < Ty S A= ¢, entonces es oburo gue A&A, puesﬁ: gue

| por defenicion D carees do elementss. Ferm si stupo-

; remeos gue AP y A€d, entonces es /afc A, donde es

: {A}q&é. For ef Axiomea de ﬁe\zjz.-.n./an'afdm{) 386/4} -Aa_/gue Se
ceemple BN{af=@. Fern como {A} es un Con/h.(n-:‘omn;vfanb

(con tm solo elemento), frene que ser B=A4, puesro gue he-
| mos dicho gue BE {af. De B/)Mj:gﬁ D B=A se sique gue
AN{a}=¢. De Befat ¢ B=4 se sigue gue AE(A]. Y cormw
hemos Par"#ofo de la suposécion de gue AEA o hemos drcho
gue Ae -/Aj , entonces no nos gu.eo%t mds cemedio Fue admitir
" pue A€ A/\{Aj =, lo cal es absurdo. Por *an'/-o) A€ A es »&t/..
l S50, deb/endo ser Aé& A, c.q.d.



4?41'4&:,0-9. 43.
£l AXomMA DE ELEcCion de la Teona ZF iiene a decir

| ?ue S¢ fenemos un cwj-un-a‘a no vaceo A, s:‘emvpc-e /eacfremos ve/ejil‘
un elemento de cada wna de las clases de 2. Si A es Linito, ne
.: Aaj problema. Pero si A es inLpide (sabiencle a f:n’an' gese A{:},
und /}arargm’a inbinita de distimtos erdenes de infinitu a’) , cade
/a Frej..un*q : dPodria cam'f/er’ﬂf'S‘e e/ preceso de eleccion T Beare-
ro, ¢/ Axioma de Eleccion estd puesto en lxa Teora 2F pam ga-
rank 2ar dq}m&'#camem‘e e/ §7 a dicha /5"?_,7“"’!""

Si bien un AXIOMY es una verdad bdsica 84 evidente, al gra-
do de gue ro peecisa demostracion , e/ Arioma de Hlaccion, a e-
sar de llamarse Axioma, no resulta fan evidente cuande hablameos
cfe Canj.umlps ;h-ﬁnf'/qs)' hubiera sido mds exacto flamarlo Pos-
TULADO DE ‘ELECC?O’RI, rras bien gue deioma. £5 por esto, ,bor/t's
gue e/ Arxioma de Efecci on se ha conwerticde en una premiSa
_ lpo/e'mim en Teorna de C’orjum‘a&'. Dicho Axivma admite muchas

ex,pra-'iones sindnimas s CoOMmMe:

A) - Si A es un ap:jun-:‘v ro vacio tormade por clases de -
Guivalencia , es posible 9/7:7 un elements de cada cla-
Se de A g Lormar con todes [os elementes e/ejfa/ps otro
cpr_;jun-l-o ,Q,

2)- 5/ A es vna Samilia de confunfos no vacass ¢ d'r‘.sy'un—
fos dos a dos, existe wun Ca:y'un','o B gue contiene un ele
mente de cada wno de eses caa/'am‘as.

3)- 57 A es un recipiente lleno de ée/sas_ Y cada és/sa aon
frene al menos un elements, es /bosiéft’ crear ot rocipien
fe B gue contenga un Clemente de cada wna de las be!
sas de A. Y estv es prackcable cuande 4 conkene una
cantidad Fnita deo bolsas, pere imprackicable leleceion o
viable, por indenitud def }bmces'tg ceaando la cantidad de Gol-
sas de 4 es infinita, pues en dvcho case e/ mecanisme
de llenade de B sena inacabable.

kurt Godel demostm (en la primera mitad del siqgle XX | gue

si lx Teena ZF Fes‘cimffa del Axioma de Eleccien 4 se le sa-
Pvmfu consistente Sia éf, enten ces '/azmél'e'n era consistente con
ii;qu':;.w Axioma admi-_l_;afa. Este -‘;a,&’azjo causo gran revwele en

]



 comunidad matematica, fué.s' permitia vislembrar 14
wuna /n‘/bo'/e'#cq demostracion de/ Axloma de Elec. ’
c-r‘a.’n o /bar-lc‘r de /.-.'s restantes ocho AxXiemas e /x 7Teon
ZF, Sin emémyo, en {963, Cohen demositm dedenitivamen-
fe gue e/ Axioma e Eleccion es independionte e los o-
fros echo el Sistema ZF (Teona 2F), o sea, no puede sor cte-
mostrade a parkr de elles.
Pem,a dia de hoy, Ix polémicr en forno al Arioma de Elec

cien sique en pie, aungae /a ma.yon& e los matemdtices lo a
ceptan. Pero existe una cornente Jde matemdaticos, denominade
INTU CioAIISMO, gue rechaga diche Axiema. Por ofra parte, dicho
Axiowna se ha heche fmfprfsdda’:;k' g ne se puede rechazar
_s'n cosechar Jraves i)»}b/:‘ca.c)aaas-, Por -\ejem/a/o, ciertos reswu/-
fados de Jran E’m/bor‘acanc-::h tedrca, como e/ Pn'nm‘/wi: e éuf
& ordenacion Y e/ lema de Zornm, seaan }méoo.s‘f'éfes e acep
far si se rechada </ Axioma de Eleccion.

i@’o—wma e Gn@-

fﬁgr‘r‘ado-'f.

Dads un conjunto A cualguiera (vacio, Fnito o c’nfz'ﬂﬁ!a), S
Hama censunTo PoTEncd (o ConJunTo DE LAS PARTES, o CONJUN-
70 BE 05 SuBCONJUNTLS) de A, y se clenota P(A), af conjunte
cuyos elementos son fodss lfos su$ car:/'un-l-os que Pueden Pore
marse con los elementos de 4. Se considera puree ef cog}an%
vacio (P fiene un conjuntfo potencia Q@) A= cacdinal wnita-

1or @8 O card (B)z0; curd [P(@)] =1
T prg)= 1o

TEOREMA-2:
El cardinal def co:r/'un-:‘;n pofencia de un cac/'unh Hnito A
es if..ua[ a 2 elevado al carcinal de 4.
fam([@ﬁl)]: 2 cand (4)

Para A= 4, = ¢), fenemos: caru_}[Pfcé)J =4 = oe_ 2 card (©)

fara A=A, = Je,}, siendo €, wun elemento cualguiern, al/

DEMOSTRACIoN:

que Ppc!eznos cafesignqr gene’rz'camen@ como €, , sbtenemos.

| Plh) =[S {e}f = |, 4]



e

card [PA)] 2 22 27 g oart (A 15.
Fara A= A, = fe,,0,}, obtenemos:
P4,)= 1, fe fesh, 4} card [P(1,)]- 4= 2% 22~ A2)
Fara A=Ay=fe, e, ], obtenemos:
Plhs) = {8, {e3,{e {esd e d fe, 4}, leg, 0 F, Ay f
md[@@g)—]: P27 zcarué(AsJ
Ahsande ef métods demostrative de NDUCCioN COMPLETH, Seponga
mos que € feorema es cierfo para A,z f€,,8,,-..,€, f:
card [Pla,)] = 2 <4 M) 2 0"
Endonces, lo tnico Fue /laj gue pméar es gue el feorema es cierfo
para Ay = 1€,6, .,C, 8y, }. Es decir, Aaj gue demestrar lo si-

nte: a net asr_ o ;
unt m,,;[g:(;;,w)]:,gc dGnee) -y = 2= cand[P(4,)]

f/éa.ma.s‘ 4

zfe,e,, -, 8}
Aniy =48, €4 vy &, 00, F = AU 12, }

P(Ane, ) = PR Ut e, 3]

? ﬁéservefncfose .f““—' es Po.s:é/c establecer ¢n 63(/4,,.,_4) = /bar-:éfc;o;
7vr Formad< ﬁarn 2 clases de -ega}mf'{en ca O .S'uécan/‘.z,(ﬂ'/-os a’;kflqn—

. fos, a sader:

| For ende:

{ J) /a.s .Sabconﬂ.zn'f'w de @(:4,,_“> gu.e rno contienern é[ elemento €
i\ 9 ostos son fodes los Saécon#m‘as o elementes oo ?(:4,,).
} 2)- Kes saécz»f/.un%os o elementes de P(A,,,) sue contienen a/ ole-

mento &, ; 4 estos son los elementss de B=PA,, )-P(A,).

; r fatn:
Fe W‘:?ff’fﬁ,,), Bj

- £&n cansec.uencfd, é nicn _fu..e é‘?’j gz&e a/emo.s‘-r‘rzzr‘ as /o S.E?ujen-—

card [P(A,)] = card (B)

n\‘-( p)

j/ 6’5‘[& e /tzyﬂa:. estab leciende R 6.:'7ec:c;afa ﬁ a.s"::

B Pa,) — 5

7&./ ér‘yéca‘a’h es —fac-ﬁé/e) prees basta con hacer cprre.s/ocna’ef a ca-
da elements x€P(A,) e elements j_-:vafenH})é‘E , resultando
; obuvio Gere cada X&EP(A,) posee un g sdlo cr elemenito Emagen

|
|
|
l

I

5368 ﬁmé:'ef;n es evidente gue cada 368 pesee wun y eblo an e~

lemento antiimaqen x-/_7 fe... f) € Pra, ) (2n es fo, pues, gueda
| demostrado el -r’eohema



Agar-/ad’o -2. J5.
. &n e/ a./aar-(ad'a anteripr ha sido demos+trado e/

fobrema de cantor Fbard caa/:uyr-‘as £“n:’1{e$, dentro de fa Tesna
EF;
% Yaen l card (B)=n = card[®PA)]=2 “‘"’,m

e Yacu I:ard (A) =n = card () < rard[ﬂ’('ﬂ)]
Falta, pues, demostrar ¢/ mismo tecrerma para A infinito, den-
fro de la Teona ZF, Tal es of TEOREMA DE CANTOR propia-
mn-h? dicho, en ef seno de /la Teera ZF, a saber:

TEOREMA-3:
Stendo A un co:,r/'un*o cualguieca (vacio, inite o inﬁ‘m"c) s

se cumple: card (4) < card [P(a)].

ASTRACIoN:
DEMASTRALIoN: By s o(:fa',,ﬂ’,,---,oo’,,,---j e/ carz/’-w't'fa de fodas

/as posibles aplicaciones e A en P(A):
«

¢

-r A P(4)

Basta pméar gue 't?"af;- Ed es & :A—+CP(B) cena Zn\yecc)a:a
0 :oéwJecﬁva)~ es decir, Vi, e o se cumple gque dye P(2) fa/
gue j,ecp[,a) carece de antiimagen en 4. O sea:

Fye®(a)) Hxea ] 4= o (x).

Ellp jamnﬁz'ana: gue: el card[OD(A)]
card (8) & card [Pr2)]

| cared [R) < Cara([@ﬂl)],
 Se Aace ehdente gue Lene gue existir wun .s‘ubcon/'unzlo par#r'cu.-
: /atr‘y bien detinido Be P(A) fal que:

- B= Jvead | xé a’;(x):ﬁljé@ﬂf)}: A- ot (x).

jf debemas /or-oéar unicamen fe gu.e .FZGA l

Es a(ec.ir} $u-e

A (2) = 8.

Lo cual es Factréble Bor reduccion «f absurdo, suponienclo gue

Jaed Laf gque o (a) =B c{:'.s#fry.u.c.e’ncfose 2 opciones:

A).~ Admitir gue acB , con (o cuafJ por definicion Je B, aé%end,{i
meas /la contradiccidn: ads 8.

2)-Admitr gue adal, con lp cual, por defenicion de B, obtendna

: os [/ con-:‘rua’r‘qciafn.- ae B, -

Por 7[am‘o_, se azmﬁ/ﬁ . ABe 9’(4) I _Hq, €A i o- (a)= B

t O sea: card (B) < card[P(4)] , c.g.d.

|



T

_"gemr;_u?a de En-}‘-’.'m'-if;@. A7,
f 44‘,0#' dado-17.

{a coorDIABILIDAD DE ConvuNTOS (vrer aﬂar#ae(o—-(, page-
:rm. 4) Puec(e de-ﬂ'nc'r:sr mediante vna refacion dene tada ,par ~,
gc{fuom:'nadd “dener la misma cardinalidad ) Asc, dos ceo ,./‘,_,,,_
dos Ay B sen coordinables entre si, escnbiendose A~B, s¢
.s*e cum)o/e que card (A) = card (B) >

'yﬂ,BE 17 l AvEB8 = card (A).—: card (8) .

etadlestnl Ya,8el | card(A) = card (B) = 4~8,

ya que si card (4) = card (B), entonces es peosible encon-
frar una af:/-'ca:io';r é:‘ye:#m ﬁ:ﬂ-—bB. JVfa:s' AMWMenfe,
escibleeoms: ‘VA,BGC[ : AvB & card (A) =card (8).
De dende:

Av8 & Bwa.

Y esto Permik establecer wna clas:focacioa o pari‘r‘ci‘é'n en
U mediande ~, en clases de eguivalencia , con Ys como

-coaj.c,m#o cociente y siendv los elementvs de &y las crstin-
fas clases ci,bar/-o‘cia’n feneruafa en U por e, § come fo-

da relacion de eguivalencia, &~ cumple las siquientes prop'e
Aades en U:

A).- Retlegividad: Vied o a~a.

z),-.fime;‘n’a: %,BGL( IA-vB = B~).

3).- Transi tindad : Va,8cculan8l|BaCc = 4w~c,

Apar-f'ado -2 .

Del apartado anterior se desprerde gue todos los con/‘un&s e/
universo U pueden ser 074115.‘!::&9: en Clases o fripes a{".:'/'um‘os,.
de acuerde a su cardinalidad o famasie. Asf, dos eon/'unfzos AJ £
a/uarcerén en ¢/ mismo j"’f’" s Y seolo s¢ Yienea ¢f mismro car-
Iinal.

Centeandones en los cpnjun#cs r‘n-ﬁ‘m'-los, a condinuacion pere
\mes gue les fﬂ'};uﬂ'tlﬂs N, &y @ perfenecen a una misma clase
de equivalencia ea Y , la clase de fodos los conJuwros in-
5: EinitoS NUMERARBLES, For Ip ‘aﬂamLO, la cara’inn/:‘aeaa( o /;bof’vnch
Ea’e N (conjunto de fos numeros naturales) es la misma gue la
L de Z ('cvn/'um‘o de los numenss gni‘ems)y fa de @ (conf‘um‘o e los

! . " ’ «
| numerms racionales),y a dicha cardinalidad se /a conoce como




la PeTENCIA DEL NUMERABLE , y se representa per 18,
e/ némero Ffransfnite A, (alel-sub-cem).
card (N) = card () = card (@) = N,

Sin eméarjd, R ( conjunto de los nimeros ~eales) y C (&on/hm‘o
de les nimers complejos) pertenecen a otra clase de U/ [lama
da cClase de fodos fes COMIUNTDS INFINITOS INNUMERABLES o KO
NUMERABLES , sieade card (R)= card (€) = K, (alef-sub-uno), o
PoTENCIA DEL CONTINUO, re‘pnesenfuda por e/ nimero Yrans f-
nite N,. ¥ suacede gaue:

K= 2% 22 W o [on]

Nﬂ < Hf
T

Nefa r be la misma manera gue al cardinal o petencia de

un cmy'um‘o fenito se fe lHama NuMERO KATURAL, al car
dinal o potencia de un COIy.an*u inBnito se fe denomina NU-
MERe TRAMSFiN(TO (de TRANS, mds alld; y FIniTO),

De donde :

' 4p¢r¥a.d'o-a3-
Hay gue maktar gue U ?ueeé: dividielo o Ibar#c;anaa’n en 2
clases disjuntas eatre si, U, 4 U, ; siendo U la clase o uni-

verso de los cozy'n.w#as Linitos Y U, la clase o .universe de /6.5‘
cory'unlos infinifas. A sa vee, g, gaedq devvdrdo o Par#'crona-
do en 2 clases e:f:‘f/'un#as entre s, Uy, y Uy ; siendo L, @
clase o universo de los Confuntes infinifos numerables g U,
la clase o universe de los Cbn/'unm inbanitos inmeme raéles,
Usamos la palabns UMIVERSO pam fedas estas clases (U, U,
U, 4,, y iy ) peorgue fodas ellas seon d:’eea’ndas per fa Pans-
: df/‘a de Canter (pagina 4o, aparfade S) s/, a pron,Syponemos
que son ca:jun'f‘o& A up llamaremos LINMIVERSO DE cCOMUNTS
INFINITOS INNUMERABLES ; K fendremos !

U,”/U — {C[{%)}
”n'/..; = {‘t(gf), el (N;)_; ‘f(ﬂ;)o rees d(ﬁn): '--}

:banJe: ﬂ, o Earel (N)
N, = card [P(N)] = Zt‘dm): card {R) = .Z”’
Hy = card (P[O(N]) = 2%



e S S

P A N T ae

Siendo cl (H;), con i €N, /a clase de eguivalencia de “a,
E#%rmadd por bodos /os canjunv’-os e Uy coordrnables entne
;gs‘f o de cardinalidad J‘{‘-. Y de tode esfo resulfa wuna VE-
RARGUIA cnfinita e cardinales inkrnitos :
Ho ¢ N, ¢ N, <. XK, < ...

:{'am’-Or atirmo que entre N, ¥ N, no existe otro cardinal
intermedio Emﬁ‘ni#o, pere esto no se Fa /bpdc‘afo probar, Es
I_ ana )oncmisq indecidibéle en /a Teoria ZF, ¢ Su asum cran
ce denomina HIPOTESIS DEL coMTINUO : “Entre N, = card (W)
J K, = card]P)] = card (R) no existe un cardinal infBrnidto
¥ tal gue N, ¢d<HN, " Esta /n‘;éksr‘s,]eneraﬁ'.%aa[a,dr‘ce':
“Entre Ky y Kooy no existe ¥ fal que K, <¥< Ma,,”
_ 43..&«&&-—4.

Tedo conjunto de U, se llama COMIUNTO FINITO NUMERABLE,
pues si Aed, entonces card(8) =n€N. ¥ fodo can/'awfo A

£ se dird COMIUNTD INEINITO NUMERABLE si y solo si es
Pos;‘/e encontrar al menos unea z'ﬂjéccio:n entre ese can/unifo

Y N Asi, si BER g es posible establecer una z‘nyec-io;} 7

J? B en N: P: AN ﬁhyeecio’n)

Evs’n-if«:mce_f»", evidentemente: card (8) £ card (A)

:’f como ne ﬁaﬁ, hinju:o canjun-:‘o Xed, Fal que:
| card (N) & card (X)

EATOHEeS” 78N = cand (B)= card (N).

TEOREMA- 4 -
El conjunto N, de los numems naturales, s numeraéle.

DEMOSTRACIeN: p
Tnwna/, pures existe una 6gyecc«‘on, que es la a,b/a::a'.-
cion Fc/&n%ia{aa[ L: N—N, gee, por ser 693::}'0}1 Hm.-
} bien es igy?ccio'n, cen /0 cu.a./, esfo hace gu.e e NN seq u-

. a
L na inyeccicn, c. g..d.



TEOQOREMA-5. 20,
- Tedo suécw\:jum‘o infrnito oo wn

cmy’un-ﬁo numerable, os numerabls,

DEMOSTRACIEN:

Trivial.

A-€
TEOREM &/ copjunto producto cartesiano N2=NXN es

numerable.

MOSTRAC N -
GERASIAL s Existe /a ?njeccio’a 7-4/\/2—4'/\/ dada por:

m,é)e‘N‘? = EnENl fla,b)=2% 36
2636: 26-3d > 2“'6-2£'°{=.-[ <>
& 87530 & (adl=(e,d)

=0

Donde:

c.g-d.
TEOREMA- ¥:

Srendo A wn coz\:junr‘-o numerable , e/ cm:fun-
fo A2z AXA es numeraéble.
DEMOSTRACION -

S5 A es numerable, entonces, por defonicron
2s card (A) = card (N). Por fanto:
2 . 2y _
card (4 )- card (§2) = card () sedrad

0 A_ . n veces
PECRENAAL el e cumple gue N"= NXNX.T XN es na

merable.

DEMOSTRACISN -
TEOREMA-9:

Corolarie del/ tesrema-& anterior

Srendo A= }'l,, 4,, ..., Aa_f na coleccion Hini-

fa de conjuntos A; numera bles , entonces se cum

ple gue f./f?rodu.:#o cartesano A XA, X..X4, es nume
radle.

DEMOSTRA o N :
e lomo Card [A;) = card fN), resulta que;

card (A, XA, X.- X4y )= card (N} = card (/)
T£0R£Md‘/o: *
Siendo A= {A,, 4, ,..., As, ..-j Ltna coleccion
numerable de cmsjum‘ns A; nwnerables R4 siendo

A una par#cﬁ&: , entonces la union (JA; de tedes /os

euigp, el

A; es numerable.

EMOSTRACION -
2 BN lomo 4 es numeradle, es card (A)z card (W).



- Taméien, Y4, €A es card (A;)= card (N). Ademds, 21.
Scamo A es una /Dar-l-‘cz‘a'n) entonces para cwales guier
; 4;,4J el , con £¢J', se cu.m/b/e A‘:nﬂj =@. £/ simbolo UJA;
s-:jm‘,ﬁ*m /a union de fodas los elementos de A, » sea:
- UA; = ALUAY...UA, o
J /o que hay gue demostrar es lo siquiente:
| card (UA"): card (¥/).
Veames, por ser tos A; numerables, existen aplicaciones Lnyec-
fvas }.‘: : A > N para fodo ce I . Ello Penm:’/t afeﬁ‘n;‘r wna qfﬁ'c'a-
_. cion ¥ UhA;, - TXN -:lu/guu.' ‘f{'d) & [c‘, 1‘9‘ (a)] paz fodp czé'/q,_' , la
cua/ es iayec,’-r‘w: porgue:
[(h@]=[f 4] = izy
L&) = /c‘:é’

Como I es numemé/ey N fambien , entonces LXN es nume-
_‘. rable j consecuentemente ﬁzmé;‘e:a UA; ) €. ¢ A.

ﬁOﬁ[Mﬂ-ﬂ: Siendo A= fﬂ,‘ ] EG.Z'-'-‘N} una coleccion (."Jff.f';‘-
2 numerable de conjundos A; numerables, es la

wnion UA; de todes los A; Faméien numerable.

DEMOSTRACIEN :

S 4 es vna Par‘/-rc:'aln, e/ Feorema anterior sirve
ahora de demostracion . Rero si A no es partcion,

entonces JA; A, €4 fales gue A:f) A # @, con ity For lo Fan-

fo, consideremos la coleccion o Eomilra de ca{r/‘unﬁ:s B, de bni-

daa.s.-.: B:Z‘B& l[eI}

B«"‘qf
Fa ol 4

3;-:: An- U Ak , €on /?2'.&
1

C‘/ammem‘e, a Lamilia B es nwumerable g 4na par-#ciafn) ya
que VB; ,B; €B = B1B;=P , con idj. Ademas, es tnia/ gue
Uh; = UB; , ya gue UB: CUA; Sy parm Pméar que UB; D UA;,

0 gue UA. C UB; , consideremss gue x € UA; g es L, f/’é}r:‘_r:rer indi-
ce tal que xéA,_‘hJ s A para <L, . Es decir, xg {;/A; , con
/o que X & /4,_“- ;)-:45 = 3;' , lo gue c'm/o/fcq. guLe xéBc- . As/ se
fru.eéa gue Ub; CUB; . En consecuencia , al ser UA; =UB; y B u-
na pa:—r‘r‘cio’n, es, por teorema anterip r; UA; numeméfe, f-?-d-



 TEOREMA-12;
£l cacjum‘o Z de fos nimerns enterws, es numerable.

(lo
DEMOSTRACIS V- Kotando por Z*al c:a{yum‘n de (os enterds /-’95”4“‘5

g por 27 al de les enterss negatios, fendremas :
2= 2'UfeJUE"
Coree Z* o Z~ sen numernxbles, faméien fo es B (*eorema - -(19

c-q.d
TEOREMA-13:

£l cmy’unfa G e lps niimerms racionales, €3 numeraéble.

DEMOSTRACIoN -

Ty
ey &

da aplicacién h: @ — BXE definida por “!?)f @,4),
donde mcd (@,b)=1, es cbiramente wuna Enjecca‘on- Como

ZXZ es numernble (feoremas ,open.bs), taméren lo es &, .
O.?- -
TEOREMA-14:

El conjunts R de los numeres ~ales, es innumerable.
EMOSTRACIoN:
DEMOSTRACIs Basta prbar Gue e/ intervalo abierfo I:=(o,1) CR
es innumerable. Fn efects, si faern numemble entonces

Sus elenenins Pun#aa/es constideiirian wna Swcesion rume-

rable de vealoses de fa ,énma-

]
xl =0 a, afz . &

+wn """
P
x2,= 0°a;, Qyy ... Ay, ...

xn = o’anr aaz 1 dﬂn e

A e m R e am o a a am s

siende a €10,42,3,.. 9_} a{ana/e cada d’eama/ contiene om
niimer inknite de a#a.s d;s:‘m?'us de cern, Tomemos entonces el nu

rmero real Y= 0’ 6, ... 4, ... fal gue todo b #o0, ;9 ademds 4 =
éz=az: Jreriyy é.-.:ann i e

Fesu/r‘aré,/baes, gue yE(0,7) pero es distato de todes los ey , o

- s = " "
cual es una contradiecion. En consecuencia, L= (0,1) ¢s cnnumera-—

-f-f)

ble (no numeraéle) Y fambien R. Los lnicos cases en [os Que
2 decéimales con aﬁs Arstintos /bu.eolf’n coinciolir ses los def 14,‘00

o'5e00. .. ‘7 0°4999..., pere estos d’:'ﬁ'emn e/ caso gore hemos can

Sfderada. c-q.d.

|

b

|

TEOREMA-15:
card (R)= ca rc([@’fﬂ)] = 2 :a.mt )



D£Mosﬁéﬁr/5)«/.! , 23,
Se ,b.ut'c(e }oméar [agm. re lo Aarf’mos) fue

existe wuna éjecc:ron entre Jos elementos o;ﬁanﬁs el 15~

fervalo real I = (o, )¢ R(.un intervalo aiwr-fo) ¢ e//bm/ofa 2=

=(- 0, +e), guea(ando entonces - —a aer(R)

- Por otm /bar/e, tode xel es e?resaéfe mediante wn numer decimal
 de infenita (;‘nﬂhh‘a-numeraéfe) o X, ) cantdad de c::'#‘a:s :

f O’zde..d...
 donde:

a,6,¢,.,d,..€D=10,42,3,446,6,7. 8,9}

[ Pers fambien dicho decimal, dado en base 10, puede ser expresado
on base 2 (base birana). 45:.',/qu todo x€ I, con x:0a 66"’&0 , -
| xiste uno y solo un gz 0’9{/33/... (2 5 donde: d,/g”r,m €8 .fo, 4j
Tal gue Y:}/;j Viceversa.

_ Dbviamente, pam escoger & en o’apy... écu/ 2 /ooa'r'éiin‘ofcw[ (o,%
i) , 9 lo miseno para escoger A, Y, ... [445116( escoger un Fotal de
}( thﬁ‘os éeharwS) tqa.j pues, 2ol (eon o veces ef -,ga.n[-w*:_’)
'/oos;éelsdac[es de detar a cadajer de Sus mﬁmﬁs Cm!érmf&o-
numeméfes) efrjn‘os é:narws o Sea, 2 /—po.s;é:/.-a{d.o[es En cor se-

IR e B il (e)= 2% 2 )

TEOREMA-16 - Ve : card (R"): card(R).
DEMOSTRACIsN -

Por teorema-& anterior:

= Carv({@(N)] “

cacd (M = card (W)
.bf C(Oﬂd’e-' X-n-: N‘g

}DQI" nito F
Pl card (R") = m":(Z’"‘)’L Z K’: 2m= X, .

_. mmwns frans -f:.'ni‘\‘os)
ipan‘ado- {.

Se flaman NUMER0S TRANSEINITOS a fos cardinales Emehh‘os, 2
saber:

c.g.d.

)(o = card CN)

N‘, = tarJ (R)

Nz = 'carJIG’(R)J = card (P) l f=P(R)
Xj = card [P (p)]

g A e S e S g

Ma & Cdni[a’(?)]

[ R A T T



Por fo tanto, fenemos /a s{gm'enfe JER&&"QU& inte- 24,
nita de nimerms frans#nites, ordenadss de mener a ma-.

AP DS RS R NP R

Aparfado-2 .

- das propiedades (algunas propicdades ) de los numens trans-
fintbos sen las siguientes (gue enunciaremes Si demos fracion

e a3 misEES X, = N,"= card (N) |nEN.
: 2)- N,= 2”‘ = nx": NOK‘ s }(‘N, = Card (R).
3)- X, = 2% 2 KM = WM< cadd [P(R)]
L= K, = 2”::-1 : N,::H . N,.”“"
A:par‘f‘dJO— 3 .
Como e/ conjunto C de los nudmeros Compr'f/'os es 6:‘39::*::—

- ) , _
ble scbre R?, o viceversa, fenemes: card )= card (R) = X,

&n ef fema’ antenior (fema 9: R-espacio vectorial ?), pagira?d,
e e (Y] < card( @]
Dok card [@:m{f]: card (E":’j = card (R)

md[@""ij s card (R) sl (k) = N,~'= 2% . card[@(i’l]

ﬁ Sin eméa":?ﬂ, es errdnea la conclusion : N
) c‘ard[@jwyz‘]: Caruf[m(‘e)_]: 2"
BT ot BT card R)scard e .. [cand () vecegl= KX, = K2= R,

|
1
|
|
éﬁhes:
|

N, s N7
N«zs N‘Nu} = }{.2;_}(‘
N‘ =Mxo

En conseecunencia, os: c‘ard[@s“?a]= card (R).



