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Resumen
 El presente trabajo trata, especialmente, una forma de representar los números naturales con el símbolo [image: image1.png]


 colocado entre sus cifras, la cual se designó por representación tausiana, y con la cual se formuló y se probó un teorema de donde se pueden derivar las propiedades de los cuadrados perfectos, además de ser un método que minimiza los procedimientos para calcular el cuadrado de un número natural. 

Palabras claves: Cifras terminales, cuadrados perfectos, propiedades, números naturales, representación tausina. 
Introducción
La parte terminal de un número natural, en muchos casos, nos suministra una información pertinente sobre el mismo número. Por ejemplo, es desde la cifra terminal de un número natural que se puede ver si el número es par o no, esto sin la necesidad de dividir el número por 2. La cifra terminal de un número natural también nos dice si el número es divisible por 5, entre otros casos que podrían citarse.

Por otro lado, al analizar varios cálculos aritméticos, se verifica que algunos de ellos presentan regularidad en la parte terminal del resultado. Tal es el caso del cálculo del cuadrado de un número natural.

El método que se utiliza para calcular el cuadrado de un número natural es multiplicar dicho número por sí mismo, esto es, la propia definición del cuadrado de un número. Esto es bien sencillo y corto de calcular con números pequeños, pero puede resultar largo y tedioso conforme el número va creciendo. Por eso, muchos estudiosos se han dedicado en busca de métodos que sean sencillos para calcular el cuadrado de un número natural y en la búsqueda de propiedades que cumplen los cuadrados perfectos. 
Un de los método para calcular el cuadrado de un número natural proveniene de las matemáticas védicas, y es conocido por método de Yavadunam, que consiste en lo siguiente:
[image: image2.png]“Supongamos que tenemos un niimero natural n cercano a una base b (potencia de 10). EI objetivo es
calcular n*. Para tal, hay que calcular dos nimeros, que se denominan parte izquierda (Pl), y parte
derecha (PD) del niimero n. El resultado de n* serd el nimero formado por la concatenacion de Pl y PD.
Para tal, primeramente se calcula la desviacion (DES) de n respecto de b restando estos dos nimeros. Es
decir: DES=n~—b.

Seguidamente se calcula Ply PD, asi PD = (DES)*

Del valor de PD nos debemos quedar exactamente con tantos digitos como ceros tenga la base b. Si PD
tiene mas digitos que ceros tiene b, entonces los que nos sobran se suman a Pl y si tiene menos

completase con ceros.
PI'=n+DES, si PD tiene tantos digitos como ceros tiene b (0 menos), y PI =n + DES + (exceso), 5i PD

tiene més digitos que el nimero de ceros de b.
Entonces se tiene que n? = PIPD, entendiéndose esta expresion como concatenacion de los dos
resultados obtenidos para P1y PD.
Veamos un ejemplo:

Caleulo de 98>

Tenemos que 98 es un nimero cercano a 100, por lo que ésta seré a base. Calculamos Ia desviacion
DES = 98 - 100 = ~2. Ahora se calcula PD = (DES)* = (=2)° = 4.

Como PD debe tener tantos digitos como ceros tiene la base, que es 100 en este caso, en este caso
tenemos que PD = 4. Calculemos ahora Pl:

PI=n+DES=98+(-2) =9

Por tanto, este método nos dice que 987 = 9604, que es el resultado real”.




El método de Yavadunam es muy interesante en muchas ocasiones, sobretudo para los números cercanos a una potencia decimal, en otras ofrece más o menos la misma dificultad y el mismo esfuerzo que la multiplicación normal.

Por otra, se sabe que los métodos, en matemáica, en sus esenciales, son caminos que se utilizan para lograr un resultado y tienen de ser formulados desde una base teórica consistente. Un hecho que caracteriza los cuadrados perfectos es la regularidad que estes presentan en sus cifras terminales, que es de forma general, la base de las propiedades de los cuadrados. Sin embargo, no existe en la teoria de los números una proposición general a partir de la cual se pueden derivar las propiedades de los cuadrados perfectos. Este hecho nos conllevó a analizar la regularidad que presentan los números que son cuadrados perfectos en su último dígito y buscar la ley que forma las demás cifras y demostrar dicha ley. 

Se sabe que el gran descubrimiento de la teoría de números del siglo XIX fue que las leyes fundamentales sobre los números involucran esencialmente conceptos algebraicos abstractos (o analíticos), de forma que las propiedades que se observan sobre los números enteros son reﬂejos más o menos lejanos de estas leyes generales. 

Así, este artículo se centra en presentar una forma de representar un número natural con un el símbolo ([image: image3.png]


) colocado entre sus cifras, cuyos conceptos involucrados em dicha representación permiten expresar y demostrar una ley que además de estar en la base de la formación de las partes de los cuadrados perfectos, permite minimizar los procedimientos de calcular los cuadrados de números naturales y fundamentar com más consistência las propriedades de los cuadrados perfectos ya conocidas. 
Representación de un número entero positivo con el símbolo [image: image4.png]


 colocado entre las cifras
Definición 1: 
[image: image5.png]Para representar un nimero entero posiivo 2 con més de una cifra, se va a utilzar la siguiente expresion:

1= ayan_y ...arthy , donde
a €D, Tn.D=1{0.12..9),a, =0, by €N+{0,00,..,000..0} y el simbolo T es usado para

expresar que el nimero termina en by.





Definición 2: 
[image: image6.png]El nimero con una sola cifra ¢ € 0,1,2.....9} se representa por la expresion Ozc'

Ejemplos:
a) ax2 —selee nimero natural formado por la cifra a y termina en 2
b) 7tazag-se lee nimero natural formado por la cifra 7 y termina en a;ag
©) 231512 - representa 23512, 0 sea, 231512 = 23512
d) 018 - representa 8 (por definicion), o sea, 018 = 8.
&) 00— representa 0 (por definicion) , o sea, 070 = 0.




1.1. PROPIEDADES

Lema 1: 
[image: image7.png]Al multipicar un nimero natural  por una potencia 10°, n & N, basta colgcar en la parte terminal de ¢ n
ceros, 0 sea, 1x10° = <0, ,donde 0, = 00..0 1 vares





Ejemplos:
[image: image8.png]@) 57 x10° =57t0; = 57100 = 5700
b) 831 x 10° = 83170, = 8317000000 = 831000000

Utiizaremos la induccion matemética para probar la propiedad.

10
k, 0sea, 1 x 10% = 110,

Paran=1 1x10
Hipétesis: Suponer que es cierto para n

donde 0 = 00

evkces
Tesis: Hay que probar que es cierto para n = k + 1, 0 sea, que I x 10°** = lt0;., , donde Oy.; = 00..0
Kl veces

* Esa forma de colocar el cero como primera cifra de un nimero ya era utilizada en siglo Xl en o
paises como India, China y Arabia, al multiplicar niimeros naturales por el método denominado

gelosia.
Demostracion de la tesis: 2+ 10¥*! = 1-10%- 10 = (1t0;)- 10 donde It0; =1 que es otro nimero natural

terminado en k ceros y I’ x 10 = 't que cuenta con k+1 ceros terminales. lqqd.




Lema 2: 
[image: image9.png]Sea I un nimero natural que termina en cero cuya representacion es ! =byb,_y...by70, con
byby_y....by =b €N, y un nimero natural k, cualquiera, cuya representacion es k = ayay_ ....aytay, con
gty g.ay =acN+(0) y age 0,1
Entonces, b0 + atag = (b + a)tay .

Ejemplos:
@) 250 +764 = 2510 + 7614 = (25 + 76)t4 = 101e4 = 1014
b) 340 +2= 3410 + 012 = (34 + 002 = 3412 = 342




Demostración: 
[image: image10.png]Sea 1 un nimero natural cuya representacion es byby.. ... b;tbs. Como I termina en 0 (cero) , entonces
1= (Babpog o b )0
Por el lema 1 1= (bsb,.,
1=bx10=bt0 (1)

B,)70 = (Bgbyes -by) X 10, donde byby;...b; =bEN.  Luego

Seak =221 ...3; % un ndmero natural, cualquiera. En el sistema decimal k puede ser representado por.
3 X 10% + 3y X 10" 4 b2, X10 +3, ,nEN (2)

Haciendo 2, x 10°% + 3, X 10°% + - + 3, =2 € N (para k con mis de una cifra) v

a =0 (para k conuna cifra por la definicién 2) ;

Sustituyendo a en la expresion (2), queda ax 10 + 3, = 210 + 2. Luego, k =210 +3, (3).

Entonces, [ +k= b0 + 210 + 2, (4). Aplicando el lema 1 en la expresion (4) tenemos:
I1+k=bx10+ax10+3,=(b+a) x10+3,=(b+)W0+3 =(b+a)ra, Iqqd.




Nota: Designamos los lemas 1 y 2 respectivamente por propiedad de los ceros terminales en la multiplicación  y  propiedad del cero terminal en la adición.
Como se pude ver, el símbolo [image: image11.png]


 colocado entre las cifras de un número natural funciona como un separador o concatenador de cifras. Con él se introduce el concepto de partes de un número natural, o sea, la parte de las últimas cifras y la otra parte compuesta por las cifras iniciales de dicho número. Esta forma de representar un número natural  con el símbolo [image: image12.png]


 colocado entre sus cifras se va a designar por representación tausiana del número.
Ley de formación de las partes de un cuadrado perfecto
Teorema*: 
[image: image13.png]Seal &N cuya representacion es: 1 = nay_ .. @yTag, CON @nly_y @y = b,
i=Tn, bneN y a e 0,1.2...,9). Consideremos que (ag)? = asytag-

Entonces 12 = [b(l + ag) + ayJtay,.




Demostración: 
[image: image14.png]Sea @yay;..artag la representacion tausiana del nimero natural L Por el lema 2
@nn_g e GyTag = GGy 8570 + g (1).

Ahora, por el lema 1 GyGp_; 70 = (aylnog 6) X 10, donde Gyen-;
Gyt ;70 =10 = b- 10. Sustituyendo esta expresion en (1) queda: G,ay..
.

Esto nos lleva a afimar que 1% = (a, G ... 6;7a)? = (5 - 10 + a)? 1)
Desarrollando el binmio (5 - 10 + a,)* ©10)% 42 - ag - (5 -10) + (ap)*.
Factorizando tenemos b - 10 - (5 10 + 2 a;) + (a,)*. Por la propiedad comutativa de la multiplicacion de los
nameros naturales se tiene que
b5-10(-10+2-a5) + (ag)* = b-(6-10 +2-ap) - 10 + (@)
=b- (510 + a5 +a,) - 10 + (a,)* . Por el lema (2), bt0 + @, = bra, = I. Entonces,
(570 + ap + ag) - 10 + (ag)* = b + a5) - 10 + (ag)* M.
Ahora, [6(1 + )] 10 = [6(1 + a)]<0 ™ por el lema 1. Sustituyendo ™ en (), tenemos que
[+ 0 +a)l<0 + (ag)® = [b- U + ap))<0 + ayy7a;, W, pues (ap)* = ay;7ay,.
Anora, a;;7az, € N, pues la multiplicacion es una operacién cerrada en N. Asi, aplicando el lema 2 en la
expresion (V1) queda:
50 + a))<0 +ay37a;0 = [6( + a5) + @y Jrayy
Porlotanto i* = [6(l + a,) + ay:)7ay, lqqd.





Corolário 1. 
[image: image15.png]Si un ntmero es de la forma 1%, L. € N, entonces el resultado no terminaen 2, 3,7 u8.

Demostracién:
I, Seal € N cuyarepresentacion tausianaes bra, donde

b= GyGn s bneN: i=Tw y 6o €M =1012..,9)

Por el teorema®, 1*=[bx (I +ay) + a;.Jtay, , donde ay, es el dltimo digito resultante de (a,)*, o sea,
(a)* = ayy7agy

Como ao & M ={0.1.2....
ay £(237.8), 0sea,

0 =0=00,1 0, P =4=0ct 3 =0=010;#=16=16,5=25=25 , 6 =36=3%
7 49,8 =64=6uty

9% = 81 =811, donde los a, s0n 0, 1,4,5, 6y 9.

), al calcular el cuadrado de los elementos de M, se verifica que los

I Ahora, por la propiedad de las potencias, 2% = (1")2 (1).
Comon.leN=1I"=keN (2). Substituyendo (2) en (1) queda
12 = (") = (k)? que termina no termina en 2, 3, 7u8. lqqd.




Ejemplos:
[image: image16.png]a) 12¢ = 2085084
b) 3 = 4782969
©) 7% = 5764801





Corolário 2.
[image: image17.png]Si un nmero es de la forma 1*", L. € N, entonces el resultado terminaen 0,1, 50 6.
Demostracion:

I Sea I€N cuya representacion tausiana es brag, donde b = a,c,.
9} Por el teorema’, se sabe que I* = [6( + ao) + a;:)tass
= [(60 + ap) +ay, )rag)”

.oy bneN i=Tn y

Por el corolario 1, a, € (0.14,5,6.9) y el titimo digito de (a,,)* sera Ia cifra de las unidades al calcular (1),
0sea 0?=0=0:0 ,1°=1=0c1, 4 =16 =116, 5 = 25 = 215, 6 = 36 = 316, & =81 =8x1 , donde
se verifica que las cifras terminales son 0, 1, 5, y 6.

Ahora, por la propiedad de las potencias, 1" = (I")* (2).
Como nieN=1"=keN (3). Substituyendo (3) en (2) queda: (I")}*= ()* que termina en 01,566,

Por lo tanto, el nimero 14" termina en 0, 1, 56 6. Igqd.

Ejempl
a) 7° = 5.764.801
b) 2% = 268435456




Corolário 3: 
[image: image18.png]Sea un nimero de la forma 12, 1 & N. Entonces el peniitimo digito de 12 es impar si, y solo si I termina en
6.

Demostracién: Sea I €N cuya representacion tausiana es @@,y ...a;tag, donde G,y ...a; =
bneN; i=Tn y GeD={0123..9) (nicos digitos terminales posibles enN). Por el teoremar,
1#=[bx (1 +a,) + ay. Jtay,, donde ey, es el ditimo digito resultante de (a,)*, 0 sea, (a,)* = ay7as,

Por el corolario 1, 1% no termina en 2, 3, 7 u 8, 0 sea, 4, £ (2,37.8). Analicemos ahora la expresion
b x (I + ag) + ay cuyo dltimo digito es el pendltimo de 2.
Como g, & D = {0,1,23...,9), al calcular el cuadrado de los elementos de D, se obtiene:

0*=0=0t0, dondeay; =0yay=0

by 0x1, donde ay;
2 0x¢ , donde ay
3 09 ; donde ay
# 126 ; donde a;;
st 25 dondeay; =2yay

& 3t6; donde oy =3yay
72 =49 =49 dondeay =4ya, =9
L 6t4, dondeay = 6yay =4
9 871, dondeay =8yap =1

Sustituyendo los , 6 y az: enla expresion (1) tenemos:

Caso 1: Para o, = 0= (3 =[5+ (1 + 0) +0]x0. Ahora, b-(1+0)+0=5-1=ke N que es un miltiplo de
10, pues a; = 0. Luego k termina en en cero;

Caso 2: Para g, = 1= 1 =[x (1 + 1) + 0l<1 . Ahora, 5 (I +1) + 0 = ¢ s un producto de la suma de
dos nimeros impares. Asi por las propiedades de los nimeros pares, ¢ es par;

Caso 3: Para a, = 2= [* = [5x (1 +2) + 0J<4 . Ahora, bx (i +2) +0 = es un producto de la suma de
dos nimeros pares. Asi por las propiedades de los nimeros pares, d es par;

Caso 4: Para gy = 3= 1 = [ox (1 +3) +0x9 . Ahora, bx (1+3) +0 = f es un producto de la suma de
dos nimeros impares. Asi por las propiedades de los nimeros pares, £ es par;




[image: image19.png]Caso 5 Para a, = 4 =[5 =[5 x (1 + 4) + 1]<6 . Ahora, bx ((+4) +1= g es un producto de la suma de
dos nimeros pares aumentado en 1. Asi por las propiedades de los nimeros pares, g es impar;

Caso 6: Para ay = 5= 1 = [ox (1 +5) + 2J5 . Ahora, bx (1+5) +2 = & es un producto de la suma de
dos nimeros impares aumentado en 2. Asi por las propiedades de los nimeros pares, & es par;

Caso 7: Para ay = 6= I = [o x (1 4 6) + 3]x6 . Ahora, bx (1 +6) +3 = p es un producto de la suma de
dos nimeros pares. Asi por las propiedades de los nimeros pares, » es impar;

Caso 8: Para gy = 7= 1 = [ox (1 4+7) + 41x9 . Ahora, bx (1+7) +4 =g es un producto de la suma de
dos nmeros impares aumentado en un nimero par (4). Asi por las propiedades de los nimeros pares, g es
par;

Caso 9: Para a, = 8 = 1 =[5 x (1 + 8) + 64 . Ahora, b (I +8) + 6 = r es un producto de la suma de
dos nimeros pares aumentado en un nimero par (6). Asi por las propiedades de los nimeros pares, r es
par;

Caso 10: Para a, = 9= I3 =[5 x (1 +9) + 8J<1 . Ahora, bx ( +9) +8 = 5 es un producto de la suma de
dos nmeros impares aumentado de un nimero par (8). Asi por las propiedades de los nimeros pares, s es
par.

Verificamos que los tnicos nimeros impares son g y p de donde ¢ termina en 6. Lo queda probado, pues
los ditimos digitos de gy p sonlo penifimos de 1%




1.2. cálculo del cuadro de números naturales

El teorema* es um método que minimiza los procedimientos en el cálculo del cuadrado de un número natural. Pero es necesario conocer los quadrados de 0 hasta 9 para que el método resulte aplicable.
Veamos ejemplos de como se procede:

[image: image20.png]2 =[bx (U +ag) +ayltay

a) 14 =[1x(14+4) +1)t6=(1x18 + 1)t6 = 1916 = 196
75° = [7x (75 + 5) + 2115 = (7 x 80 + 2)6 = 56215 = 5625
[5x (52 +2) + 0)et = (5 x 54)74 = 2704 = 2704

11 x (112 4 2) + 0)<4
12 x (120 4 0) + 0J<0





1.3. propiedades de los cuadrados perfectos 

Enunciemolas:

P1. Si un número natural es un cuadrado perfecto, entonces no caba en 2, 3, 7, ú 8. 

P2. Si el último dígito de un número es 0, su cuadrado acaba en 00 y los precedente dígitos deben ser también un cuadrado.

P3. Si el último dígito de un número es 1 o 9, su cuadrado acaba en 1 y el número formado por su precedente debe ser divisible por cuatro.

P4. Si el último dígito de un número es 2 u 8, su cuadrado acaba en 4 y el precedente dígito debe ser un número par.

P5. Si el último dígito de un número es 3 o 7, su cuadrado acaba en el dígito 9 y el número formado por sus precedentes dígitos debe ser divisible entre cuatro.

P6. Si el último dígito de un número es 4 o 6, su cuadrado acaba en 6 y el precedente dígito debe ser impar.

P7. Si el último dígito de un número es 5, su cuadrado acaba en 25 y los precedentes dígitos deben ser 0, 2, 06, o 56.

[image: image21.png]Ps. El cuadrado de un nimero par siempre es par (de hecho es divisible por 4), ya que (21 = 4n? ,
wn eN.

Ps. El cuadrado de un ndmero impar siempre es impar, ya que

@n+12=4(m+n)+ 1, vnEN.




Las propiedades anteriores son conocidas en la teoria de los números y son de extrema importância en el estúdio de los cuadrados perfectos. Como ya se evidencio, las propiedades P8 y P9 son fáciles de probar. Pero, las demás propiedades no son asi tan fáciles de demostrar com la representación del número natural en la representación decimal tradicional. 

Analicemos ahora las demás propriedades de los cuadrados perfectos, las cuales se van a fundamentar teoricamente a partir de las definiciones 1 y 2,  los lemas 1 y 2, y la ley de formación de las partes de un cuadrado perfecto.
P1: Si un número natural es cuadrado perfecto, entonces termina en 0, 1, 4, 5, 6 ó 9. 
Algunos autores plantean asi la proposición:

[image: image22.png]P+ Siun nimero natural es cuadrado perfecto, entonces no termina en 2, 3, 7 u 8.

P, Silun nimero natural es de la forma 1%, entonces terminaen 0, 1,50 6.




Es importante subrayar que la propiedad P1 apesar de ser muy conocida en la teoría de los números, en la mayoria los textos la propiedad aparece sin demostración, pero es planteada como un ejercício. 

En algunos textos, se justifica la propiedad explicando que tal hecho ocurre debido a que al multiplicar dos números naturales, la última cifra del producto resulta de la multiplicación de los últimos dígitos de los factores.

Tambien hay textos donde se prueba la propiedad con contraejemplos, o sea, se calculan los cuadrados de algunos números naturales con todas las terminaciones posibles y como los resultados cumplen con las condiciones de la proposición se generaliza para todos los casos. Por ese  mismo proceso, se prueba tambien P1’’, que es un bicuadrado.

Ya ahora, es fácil verificar que P1 o P1’ y P1’’ pueden demostrarse de manera sencilla, pues son casos particulares de los corolários 1 y 2 respectivamente, donde las primeras partes de las demostraciones de los corolários en referencia prueban de imediato dichas propiedades.

Por otra, es conveniente decir que la propiedad P1 aparece más en los texto que la propiedad P1’. Pero, en nuestra opinión la propiedad P1’ tiene más sentido, pues, aunque los cuadrados perfectos de forma general terminen en 0, 1, 4, 5, 6 ó 9, hay un subconjunto (los bicuadráticos) que terminan solamente en 0, 1, 5 ó 6. Así, hace más sentido un enunciado que excluye las cifras terminales que no pertenescan al conjunto [image: image23.png]


.

Retomemos el enunciado de la propiedad P2: si el último dígito de un número es 0, su cuadrado acaba en 00 y los precedente dígitos deben ser también un cuadrado. Esta propiedad puede probarse de manera fácil con la propiedad de los ceros terminales en la multiplicación (lema 1). Veamos como se procede:

Demostración: 
[image: image24.png].10 al nimero natural ! que termina en cero. Por el lema 1,
by) x 10, donde byby_s
(©r0)? = (b x 10)

Analicemos ahora la propiedades Ps, Ps, Ps y Ps. Las premisas que caracterizan los digitos terminales de
dichas propiedades son una redundacia, pues son casos particulares de la propiedad Py, Pero, las
propiedades Ps, Ps, Ps y Ps ademas de caracterizaren el digito terminal tienen tambien otras dos premisas.
Una de ellas caracteriza el pendltimo digito.




 Es conveniente subrayar que en nuestras búsquedas no encuentramos ninguna fundamentación teórica de dichas premisas, por lo que suspechamos que fueran obtenidas por métodos computacionales. No obstante, aunque exista una manera analítica de probarlas, nos conviene decir que tambien se puede utilizar el corolário 3 para demostrar al menos las premisas que caracterizan el penúltimo dígito en dichas propiedades.

1.4. estudio de Raíces de índice par.

Los corolários 1, 2 y 3 en muchas ocasiones son muy precisos para determinar qué raíces de índice par son números irracionales.
Ejemplos:
[image: image25.png]bbby

es irracional por el corolario 1
es irracional por el corolario 1
es irracional por el corolrio 3.
esiirracional por el corolrio 3
es irracional por el corolrio 2.




Conclusión
Se ha llegado a que existe una ley que está en la base de la formación de las partes de un cuadrado perfecto a partir de la cual se derivan las propiedades ya conocidas en la teoria de los números. Para que dicha ley sea aplicable, hay que considerar la forma de representación tausiana del número natural.
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