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ﬁn-ﬁvdu :M'AD

- Apartade- 1.
" Dade wun canj.am‘a A 4 .un suécaf/'.um‘o B de 4, ta rela-
oron & s',:i”")e"‘:“ “nchido o f]-ua-/ a” 4 es prackcamente
.g?w'm/em‘e a la relacion & , gue 39”; ‘ca “:‘ncé:.e:aﬂa en’,
| pues = com‘\_-m,/a /a /aosr'éx'/falaal de [a inclusion ‘mpropra
(es decir, la /pos:‘éf‘/rziad Ade gque un Cmy‘.-anﬁ se z'm:/uya a
s mFsMO). £n ambos casos, sea que se escnba B A o se
escnba B A, se diret gue B es SUBCONSUMTY de :4,‘,(/ S
Sucede gue Bc A Y B#A, entonces se dice gue B es Su8-
ComJunTo PROPIO de A ; pero s¢ B=A, enfonces se dira gue
B es SuBcOMIUNTD /MPgasz de 4. Todo esto nace de (a m}

ma definicion de INCLUSION, a saber :'Se dice gue un conjun-
At B esta incluido o contenido en ofm A cuando todo elemen
o de B faméien /oerfenece ad? -
- La relaclon B cA,o BcA4, f‘améie;r se ﬁdét‘{e escris 6/ r
A5 B,0 A28, J cuande B#A se c(r'rat’gue A es SuPER-
CONSUNTD PROPID de B, per cuando B=A se A= gue A s Su-
 PERCOMIUNTD IMPROP(0 e B. Evdentemente , cande A es

é .s'u/bercaﬂjun'f(o e‘m/,m,m'a e B faméien es B Suécran/uﬂv‘o Fm-

% /brofub de 4 g amébas denomsnaciones ’ /bue.s-, Sen Sénonimas .
| De & misma ,ﬁvrma) sr A es Su/aercon/'un-/o /'am,brb de B es pos
. gue 8 es saéconjun-ﬁv /zbmp:'o de 4.

 Apartado-.

i  Srende (A, +) una eg/mc#um algebraica a/e/-erminaafa, se

dird gue (B,%) es .wuna SUBESTRUCTURA de (A +) euando

| B A, de fa/ manem gue si B#A4 se dira gue (B, %) es wrq

 S«BESTRUCTURA PROPIA de A, en fanto gue si 8=H se dira

ig:ue (5,*)35 una SUBESTRUCTURLA MPROPIA de (4.,%), for
is;, parte, (A %) se dice SuPERESTRuC TURA de (8B,%), sien-
| do PROPIA cwande A#B e /MPROPIA cuando A=8, 5’ (8,%)
\es Subestrictum /pmp;a de (A +) es porgue (A 4 es Supres frec-
fura propra de (B, #), o weeversa; y S¢ (B,%) o5 sabesfrctum




cmpropia de (A,4) es porque /4, *) es .su,opne.s(mc'- <.
tura imprpia de (B, %), 0 vicerersa.

4 artfado- 2.

Srendo [(V ®), (k #*,0), @J 6/ k) aun e.s/oa.ua vectorial seen
do (W, k) un S‘aées/oa.c-w vecterial de (V,k), se dira gue (Wi
es .un S‘uBE.SPAcw VECTORIAL PROPIO de ('u;k) cuande W U

W#v, 4 se dira que (W, k) es SUBESPACLO VECTORIAL IM-

’

PrRoPio de (U k) ewando W =sU. Por su parte, (V,k)es SuPeR
ESPACLO VECTORIAL de (W,k), PRoPto cuando VAW N V'#EW
e IMPRODIO euamdo V=W,

las estrchuras (V,8), (k, ), (k,+), (kfo)‘j (W, &) son S48
ESTRUCTURAS PROPIAS de (V, k), stende (U, k) wna SUPERES-
TRUCTURA PROPIA de cada wna de ellas. A su vez, (V,k) es
subestnectum Y superes tructurn Lmpropias de (U, k).

En &l espacio vectorial (Vi) 5 [(V,@) (k,%,4),0] es (V,@)
una subestructum de (V&) con estnucturn aee‘jm/w abelians
(k,#,%) es una subestructura de (V, k) con estnictura ol
conmutative. Hor su f';ar'@ (&, %) €5 wuna subestoucte
\magofk #,0) con estnactura J.ejwf\.o aéeﬁ.moj (%* )es
una subestructua de (k,#,4) con estnictura de “Qiupo a be -
ﬁmw scendo k£*= k- {e} o/ que cek es ef -e/emen#o new-
#ro ale (&, %).

}qur-!‘aato LY

: En eun csjaa.tua vectonal (V k) todo can/.un'/'v ﬁn(ﬁ S’C t(ﬂf
gue $¢¢, se llama SISTEMA de U en (Uk). Para card (5)=n, s=
dice gue S' =8, es un SISTEMA N-ARip de U, Todas las com-
binaciones de un Sistema S, dan /ayar A tun S'aécon/'.un#o e
V gue denotaremos por [.-9,.],? a S, se le llamara SISTEMA
GENERADOR de [S, ]V

TEOREMA-1:
Siends S, CV wun sistema del espacwo vectonal (V,k), es

{[.S;],k) <en s‘ubesfoa.alo vectonal e (U &).

DEMOSTRACIs

Pa.’yz‘na 5 el Tema-4 (Eﬂafepeﬂdfencia /}‘ncﬂ'),



: Apartado- 6. 3.
B Scendeo S, CV wun Sestema n-ane de V en of espa-
o vectonal (V,K), se dira gue S, es wun SISTEMA LBOE
(o Linea/mente /ha&‘p'end:‘e,n#e) de V en (Vk) cwande nin-
..u'n efemfn'lv Ve eJ,’, P.u.poﬁ' Ser enjena/fa.ato por -e/ s’stema
(- -ano S = S -{nt en (V,&).

TEOREMA-Z

Siendo $, CV .un sistema n-ario en (V.k), S, es libre
S g sob st cumpfe las 2 condiciones Si}w'.fn*e.s :

) Yves, > y+o.

2): Vé’ rov, = > ro-e.
Jiendo O’G_L’/ e/ elemento neutrm de /l/, @) & eck e ele-

ment neudre de (K, ).

qv
DEMDSTRACIoN : }3,:?;:74: & de/ Tema-+ ﬁ'na@epEnJenq& Zz‘nﬁct/); 7%’3

ﬁf/ﬂd = -I(Oo

i Apar fodeo - .
| Sieado 8V «un sistema n-ario de ¥V en of es/oa.o{.p vectorral
(Y k), se dira que S, es un SISTEMA LIGADO (o Linea)mente ae-
pendiente) de U en (V&) cuando Fy €S, engendméle o gene
grmf/e por e/ sistema S,, = L ~{v.fC V.

. TEOREMA-3.

: Srendo .ﬁ,C‘V an Sistema ﬂ—driﬂ a(e (Lf f()/ .S:, es 4{740[0 I

‘7 solo St aumpk una (7 Solo wuna de las 2 condrecwnes s@az‘e}a
L Yes:

A-tveS, = Fel, [y =0

[ 4
{I J)“‘Vg ru=olwto = Jf;:ﬁe-

Siendo 0€V ol elomento newtro de (V@) 4 eck ol elomento
neutro de ((’, *).

1O : g
—DEMO.S?%JC 4 fajf'ﬂa 9 del tema-4 ﬁ'nde,bt?ﬂcgfnczd éc'nfal).

TEOREMA- 4.
En -e/ espac::o uec#on‘a[ (V,f(), s’ un vel/ es Cbméf'naqb;l
fineal de un srstema libre S,V , docha combinacion fineal




ey -f.inl-ca.o 4-

DEMOSTRAC! N
EMOSTRACIoN ,%ja‘na {0 del fema-4 ﬂ}?afuﬂ,ﬂencffwccb A‘ﬂE’aZ).

TEOREMA- 5

Stendo $, "V wua sisferma de (V,k) ¢ Siendo S, S, . con

m <, Sucede que S¢S, os Lbre entonces S, es lebre.
DEMOSTRACIoN

Pagina 40 e/ tema-4 ﬁ‘nc/gbena’enczb ﬁ'nea!).
'

Aear#ado-—f.

Scendo (V k) = [f V@), (%, *, -),@J n espacio vectorial, deremos
que wun §, =BV es .wna BASE de (Vk) 2 S, es Linealmen -
fe Enoﬂefenelien#ej es .un $cstema (98!1'&@:;&0(‘ Ae V. Entonces,

siende B=zS cfu,,uy, ., u,f, resultara gue fodo vel/ se po-
drp esonibit. como combinacion bneal de B (7 dicha camé:'fza.cfa;r
Aineal sera diniex (heorerma § anterior):
Yeel/ = V:‘Eﬂ_- rru; | nek; ue B
=

. Cada co'eﬁdenﬁ’ LEK que entrd a #tma& /bmi‘e Ao (2 comé:-
nacion binea) se le llawmara COMPONENTE i-ésima de vel/
en base B.

TEOREMA-6:

Jea SecV _en sistema jenefata‘of de {/ en ef esfaa:o weeto
wal (Gk), con PEN; Yy sea L . Suéco:(y.an-fvale Se bneal -
menfe Mofe/bena[ienﬁe. &n fales condiciones, existe wna base R
de (Vi) +al que Lo B Sp.

TX, o'N-‘
DgMO\S‘ AC/ v Mﬁonemos 3;&5}, Crnfornces ;V'é' (5;5"8) 141[ .?ue

ve[8], per definicion de Base. Tambien, por deforicivh

de Sistema Lﬁaaﬂa, es 5;9: EU{Vj e Sistema &&ao{o. St
Suponemos [ # B, entonces Fu€B tal gue ud L ; es decir, serd

e (B-L). For teorema 5 antensr; L es bbre. Esto séym’é’ca Fue
wélLl] pues st w€fL] entonces B sewa un sistema Eﬁaﬂfb, por
defonicion de sisfema Z«Zja.aﬁa Y contra la defnicion de B. For con-
\ S¢ peviente,) ﬂﬁ’-’@—jjf UEB y wE Ve &5 decie, [1] =2V 4 [L]c V; 0 sea,

ﬁ L ro genera a i cogod.



|
|

Tedo espacio vectorial (V,k) con .un sistema generador
Finito (de cardinal ﬁ'nia‘o)d fal gue V#fof, posee al menes wuna
base B es decir L un Sa'écon/'um‘n Bnito B taf que [B]:M
DEMOSTRACIe N :

(Zrofare del feorema anterior

4gg_rfado -,

Se dira gue un es/oaa'p wnectorial fV,k) e€s /0 e.sfa’) FINITA-

MENTE GENERADO cuamdo S, CV fal que [$,]=V 4 2€N, sien-
do n=card (8,) un nateral Linito.

TEOREMA-Z

Siendo (V&) un espa e wectotial #havzmnem‘e jenataa(v, 5
}5; cV Mg.uc 5;9 s «un Sistema &-énf /:cem EJ#V, en-
foncas se cumple gue FS,, CV fal gue $US,, =B, siendo B
wna base de (V.k).

DEMO\S}F@QC{O A/: Com/au:o cfc/ feo/ema -6 an I’ZEM
TEOREMA-9:

Siendo S, .un sisterna libre de/ -é‘sﬁacw veetoral (V. k ), Siendo
weV fal que wé. S, <7 sitendo \S:,H:: \ﬁ,U{w} «n Sislema Igyaclo
de (V,k), entonces se cumple gue we [5,].

TRACIoN :
DEMOSTRACTEN Pa‘y:‘na 44 de! tema-4 /ebclc’/ogncfena.q ﬁ“nt—"cz[), Heprema 20,

TEOREMA-10 -
Seendo S, .wun sistema @acfo e [I/_, k) tal que [J’,,]-':V, enton-
ces Fwes,, tal que S, =fp-{wf cumple [3",.,_]:{/’.

ngas-T/?A(MN.‘J%&Ena 4 del z’ema 4 ﬂlu/elbena(enm fimecz[), Peorema g
TEOREMA-11:

Sendo S, un Sistema de (V,k) taf que [:?n]:% entonces 73,
Zal que S, < S 2 ta/ que [Sm] =V, stendo Sn, Yibre .

DEMUSTIQAC/OMQNW Ao Lis Borénia® T &4 40 anferionss.

TEOREMA-12 -

Stendo §, _wun sistema %ﬂz[o de [V.k) fal gue [3},]: V, enfonces
és /bo.s'r'éff‘ extrmer una base B £ g fal gue B#S5, 4 fal gue ZB]:
= ¥,

DEMOSTRACI o - .
RACION: Corplatin del +ecrema anteryr



TEOM:&-}.% w[feorema de (a Base): .. | 3 .‘
Todas las bases de .en mismo espacie vectonal (1),

Lenitamente Jenerado, poseen ef mismo cardinal (es decir, frenen
l misma candidad de e(ememfas),

EMISTRACISN
DEMISTRACIN: o § B sendas bases oo (1K) fales gue A48,

con Cdrd’ﬂ?}’:n j mn[(g):m:
A=4a,,d,, .1 %%
B=fb, by . sbnf
E( conjunto ALYhf =4, es un sisfema bgado de (1K) pues
4 €V se puede expresar como combinacwn lineal de A. ddemas,
- card (A,) =n+1, 6,40, siendo 0€V ef elomento neutro de (1@
[A]=V. Bor ef fesrema antenor, se /é.utafe extraer wna base Ay i
_ A, fal que A, <A, P, 4, # 4, , con lo que card (8, ) < card (4,) :
' A,=14,,8,,4,,...,4.f

g .
.7& Gue C‘dro(ﬂlg)(cara(ﬂ.,) = /?-H<'n+-{ > p<a = 4rp XN,

. Ernvirtud del feorema 5_ﬂn-/erz.'oc a/éar#f‘ del sistema Agacfo
A UTb S = Ay, Fal que [Az]=V, se /éutafé extraer ofra base A, ta/

: A c4 A, +A4,:
?Me 4C B (7 7 #— 4 A4={é¢)é¢)afla-23"'JaA’]

:Cam([44,)<6"¢zrd(43) D Ktz <prd = k<p D> Ki1<p >
= k2 Spr1 = ke2gn.

j .5?/641.&:& conservar /é“ 5,,_‘;’ en 4y, ﬁuzs /6,, éj es -un Srsfema
-_ A’ére [Jeammct 5 dn@n,'or).

Becterande este procedimiento m veas, lfegamos a la base A
Aal que:
" i A.ZM s Az(m—f) Z//é,,,? = AZM-{

‘ ‘ AZM &% {énéz)-";ém; a,,4a,, ~--;44}
Taa( que:

-:C’an

2m )
Con

_ Card (Azm) < card (Azpm.,) => mehsn = mén

- ademds, al ir introduciendo todos (os elementos ofe B en A , de-

géen quedar a{f“”"s de 4 ¢0 A, ,; pues de lo contrario 0btendra-

 mos i 4, =8 -%a_ato/ contm [a Ar}oa’:‘@.’S{-S de gue B es lLibre.
Fenalmente, realizande nuevamente todo este razenamiente con los

/:a/be(es de A y B cnvericdos, //ejaremos, tras n pases Consecutiios,

a wuna base an +al que ! - (gzn) < card (gzh!) > Athsm =>



> 24m. 7.
or cansif-cden-ﬁe, - /bar#r de msan 7 nsEm, obterermos
m=4a. q. d.
Apartado-1.
Srendo (V,k) un espacio vectosial /f‘nzéqumle jener-aalo, se lama
DIMENSION de (U k), 4 g€ répresenfa por dim(v), al cardinal de ura

.malgw'em de Sus basec, dsi, s¢ 8 es _wuna base Lo (V&) Mgae
aad (B) =n , enfonces Aim (v) = n.

TEOREMA-14:

S (v k) es un espaceo veetorial con dim(v]=n o $n es un
sistema bbre de [f/,k) fal Que azrd(.s;nj=’:', entonces S, es tuna
base de (v k).

DEMOSTRACION:

ngamos que S» no es auna base Le (V, f(), £~
-fonoe.s,for feorema & antene”, [.S’,,j# I oy ol
faf que &UJM =B, siendo B _wuna base de (V. k). Como
card (B)=0, entonces card (S,US, )=n , /o gue Cmplica Que
I #. £n consecuencia S, g, =8, Vg = , =8 es wna base dle
(V&) e g4

TEOREMA-15:
S (Uk) es un espacio vectorial fonitamente generado g Wev
es .un sGlema (bre de (V.k), entonces card (W) < dim(v).

0 A
DEMOSTRACIoN - &xﬂanjamos gue card [W) >aﬂ[m[U). Entonces, por

-/:eor-ema 5 anteriot, se J.ém.ecﬁ@ extraer —tan sistema 4-
b ScW fal gue card ()= dim (V). Lbr fevrema anfe-
rior, S es ewa base de (V&)
Sea x€ (W=S). Entonces x es combinacion frneal do L
creal Em/aL‘ca gue SYx} es Lorealmen e aQ/penciEem‘e . Bero
(SU{xj) oW, cual ﬁé’i‘j"‘ a acepfar gue W es Lemealimen e
c:ére/aencﬂem‘fe, contra Ar'pofzfesig, &, W Bl

TEQOREMA-16
i S (V,k) es .un eSfcta.b vectoral tal que dm(V)=n 4 J, es -un
| Sistema de (V,k) tal que [§a]=V ¥ card (8,) =n, enfonces S, es



e b e

a isena base de (V k), f,
DEMOSTRAClo /-

$¢ S, es libre, emlom,ea, /mr feorema 44 antens e, J%_
rnaliza (a dewmostracion. Pero s Suponesnos gue S, ec
kjacﬂ,o, entonces, por feorema 42 antenss, ﬁs'/bo_;ié'fe CA—
frafr -cina éqs@ B S ;[a/gae & 5, Y [B]=V. Abhora bien, s
B¢ S Y B+S5, , entonces card (8)< card (Sa), con lo cual o6~
Feremos gue card (8)< dim(V), conta h:}f?o,JESES, c.g.d.



