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Sinopsis

Tema 6... Espacios vectoriales isomorfos.

Aplicaciones. Aplicacién. Funcion. Inyeccién. Sobreyeccion. Biyeccion. Aplicacién lineal. Funcion lineal.
Homomorfismo. Morfismo. Transformacion lineal. Teorema 1 (pagina 1).

Correspondencia. Preimagen. Imagen. Dominio. Codominio. Correspondencia directa. Correspondencia
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Subespacio trivial. Teoremas 2, 3 y 4 (pdginas 3 y 4).

Isomorfismo. Isomorfismo quimico. Mitscherlich. Estructuras algebraicas isomorfas. Monomorfismo.
Epimorfismo. Isomorfismo. automorfismo (pdgina 5).

Aplicaciones iguales. Teoremas 5, 6 y 7. Teorema de isomorfia (pdgina 6).
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Conematica €ensorcal . 4.

7ema 6 (Es,ba.ab.s vectoriales Fsomorﬁs).

W'cq ciene Q

;:'»4 arfado- 1
Se llama APLICACION a doda Carree/pondena'a ﬂA-—-B ta/ gue Yaca

;. exrste a/ menos un SEB /a/gue b= ,f(d‘) : é’,
' é’

% £

ay |0

mencos o pseudonumerncos, wuna dph- ’ £ 8

caceon f A >B fambien recibe ef nombme de FLNCION.
. Apa y&“cac;o:r LA+ B se [lama MWYECCION cuando %?,..a,_ eA
se fiene que fla,)# f(a,), por lo gue card(4) € card (8):

Couando AJ B son Ca(n/.tan‘ﬁs ruL~ A

dna Gt/o/r'(:aafoil 40:4-*3 se |
3 lama SoBREYECCioN cuande VEEBR oxiste al menos wn ach
Tcd gue b= fla), por lo que card ()= am(('g).-

. Fenalmente, tina ap lreacion f:4 8
se lama BIYE C‘Cfo’l\f caande es simuy/ltaneamente /'/‘z)/ecciOQ §Z So -

ééreyecc}o'n,/aar /o Fete ca.m.’@): card (8): ' g
i . r‘ O B
? %

. Apartado- 2.
. Sean 2 £-espacios veclornales jenén‘cas, AIE [{ V@) k +9@] [y
(i) =[(W,#), (K, #,+),B], se lamara APLICACION LINEAL, o FUNCION
LINEAL, u HOMOMORF(SMO, 0 MOKFISMO o TRANSFORMACION LINEAL,
chc (k) en (W,k), a una afﬁ-'caa:aﬁv Lv—rw gue cu.m/b/e las Siguien~
fes propie dades

| Hetu,ueV = Ln@v)= L) # fv:) = w #w, (

W, ='f€(vf)
Wy = Fli).

[ 2)-Ye,ek

,5 Vv,el/} > Lle,ov)= k& fin) = @ w, [ w, = £(%).
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TEOREMA-1: 2.
Sean (V,k) 4 (w,k) dendos espacios vectoriales

sea f: V> W una a,ulq‘ca.a;a; lensal de V sobre w, fal gue yel/

es el elemento neutro e (V, @)(7 wo €W/ es ef elerento newtro

de (W, #). Entonces se curnf/e gue Llva) =t .

0STRACIoN -
DEM:S loN Wiy deﬁ‘nr’a‘on, kaé?VT—? }_Veeb/ [ %@UG:VQQV:

:Vk‘

jﬁor e/ ﬁomomorﬁ‘smo Ly, se fene:
Fe®Y, )= LU, @%) =P
Llre® )= Plve) # L) = £ o)
Fv @ve)= Llv)# £lv) = £ev,)

Frte,)ew = ALl )ew I Fle) # Flv, )= L) # L (ve) =

De donde, ewrdentemen-te : =fy)
f(Ve) = We
Pues , ademas, por teorema -7 de la polgna 1 del fema 3 ﬂé-e.:?aa:b

V,yenérz‘cﬂ), rfeé{/ es infep (7 We__EW es «inico. c.g.d.

pﬂf Vtan;o r

é(AQArch/o-— g)

Una CORRESPONDENCIA f:A—B os wuna relacion gue vincula ele-

mentos de un cp/:v)unfv A con elementos de un ca:y'an#o B. tar Lz7'£m-

Todo elemento acA gue se relaciona.
mediante £ con otro elemento HES se de-
nomsna FPREIMAGEN de ée:B, mientras Gue
beB se llama MAGEN de ael. £n of e-

Jem,uﬁ)l a,€A es preimages de é,éB’j este dltmo es imagen de/
2/9n“mem.

Al .S’uéco:(:j.an# de 4 #rmelo /fzor 'éc(a.s Jéur/brgima:?enas o{?ﬂ*ﬂ?-

c{d‘s por Lh>B se le lama DOMINIO e j-ﬂj se r%ore.sem‘a por
dom (Y), en fante gue =/ suém;\wjumla de B %rmcwﬁo/aar fodas bs
'. Ema"jerze.s de 248 se o fMlama coDoMiiio e £ g se derota.

por od(f). En &/ gemﬁ/o, denenos

ctom (¥) = la,,asf
cod (f) = {8,,65,%,§
Conviniendo en Hamar COERPESPONDENCIA DIPECTA a F-A->B, se

\Jc/enwwmé CORRESPOMDENCIA INVERSA de £ a b correspondencia



f-{ 8->4, /a c.ua/ consis fe .S'c‘m/b/fmenrae en wuna /'anrSf'd;l Lo
‘de la relacion Frh—+8, de faf manera que en A7 se vinculan
las imdgenes con sus }brec“ma:yenes previamente establecidas
mediante £. Zn nuestro -e(/.em,p/o, Seriq’

bor lo tanto, se cumple.
dom (£-') = cod (¥) B
cod (¥7') = dom @)
£/ hecho de gue A€l sea preimagen &
de 6€8 en f-'A--r.B, se suele notar Fla)=54, /o cual es eqeti-
valente a /la S{y.ufem@ notacion ,t’"fé):a:.é’n e/ ﬁjém/b/o Que -

f(a,): é,, < f-ﬁ,): a,
Y tambien se suele escnbir, a nivel de conjunto:
L [a(om[.f)j = cod (F)
f-’[-cpd(.’-f)_] = dom (-f)
Cecando [a correS/wnJencfd LA »B o5 wuna a}pd?::acfa.’a, en-

dom (—f): A

cod(¥) < B.

Sucediendo gue sera cod (f)=B cuando X sea J{QECQ‘&;} O So-
.é/sejeca;o;)«

nimos considerando, tendremos :

donces es evpidente gue:

Apartado - 4.
" Pl comm e demuesta ¢n e/ Ffeorema 4 de (ﬂ/bdyfﬂd £ de/ fema
2 [tsfaa.b vectoral), scendo (V, k) 5[[1/, ®), (k,%,9), @J un espaces
Vec#vm“a!\y 7=40f, con O€V como elemento newtro de (V,@), se
c:um/a/e Que (7, k) es wn Sqéespaa_‘o veetorial de (U &) gue se Ua-
ma SuBESPACO TRWIAL de (VK).

TEOREMA-2 -

Srendo (W,k) Subespo.ceo vectorial rno trwial de ( Uk), se Hene
gue card (W]2 dim(w)td > 2.

MOSTRACIGA:
DE ‘5 ﬁ C ° fflfbﬂrymj ;aue dim (W}:” (7 ?“—G 5:{6:)62)-"; é"’j

s .una éa.se de (w;k), con lo cual [BJ:W}MF def‘m‘a‘g}; o B
(/ﬂa‘g{na 5 del tema 5, c(:}«neﬂsiaﬂa&};&d), Lor wﬂsyxu‘en%e, 74‘9"“/’5

mes 4
yE fc'ét'::t/‘- | U‘GM/
icA




Em‘dén:‘emenh, card [k)%-?, 5 ,ues)/wr a’eﬁ’infcfa;r de 4.

cuerpo conmutative (K, *,¢), Fe,s€k fales gue eck es

e! elymento newtro de /k,*)j cck es ef elemento neuho dp
(kto), con k*= k-{éj.

- (emo yé,éld/ es 4 40, con OV como elemento neutro de [l/,'ﬁ),
resulta Obvio gue & =&Gb =& 4; ew,j Fambien Oell/. ademas,

dim (W) > 4, cgd

TEOREMA-3:
Secendo (V, k) win espaceo vectorial scendlo W V', con Wg &,
serd (W k) Suée.s/oa_ccb vectorial de ?{f,k) s¢ se Cam/o/e’n las 2

condiciones = palentest - VowelW » (v@wel

2)- Yrek _
b’vve * roppoeE.
DEMUSTRACIsN: (%(.7’_”4 7 Aol fema 2 fespa-ccb m#orz‘a/), Feo -
rema -3.
TEOREMA- 4 -

Siendo £ VW ena apﬁbacd;) lneal de/ es/ba.cw wectonal
(V,k) sebre e/ (W k), 5¢ (5,&) ¢s subespacio vectorial de [V k)
entorces [ﬂ(s),k]es swbespaces rectorial de (W, k).
DEMISTRACISN: S (s k)= /7;)/(), srendo (7",,,»(/) e/ és/oaab trrpal de

(V.K), entorces, por Feorema 1 antenibr, es ff?;,):?;, 4
(7, k) es el Subespacto trivial de (W k). Per si @k).—':‘ (7;)&),
enfonceS sean (,,4,€ 2(5) fales gue ﬁsqi’[x,) 4 jzrﬁ[xz) y 7l gue,
por teorema 2. anternor, Fx, 5,8, con X, #%,. (om0 (S, k)-es sub-
es/am-'a wectorial de (I k), en irtud del Feorema 3 antenor.

f?“:;,rzé.'k
i A’éSf B LK, 5% €S > h@rg )ES
rr 2 :

£(rx@®rx)e £(5)

Ahora bien, por ser iV th ena api‘m@Q ﬁ'neac// denclremos -
! -f(’?’ﬁ@'i X )= ié’[’?"'fj #.%0(;,_2 %)= I’:E]f&rz_] # [rzE ’f(’fz)_] =4 7{(*")#’;’@{5’
| Esto significa gote: 2=V, Pl e PUST) = [7?"6(,) #fc’&)jﬁ' £

2)- t#r, €k
| #f;(x.Je,!(s‘) } > rfi)e 1)

De donde -



J Lo ewal, peor Feorema R antewiot, implica Jue [f{S),A_’] es LY
un subespacio vectorial de (W,k), <. g.d.

( /somarﬁ‘sma. )

Apartado-L1 .
a ebservacion e/ estudic e /fos A"ném-exos 0 man. festaciones de
fa realidad | fal como nosofros fos /ber'c/ér‘mo.s; nos lleran a conclisr
gue existen estrichurms del munde Hsico que Juncionan de manemas
' /Darecr‘a’ag ®© .S‘t.‘mr'/ezre.s‘} aungue esten A?rma:&ts 'par elementos a/ffe-

rentes. For y'é‘m/:'/o, A‘ff una gran ana/an;r P /ba!ﬁcfo/o es Frieteeral en
tre la forma en la Jue cristaliza e/ Nitrato Sodreo (Ao, Na) 4 la
que caracteriza al Carbonate (Xfcico o Caleita (6’95 6‘4), a pesar
e que Son Substancias gm'mz‘ms' distintas. E.S'ﬁo,j simlares a-
contecimientos gw'm»‘co.s, flevn a Mitscher lrch en 4819 a acuiar
el termine [SoMORESAMO (defyriqyo x {7.44/ ﬁrma) para refevirse a
los campuesﬁ:ls Fere /bne.s'enfdn wn gran /f:areac/'i:/a crstalino, asd co-
o 'jmnafe? similifudes en s&;"ma/ds 5 4 fém/p:‘eaﬁzadaq ?w’mz“c:.as.

Al matemats Zar <f concepto, se diee gue dos estnicturae a{7e-
braicas Son [SOMORFAS creando /féoseen /brvpz‘eo‘aafes e?w"cfa/enz‘es
& {?,ua./es /bem .S'o/bor'fes Aféren}es. El establecimients e wra é/-

Jec;?o’n entre (os Soportes (co:y‘am‘os s‘o/bor:‘es) es paso 05/{?4‘:(0 en
a c{efim‘c)o’ﬂ L asl comp una similitud en las /eyes e Com/ODSr"cia;r
- que afectan a dichos -So/ooﬂ‘eS. Fara e/ caso que ros Ocupa, &S

a(ecir, . espuctura de ﬂs,&a.aio w&c:‘an‘a/’, existe tna /Darr‘v‘cu/ar

defrnicicn de (somocdsmo , la cuaf se provee a_ con hruacion.

Apartade- 2.

Siendo f: VW una aplicacion lineaf definicda entre sendos espa-
cirs vectoriales (V k) 4 (Wi k), se dird gue f:vV—~W es un MoNO-
MOREISMD crando £ es wna z/iy-ecc?a:o)- se dird ete LW ©F ton
EPIMORFISMD cuando £ o5 wuna soérﬂjecaio/ﬂ)-j se drra gue Fvsw
&s .un (SOMPREISMO crcando ¥ es wrna é{yecc:‘o’n. ddemczis, ten rlaf

morfisme PvaW se lamara AUTOMORE/SMO cuando V=t

Dos espacios vectoriales Fsomorfos, (Uk) y (WMK), son a{?p—
braicamente x'nd:‘.s{-r‘njuz‘éfes. for o fanfo, desde e /bqn#o de s fa
del /i/ggém Abstracta , si (V&) P (W, k) son isomorfos, entonces

pueden ser considemdes indrstntamente cemo un mismo y 4nico




:. e_sﬁa,c{:o M:‘-"tﬂfid/ (X,k), ’{a/ gue X:: u; W 60

| ﬂpan‘aczfo 3
Sea L A+8 wna a;o/; ca.cwn de domire A 5co4’ommro fﬂ)C-B: y

K& A8 ofra apll cacion con dorminio A N, cw(omm:oy(A)c:B

Sea

| for e Jem/p/o é’

Je cﬂ‘fz; ?ue f_-A—rS \7 j-‘A-—:-E Soz

APZICACIONES [CUALES cuando se azm,o/e:
FXG'A = 7{6") :j@

Ko cal se denota:  f=g

TEORLMA-5
Srendo ﬂ/,l() [M/,k) sendos es/badt.?)s Wectorialas j/ Srendd

Bz fu,0;, s by} tna base de (Vk), existe una y sblo una a-
Plfzaa.'a’;-: lineal fr v fa/gue VU‘-GB = flv;)=w; (=12..,n).
EMESTRAC oW/
e a) Probermas primeramente la existencia do (a aplica-
cion linea/ f e H/, pam lo cual definimos una @oﬁ‘—
cacior J: VW haciendo gue fodo xcl/ Sea jeneraclo fbor-
n
Veel = x=§ ry;

f:l

_ j de fal marera -,rzwzj V> sea deﬁn«b asé.:
eV = Fyew | 4=g6)= E" W'

: B olin
; "‘jErv) E!“W‘

iz

' DBservindive gue se c:um,v/e /o Sé J,mem‘e

A~ e,k €V = og/x@r) j(§“ ; ®§z¢ ) =

‘E(’e:*';;)wa = ;E:,- Wy & f§"z: w; =g () #gin) =4 #y,
b quer -
e :j(x,),- 51:3(.\’1).

2) - Vre(}:> 90r1) - 3’(5”,) j(grru) 3,%%&#5):

Yuel



; Por ﬁnh,;: /> W es af&'ca.co;ph Lneal de [V,k) en (W,ﬁ().
_:_Es decir, por ser ,foEg) FE =W gue €s a/b/:‘caabﬁ lineal.
: 4)- Fenalmente, /oraéemos fa wnicidad de la dﬁ&”cacz‘a;
bLneal FrvV-w., Bra ells, supongamos que gxishe ofra a-
'y TOF &‘ P : N
plicacion m.’a/(y V= 7‘4/?&8 oel :,j(x):f :z:;f‘wz)z

A

=@ gli) = B rw; -y

€=t

&=t izr ésr
=Py J:y[x}.

| ,. "
e Vel = ,f[x): @- LW =y

&s decir: jﬁ,}:f{x) ey ;=;E’ cg.d.

TEOREMA-€ ﬁfaﬂfma DE /.soﬂroEFﬂQ.

Mna can,L‘chln necesa:r{qj ,s‘qﬂ‘c)en*e /mzm ga.e 2 e‘sl‘aac:‘q_s
vectvriales ({4/() y fK/;k) sean rfSomar—ﬁ,g as ?a@ gﬂmfy):drmfwj

LEMETC a)-Je frate de sna condicion necesarna, pues Suponga-
f mos gue (P}k)j (W, k) fon z‘Samafﬂs‘y gue 8 =f0};"5,--~;¢fn}
i es _una base de (W K), con dim(V]=n = card (B,). Fntonces, Fen-
? chemos que W;=f(;) pam fodo i=42,.,2. Aclemas, f/xel/ se fen-

\da’ que: 2
TR e By
iz

§
?- ’ L .
?JDE 5‘0)1068. éyz:lﬁﬁv =‘ﬁ€(j§§' G'V;) = jég; e Wy

‘ Lomo }-’ €3 S'oénfyecc[a'n, cuando &nku“d‘/e eV rfaormjéor C‘pmffe/b v
onfences la Va,u‘aﬁéajem/ mwnt‘/éor Cam/o/e/o W, e donde se Leduce 228
I el scilema S, =4w,, w,, .-.,a/,,} 5 gtnerac{or Ae W, 0 séa:
[5]=W

Br teorema 6 del tema 5 (Aimensconalidad), se puede extraer wna
base 8, Sy tl que [BW]= W. En consecuencia, card (8, )s card(x,),
de donde dim fw) < Lim(v).

Cambiando fos papeles Ae WJ v o aplicando todo el ratonamiento
esjn'mr‘olo, es facl comprendec que oblendremos Adim (V)< dim (W), for
o fanto, Kene que Ser Aim (V) = dim (W), c. 9. A,




5).* da condicion es fambren 5uﬁ‘cz'em‘-e 9 /b,cus 8.
_{:ufon?éﬂﬂ’-ﬂ fere dém (V) = dim (W), bas fara entorces
efegfr sendas 54535 -é/e.s como !

8, cV J Bv:{"o Vg +==s Vn}

B,cw I 3w:{w,,wz,...,u/,,f
(7, aplicando ¢/ feanema anferwr, deducimos gue existhe una g S0~
o term d/‘-‘ca.cwﬁ bnea!l f Vo Ar/;ue

tYveB8, = Flv)=w€8,

.cg)rcha aff..ca,cwn asecia of elemento xXeV, tad ;u_e e E vy

: n
con e/ elements yéﬁ/, ! M J: Eq«w; 3 ‘7 W ceversa, e -
: éxq

: -1 . .
diante ¥ , gue fam bien €s _una d/&‘ca.z_ion. as!, pues, s:‘;‘aj
| £ < af(;cacobnes, entonces £ es .wuna é.,'?ecq'o,’, (ver feorema ,‘f
Juiente). c. 7.4

TEORIMA- 1
S fin>8 et wina af'kc.a.a-}:;l b FiB>A es wna a}b&‘cac)o;g
éntonces y‘—d.‘A-bB es una é.:‘};ecda;o.

MBITRACIE: gy i Biyeccidn, £ 428 Hene gue ser ane

J Ev/ecc.ior"lj Lina Saér\eyeccio'a. Lomo f.-;l-r.é' es wna ,‘,:;,eg
_ eron | entoneas b!a’,qt €A = .;f(a‘);é ,féaa), Fero 5, a /be.sarc/c
ser fnyecc:c—bf'i, Suponemes gue Fa,,a,e A fal que fla)-fa,)=b€8,
| entonces se tenduia gue £05) ={a,,a,}, contra e/ Su,pues/oafe gue £~/
sea aPL‘caz:fo;:. For (o fanto, es fnjecc;o;?.

Como, por ofra /mr:‘e, LA B fene que ser s:;ém;eca‘or’r, enfonces
- VbeB = HaecA tal Que b= fla). Ello es obuo ,en Lista c&gaz 2

B4 es af,-[(caa‘o;r. c. q. A.



