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Sinopsis

Tema 8... Movimiento de coordenadas en E-2-oxy.

Transformaciones isométricas. Figura geométrica. Figura propia. Figura impropia. Transformacién
geométrica. Isometria. Transformacion isométrica. Isometrias directas. Isometrias inversas (pdgina 1).

Angulo de giro. Giro horario o negativo. Giro antihorario o positivo. Isometria directa. Isometria in-
versa (axial) (pdgina 2).

Giro. Simetria central (pdgina 3).

Traslacién. Composicién de transformaciones. Composicion de un giro y una traslacién (pdgina 4).

Isometrizacién directa de coordenadas. Isometrizacion directa de coordenadas cartesianas ortonor-
males. Férmulas o funciones del cambio de coordenadas (pagina 5).

Paralelismo y convergencia de rectas en E-2-oxy. Paralelismo de rectas transformadas mediante
traslacién. Teoremas 1y 2 (pagina 6).

Ecuaciones o férmulas del cambio de coordenadas ortonormales debido a traslacién de ejes coorde-
nados. Ecuaciones o férmulas del cambio de coordenadas ortonormales debido a un giro de ejes coordena-
dos (pdgina 7).

Simetrizacion directa, movimiento directo o movimiento de los ejes coordenados (pdgina 8).

Ecuaciones o férmulas del movimiento de ejes coordenados. Traslacién nula. Giro nulo. Giro por tras-
lacion. Traslacion por giro. Componentes de un punto en un movimiento de ejes (pagina 9).
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Cinematica fenserial.
T ema f .
( Mo miento de Cosrdenadas en £ ) ;

r ﬁ' rans #rmae-u’ones (Some fn'caD
Apartado-1.
Se llama FIGurRA GEOMETRICA ,a/ana a tedo suéconjanh £ Ao

| puntes cdel plano carfesiane E;g,-
|
{ Cuande F 3% E;‘y, Se dird que F es CE)

% waa FIGURA PROPIA Ae E;"*:V/, pere 5S¢

5 F= E:'J, se dira que £ e5 una FIGUR]
| IMPROPIA de £,°Y

Siendo F, wna figurn de £,°Y, es posiblle establecer una 4i-
eccion §: F,—>F, ;siendo £ ot fgura de £, tal gue VPER

existe un unico punte P, € F, faf gue & (@)= sy viceverse:
q
e, o
-—5—#%
0 »
Toda G{yeccia;) de este ﬁ}oo, B, recibe ef nombre de TRANSFOR-

MACION GEOMETRICA en £, donde:
E:F—F (At'yeccia‘n o(ch'fa)

Iol

Fp= 5(5)
_é 5. F —F, [é;jecc.io'n cnversa)
(6 )

Una Transfermacion jeome'hica G en E°Y se llamara 1SOME-
TRIA (o TRANSFORMACON ISOMETRICA )en E,°Y cuands B conser-
va las distancias (invaranza de las distancias ); es decir, una
Tmnqﬁrmac:ah m:F~>F es una ISOMETRIA ecwande b’e,@eﬁ;
se cumple:  dist (P,,F, )= dist [m(7), »(5)].

las [sometras Planas pueclen ser de 3 #ipos : Traslaciones, g¢-
ros y simefaas. A su vea, las Simetnas /bu.ec(en ser e 2 fipes .
| centrales (con nspegfo a wn punto) y axiales (con respecto a ten
(g/'e o récta). a(a.s tras/aciones Y los girns se censicleran (SoME-
| TR/AS DIRECTAS, en fants gue las Simetnas se consideran 50~

iNIE?‘E?{’#IS' INVERSA‘S,_a ezce{ocz'arn de las Centrales,

|



Apartado-2. 2,
Se lama ANGULO DE GIRo, o= ang (A,8,¢), en on'f
a fedo dlyu{n debinido per 3 punios acolineales 4,8, C € £ “}
E-Jfa/e.s gue /a semirrecta A8 define uro de los fadas de « y /a
?%s'emfrrec/d Bc detine ¢l otro lade de o, con B como verhee de
?¢, siendo PpsiJ-fw o antihorarie (Conytrat‘c..u al movimiento de las
-?mqnecf°/fas‘ Aer ttn re/o/') dreho jirﬁ, desde A8 /{acr‘a Bc:
y €
+ P

g.l_ ¥

Obviiamente, el gére
~de AB hacia BC ?uecfﬁ I} x Bz
tener 2 sentidos ifertnies Kz spaestos, denotan -
-_cfose ot afjim }ba.sh‘z“w o antihorario g & a:/‘?r‘m /?L?ja#w v fo-

Farie ! e C
! 7’

ﬁes/be't‘anq/u /4 si‘yuiem‘e ﬂoﬁtc?a‘h 5 o Fi {N"'l

[z 2m=-«
! « = a-21 = «a*-21
Se cump{e, tindentemente:
' dz=adtz 1w & oz at = |a
¥=x*F W & |x*|#|a"]
~ Ademas, fenemos:
: an_ryﬂl,ﬁ,(‘): =zl &> anjﬁ‘,g,ﬂ):ﬁzéﬁ-d+=—(0(-)-7“"‘-‘

A‘par!‘ac{o

_e lina /Somev‘nq Directa A (traslaceob o J‘;fb) conserva [as distfancias
'..7 los anj,u,&;s de giro. Por fanfo, si A:Fy 2 F es wna /sometra direc-
ulﬂ en Ezm’-g, entonces

%i FaBe¥ = dist(A8)= distfam,as(8)]
Ycoer = dist(cd)= dist[8'), 47" (v)]

| p"A;B,ceF; > ang (A,8B,¢) = anj[A(A),A(B),A(c)]

¥o,6,Fes, > ay (2.EF) = ang [87(2), 87 (€), 87 (F)]

-



s & 4()
Belotl ——\ o
I ey {.,_of.f’r N
.A A-{ :»""'-".A (C)
A(4)
bl {{

£n Caméioj Aena /.Som\?#na /nu-er.sa ('ax:‘al) conser® /as c&‘sf-cm-

clas pero inviecte el dnj.u.(o de‘ffm: v £ E

Va 8¢t = dist(n,z)-dist v, v ()]

Ve pe F, = dist(cd)=dxstf(v="(c),v~"(p)]
VA,B,CG‘F’, = ang (A,B,c) = - a,y[l?(#), v(8), ()]
Voe Fer, » ang (D E,F)= -anj[l?"(b), v-'(E), V"’(F)]

< 3 F(C)
23 — o
/o;p‘t E’ i
A s ; %\ -1 ’ l'_.c.f". V(H-)
oo u_—/ ¢ [
3 “'\:} .l:r =
B v(8)
4
o)

Apartado-4.

Siendo F, uina #f“m de E;X-y g séende F .un ﬁumﬁ arbifrane de
%0“5‘, se llama GiR6 de centro P am/:d‘#ud o de F, 18 se denota
J;d(ﬁ)} a la ﬁj.um £, de Eza"y?wz se obtiene fransformando £, me
Aiante ]:, de fal manem gue cada punte de £ se obtiene hacien-
do girar en sentido pesitive o antitorario cada funv‘o HEF, un arco

de ¢ renc’, ' ; o &
e cireunferencia de radeo PGJJ Anfu.lo /,_,_A_‘.\XP (®)
s fN
Y / / ~
; m~_ \\
In caso /baryLr'm/Qf‘ de y:‘ro, { /o( \ \

s t J A
en ef gue =T, se obfiene c}p/f- [ P 1 @
cando la denominada SimeTria o e "
CENTRAL 45[, siendo F, wna Yoy P

: ’gj,um e E;xjj siende P un
Pun-fo arbitrario de Ezox_y) wna  Simefaa Central de contro P de &,
. cueal se denota {P (F), es «wna nueva frgum E de E;x_y cocnel~

| dente con la transormacion de F, mediante =, , de fa/ manera

; gue a cada /Dun-f’o & de £ se le hace corres ponder -e//bapﬁ 7



de F, gue cocnc:c{e con ef extremo del vector f‘/o 4,
206P- 2P OT, con T=5_(9):

. %o
| Dbviamente: -":?’P (©) = y;r(@) T
De donde: = (e)= V:(Fc) -F,.
Apartads -5
- Dadda wng f? ern £, de ELY o un wector hbre {-;E'Zz, se lla-

ma TI?ASZACIGN de v\ecﬁor v e £,y se deno fa 5-- (F), a la B
j.aﬂ: Fy de E j?ue se obhene fmnsfvrmancfo 5, oen ,_ el an-

te Gy, de tal manen ?ue a cade 71-«/2:‘0 G EF, se /e h’ac.e co~
, con /e condicion de gue @7’6‘ V

Ir{ﬂs‘ﬁoncfef el Punf"v Te F

A
J
F, -
i e ™= T2 (4)
L
[ 1 ke

Apactade-6.

Dadas 2 Mnsﬁrn?acaoﬂes (yeame/—ncas cua/esgwerzz Fales gue
—+F; , se flama CDMPD.S‘IC(DJ\/ de las franrns—

Sormaciones T, ‘6},, en e/ sentido de primen ZE,j /u.r_:jo 5:2, a
o transtormacion &= &, (%)< 5,8, que resulta de aplicar &, a £
/oam obtener ¥, a’espaes aff:car &, a f /pafd obtener A

()5 )

i €;=E;°z; :Kz(gd)

" Fn el caso de /a Cam,boé‘fc?oln de wn i:‘m J;dﬁi) -5
./acwn (-- (F) 3 ) cOMmo X f E"' conseran Azs cf:sfana‘a_sy /0_5' Q:I'jc(-
fos de g:ro enfonces :‘zzmé:en lo hace L3 °J/ 5"(["") Y ademds se

icum,:fe para Fodo PumLo REE; BEEf y Rek /o s;ju:em‘e

l[

E:ﬁ-—ba j E:Z.'

AN hs =



p b7 b

,-———-E;-—-—‘—-.a-%

- Puesto gue, de una manem jm',a‘ca. es:

Es decir:
' B dongdes o
| Rl 5 %7K
| FBL g B
f Por lo gue: Ly o J;,,( J/E’“o | F-;;%e ’
SRR ke A = 8B (R)] | PRV

. 0 sea:

| Er [ (F)] = R = 8,7 [By (F)]
/SOrneﬂ‘rFZa.cEc;n direcfa de CD«D(‘G@@
| Apartade -1

£En cierfas condiciones, mas o menaS

4

i' Frecuentes, se hace convemente utiliZar 2
sistemas de coordenadas carfesianas or-
dpnormales / de eje.s Peqbencﬁw& reS entee P
$C g Sometides a wna misma wunidad

de medida o= 1) Oxy o Pufp , fal que oD: 0{7-’39«% sienda &
‘una isomedazacion dirccta de la ]—‘:ju_m Ixy de £, —7 hacia la é’j«fd
.7 de 520{7 Bor lo dicho anterormente, D= E“ 0(}’ J’ Z;; , Con oPEY.

&ufa /pum’v Qt’:‘ E;-y pesee Je*erm: na.Jd‘s coorr:{frucﬁ:zs égo e/s:sz‘fmw




]
!

j faméien:

éﬁxj | j ofrus a:orc:{ena.cla\s‘ Jt‘&f\?ﬂ/‘es écyu el sistema lg’(ﬁ 6.

Osea:  coord (a?) # cooraf(@)R,
&s deci
;55 e mm/(% = coord(Qpy > Ory =Pup

sJ
Dt’ ofra Mmanera exfresac/o

coord (@), -[49‘,0,) Lo BT

mra(a)p,,,; = (0, Gs) € #?
 (008y):(0,.9) & 0xy= Paf
Osy # Fag > (@r,8y) # (Gu, @a) '

Ademas  es necesano conocer el modo ole pasar de caard(@)
2 Caoﬂ/(@)mw a fn de gue un problema Fém#ea«:’a on £ 0")’5@1
Atraducible a E, ©, 0 ticeversa. Por ende, se rguicre fncan:lﬂ:!r"
65 valores numérices de fas Formulas o ﬁtnaanes

Q.( = f (‘?x; ay)
0/& -j [@u 09)

B = A(@“, f?/g)
By = k(Qu, Gs) -

Apartado- 2

Dos rectas cu.a/es?_'tuera £ ﬂCE,_og estin necesan amente vincu-

éu{a.s enhe s por una, y solo una, de las Z relaciones 5{7:&:8}97'&5‘

A).~ £ ”f ﬁfaal’cﬂw{ e pam lelismo),

2)- £ 48, (convergencia en un punto o nofam/eﬁsma)
ﬂ/wm bien, cualesquiert 2 rectas c:onue;yemle_s £..0, CE %Y eshan ne
casarmmenff vineuwlados entre sc f.or UrE, 4 solo .una, de s 2 reétcm—

188 ’gu;eq@s: A-pLe ortvgonalided o pe ‘cufaridad ). |
N AL A J #

J).-_ﬁ T (no/ber)be:acacukrz"c{acf A aéﬂaadaa’)
TEOREMA-1: :
Toda fraslacion Z"’ de wna recta f Cfa‘yo&l como rESu./a/aJo otra
recta Z—(j,) =0 cElY, fal que AR A
DEMOSTRACIoN:

&fﬂnjamos Foul 5 'H’fz , cen lo que, como se muestra en la SI‘JCL(\eﬂ =
*e ﬁ“fara) existe wn punto E €E2°‘5' bacia €/ gue convergen am bas rec-



tas, for dicha razon, g} (P;)éﬁ , en
contra e la propia de frnicion de
. Traslacion , .(u,?o, entonces, no gu,eala
mas remedco gue ad ymitir gue £ Y

@ Np Soent Conwer ~em1195, és afea‘r, e
£ 7 7

es ¢ ”fz , c.g.a[,
- TEOREMA-2: I
Teda traslacion B3 de los ejes coor- Pia 5,
denadeos orfonormales Ox\y de EZN-‘/ Ada s ' i
como resultado otm sisterma de efes coor- |7 .y
denados orfonormales Pufp de E ;"3 , tal
que x| P Y Oy | B8, con V=cl [07’)
0STRACIoN:
_‘ DEM ° rolario del teoréma anterior:
: ﬂmrfufo -3. A lﬁ’
' En la #j.u.m de éz dewcha se AEne 034.---.--..._-.--— . @
Cun punte O£ 4 QeE]™ fal que )
. cl(08) = cl(27) @ o (F3) 0 |
._ Je cfanc/e, en f o, Py q-— “;;’- -,‘:']tp [P
i o -l el / )
| c‘om/ofacp)z- comp /ﬂP)@ comp (P@) ,:, - »
.. r[ e e #Q j{r : o
Rl Ly Cam/af04))=[¢,,, 4‘3;) ol P O X

comp /a'ﬁ) (5, Py)
comp (P6) = (@ F,, &)= (Cu, @n)

De donde se oblienern /as ecuaciones o /fb;-mu,/as a/e/caméia e
Ecoordfzzadas Ortonormales mediante frasltcion 5"; de 5[&5 o0 rde-
pades, 2 saber:

0:(:@!—‘9!‘ "'&’0.(*8
T <)
4)(3 = QJ fy @_y = @ﬁ * @
/gparfac{a Ay
| /%
En la ﬁyum de fa dere-
'dm, se fiene un /bumlo PGE"{V

Y PeEO"’g tal gue Dufi= J"OKOxy))
‘7 aJemaS‘

KZE <68, @ F, 7 =08,@ (-2F,)

De a(onde

comp (07.) = comp (0F, )@ comp (- )




=y

2 (B 0) @ (BB, 0) = (2 cash, )@ (50| G5, o) = 2.
= (&wsa,a)@ﬁ-% senb,0) = (2, Cosé-gsvn o, o).

De donde:

. (@,0)-:[:3 cosé—% send, 0)
; Bo=fycosO-f1send.
Taméien :

 De donde:

— — ——
yp:o@J@P '

conp (65,) = comp (9735) @ comp (P35 -
= (0,Pyy) ® (2, Fy-Pyy)= (0,8, 5m8)& (6, cosd- [FF]):
=(0, P, s2a8)@® [0, § cos &) = (0, £ send +5 cos )

(0,7,) = (0,L5en0 + 7 eo5 8)

By=FLsenb+Fcasl

Y de a gm se oé-kenen tas Lcuaciones c{e/ Cambio e oordenadas
Orfonormales causadas Por un Ju'o }’ e los yes coordenadas r
fonormales:

De donde:

@ Be=F cosb - .s"e.n o
P P sené -H" cos &
Por ot parte, fomana’a como m;fenenc::a esfas €cuaciones @, ob-

nemos. -
fe ﬁ’ =€cw(.'2#—9)-—-8, .s’l'.’n&?r—é): e,cos‘f-e)-ﬁﬂﬁ(:e):

=FPeos - (.S'ené) Pco.sée—&:ené’
B=F, sen(2m-8)+ st@’n—&) P senCO) +5 cos(-8) =
=Ff( S‘rnﬁﬁf” 056 = hﬂ’mé’*@ cos O,

Es decir:
5 qear B = B wsO+Fsend
{.%_- -Ff,senB-Fg s 8
_,_{partaa’o«f

Ura SIMETRIEACION DIRECTA @:}D o fraslacion , o gre Y fras/acion 2
o viceversa) de los ¢es coordenades Orfinormales famébien recibe of
nombre de MovimMENTD DIRECTD (o simplemente Maw'MiEw) DE [loS

EJES CoORDEMADOS, denotdndose r (0xy)= Pef. De acuecelo con of

af:arfaafo-—s de [z pdgina 4: 7/09):&_;@“9’%9(0{7):
m(0xy) =8, ° (PAu)* B5 (1) = Pap.

9 (0xg)= 83 (020) o, (Dey) = £, (Pwe)s Bz (0ry) = Pufp
0 e m (Ory)= &7 [J;sﬂ’*y)]r J;Q[é';; (C’xy)J = Pafi.

7;1111 é?eke;‘! .
D\? dana/e.‘




Apartado-6,
Stendo O an lbcur/o cua/yuiflu de//a/ano car#es&zna, /a/ ?ae:

Comp /@)p = (Gr. é}') g comp (@Pzw = (@-" 6)“’)
Pew= G (00y) | 7= d (65).

 Tendremos {;,,,fa.c!a—.? payuut £, G): Q Q. +P
| {x’ ¢ S

@y = @W*P

For ofra /ar:‘e, para
&f = J’ (Pwz)
X ,’ Tendremes faloarl‘ao(o - /:a';-‘na
I ! g & :
0 p; A, % §z = §), cos & - 4'7,351‘09
{4)., @, 508 + (), cos 6
. De donde :

Go= 82+ =6 cosO-Gsenb+ F,
X {@Jz@w+@=‘ﬁ,sen9+0ﬁ@59+@

0 sea:
@{@,s Qeosb-Gysen6 + £
Q}' =Q$en9+@,‘cosé f—F_’y

Oy . ..] L

Apartado.
| Se (lama TRASLACION NULA, Z’-;, a /a que r‘:ene como vector de fras-
fa.c:aﬂ e/ vector nulo OG‘V‘ . Evidentemente, Z'- (Oxy) ﬂxy, y o€ lla-

ma GIRO NULD de centm PE £, & , al jn—a f que Lrene por dﬂya/o

i Ewden
e gree De0. Eviderfimante, peest 0 o s g,



Lina Tras/écion B’-e-{ﬂxy) Pcrﬂ €S en mevimient 40.
7 (0xy) = Paj8 fal que J’a J’ Es decir
,' %{"‘]) g-. ot (00y) = &y (0xg) = PupB.
b Un gire ﬂxy) OxfB es .un motnmiento o A (Oxy) = O3 ta/

ue ¥ =35 P (0= B ol oey) = % 0my) = 0p.

! Por canstjwenfe en fodo case un MOU:'M(EN?D de /as /65 Gor
denades Ox ky siempre es un giro per una Fraslacien (es decis, yna

fraslacion J'\‘-’ded de un gim ) & una fraslacien por un gir (o sea,

a un giro se o de una traslacien) :

(09 = T3 [1,°(0xy)] = £°[ &5 (ox4)] = Pecp

Notacion:
Gl )= Gire r por -fra_r/acmn , 0 compos:cmn de fraslacion sgyurd’a

de gire. J’ e &y (oxy) = Pap.

2)- Traslacion f"" j:m , 0 comPasm)oa de un gire Sequido de
una Traslacién: &y 0%9( 0:}) Fa /.

Siende e E:y_y 4361‘.; ,"', se cum/a{e lo S'Jazenfe (e acuerdo

con ef afdri‘na'a-é' de la pa;jinet anterior, @) £
comp (@)axy = (&, 0y)= (Qcos6-Gsen6+R, , §), 5¢n8+G) cos 94@)‘%6.

{




