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C‘inemé#ca tensorial. L.
Tema 9.
(P-espacio vectoral V‘_g).

(/ﬂ troducei o'nj.
A{parfa:/o—f.
. Svende P un punto cualguiera del Espacie Grtesiano Tridimen-
;Sc‘onal E;”’! N/ scendo 8,1 y: < £ ;’“’z sendas rectas que estfan con
fenidas endlicho espacio, las cuales se corfan en ef punto PEEST]
Pu.edln suceder 2 casos mutuamente excluyentes entre sc:
"~ 2)~ Jue ambas Netas sean Per?peno&‘cu/aaes entre s'r.", b cual
se denofa § L ¢, , en cuyo Caso se dice gue ambas rectas
Son RECTAS oFRTOGONALES.
2)- Jue ambas recias sean oblicuas entre SC, lo cual se denota
S L £y, en cayo case se dice gue ambéas rctas Son RECTAS
, HETEROGONALES.
' Apactads- 2
e llama S5iSTEMA 0RTOGONAL DE COORDENADAS TRIDIMEA/ELO ~
NALES a wuna ferna ordenada (Or, Oy, 02) gue representa a-
s 3 ses 8 rectas del sclema Dy 2, dornde cada ﬁ‘e es or
: /ojona/ (/Dea?ena&‘cular) @ los otros des y clonde +fodos frenea
wn tinico /(mn#o coma'n, 0€E3”7% (z/ onjep oe coarufenaa(as),-

0:!_]_03,‘ OX_LOZ; OJ.LOZ
01{]03-.-0)!(]0!:0"/]0!=01n03ﬂ02=0~

— ,0 3
¥ Cualquier f;u.n-/—o Pe Esomfz ?weola Per)lzc/-umen{e de-

_-f\.'rminaal.o o reterenciado en

| (0#, 05: 0!)C EBmuti me‘ﬁam‘e z* ======= SRR
las coordenadas del mismo : ,;'_'.,F}_‘ - _HHP’,f
! g
; : -
“"’"E(P)M%: (e Py R )e R § E EP
: p:: ;) : ,’L‘j
. Rpartade- 3. i i) N,

. Un SISTEMB HETEROGONAL DE COOR- x
{ DENADAS TRIDIMENSIONALES o5 wuna terna (Pa,P3, Py) de 3 <jes o



rectas no orr‘ajana/es entre st (es decir, donde a/ me- <.
- nos 2 cle ellas son ée;‘emjana/es entre sC) gue poseen

un, y solo un, punto comin PE f_;x"; (brfy\?n de coordenades):

! rz,i
4 o
Yy

P.NE3 = Pu 1Py = PB(IPY= P (N1 A3(1PY = P.

oxy 2

x

Cualguier punto Q€ E,y fu.ede ser ferﬂcl"amenh referen-
ciado en (B, PB,PH) C £ per:
coonl(@Jamﬂ = (0,“%: @) 65’3

Coo"d(@)pd(gy = [0-{: 0/;:0&)623
(@:,0y,0.) # (@ Gy @)

4paffa¢/o—4.
S lama PARALELOGPAMO a +odo cuadnla ter gue consta de fa-
‘dos opuestos (es dacir, par de lades gue carecen e verkces comu

% n'es) {7444/8:} Pam/xo/os entre SC: 2

Se lfama PARALELEPIPEDO a a
fodo ceerpo yepme’ trico trdimensional limifads per € caras p/a-
~nas gue sen /oam/e/gfaznas ipuales 2 a 2, fa/ geee las caras

gofaue.sfus [es decir, Par de caras pfbu.esn‘as o Sin m‘lﬁu'n vertee co-
m:.;a) son :yua/es :

Excepcional mente, se .
 flama PARALELEPIPEDC RECTO a fodo parale /e,w;oec/a cuyos afoya-
los de los /oam/e/aymma.s de sus caras son todos rectos:

L~

—

Y, ex cepc}ona./m enfe,

se llama [UBO o EXAEDRO a ague/ ﬁam(e/epc'/oedo recto cuyas ca
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;ms son fodas ¢ s ( cuac/ma(as):

Apartade-5.
 £s posible proporer uh SISTEMA CURVILINEO DE COORDENADAS
TRIDIMENSCONALES (Ferna de ¢/es curvilineocs), con un selo punto
- Pe E;’ﬂ en comun:

: 'Hf L g

- Donde rige, en este caso, la REGLA DEL PARALELEPIPEDO pars fas
coordenadas de cua/?aier punto @e£3"“5' 2, Y lamands J al sis.
fema (4,,4,,1{,) de coordenadas cure 6'necz5, resulta .
Coard(@)ﬂxyz- + coord [0)11

<t eméaga.' coord (@), = coorJ[O)H

siendo H = (H,,He,Hy) el sistema /:en‘e/b‘yana/ cuyos 7'93 coor-
' denados contienen a las 3 arstas del paralelepipede gue con-
vergen en e/;mmlp Pe E;"Vz [omyen de o).

Apartade-6.

dos Sistemas dr-/-o‘yana/es puecfen a(:'}—oeri‘r‘ en la émji/ad' de las
unidades de medida gue se fomen para cada ge, por lo Que se
Aace necesane contar con un sisterma ork:jona/ cuyas un ida -
des de medida sean idenkicas pam fos 3 efes; g A «n fal srs-
fema se le flama SISTEMA DE EIES ORTDNORMALES, donde:

A’nj(ﬂa') = '&{lj (003) = '&onj [0(!!)
3 .




{ Traslaciones))

;_drparfado—f.

41

. Unma traslacion Ey, de vector Féfés en f_;‘red en caa/?uief $es
fema ﬁer‘vnﬁond -%p'(ﬁ 7 es wna 'fr'ansﬁrmac;o‘n isemetnia directa
?ue vineula lo fogurm espacial F, (can/'um‘a de puntos de/ es/oaq,’o
53”"'9 con ofra G e.rfada/ K identica o :}aa. a /a F:

Bz F, —F

%sucediendo Que E; <8 ura E{‘yecc:p'n enhe con/'un#vs de ,om?(-as e
a 530!{? ?u,e cConserust A.r distancias los a’n‘ju/os e J:"rb , €s c(eca't;
ff?u.c Ya,BeF, = dist(AB)=dist[Esch), 5‘;(8)]

Talque: B3 (a),8;(8) € .

iy fdm wa/esg,u:‘er 4,5,(.‘ EF, se fene:

ang (4,8,6) = ang [K; ), &2 (8), 3.}‘(0),7

A‘parfac{o- <.

Tal que :

S

j contp { 4?9)0;:3 , ¥ comp (. A*B)

1

— o
Como [ Eguipolencia de cualesguier par de vectores A8,CDE l{fs en
5;‘?2 egw‘mfe a la froslacion By : AB —»CD , & viceversa, es dec'r
- E;-‘ EB —rA_é, c{anc(e Se conservan las camfonem‘es:
5‘; (AB) =c¢D = ComP(A-.B).-. comp [c-.B)
£ntonces, por lo dicho en ef apacfodo anterior, Fendremos
| (B :Ch > {CMP O g = onp E2 gy

C"”’P(Ag)pdﬂ; = comp (C%)&‘ﬁf

Pagy




Apartade-3. 5
 So debine la RECTA VECTORIAL de vechor fyo V=ABEY,’,

en 5:-3“7": como un .Suéconjumto de puntos f;CEf"’gw paeden
penerse en éiyecca‘o'n con los exhremos de los vectores iecl'/o'.s rde V;

fal gue reR:

$y = {PeE)" | 4P =rAB=rVe 15.3 |¢=4BeV)’) rerf.

@
ad

3@'5 camente:

Lo

-y 3
E/ vector V:ABE% S
denomina VECTIR DIRECTOR dle
/a recta peciorial JD;. c %”7?

Apan‘aJd-4.

" los VECTORES TRIDIMENSIONALES o ESPACIALES (represea fables
“en E;""') pueden ser FloS (anclados en un punte PGE;""J o &/-
BRES (clases de ggw‘/ooienca‘a de vectores ﬁjos egw}oo/en/es entre
st o de ::?aa.fe: mn’bonenl-!s). Los vectores ﬂ]&s en £ *Paaden Ser
DE DESPLAZAMIENTD ( que wnen Pum‘ns arbifraros cua(esg_w'd’/u'ds
E™Y?) o BE Posicion ( que unen el centro de coordenadas 0€£;°°t°
con 0bo punte cualguiers PEET , siende 0€E™* ef origen dle dii-
 cho vector g PEEP? su echemo). los vectores de desplazam. pueden ser
%coquALES ( perﬁ.'necien'fes a la misma recta veclon‘a/) o ACOLINEA -
LES (pertenecientes o diferentes rectas vectoriales), dos vectores cle

: /oose‘c}o'n tambien pueden ser colineales y acolineales.

| Se dii que 2 vechres Lyos de ESM pon VECTORES COPLANARICS
w.analo exigte un pfano we E;‘” gae conkiene a amébos e S faf
P{am o exiske enbonces dichos vectores se llaman ACOPLANGRIOS,
;.(os preclores cof/ana nes c{e.%“"}pucdm ser PARALELDS (camd'a
J‘us respectivas rectas nectviales no fienen 'nmguﬂ pante comun,

| o bien cugndo dt'_cbm- rectas @_}pcfda_n)_o,QQALQERGENTES- (-Ctldﬂdl’

Sus respechivas reclas vectoriales posean un unico punto eomun).

Em'd'fn'/'emem‘e) /os ch-vfes acp}bl’andnbs carecen r.:{e ‘fodfo purn‘o

comu;a j , Sin eméargo, noe son Pam(ﬁ'/os (a/ no ser coftétndn'as).



EPEPE s phiton R MLALE. RN, ¢ Mmoo b e e e b p T

.: lqparfﬂt(o—S. §.
 Dos vectores twdimensionales »e:]&-s j /bam/e/os, pueden

ser Egm’f:o/enfe.s o no. Serdn EQUIPO LENTES cuando posean las
.mismas componentes, esh es, cuando fenjan modulos de la
misma /onjr'#ud 9 del mismo sentido; pero si di Feren en “(7“"
‘na de estas dos carncteristicas (4 /a;y:‘:‘uJ o :enirﬂtﬂ no serdn E-
K2 Polen-/-es.

 Apactado-é.

| Se dird que 2 rectas vecloriales g, $ ESY? son PARALELAS
euando son coplanadas y no fienen ningun punte comen, o bien
euando f, =8 (excefca‘onsa/mem‘e). Ahora bien, cu.aa:(o decimes
. gue 2 neclores U, wWe lp sen PARALELOS (en £;°70" 6 cualguier
%M’) caande Frewl i/ gue comp(l}'):: Comp [P'EI—), entonces fam-
bien se Ibuecfe aficmar gque 2 rectas vectoriales p,, $c E,“rz
i.G“on PARALELAS cuasdo todo wector ﬁ‘/b de /a /On'mem es /bamé.'-
/o a bode weclor ﬁ:;;a e At .reycmc‘d, J neewrersa -

i

—_—
»
k
B
~
Y
o

tamle wwe

.

ammef -=

1

)
1
A
1
»
1

ety o

1

! Apartudo -7.
g las rectas pacalelas en £V 5o pueden clasifrcar en confuntos
de rechas de E; '“fz’ denomindndose HAZ de rectas fﬂa{ehg cfe a%m?""
- al Subcon/'unh: formadey por fodas aguellas rectas de E;"‘Ytg‘ue Sos
parnlelas entre S ; y esto induce wna Clasificacion o Particion en
£ mediante la relacion de partleliamo de rectas (1), de fal ma-
Ef nem gue ef canjtm#o cociente %“ﬁ“ es e con/'unf'l’ formado pPer
;deos los Haces de rectas para(e{ds del esprceo E;" A

1 Como tbs veclores [bres de VLS son clases de Vectores -ﬁ)as qua/e-
/os, del mismo seatide j con r:fa.q/ /ondr'i‘w:f de! mén’ufa, entfonces /[t
relacion de e$w'/ao/ene,u'z ~ es mas Foa que /a || en i:';"'apam
;\Mc_ﬁu_s vectoriales, pues ~ establece una suvb-clasi Frecacion de recte-



res ﬂ'/'os dentro de cada Haz de rectas /bam/e/a.s, Por :z,-

jé"“”*” card (57 ) ¢ eardl %2)

A partado-&.

g Dade un cuerpo o ﬂy.unt tridimensional (conjunts dfe puntes
de EF1?) E CE? ¢ wun vechr Pel’, se llame TRASLAC ON

P

de vecter ¥ de E 5 deno tandose E-'; (6), a la ﬁy_u,a f CEsoxf??ue
se obtiene fransformamdo F;, en B mediante 3, de tal manerz

.- ?ae cada Pun/‘n eF, fene su cormsfronc(;enfp ‘:‘r-ecﬁmmenﬂ’ en
TeF,, fal que GTecd(GT)=Vel] :

‘ Fﬁ, 3
: -

£ ™ .

* 4 g o
1 "-ll[u[‘,’

/7 ~
x

Se obhenen los mismos resuliados en cualguier scsfema ﬁe:‘em‘ya-
mt/ S AL

TRz f + %7 (F) =8;(%)
Ay &

Pasy
By

Por le fanto, se dice gque una trasflacion B;‘ de urn vector ﬂ/o A:é
da como resultndo Una Emajen K'-; (4.3) egwpfem‘e a A-é en %""I*
y en .S;Pdﬁi‘) y se Pugde de finse la Egm'/oo/enca'a- como una funcion
fraslacion del veclor pesicien o representante canbnico de una de-
ferminada clase de eg‘adua/ena}t de ‘.ff?/w g VLS, en donde cada
elemento de dicha clase sera imagen de dicho vector /Jps:a,b};
mediante & v

(Golinealidad).

Apartado-1.

' Un SISTEMA PRTOMORMAL de coordenadas es,pam”q/es /a Friclymen -
Swnales) es un #rio de rectas am‘ojonaz”es [/ggrpena&"w/anes entre
55),gu.e denotartmes (0xy2),,incluidas en el espacio ewclidiano

EJ' Eindenfemenie (axya),, €S un aonjuﬂuﬂo Ae Purﬁ‘os e fj) €3

decir, (pxy2) EEys Ademas , por ser Ortonormal, (Oxy 2)  fieae ar.-(/},_{
drcada a msma wunidad de medida oU para cada une de (o5 ges:




-!ong (eu) = &'y (ou,) = énj (ody) = éoly (ou, ) =4 g,

As, pues, £, (e.s'fa.aio euclidia-

4
no ordinano), al ser referenciado (en ca-
Ug da wno de sus puntos ) por un subcon-
jum‘o (oxyz), del mismo, se corvierfe
0 1!_, >4 en @;’W'z , esto es, en e/ ESPACLO
2 "’ CARTESIAND ORTONORMAL ORMNAR(D (o
Tridimeasional). Caando e/ sistema

de -CJ-QS [dltl(i‘)c E; no es Ortonormaf sino selo ORTOGoNAL
¥ porgue al menos uno Ae les e‘/‘es rene diferente unidad de

medida gue los otrs dos, aungue los fres sor fe:;aenab‘cu/am
entre sf) , se denota (o:rq’t’)g s peor fjemf/a:

bz
e long lott, ) # Long (08y) # Gong (04
Loag (0u,) # long (0Us )
! 0 u', "y

¥ Je ,nwde considecar @m{z)n come tn caso /éarﬁ'm/ar
e (0#)!2‘)9 , fal gue Aq wnd miEma wunidad metricq part Fodos
fos gjes
Ests fambien se /bueJe expresar wecto rialmente , de la S':jvu;em"!
manera: ~ = -
F ot =[0d|= |0} =41
-EI :'--.- ‘E =7 . 0_5 3'--‘:
(0:1%),, Mgky B I Jo T2
Tal gue Z.',f,l? se llaman VEL-
SoRES BAS(COS y sor de sfyno
/ s :J >y Pasi#uv) en @“ﬁ. Es#fs son
% vectores ﬁjas , de posicion. Tam-
g éf‘e;: son considerndos rectores
direclores de las rectas rectoriales de los 9es coordenados .

Por fanto: - = - -3
e ¥ re; 03:!“‘, 5 02::'-/?, [l’Gﬁ.

Ox =
O sea, mas exaclamente:
(ﬂx’)r = /rr ll"’€€}
(2)s = 1T =€ R}
(a;): = {rk ]reﬂj




Los vec(-ones f@ rcp»esem‘aa’os en @mf?adgweren amr. 7

identidad mas concretn y forman e/ cawyunﬁv @ - , es decir,

| &f conjunto de los vectores 44/05 de/ espaceo ora(mamo o fndi-

. mensional dotade de (0xy2),. Fem @3“’" ne es un espaceo

i y-ec-/vna/ orfont)rmaf /bues’ ”m e camf é’ A:t conmuf'a(r‘u\‘alao{ e
é suma de vectores ﬂ/a\s por lo Yanto, @ se denominara

PROESPACLD JECTORIAL ORTONDRMAL 0RDINALD (o fridimenseo -

. . nal) ¥ fodos sas puntos sen asimilades a origenes S/, extremos

f a‘w vectores fr 03.

. Fam gue a/bar#vr de / meSfa.a.o @ orq? Pu.eda obtenerse un

EESPACw VECTORIAL ORTONORMAL 6 RBIN MR @, de vectores b

énes es cmpncsanabéfe catroducer [a relacisn de Eguipo lencia en

@“r"' Paru gue pueda defnicse @ SAPTe

;_ 7 @Oxyz
for ofra parte, A“z gue fener en cuenta gue fodo pusto pé@ B

& un vector f,/o nulo, o sea:
P=FPP=3

y con ello ?u.eald esfablecido Que en @o Yaé fantos vectores

-ﬂ o nulos come elementos o/vunbs frene 6 "", per, ademas, en
d "Ax mas e/emen#as, 7 &sos son fodos é».s vectores 'ﬁ/as no

nu/ps ) con lo cual (ver fema si menle CARDINALIDAD )
camf[@“‘f_] < card[@ "’i]
A"’"‘ ca m{[@""l’f] = card (B x card () X card (R) = carel (R) %
= card (R).

rd,
| Pen: cand [ [ = card (© @ 5 cant(®)
5a gue cada punto de CED;"‘" puede considerarse orgea de

e un vector »470 wn exheme en cwalguier Baanto do @30;? ;

' _AJ "'a‘ r‘l(ﬂ.dlv oxy@

£En efpraes)pacm vectoral orfonermal ordinarc @ , Stendo

(:omes/oom/e en @“'

i o VAP b b
. e g g o AT

- v, W€ P:e fendremos ﬂrpar-fado -6, )oajma 6):
VW€ @;‘?*. viw & Jréﬁ?fcomp(v)r comp (rX).
Y serdn egw‘)oelem‘es cuando [afar-f'adv-S', /:m'ga'na L)
Comp [v):= comp (W)= comp (4 3) = Comp (Fw) | r=2.



- Apartado-J. 1.0,
Hientras gue @:KH es ¢f espacio carfesianc orfoerormal/ ordsaa-
A o tridimensional (es decic, ef espacw euclidianc ordinars £
gJor‘aJo de un sistema referencial OI‘MOIMA./ (éxqi)n 3 EJ’ o"ftes e/
| ESPACIO GARTESIAND 0RTOGONAL ORDINARI® o TRIDIMENSIONAL (es
' decir, Ey dotade de un sistema referencial ortogoral (oxy2),). De
[a misma forma , mienfras @owies e/ proespacio vectorial ortfoner
- mal ordinarnc o fridimensional (es decr, @; M dotado de los rec
" tores unitarios o versores basicos 2',"/', k , pesitves, donde cada
?am‘o es considerado como origen Y/, extreme de un rector ﬁjp) =
LFOM? o5 of PROESPACLO VECTORIAL DRTOGONAL DRDINAR(D § TRI-

3

: -
| DIMENSiONAL (es decir, %”‘"" dotodo de fos versores bdsicos A,

;E’ E.":,posr‘#vns, tales que 2 = rZ, g.-.-sf, = f’?; con 4'5:*6‘?)-'
| I - Sl - el lpr -
Py e ged, Ee
. ra (Ioﬁl'-""fsl-‘-'[om)(
e e I R
' f
] 1 0 = 0 - O
b G,
1 } § e - =i o -.-. -
‘ Az B=s), c=4k
: Ay AT sl et ),
h :' L:_‘fﬂ,J:.‘!B,*:!c)
e B S v S & (om,i)J
-» =¥ g = e

4
| Stende ,:.;mri iin pnes,pa.cio veclorial OH‘DJonaf ordinario, no or
E’Elvnorm‘/ sean D',we@suf@ ., gue 3[[’3 (-ﬁanh . {_;oxya“_
’ mo én @3 x'{f), serk, poc— deﬁ‘m‘c.-‘o'n, en @qu,a:

JreR ( comp (F)ﬂ = comp H)n

. donde hemos hecho!
n= (oxy?), ; 7= (axyz)j

| Por (o tanto, cabe prequntarse se lx misoa clelLnicion dada a
|/ vectores :&“/}s paraleles en @uﬁ es pabida parn 6""‘/"’; esto
|

i
I

| 3"6'9’ comp(l}-?, = comp (J)y

WQMOS.’ (-;-

l]l:/.)n <~ Comf(;}“: comp (r;'/)n {rGE

En consecuescia, si! -
| comp (V) = (Ve, Vy,Va)

) comp (J),. = (W,,Wj,wz)
] Sera :



Ad.
(Y. ¥y, ) = (W, Wy, UG) = (FoVe, FWy, W)

Y como: (-'-',“.{;)f:'{g’ ::ig
v fy R /9
Entonces:
(V,,,\G,V;)'l:(l{,i,!/&j,lflk)n f:fil:f
J= 14 [=1
k:[ﬁl:i
” B o Tl =
(V;:Vyavz)ﬁ-(vx%ﬂfy;;:va% o A-“J"’
B=[8]=1
Cz=(c|=1

q
(W’JWJ'W*)‘, = (F- Vu,i."_y;':'-ﬂ)n —

4 4 B
=), = LWl w2 0 L)

::' O sea: - S J
<. 9.
TEOREMA-{:

§rendo 3',176 Vj tales que v [f:;, entonces se cumf/e

que FreR tfal gue: comp i), = Compé'l;),,

comp (J)j z Comp(r-’, u’b

DEMOSTRACION|:
N Dada en las lineas /bnec.ec’emles.

- TEOREMA-2:
| Srendo U, W€ 1/‘3 Yales Que Vww, entonces se cumple (o

s'g.wtm‘e.' Camp[;J,. = Comp (J),,
SRS TR Gorolanio del feorema anlerior, haciende r=4.

i: ﬁpar{ado-4-

. Mientras Fue f;"fi es e/ es/aceo cartesiano ar-'fujon a! ordinano o
:@3“?365 ef espacie cartesiano ortfonormal ordinavie, @sm/g’r es e/ ESPA-
Cio HETERONGRMAL ORDINARID o TRIDIMENSIONAL /-es decir, &/ o3 pacd

. ewclidiano E, dotado Ao wn sistema M,ﬁerencfa/ de 3 f/'es rocti lingos
:é-ef-emnorma/as (Pa(/&a’)ﬂ o f_’/‘es Af/erajona./@\s‘ con la risima unidad dp




m-ea&'da -155 /ﬁam fodos E//o.s): -f-?d,
Y PUd-:.-bL_ha; PUA» %;P Ilﬁr

F g
-foﬂ? {”;z"d) &j (P—aﬁ) e" )
I'};.,(l =IE1';|=]J),I=1

—.—@ Mientras gue @W&e's e/ eS/baao hete-

rom;'rma/ archncxauo S s s e ESPACIO HE
of TEQOGONAL ORDINARLO © TRIDIMENSIONAL (es
dedir, E, dotade Jde wr sistema retervencial de 3 -tf,jes reed
 neps heterngonales ﬁpa'ﬂdf)j donde a/ menos 2 de ellus poseen
umdades de medida de diferen te /mzis‘#w.{) z

| TEOREMA-3:

Srendo Vo€ U_;,a fales gue W en @
: fo s@udem‘e: C'Dmf [;’,_)n = B (‘l;l?),,
comp (), = comp(i%)g

. Dorde :  g= [Pa'ﬂ‘}??

n= (PA/3Y),

j= DEMOSTRACISN :
|
|

ozy2
, -entonces se c:um/a/c

EFs engornsa y séle la esbozaremos. Farn /br'aéar este
Feorema /;dd Que recurrir a faaslaciones trdimensionales
‘ de para Ke/epxjvedlas sbtenidos a partic e .sgfmen#os recteli
j? nevs coincidentes con las aam/oonenvfes de ug w, efectuan -
| dose dichas Fraslaciones (gue c{\:.'yan imanantes & (as estructwras
%/bam/e/eﬁefealas) desde las wbicaciones de U 7 woen @pw has-
;‘/‘a v oriqen P e [Pof/éy) i /“ffo pasar desde (PaBY), a (_’Pﬂ/SJ')\? ;
‘:7 viceyersa.

| TEOREMA-4:
i. Srendo '::,'Jvhe (43 Lales gue EY, [l w en @M'/i entonces JreR fa/

7

j gue Cam,o ({?),, = Comp fﬁ),, j comp (?& = Com/b (f_’- ;J)f



Dond 42,
T g (P, 5 n=(eaap),

EMOSTR
DM&ST ACIHN: /barv‘rf‘ del Leviemia a)ﬂlgm/" Ffoman dp UN r‘w g(

f_‘f}‘N W, asi wmo Feniendo en cuente efectuar Tras
. /a,a,ones Convenientes e Pam/e/epr/:edo: construides a/Dar-
bir de /as cornespand&em‘szs Cony?onﬁnr‘es

| iﬁar-f‘acfa-—_’f

 Se llama ESPACIO CURVONORMAL ORDINAEID o TRIDIMENSIONAL |

.‘._ @;mm al espacto euclidhano £3 dotade de un sistema Mi’enearcm/
e 3 u‘e/es eurvilinees (6unr), con la misma unidad de mecicla
da (longitud de segmento curvlineo) pam tocos ellos -

n Uwn 7 9 ‘énj(ﬂau) = &0‘7 (Oun) = &ﬂj (0££M)
; { A

u, .
Y 4 se I/ama ESPACIO CURVOGONAL ORDINARIO o IR!-

. DIMENSwNAL, C)77) 5 al espacio £y dotade de un sistema re-
i!frenaa/ de 3 ¢jes curvilineos (OU/?M).? con drlerentes wuni-
; dades de medida parm 2 de ellos af menrvs :

Debideo a lo engerrose gue es ublrzac
¢ cichos sistemas, por las rrreju(ane(da(es yeame-

-Fncas- que presentan, re deben tenerse en cuenta pasa expre-
jsar vectores . Ademas, a la hera do r:anc.eézr Sistemas seferen.
'ciales, la cosa se puede complicar mucho mas cuando introde-
L ei'mos SISTEMAS REFERECIALES
i{UTEﬁ?RuPTbS en donde a/ menos

[:.ma de los x:z/es coordenados s

h

drseontnus:

11 s ° n
| o
j



Por taas{yw'enﬂ', en principio, parm los Fenes Fecricos Ab.
gue fenemos de momente, igneraremes por com/o/efb fos siste.
mas referencialos curviliness (eurvonormales o mrwjana/es)

¢ /fos sistemas m-leﬂupi‘os Sole usaremos sistemas M/mnag
fes rectiliness (ertfogonales y Atﬂ’mﬂpnq/es) , €on /omﬂerenca‘a per
“fos sistemas ortonormales rectiliness (. oxy# ),., "

Apartado-¢.

- e puede considerar a 1{,3 comp wna vanable de un coajum‘a & do
4 elementas -

: 9 B fel @a d'a j

£s deecir:

V cx | xe8.
&= Fax:vfi - VE oyl _ “?‘X Eouri (E ozy)

@ @Joxya= V@"G‘YQ (@ osri)z

o = USAY o (5P

@ P‘Q‘f @;"’99?)3'

' Donde :

.Srendn
| * (E O‘Y*) e{ cory..un'f'o Pmo(uck carf’esrdno oxerEOJ'?t »"%ﬂ"d
do por todes los pares ordenades (P,Q) de puntos PQEE"'?* B
gue corresponden a los onjenes (P _y exhremes (@) e los vec-
tores Lios PQ representades en fz',“"f
'(@3“7‘9! es similar a/ am‘onjr con B QE @Jaﬁ*
e (5P40)? o5 similar, con BQE S
. (@3”"’)’ es similar, cen Prpc@mr
CFor lo tanto:
Wifee: Zej @ cmpl(P)ecomp(F).
. é‘,je@: ¥~_y = cnm,e-('z%)—camp(g)@
! 'V?,ﬁecy? KNJ k=4 aomp(x)-Conr(y)
! -b“x,jé@: vy > Comp(f%:&mpfg)@
.+ Luande 3?,'7'6@ es Fﬂj er &, entonces ?u‘? en €, d’y@
; * Cuandp xw_y en cuafgmer x€ @ , enfonas « """J en fodo x€ .
Taménen
; - Vz,y €E@: %y < Irek | c:omp(u:) = comp (1§ ),
* Cuando % ||y en cualyuier x€& , enf-onces *(g en fodp x€ £,
Y se cumpfe Vwe@ }rGE{ comp (Kl— comp (tg)x 5 con teR.

|



ﬂpar tado - %.

15,
‘ Je dira gue 2 vectores fjos AB C.D 61/ Son VECTORES

couuenass cuande existe wna recta pC £; fal gue A B Cbeg.
Par lo fanto, esto esu:vafe a decir gue fa recta Va:#pna/f__ , ale

Vedpr derechr 48 es :Jw.d/ e /fa rechr vectona/ de, de yecf‘or
drfedor Cb (ver- afan‘uda-.? /baj!ﬂd 5)

B °

do Glinealidad sclo es debiniély para rectores ; oS, no Sien-

b aplicable a vectores lbres porgue los vectores /éne.s' perfe-
ngeen a haces de rectas vecloriales /bara/e/as y noa rectas pecto -
rales aisladas. Ademas /a colinealdad es an case

Y exctpcional de ;Dam/eé.smo en f? Colinealidad Y Eguipolencia
silo se debnen en U2, » ¥ no en " 5 £n cambio, el Paralelismo
as defonible en l{f yen (/,_'3, de (a siquiente manera en %3_

| Lweyt: Viw & JreR|Vorw

0 sea: 2

/San‘- cular

o wy

el VW &> Jrer|comp (V) = comp (ri),

XE = = 16,8, @F

| (ver a,rar-fa.cto an'/enfoﬁ-).
!

* dn dependencia lineal.

L A-p arfodo - 1.

a
i

DOJJC :

ES necesane lore.:::rer o rec/efrur- e/ doncefa/u de REcTA VECID-

RIAL en b} = xe e =fe@®, a“,@f driciendo : Una Recta (octoral

!J’*’ de vector director VE‘V , es un can/unr‘D de uec-fme.s nulos

| P Gl,/f (efuwafem‘e.s a los puntos de £;), con /b PP donde PeE,,
"WF 'V,;"=PP€‘fa,[v:.AB€-'V; = H'r‘effrvrrnB:APer.
0 sex, siendo necesar amenfe concatenades rv o

g s
; VPEf, = 3rv€l/]rv@)o-r‘VIr'GR

Taméa én:

11 ?:}FCV!IP:PPl;réf,rlle‘v@P}
f
l\jruIOC’Cd.mrnI‘f:



A€,

% Apactaco-2
,.. Srendo 0; e/ co-/ud\‘o de fodos fos vecfores nulos de V (es
Jc'c.ar todes los rectores -ﬁ‘/os Cuyes 0nJ'enes " extremos cotne 'den)

;ndm
ii’ertas 0C'fjo|of?“U!

DI“:({G) c!(oo)e",l‘? =¥3 | o€ & } A
for bo tanto, una reci‘q uec{-ma/ emalguiera L | vsl{, e3 un Suf

I nyumle propio de 97
PR prpie & e Vp, [Tely) > £, ¢4 [t O

%
i
;
E

3

ﬂﬁarfn_Jo -3,
_ En 0.‘. halltames 2 -A/pos de tplaciones Jeome{-ncas paa fo oo
 par de rectas vectoriales de Of , a saber:
4)- la CoNCURRENCIA de rectas vectoriales, dciendase, pues,
fue f;’, ,fw < 0_!3 son CONCURRENTES maua’o poseen

'%

r un elemento coman. - 32

| f?nfﬁ:PGO_g. ’

. 2)-da INCONCUKRENCIA de rectas vectoriales, d:aiena’oxe,/wus
fuc f?"f:?" c 0! son [NcCOM CURRENTES cuande no peoseen

"'ﬂjuh elemento comun :
Jr Ny =&

A Sua ne#, (a.s recfa.s U‘ec:-/-ona/e-r ‘Acon currentes Fueden /blfsen..
1Lar o2 -A/ms de relaciones Jeomeh.cq,:

Al- E PARRLELISMO ESTRICTD , d"caend'ose) /pue.s gue las rec-—
fas vechoriales f').,j.. CO# Son ESTRICTAMENTE PAKA-
LeLas cuands ‘Va.,ZGf_,, 12#3 g b’cdef..]c*i
a = M ;- 33 c=7cZe, 4 2D, se verfica

Jrer fcomP(AB_)z comp(er).
Con: ;\—é Ch € U;

2)- £ CRuZAMIENTD, d.c-endo-se pues, gue (as rectas vecto-
ng(es f.,, J’_. Son CRLUZADAS qucfo b’qféef_ !a;ké
g Vc,]&‘f- Ic-.f:d se wn,ﬁcq

[ ——



HeeR | comp (AB)= comp(r CD). A7,

L Apartads-4.
 De la debniceomn de pa alelrsmo de re_s:‘d: wechriales ('Fa('y)-
na anterior) se Jesfrend'e gue, como ABw rch " baste hallar
2 vectores f{/bs eguipolentes Vow pam acﬁ'rmar gue las rec-
fas vectoriales -ﬁ, jf&* Sor /oam/e/a.r en Sentide no estncéo
(gu.e :“na/mfe /a /bos:‘éiﬁ'daal de gue Sea f.v. =Fos )
Stendo l‘?ofB e/ conpunto Lormade por Fodas fas rectas vecto-
" riales gue se ,bu.eJen constrir con los elementvs (puntos) e
| 0;, come la relacion de paralelismo de rectas vechnrales es
wuna relacion e egcdm/ena‘a en PO; , gue c/asi,ﬁ‘ca rectas vec-
tforales (zonjuntos recklineas de iamﬁos) y establece una parti-
aion de conjunto cociente KOf/ , entonces, cada clase asc
debnida serd llamada HAZ de rectas paralelas (rectns vecto~
rales paralelas, mejor diche), denotandose Hz, donde & s
’z.m wersor /aog:‘#wj recter Ll re gue siree como (/ECTBP Dt~
| RECTOR e Hy , un vecter jenén‘ca tal que & = Lfoa)e VL3' con
§03€ l{:, siendo 0l wn rector uaitano lpos:‘!-.‘w f‘yb K recfor posi-
Cion gue Sirve como rep:esenfagi‘e canénico e U € (/;_3. de d'oia’e,
: para cada recta e Hp € EQ; /m.y un elemento de ?-—-d(ﬂdt)
que swrve de vector director de tul rect, y para cada vector
| ﬁJ" de d=cl (ok) Aaj ura recta de Hg a la gue aq’/adf‘mr/e
. fal veclor -ﬂ]& como veckor director, es decir, una 61‘?.9;*::‘0'» en-
; te HZ 4 jt:d(a'&).
. Por obm ﬁgn‘e, s béen la relacion de /Oam/eﬁ‘smo es comp/e/g
" mende fackiéle /64ru reclas wectvriales de JQO;, ro es /ba.-:a‘é/e en
. fre haces de /?Dj'/" » Pues% Qe -/na'a Aai Pam/e/o a ofro ha
' Son realmente !:fad/es. £En cambo, la relacion de v_u..z/dd-l (o a’g
ij%a,/dad () de haces de rectas rectoriales s/ es ded nible en
ROp. Por etro lado, es posble establecer ina relacion e para
felisme entre veclores libres e bi'a, puesto gue 2 vectores (i
éves' fam/e{os en/he Sr.' ‘bued'en -/-'enfr ma'o(.u /o: G{"&”"&s (eﬂ A’_{_’
| 9:’%4‘) » Ibu-edé’n ser an#para}e/p.s' (de sentides odrs +nfos) .

{parl‘i‘«!d’ - 5. . 3
Sieado Hp un Hat de rechas vectoriales de 4?0!/"_, H, , esfo es,




JEN——.

. o
, se llamara I/Ecroe DIRECTOR 4&8.

del Haz Hp, )ouesl‘o gue 1_’.3. € H-GH se puede encom‘rar—

un vector fro € cl(x)... ué‘l/ #a/ gue ‘bff__é‘”* € :F/ ox’she
Z_an\ye‘cf(r) V€l/ fal que f_.. llf... . For b -fan-r‘o una recka
vectorial ‘f.. nene d'ef'mda por -un rector director f P VGV!

_mientras gue un Haz de rechas vecloriales Hz viene d(eoen: do
Efp.- wn vector director lfbre €U3

H"'GHR, e/irealor VEI/

___ggr-fa.d’n

. Dade gue ( [/ ,ﬂ) [[ Vf (R,J-,-), @J no es wun espacio vecton'a/
en sentdo algebraico, los conceptos de .bqaena‘encca e /nc{e,be»cfef
! cia Lneal no son defonibles en dicha estrictura , )P 5 fo son
1en la esfruciura a{yeémrca (Ve = = [y, ’e), (R,+ ) GJ porgue es
| espacio vectorial. Y,asi, sucede gue -/ac{a sistema (¢ con/um‘o Fni-
-fo) de elementos (nc#oms e 6:\95) de f/ de cardinal mayor gue 3
| es siempre [tjdﬂ, pero si dicho cardma/ es menor gque 4 enten-
?ces puede S‘er Libre o LJaJo (une de dm‘os) ; de ahi gue Yoda
Ba.se e U sea wn Sistema Ternaro (de 3 elementos o vecho-
res [bres de !/ ); ; por cans‘ju.uem‘e la dimensicn de V3~es 3,

9 S€a’ J;’m (013):.3.



