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Cinematcca Fensonal, 1.
: Tema 12 (R~ espacio fensorial).
@Spa o Vec i‘:@.

_é_grpar-fa.cfa— 7.
" En mafematicas, un CONJUNTD, A, es wuna coleccion e eleme,

Sos a,, @y, .- considerada en sc misma como wur oé/‘ek mqﬁﬂnﬁﬁ‘a—;
| Azjfa,,a,, ..}
Se dice que 2 con/‘.c.cm‘os A g B Sen {7.uc/e.s (7GUALDAD DE CoN
gJuyros) ecando poseen los mismos elementes:
VacA => ae8
4=8 & f&’éea > beA
Se defone /a existencia de un cafjtam‘o B, Namado Cot/Junmo

IMC:O, ’ue carece de elementos : ¢ Yy

Se dice que 4in chf).um‘o A 05 wun SUBCONJURTD de ofm con-
i/'wn-lo B caando Hfodo efemento de A os elemento de 8
| AcB &> (thes » aeB)

.De donde se deduce gue: #4 = i

Ya = JcAd
S flama CARDINAL de .un Con/'\an'l‘o A a la cantidad ofe ele-

 mentos del mismo: ssicd Y2

VA:{a,,a,,...,a-,,} = card (A)=n.

;Pem cuandeo A es wn CONSUNTD INFINITD (&on inﬁ'm'ﬁ cands-
aﬁ.d de elementovs), su cardinal es un CARDINAL INFINITD g
puede presentar diterentes grados de inbinidud en wna JEPAR-
QUIA INFINITA DE CARDINALES INFINITOS compuestr por las de.
nominades ALEF-CARDINALES:

Ny ¢ N Mg <o K N0 & oo

172:/?“&.‘ X,z card (4) ; X, :__z)fo:md (R),’ an 2)'(:1-1

- da ﬁ:mo;q HiPoTESIS DEL CONTINUD (‘ina(emosfmﬁ/e) alyr-
A gue fﬂ fal que N < card (A) < N, _y,enjeoera:(, gue
,-14 1[-«/?':,«:' XK, Ccard (A} T

- Se lama ColEccioN o FAMILIA DE COMJURITES a tedo c:on/'um‘:
F cugos elementos Sen, o su ve, con\/‘unios:



F5 fA,B,C,...f 2.
Tambien Paecfo denotarse por A, cuyos elementos Son
;bs conj.un/os indexados (afectades de subindices na/um/vs)

AR A, Ae,...
R R 4={A,,ﬂ,,ﬁ,,...f
J‘uceda'enJo,puea, ?u.e A Pupc/f ser ,ﬁ‘m‘x‘o o En-g‘m‘-fo.

' Arpaﬂ‘ado -2

Dades 2 c.my.unbs Ay B, se llama CoNfunTo PRODUCTD Ak
TES(ANDO de A por B al c’anj.un-‘o AXB -formac(o por fodos fos e
res ocdenados de elementos (a,b) tales que ach g b€8:

; AXB - {(a,t) | acA, beBY.
:f For QJ'EMP/D, s:‘ena’u ﬂ:{.{, Z,Q_f 4 B:[a‘,éj, Fendremos :
AXB=](1.8).(4,4),(2,6), (2,6), (3,a), (3.6)}

én jenem:/, el Producto Carfesiane de wna canfdad ﬁ'm'/a e
conjuintos A, Ay, .., R es el conpunto A XAX.. XA, = ﬁ' 4, Hor-
:I-maafo ror fodas /fas n- /uf/as ordenadas de elementos (a,.a,, .. A
fales gue a€A,, ach,,...,a,€4,:
| :’iA" = {(a,.8,,--,4,) | a; € A; f

E(‘amp/icncfa:e: ¥4 = Ax¢:¢Xa4:¢X¢=¢
| VA,.A,..-.A,, o (;Z“‘*""“" &> 34,];.4&4"]4,:95)

card (AXB) = card (8). card (B) = card (B). card (A) = card (BXA)

card (AX¢)= card (A) -card(¢) = Can!(ﬂ)~ 0=0 -~ azra’(¢).
Apartado-3.
- Se lame RELACION sobre una Familia Lonifa de co»/'um'as 4=
_;::fﬂ,,ﬂ,;..., Anf & wn Sabcon/'un-l'n R de/ con/'z.un-/o froatuc-f-o carte
Sano E A; . Cuando 4 =f4,,4g}, /a refaccon R se denominra
.ERELAC:;JN BInARA mas exactamente wna relacion b rnaria
es un s'uécon/ianfo'ﬂ’ de/ mnjunlo A XA, ﬁ/gae Vﬂr,,a,)é‘ﬁ
existe wna propiedad P que vincula a los elementos o componen
Ses de dicho par erdenads, lo cual se denota :
, R=f@,.a,) €A XA, | Pla,,a,)}
Tambien se wsan las notacipnes :
' a,Ra, ; (a,,a,)eR

Pues bien, se llama APLICACIoN a fodo subconfunto P A, xh,




Tal gue Va,ch, se cumple gue (a,,x)e¥, con x4, i A
wun elemento cualguiera de Ay . lor lo fante, una Aplicacion
&8 4an 1‘»'/::0 especial de relacsn RC A XA, (relacion é?nanﬁa).y

suele denotarse :

Apartads-4,

A parkir de la debonrcion de Aplicacion, recien dada, se obtie-
nen fas defniciones .riy.uivin%es o clasicas., Dades 2 confun ¥o5

4 4 B, se llama APLICACION, FUNCION o MAPED de A en 8 a una
@gociacion 7 donde a cada elemento de A se (e asigra un dnico

elemento de B.:
__ P:4 -8B

| taca = Tl Pla)=4 |éc8B

:'_(-Ef simbolo Tl se l(lama cUANTIEICADOR EXISTENCAL UNITA-
ﬁ’/DJ/ Se /ee: “fx:‘sz@' Aan .S‘o’/o Uno ”).

Se dice que A es ¢f Dominio, COMIUNTD IRNCIAL o COMUNTD
DE PARTIDA de la aplicacion £, g se dice gue B es el Coboni-
Mo, CONJUNTD EIMAL o CONSUNTD DE LLEGADA de £,

Dada wuna a,oﬁ“caa:o;v f:A-—PB, al elemento €8 Pue Corres-
;fand(e mediante f& un cierto elemento acd se le 0(90 o na...

| ELEMENTD JMAGEN de a€d : f )= b

f.‘ A' “""Az

&l Cﬂlz/.uﬂll’ /3 c B fgrmq.a(ao por fodos a.f:ue/los elermentes
’Je B pue Son FMaL}eneS de fos elementas de A se deromina
%C‘ONJL{NTD (MAGEN, RANGo o RECORR (Do de L Gor o fanto, €/
:mﬂjo A de £ es wun suéwn/—unlu del codominie B ¥ se dbereo -

= pe @

- Se lama ANTIIMAGEN, (MAGEN /MVERSA o PREIMAGEN de

_un elements éé‘/Q al con/'.c_.;nzfo & A ﬂ:rma.oéo /Oor- fodes los e—

fermentos de A puee Keren por imagen 56/:3, y se denota -
£7(8)= « 5 f&)=6

| S¢ ot A es un cOtyuunnlo wnitario, fal gue o'={faf, entonces

;.ise eseribe: .;?"f('é)::a.

Apartads -5,

Mna LEY DE Composi c«‘o’U 4 DPEJQACFO/AJ es na af&fma:;ﬂ del fﬁm

{f 4xB—+ C fad gue f/(a,é)e AXB, com a€A 4 6€ 8, se cumple gue.




| J7ceC fad ?,u.e_ f[(a,é)j::c. Cuardo 4=8=C, A <y,
af&.—c.d.aﬂ’h z aecche el nombre de 0PERAC:ON INTERNA,
cucu-wlo B=C entonces recibe ef naméﬂ? de OP&?A-CZéAI &Ex-

ERNA : > o
7t f AxA — A @fema-an Enfema)

f: AxB-> B (o,berzcr‘o’ﬂ externa)

Alna 0,&ema:oh Interna f A2 4 se suaele denotar con el sim
éa/o o*

0 Sea’

£: A% 54

Va,AEA = a#%b=—c 16‘6‘4.

Toda opemc)c;n }nw‘erna c(e/-e‘n:‘da Sobre fos elementos de un
Canj'c.um‘o da Za ena estructura (A, +) Que curmple una
. es A, 3‘;7—'1“ las f:m,b;elnale_s Fue cum/o/q,a-
7 se llamara de mareras chferentes, siendo las mas usuats
As estruclurns de S'Ernf'jn?ba y j‘ 0
. dn SEMIGRUPD es ura -£strictura 64, :é) dotada Lo —een
CoNIUNTD SOPORTE , A, 4 de ina opermcion # defonida parn
f/os elementas de A gue cem f’/e [as S@Ju‘e»/es /Dro/b:‘eofal&f.’

2 CLAUSURA [ operacion interna):

Va bcd = (axb)cA.

. Sene de /GSrDP? e

Asscatividad
n?). Asecia mda.d %,5",:64 . (d*é)*C:Q*(é*c)'

Ln SEMIGRUPD CONMUTATIVO o5 wana estructum (A, +), con
an So'bor/e A Yy una op—eraa’o’n e pue mmp/e A;sf‘j:men-f&s /6/_0
'P;edda(es:

J).- Clausura: Yabcd = (axb)EA.
2)-Assciakividad: Vabyced = (arb)rc = a%(b%c).
3)- Cormatatndad : ‘(.'/d,éé'ﬁ = a%b-= bex
- Por cms{}m‘em{e , todo S'Emi‘?ru/ao conmutatevo es Ffambien un
Sem{7mf¢3.
. Udn GRUPO s wna estructum m,i&) dotada Lo un J‘u/;ar/eﬂ
4 Ao wna p/pera.a:a’n * gue cernple
A~ Clausarm: Va,éé‘ﬂ = (a*b)ch.
2)- Aseciatiidad : tab,c,€d = (axb)kc = ax (bxc)
9)-Meutralidad (o ewstencia de ELEMENT NUTC2, e€4):
_?.’eeA[’/a'eA 2> arxe-ex%a =-a.
4)- Stmetna (o existencia de ELEMENT SIMETRICO a'¢h de wn



azd) Vach = Ha'ed| axa’'=a’«a=e. 5.

. Un GRuPO ABELIAND o CONMUTATIVO <5 wuna estnictura
(A #) dotada de un So/aarfe A o wna J/bl?)'aa.b:‘l * que cumple.
U~ Clausura: Ya,6€4 = (a%b)€A.
2)- Asociatividad: ¥a,6,ccA » (a6} tC= ax (6+c).
3)-Meutabidad: AfecA) VachA = awe=-exa=a.
4]~ Simetria : tacd = Jla’ch | axa’s a’*a = e.
5)- (onmutatividad : 67/@,564 = anb=éb+a.
Por consy.w‘enf‘&’, #odo g o abeleano faméien es jmf»o J
S?Mijmfa.
_ A/)drf'a.do ~6.
" n ANILLO o8 —una es fructumm (A,-ﬁ)a) dotada de en so-
_/oar'i‘e A y AOS a/:.e,ra.a,bms, :}(‘j °, ;u.\? cum/o(ax ‘&M ﬂja“fpés
/pm/u'-ealale&'
d)-da estnectura (A,*) es 4in Jiiro abeliano.
) la estructuma (A4,4) es -un Semgnipe.
3).- Distabutkividad (de « 2espects a+):
abceh = a(bic)= (ab)« (a-c).
Ln AnILLO CONMUTATIVO es wtna Eshuchkert (4,4«, .) dotada.
a&,&m soporte A dos opermciones, * g ¢, gue cumple Se'~
|j,u..emfc /m/»&a&,f
A)- da estrctuca (4,4 es N Grupeo abeliareo.
Y- La estuciam (A,*) es wun s'em.«.‘j.w/w conmuitavo.
3_],— A's#n‘éarcl‘ufha( (ald . lﬁf/owcci{o @ *).‘
Va,b6,c€d == a.(b4)= (asd)s(a-c)
| MUdn CUERPD o5 wena estrchumn (4, %, o) Aotado Ae .un S0~
porte 4 4 dos opernciones, + 9 ) gue cumplen tas S/ guientes
/om,m‘eala.ales ?
 A)-da estrctarn (A,+) 2f un Freupo abeliane.
2).- L2 estnichura (:4': -) £f ain Grupo, donde A*- A-fef sien
do ecA e/ e/t?men-:‘o pewtrs de (A, +#).
3).- Distrbativi dad (e » he.s,oealo a *):
%x,é,céﬂ > @« fbec)z (asb)x (asc).
| Un CUERPD CONMUTATIVO €5 wuna estricturn (A, +#,+) olotada
]cﬁem S’%&oro‘e A “ 0(0.5 0/¢-¢rzwdvn£.5/ * g, gue w;w,ofen b sigoies

*
-



Fes /ém/br'ec{,ades.' 6.
x}.-a/a estpaciura (4, e‘-) es5 n ,_7’““}‘”’ abeliano.
2)- da estnccturn (A* ¢) &5 tun Gruguo abeliano.
3).- Distabulcvcdad (Ao respecto a *):
Fab,ceA = a-(b&g)= (a+b)w (Aasc)
Por lo fante, ta estnictera e ewerpo conmu fatove Supone /2
exsstencia pmm:a de cuerpo, anllo conmutative P ansllo,

| Apartado - ¥.
| Una OPERACION EXTERNA es wna aplicacion F-AXB B gue
suele denotarse por @:

@: AXB-—+R

.%.Jse deﬁne: %,6)64)@3 = a®b-=c ]c e 8.

Se flama ESPACIO VECTORAL a wina estmctura dofada o
ten SOPORTE PRINCIAL o conjunto V 4 un SoPORTE SECUNDA-
R0 0 confunte K denotada [(,&), (K, %,4), @], gue cumple
fas sfyuz‘en/es fbm/.:»?ec(ades .

A~ (Y, ®) es -un gaupo abeliaro.

2)- (K, %,0) &5 un eessrpro conmutativo,

3).~ os so/wrks Vy k estan ralacionados eatre s medianke

la o/-.ema:o,n externa ®, tad gue:
Vgcl(
%“Eyj F g@u =< gu=wel
4)~ Vg, sek’ )
Vué(/jz} g(su)-= (g-5)u
§)- Af@e k™ Yuel = @Buz «
Donde @ck es ef elemento neufro de (kf .).
6)~t#a,5¢k
'Vjéi/ j > (@rs)u = Fu @ su
%)~ Vg ek
4 Vi we‘Vf > g(udw) = qu@gw

Lo estnectura [(V, ®), (k,%,+), @J de espacio vectorial fambién

se denomina K-ESPACIO (JECTORIAL , o ESPACIo yE<TORMAL V' Sobre

K.
(R- espacio matncial))
_ iparﬁaa‘o-'f.




j Srendv [flf,@), (K):ﬁ, ), @,7 L eS/m.a.a Mr‘o—uk[j/ A
;ﬂ'enio WC V, se a‘c‘mf §ect W es wen SUBESPACID |/FCr
oRiaL de [(V®), (k,#,-), @] s¢ [(W,8), (k,%-),8] Feue es-
Fractura Lo Lspacio vectosial . Como Ve, es evdente Gl
/uio es/ba.e}.o wef/o'?)a/ &4 ten S‘-aéwes/ba.ajo mci‘oé)a/ 4& S-G/MI‘S—
TEOREMA-1.

Srendo /ﬁé@); (k,%,9),0] un espaecs vecto tial 4 s<endo
WV, serd Z(W,@),(k,*, 9, @f 2ua .S'u.ées/éa.a.‘o wectosial Ae
[(V, @), (k’,ﬂ",*),@] s7 se cum/v[e lo sﬁudrn%e :

-V, u,c W = (4 @L) N

e b e e e

2)- j;'&: ;/ P> guecl.
. DEMOSTRACI oN.

; e omite.
iﬂpaﬁ‘d:!a--z ;

I Dads un espaeco vectorial (U, K) :?[(V,@),(l(, %,*),@?] 4 un Setl -
c:anj-unfo .S'Cl/ Al gure = f,a,, Ay >+ a,,}, Se afc‘raffue L a&r{ﬂr-
minado elements well es COMBINACION LINEAL de S'(es decir
de las elementas de S) S Jg.,9,.09, €K M;ue:

W=qg4, 89 u,@..8g«, = ﬁz 2. M

TEOREMA-2.
& ca&Zan/D FcV de todos cz;ueda.s elementas de V que se
/ma.ea(en generar mediante fodas las /aos?é[e‘s combinaciones U~
gnea(e.s de (os elementos de <n S- [ttty e,y § CV Ffene
%es/mclura [E®) k,*,-), 61] de subespaes vectorial del espa
 cto vectorial (V,&).
. DEMOSTRACISN/:

Se omite.

| L dra,en fodo caso, que S es un SISTEMA GENERADOR

e/ s‘uﬁeg.faa.u'a vectorial (FK). Ahora é.e.‘en/ /a,ua.le sucoder gue.
;e:c:“.‘sfa un PSS (siendo P suéao{:jan/o propwo de S) 7@!//@:.:&
P ﬁtmé:‘efv sea .un Sisfema jenema&/‘ cé (F,‘ k)/"? esfo 0 14‘:93«:
naJa de extramo cuando se considern que Si .S':{.(,(‘,.a,_,...,u,,_}

je.!S.e,m Sc‘sﬁema.jenemﬂrie F fambien lo €s SU/J("H} , Con

Eii»&f,”,: M B Yy 4 evndeantomente U, €F. £n ejﬂea%,/m.es peor e/

i |



: &ogm,—z anterios. es (F,k) subespacio vectiial &.

de (v,k), o /wr-e./ Feorema - { antervs. Vg{fé F, fal gue
._ W:éfg"‘f: es (W@gm-d,,ﬁ)éi‘:, de donde E 7. e F. or ofra
/mr‘;;, Aade que VeV, es /e.osf‘éfe extender & a@ﬁ‘uia&o;l e g.%
Afema jemiar a -un espaceo rectorial wa/gadem o no sdlo
&/ caso do fos s‘-q.é'ﬁ.s/;a.a:os vectosiales.
- Se lama BASE de _un espraco veetorial (V,'A/) & wa/;zwa-
Ststema nerador BclV tal Qe no existe ten sistema Fere-
tador (V, &) de cardinal neenor gue carel (B).
 JEOREMA -3.
Srendo B,V 4 B, CV seuday brsss e/ espacio vectorial

[V,(), A a.unp[e Lo s:'f_w-emfe: card (8= payeli, -

AEMOSWAC/OU ..S’e - k.

Se llama DIMENSION He aun es,ba.cw vectorial (Y, k) al car-
nal de wuna cuafgajem de sus bases, 4 se denota dem (V)
dimv)= card (B).
__ S blen e.o‘;s-)%n e.s{vm.;os mfofz.a‘a/e.s' a’e aﬁ‘me».s:‘ofn /“nﬁm‘;ét, ayw'
- no s consideraremos, carecan de wtlidad pama roso os
en este momento. for lo fanto, en lo Sucesiyp, a meros Que se /
ga o Coﬂ'/'rado, nos cerisremos exclusivamente 2l caso o Cos
| ESPACits |/ECTORIADES DE DIMENSISN FINITA.
Apartado-3. o
Siendo R <f conjunte produche carfesiano RXRXRX..XR, forma-
do por fodas bis n-#uf,/as (W0 i ,y,,) ordenadas de rumeras
m&s x; € Z, fambien flamadas yenén‘mmn#e TUPLAS, se a(lﬂ‘ne
[a ADICiON o SuMA de dos n-—/a/b/a..s asl:
%476'9” Xz (X35 5 o5 Xn) > x @y = é(“,fb"_’xn)@(%, Gorrbn ) =
J= G2 4n) = (B> G 4> e, XptYf, ) = RERT
Bor o fanto, . estuctury /4?':@)-&! .anj.uyw aéeébm,fulé/o
gue cumple las Szf;u‘em‘e.s /bﬂpr‘edaa(es (facilmente demostra é'/v-’s).-
A} Llavsura V/,ye.e" > xX@y=z€R!
2)- Asociativi dod - {?,/r,«f,zeﬁ" > (XBY)DE= xPB(yBE).
3} Kleertrntidud - Jlo=(00,..,0)cR" [E/xge" > xX@PO=0@x=X.
).~ Simetna: %(z (%, Key oo ) R = Al '--x- @;;,—-x“...,-—x,,)sl?"
Tal gue x@ (-x) = (x)@x = O.




5:}‘ rrrfbr;mqua-/r'd‘fo‘d:c/: ‘b‘)/r, ye 27 = xgj =y @ x. =2,

Tambien se puede o‘eﬁm‘c por ofra parte, e/ Hamado
PRODUCTD ESCALOTUPLAND (operaa‘an ectrena ) & 0: RX R s R
:. /456,.'

)V(f}x)e RXR” I;:‘g,,j P rOx= FrXs r(%,%,..,%,)=

= [Ny (K yeres (Kn) cr’?

For cpnsi?.ajzmife) A estreclrera [@:@), /R, +, '),C?] = ﬂ?:’o?)
85 wun espacio vechria/ de £ sobre R, o R-ESPACIO TUPLANO,
.- (76! ?u.e CAJMf/f.'

A~ (R @) es ~un Grupo abeliano.

2).~ (R, +,+) es -un cuerpo conmutative.

3)- Zi:" = r@Ox=rx = g€ "

L)~ ¥r,r,e @

" = e G

5l- l1eR | teel” = e=x.

£)- fz;é,ghef > ferdx= Cx® LX.
g ey
TEOREMA- 4.

Stendo (R R) &/ R-espaceo éxffam, se fiewe gue dim (€%)=n,
DEMOSTRACIoN:

\576’ am:‘f@ '
TEOKEMA-5.

Sendo B -ewna base a‘ca/;,?aic’m de/ espaceo vectorial (@1 R), se
cum/;/e gue card (B) =n.
DEMOSTRACIoN - lomlareo del teomma anterior
TEOREMA-6 -

Stendo B. wuna base de/ espaceo vectorial (RR), Namada BA-
SE CAMONICA de (R'R), {al gue B.={(0,0,..,0),81,0,..,0)..640..,J}

Se c:um,o/ee gue B, es <inica { so'lo Aaj una base canonica).
DEMOS TRA C/ok: ‘
Se om/te.

TEOREMA-T.
Fendo 2 ol conjunto de fodas las bases del espaceo vectorial



(B R), se cumple : J!Bc e/ s

DEMRSTRALInl: Corolario def Heoterna anteriot.
TEOREMA-Z. |
Scendo /3 e conjan-/o de todas /as bases def es0oacen vecto-

; wial (F,t?),.se ceernple: el (s =, & ward )
. DEMOSTRACT oM
' Se omh@.

i; ﬁparfado—4 .

f &n berminas rnq/-ema't-ﬁ'cad‘, se fama FSCALAR (majm'-/ua( esca,
%u‘) a los elementos de un ceurp>0 (K, *,2), es decir, a ‘oo
;ﬁxek i d&nat( c/ Sa/aor/e’ & 5:¢-¢-0£t SEr lun co::y‘.unfv Wn‘co s éf“&
R (ndmeres seales), o biren C (nameras Cam/y‘os), For otfr= /,u,-#_vj
se llama MATRIZ a awn armay /anley/eg bidomensional rectan~
fu&b de elementos o COMPONENTES ordenades e, sapen
ﬁ/aj c:o‘.(mﬂa:

Cor T2 63 e Cop
e Cxx 2z - G,

ok e modm e T e R

Cne Cmp s - Cmn
Se llama MATR(ZE ESCALAR a fa gue feene for mfa»eo&s e-
fementas é":/-é'!? de wn crerpo (K,%,°), o Se lama MATRE
REAL a la gue Kene por Com/ponen/es rneemerns reales o esca-

fares perfenacientes a/ ewermpo (R, +,4). Efemplo.:

/Z o+ o0 4%
e 0'7 L5 4
zZ*% ¢ o 2

Dada wena matnx 2eal/ 4, se lama CREDIMAL o DIMEU.S‘I'O'N'
MATRICIAL de A4 & la cantilad Yolal Lo sus cam,pﬂnea/e.s, 4 e
denota por Cczra(ﬂ?)z a[c"m('ﬁ) %r lo 7%/:/0, S A consta de m
ﬁ'ﬁ:.s F columpas de componentes, enfonces:
| cacrd (A) =dim (4) = m-n

Qi Xy -+ X4,

A= [ D2y Qzz --- Aza

o e mm e mm mw, m Wem =

l aau 8mz -~ Amy
| Se lama ORDEN MATRICIAL de A, g se Aenota ord (4), af prs -
:'duc‘fo no cenmutafvo gue indica e nimers e 7450.5 /bor 2/ rukme-



——— e - i et o NP IORTSRIY T LR S Rl e AP R St o e P e e LR R i S

ﬂ’ de columnas de A. For CaﬂsiJ..c.denfe: 44,
‘ ord (X)= m.n

z X ¢+ ¥

i Jpar ‘em {o.'

‘f/ 'o 4!4' 44’2 afa 6/1 Afz éfm

5 By Bopos O by bpy ... b

A= |5 Ry 2L ) =8
Qs Uz - 9an é.w 5”2 o é,,,,,

1 Donde Ord (h) = win ; 0,-5{(3) = nm ord(4) #+ pra{KB).

i dem (R) = dim (B) = m.n

| Dos matrces A g 8 gue fooseen ;y.ua./ orden se denominan
iuﬂﬁ?!C‘ES EQUIMORFAS, « se denotan: AnS8

:Es decir: A~B & ord(4)-ord (8).

Siendo WE ef con/mﬁ de fodas ks matrices realas c/%,,,,,
e/ Suéaw::}um‘o propio de M ﬂrmaalo por fodas las ma%‘c@&
e)gaimarﬁs de orden mn, es obieo entonces gue M pasede

. ser Par#ciona.alo en clases de eguivafencia Yoy (/€M) don
de cada clase estd formada por infenita canfrdad de mathrces

f*&t/ﬁ e?w'morﬂzs entre Sc’-‘ M,G /U - { M‘J “::J. € Uj

&na@ (M,,m =Mf., <> (m:,o_; 4-‘-‘-5)
Peces bien, /a operacion interna de ADI CloN 0 SUMA MATR:-
JCEAL 26, Solo es /oa.sié/e a‘eﬂ}?z‘rﬁ /aarzt mabnces elew‘mar;és
‘o de/ misme orden. Y asi, fendemos :

Va,8e M, = ABB=C €M,
Donde: /a, &, ... a Bie Brg ~bm € Crp o G

m
A= Qz; gy - Ay, sy R= éz: ézt“‘ év’ Cz) Cza - Gn

=
Am; Amy > AUnp J‘" é’»z o 6’”0 C—m, Grz'“ Cmn
7al gue:

Clr:au *'én)' c;z =& *632)' ¥ 1 C'_zsz:‘dzg +523 5wy Chm: ‘am*é!m'

£n consecuencia, /a estnictera (M,m, % @) 25 wun grupo abe
| fiaro, /b.ues#o gue cemple las s-y.w"en/es /bm,b:‘e&:a/es (Focifrmen b
| dermosFrables) |

1) Clausara. %,‘36 M,,,,, = ABB=C GOA’C,,,,,.

2)- Aseciatividad: VA,8,CcMmn = (ADB)DC = AD (BHC).

e e e ] Pl

2 B v / SRS -




3)- Neutralidad : oeM,, | YaeM,,, > A@0=08A=A. 42,
7&/ que Gfd'{gm se lama MATRIZ N4, /fa cuwal consta |

de m.n componentes r les OCR:
penen Juates a 00 .0

D= O 0 ... 0
0 0.0

&)~ Simetna: FAeMma = 204°z-acM,,| ADEA) =
" = (-4)BA = 0.
Donde : (-4)
Ry App - A -4, -a,, ... ~4,
. A= Az, Az .-+ Qz, . 4 ~ Ry, ~dpy ... — Az,
2 — —3
L Amz. - Do - U AR

| 5)- lonmutakividad - V4,86 M, = ADS=BOA.

f?)r at‘ra/bark se lama PRODUCTDO ESCALOMARTIRICIAL //Mm-

c‘fén t’xé’rna ) /4‘ a/o/e :4aon O: RX Mil’” R~ M”M

7z/ ty (74
¢UL° fﬁ:‘,ﬁ)é‘ RXMMJ’ ];‘:anf = r@f :PA:B&'G}{M
cbana{e.'
Qe Qg - ypn éa 42 éin
Az [ o Bz e | g by bgg - ban
Am¢ dmz Tt d,,,,, ém; énz. 6nm
- fal gue :

i" 4, = ra, ; brg = M Bpp s v bomn =+ Cn
- £&n consecmencia ; /a estucturn [(M,.,,,,@), (R +,2), @J :‘Fﬁ/fm,@
s wun espacio vectorial de My, sebre £, o R-ESPACIO MATRIGAL
lé.ue.sﬁo gue cumple :
o a)- (an,@) es wun grugro abelizno.
2) (‘Q;"L, ) €5 Un W r:anmuﬁz#vdzo.
3)- Yrer
VAGanf = r@d—f‘ﬂ-—geof({m.
4)-trreR
ST o s

5)- 71 ser | VAEMun = 14:=4.

el :;AG;( f=> (+0)A =A@ ;A
*)- VreR

= f"lq ’"5_
j Vmﬁéa"{m/{-:} - (aes) =



i

TEOREMA- 9. 43,
£n v/ K- asjoa.ao-a maticral  (Mump, R) se ceemple lo
S{?,w'c."ntle : dem [M»m) =m-n.
DEMOSTRAC oA/ - ]
Se amite.

TEORENMA-10
Siendo B _na base cua/gcu'em del #- és/ba.oob matnca!

(Mmn, R), se f:um,a/e: card (8) = dim My ) = m-n.

DEMOSTRACI N

TEOREMA- 14,
Stendo B. wna base canonica e/ R- espaco matncial

M’M:p)} //d’"a‘ﬁl BA‘S.E CAWMiM a/e an; '?/, 741/?!.&6’

A 0...0 0 & oon il o 0 +74..0 0 o0...0
gc,, 0 0.0 sy ® 0.0 |40 000 |,...5[ 0 0..0
o 0..0 C 0.0 &0 0...0 o o ..4

Se cum/bfe ue B. es LUnicq €n %,,,K).
DEMOSTRACoN:

| S& omite.
TEOREMA-1.2,.
Siendo f3 o/ cafz/',c.m/o de todas txs bases de/ A?—es/oaab
matrcial (Mhs, R), se mr7a/¢9 I3 &5
DEMOSTRAC 0N

TEOREMA-13.
Srendo 2 el cmy'un/o de fodas bs bases def R-esfoaceo
matricial M"‘m R), se canfyo/e.‘
card (/'Q): N ;’bﬂ%J = 2 - N, = card (i ‘?).

DEMOSTRAC oA - R

Corolazio lc'{e/ Feorerma anteiiot.

Corolatio def Feorerna anterior:

If Apartade -_é‘ .

' &

vo euna de ellas, gue €s 7€ER

l
4
i

En un R-espacio ﬁlf/a»o (RIR), se Nama TUPLA CANoNICA
foda a?ué//q 14-90/4 Z cyas componentes sen todas nules sal

&= (00,40, ..,0)
TEOREMA-14.

ln e/ R-espaco ’[u/a/ano (R R), fodas /as fuplas cangni-
as forman wn conjunte 8. gue cocncide con la base cangn;
ca de (R7K).



J>£M07 ﬁ(/‘ : 44.
STEACT 0N £

En un ﬁ-es/baa.b matriceal (Plun, :?) , se leama MATRIZ CAND -
NICA A foda 4?ue//a matnz cayas carr;oonen/e: son todas nulas

salre wna de ellas, gac €5 €A :
| 0 0 0..0

- 4
= '/ 0 o

- ot dmwae . m M Amm ®

O 0 0..0
TEOREMA-15.

En e/ R- ésﬁaa’o matricial [an, A’), hodas /as matrnces ca
ronicas %rman un cm::}an/o B geee coincide corn la base ca
nonica. de (Wn, R).

DEMeSTRAGN: o
e omfe.

%@qpacio /fnswid.)

| Aparfads-1.
E Se lama TENSOR a .un array [arfz‘f-&) én ﬁrmd a(e/,‘vdm-

k["-'/b"f'e"“’ de e(emern‘o_s o com,oanen/e\S' ( COMPoENTES TEN-
?Spﬂ/ﬂ 1.55) odenados seyu'n HBta (<), columna 0)7 )468/&(4?):

le«P €r2p --- 'em;p'

ANOTA e. ” o i
(b.a/a ~€‘JK s 94’, :ez"f’
waa (ampanem@ Q"[' Cee3 Euzz --- s} |_..
'
18

7‘4’”5 ona ( “ Con 3 map
C_(,g Efzz - Pﬂll

- e T

‘oznz &
edu fezf i eﬂH e

w C201 C22¢ -~ C2ny

i | Emrnz

T

‘L

; d’m“ emz-r ""Loam(

!

: =5 "
ColLJUMNAS

Se llama TENSOR REAL a/ gue +ene por c'or/;oanen/GS rwmernns
reales o elementos escalares el cuerpo (R, #,0). Dado .un Fensor
7, se llama CARDINAL o DIMENSION de T a k cantidad Fotal
de sus compo nentes, /o cual se denotr: card(T) =dim(T).

’ Asé, s¢ T consta e m Klas, n columnas o ?%-ﬂeé.s, /w(gw:
(m,n,,o EN, entonces:
) card (7) = dim (v) = m-np.




Se [lama ORDEN DISTRIBUTIVO de wn Fewmsor 7 y e 4 . )
'q(erw/u ad[r)) u//bmafuz#p o conrnetative ﬁ-‘"‘e cnolica :
&/ neirrero a(e/‘éb.l (m) for o numers de columnas (n)/aar e/m_{

eve Ao Amﬁzs 40} Ae 7. asc, siendo "1 el c,an/ianfo de Fodos las

fenseres, fendrerrecs :

0d(1,) = mnp (0d (1,)4 od(T:)) i=2,545,6.
od(t,)= mpn od (%) # 0d(7:) ) i<1.34,5,5.
".,Vr?" o g sd(73) = nmp ;':‘; o |04 (ry) # 04(12) |6242,4.5,6.
¥ Sr2lzr 35 s w0l 04‘('7‘4)-“'/90 fit 0d(1,) + 0d(T;) f;_-/,z,_z,s;é‘.

M(f;—):pnm 04((73)9&04[2';) ,1:34 2:3,4;5-
0d(7g) = pmn (M{?&)#‘OJ(&)IE:/,?,@QJ‘;
Das tensores T 9% ,/oer{enecien#es a &, gue posean .:7444/ or-

<

der difributive, od(r)=o0d (12 ), se denominan 7TENSORES EQUI
': MORFOS, lo cuwal se denrofx LynT, . For ende.

TiwT, & od(r)=0d(7).
- Seende E""‘P <an 5«éwry:¢cm£o /brafw“o e 5 /ﬁormaato por todlas
bos fensores e_fx.dmarﬁs de ordem Aistvibutivo map, es obuo
sl 5}5444& S‘erﬁam‘v’ sivnade .an clases Ae epdm/enda 5{/&'
;(e-an ifj,k-(_—"af), Aonale cada c/a.se estare ﬁmclq por —una ""eé,:
m/a. cankdad de ensores reales e?w'morﬁs entre sC:

Bl = (&gl cikens
gbande: (E’”"P = g,_,é) & (m=r, n=8,P='f:)

Pues bien, /a o/oarac_ubn interna de ADICioN o SumMA TEN So-
RIAL , B, solo F..u..zafa_ Aaaf-'m‘rse /aqm densores e_?m'movﬁu) y
esfo se hace ase: b{
| T2 € Omnp =
7, = /(aéfk))i = ((64‘/::)) ;5 Tz= (.(C:‘}‘k))
- i = A ¥ beite

Donde ‘(q notacion (()) fui\.‘ﬂe St:ynf ;g‘car' &fﬁdm/e/e/ol;bea(a cony
Mufa(-o Pm— las m ﬁfas, ” coaxmwas y P ,&.cetfas c'prre.s)bonc{v‘em‘es
o /o rep resentaccon 1odimen siona( de las Cono/:onenées de/ tersor
. Fn consecuencea, /a estruchura (me, @) L5 Aen j%p aée[«‘_a}
- no, /;u.l.s/D gue c-c.cm/;/e las s:‘J..u.J entes /bmp;‘ed(aa[es:
. A Clavusura: V?",,-Tz_é' 5"‘"}" = 7,B=T7; & énmp-
2) - Aseciatividad Vv:,'f;,?; € E',,,,,P > (1,0T)B7, = I, (1,BT3).
D MNewtalidad : Floc Z,.,,p [Vr1e gm,,p = TO=0DBT =7,

neT =<8,

- Tal gue:

|
}
i
i



Donde aeé',,,,.P se Mlama TENSOR NuULO , ef cual A6 .
consto de m-n-p Camponem‘es W/m a 0 B ()

4)- Simetria: Vre Emp = A1'=-1el, |\ r0cD=CDOT=0.

Donde :
7= ((éc‘jk)) e £ (5 f‘.’f“))'

| 5)- Conmutatividad : V7,,T, Gg,,,,,,, > D7, =707,
f'ﬂﬁar-faclo—z-
- Se flama. PRoDUCTD ESCALOTENSoRIAL (o,pema‘ofq externa) a la
_afﬁ'caa.b;a : O ﬁxé-mnp — 5’”")”

Tal que: #(r1)e RX Gomnp I;—igmnpj > rOT= T € Emnp.
| Donde: T=Ctge) i rT=Crig).

En consecuencia, la estructura [(5,,",}9)@), (‘Q-{-, ),@]:— (5-,,,’,)'9
es «un espacew vectorial de Z;MP sobre K, o R-ESFACI0 TENSORIAL
?ue cum,:/e éts‘ S‘?.uiem%s Pm,o.‘ea&o(es .'

/)~ (5,,,,’,,@) £S5 un Jrupo abelanro.

)= (R, +,%) es wun cuerpo conmutativo.

3)-treR.

#7€bpmnp

4)“ 5’;’6"‘;;} > 5 (q7)= (G5)T:

5)-Alter |reb,.,, = +7=T

o)

= 7T=rle gmn,a.

)~ Vo, r,eR
. = (n+n )T = nT&d RT:
f{reﬁé'm,f
F)~
) %—Ey—eg }=.>- r(T,&71)= r7,®d 7.
L B 4 mnp
TEOREMA-16.

En e R-espacio ternsorial [ 5,,,,.,, 5 R ) se cumple & Sfﬁu.a‘en/e:
dem (5»:..,) = m-np.
DEMOSTRACION: Se omite.
TEORENMA-17.
S’r‘em{o B _una ﬁa.s-e cua./guiém a/-e/ .R-ES/Ja.aJo fen.S’arz‘a/
(5»-..?, R), se a(m/b/e: card (B) = dim (5',,,,,/,).
DEMOSTRAC N : Govolanco de/! feorema anterior
4'par¥ao&- g. |
Fn un R- e.slba.a::o %Qr&So’h?q/ (&',,,,F, E), se Aama TENSOR CRA/C;NICO




2 hdo fensor cugas CoM/wnEni[es son todas nuwlsy salvo Es
wna de ellas, la cual es ffua./a LE€R. Se llama BAsE
jCﬂMo’N!'CA Ae [é-m,,f, i?) a wna base 8 e (&:,,,,P, i?) #rmaaét
| por fodes fos Fensores canonicos de é;,mp 4 solo ellos.

TEOREMA-1E,

Sendo B wna base canonica del R -espaceo Fensoteal
(5»::,,9:"?):'5? cum,b/é’ ?.uf dicha & es tinica en @:Mfw’?)’
DfMOSWﬂC/tM/-‘f

e omr"/e.
TEOREMA-19.
.g'fnafo /é' el con :anl‘o ﬂtma.c[ﬁ ?or 7{06146 &5 éases e/ £-

wes/aw ﬁ’nsozfa/ ap B), se c.m/p[e 7;4,@ ,;!8‘: G‘ﬂ_

SESIRBEERY o o B By s,
TEOREMA - 20,
Srendo ﬂ &l car&iamlv /frmaa[o/bar 1‘04{45 é‘s éase_s Lo/ #-
espacio tensotial (Bpmap, R), se cumple:
card(B)= X, NP N, = cand ().

DEMOSTRACISN: o

E(0/-4(19;'1 ladesativo de en Jensor.)
A!Darfaaé-f.

Je lama ORDEN INDEXATIVO ( o s:‘m,b/em-em‘e OJ?.Z)E/V) Ae wen,
IT Tensor T al niwmers natera) n€N gue €xpresa la cantidad dz
subindices de wna c:ua/gw'em de (as Companfn/:?& de 7, y Se
_dema/a por 02(7‘). dos fensores Fre hemos considerado en este
_.'[ema, hasta aéorzz, 7e 5:,,,, , con é-mnp g 5; /a/;ue P [('é‘-jk)l,
- Sen de o0i(T)=3. dos Fensores de este orden, orden 3, suelen
| denominarse TENSORES DE TERCER ORDEN.
- Sin \.-méa?a, é yo- la denorminacion de TENSOR se fueafen /'n clair
las matnces , s 14479/&.5 Y los nemerms reafes (escalares ). As(, dire-
oS gue wna matriz AE‘%,,,,, , con M, M, es cn TENSOR
' DE SEGUNDO ORDERK (< dos subindices para las Cam/ponen/es), ocA)=2
i,pues A= ((’a{,-)). Por afm Pamle, AnaA Tap/a XERT es un TENSDL
;bE PRIMER ORDEN (un subindice par las comppnﬁﬂ/es ), oc(¥) =4 "
| pues Xz ((u;) = (%, %, X,) . Finalmente, un escalar rea/reR
es un TENSOR DE 0RDEN CERO (n:‘nj,u’n Sué:’aa&‘ce), 0l (f)=0.




l)esdf este en #gue Feorico, puses, un TENSOR DE g sy
N-ESIMO ORDEN es wun constaicto H"‘MFNS'eﬂ/aéfe con
componentes, demasiado abstract o gemeralista, e/ cual uny
versaliza e/ c-once.;a/p de Zensor 7 :

7'e gm,m,...m,, , g:u,m,...m,,c g I T'_‘(ét‘,ia---in))-

Mo obstante, en cinematica fensonal suelen wsarse Fenseres
de sefumio ordern (matrices) Y exceperonalmente, como mucho,
5'/&'150/\53 de 7@/‘6& orden. /o.s A’nsares de /brfmer orclen /#u,o/d’,sj

j de orden cer / escalares ¥ fﬁa/es) Se —usan <on gran /bmfasfa;v.



