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 XE "Aveiro" Resumo:

O presente relatório contém a aplicação de duas técnicas estatísticas, análise factorial /análise de componentes principais e classificação de dados (ou taxonomias numéricas), a um conjunto de dados compilados do Relatório de Desenvolvimento Humano, com vista a classificar a situação dos vários Países de Língua Oficial Portuguesa relativamente ao desenvolvimento.
INTRODUÇÃO

O Índice de Desenvolvimento Humano (IDH), que o Relatório de Desenvolvimento Humano transformou em uma espécie de bandeira, tem servido como uma alternativa para se medir o desenvolvimento, suplementando o Produto Interno Bruto (PIB). De facto, baseia-se em três componentes diferentes - indicadores de longevidade, educação e rendimento per capita. Portanto, não se refere exclusivamente à opulência económica — como no caso do PIB. Dentro dos limites desses três componentes, o IDH tem contribuído para ampliar significativamente a atenção empírica dedicada à  avaliação dos processos de desenvolvimento. Contudo, o Relatório de Desenvolvimento Humano integra uma rica colecção de informações, nomeadamente tabelas e informações sobre diversas características sociais, económicas e políticas que influenciam a natureza e a qualidade da vida humana.
O presente relatório contém a aplicação de duas técnicas estatísticas, análise factorial /análise de componentes principais e classificação de dados (ou taxonomias numéricas), a um conjunto de dados compilados daquele Relatório, constituindo uma das componentes de avaliação da disciplina de Técnicas de Análise de Dados e Computação do Mestrado em Inovação e Políticas de Desenvolvimento, ministrado no Departamento de Ambiente e Ordenamento da Universidade de Aveiro.
De facto, o Índice de Desenvolvimento Humano (IDH) mede as realizações globais de um país em três dimensões básicas do desenvolvimento humano — longevidade, conhecimento e um padrão de vida decente. Todavia, neste estudo introduzimos outros indicadores/variáveis. Embora os Relatórios de Desenvolvimento Humano (RDH) de 1999 e 2000 já tivessem sido divulgados à data da realização deste trabalho, continham muitos casos cujos valores eram omissos, por isso, optámos pelos dados constantes no RDH de 1998, cujos dados, na sua maioria, são referentes a 1995.
Escolhemos os Países de Língua Oficial Portuguesa, pois dá-nos uma variância que julgamos relevante para o estudo em causa, pois existe uma enorme discrepância de valores. Com vista à não introdução de valores omissos, só conseguimos encontrar 15 variáveis cujos valores estejam representados, em simultâneo, nos 7 casos (países). Estas 15 variáveis abrangem quase todas as vertentes do desenvolvimento (embora, em alguns casos, não sejam as mais relevantes), nomeadamente (Quadro I):
· Longevidade: Esperança média de vida;
· Conhecimento: Taxa de alfabetização de adultos e Taxa de escolaridade bruta;
· Rendimento: Produto Interno Bruto;
· Saúde: Taxa de mortalidade infantil, Partos assistidos por técnicos de saúde, Casos de SIDA por 100.000 habitantes;
· Participação feminina: Total de mulheres no governo;
· Consumo: Receptores de rádio por 1000 habitantes, Chamadas telefónicas internacionais (minutos por pessoa), Consumo de electricidade per capita;
· Ambiente: Emissões de CO2 per capita.
· Outros indicadores demográficos: Taxa de crescimento da população urbana e Taxa de crescimento anual da população.
I - Análise de componentes principais
1.1 - Objectivos da análise factorial / análise de componentes principais
1.2 - Etapas principais na aplicação da análise de componentes principais ou da análise factorial
O aspecto mais importante da análise factorial é a sua capacidade em reduzir um enorme conjunto de variáveis num pequeno número de factores.
As razões da utilização das técnicas de análise factorial são:
Redução do número de variáveis durante a investigação;
Detecção da estrutura nas relações entre as variáveis, ou seja, classificar as variáveis;
Produção de novas combinações dos dados originais, com os quais podem ser usadas novas variáveis numa análise futura;
Pode-se usar com finalidades exploratórias, numa tentativa de detectar e identificar grupos de variáveis interrelacionadas.
O objectivo do nosso trabalho é examinar o grau de desenvolvimento de vários países, cujo denominador comum é a língua oficial, e como um pequeno número de novas variáveis (3 factores ou componentes) podem ser derivadas de 15 variáveis originais.
Quadro i - alguns indicadores de desenvolvimento dos países de língua portuguesa
	
	EMV
	TAA
	TEB
	PIB
	PIB1
	TMI
	PATS
	TMG
	SIDA
	RADIO
	CTI
	TCPU
	TCAP
	ELECT
	CO2

	
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12
	13
	14
	15

	Portugal
	74,8
	89,6
	81
	12674
	6171
	7
	99
	18
	7,3
	245
	30,2
	1,3
	-0,1
	3482
	5,3

	Brasil
	66,6
	83,3
	72
	5928
	5928
	44
	88
	13
	10,0
	399
	13,0
	1,6
	1,1
	1954
	1,6

	Cabo Verde
	65,7
	71,6
	64
	2612
	2612
	54
	30
	12
	8,9
	179
	10,0
	3,7
	2,1
	55
	0,3

	São Tomé
	69,0
	75,0
	57
	1744
	1744
	62
	86
	4
	3,0
	271
	4,2
	3,2
	1,8
	96
	0,6

	Angola
	47,4
	42,0
	30
	1839
	1839
	170
	15
	6
	1,0
	34
	1,7
	4,9
	3,1
	173
	0,4

	Guiné Bissau
	43,4
	54,9
	29
	811
	811
	132
	27
	12
	3,4
	42
	2,1
	4,0
	2,0
	40
	0,2

	Moçambique
	46,3
	40,1
	25
	959
	959
	133
	25
	13
	12,6
	38
	0,9
	4,7
	2,5
	67
	0,1


1 - EMV
Esperança média de vida à nascença, em anos (1995)
2 - TAA

Taxa de alfabetização de adultos (%) (1995)
3 - TEB

Taxa de escolarização bruta conjunta dos 1.º, 2.º e 3.º níveis (%) (1995)
4 - PIB

PIB real per capita (dól. PPC) 1995
5 - PIB1
PIB real ajustado per capita (dól. PPC) 1995
6 - TMI

Taxa de mortalidade infantil, por 1000 nados-vivos (1995)
7 - PATS
Partos assistidos por técnicos de saúde (%) 1996
8 - TMG
Total de mulheres no governo (%) 1995
9 - SIDA
Casos de SIDA por 100.000 habitantes (1996)
10 - RADIO
Receptores de rádio por 1000 habitantes (1995)
11 - CTI
Chamadas telefónicas internacionais (minutos por pessoa) 1995
12 - TCPU
Taxa de crescimento da população urbana (%) 1995-2015
13 - TCAP
Taxa de crescimento anual da população (%) 1995-2015
14 - ELECTR
Consumo de electricidade per capita (kilowatt-hora) 1995
15 - CO2
Emissões de CO2 per capita (1000 tons. métricas) 1995
Fonte: PNUD (1998) - Relatório do Desenvolvimento Humano 1998, Trinova Editora, Lisboa.
1.1 - 
Objectivos da análise factorial / análise de componentes principais
A análise factorial tem sido usada com os seguintes objectivos:
Redução da multiplicidade para a unidade: desembaraçando uma complexa trama de associações entre as variáveis, buscando, desta maneira, o essencial;
Análise da estrutura latente: identificando as características latentes que dissimulam uma estrutura oculta dos dados;
Desenvolvimento de tipologias empíricas de variáveis;
Dimensão-redução: reduzindo um espaço de n variáveis num espaço de p dimensões, p<n;
Índice-construção ou escamação: examinando quais as n  variáveis que podem ser reduzidas a uma dimensão e, assim, construir um índice unidimensional ou escala (caso especial da dimensão-redução com p=1);
Ortogonalização das previsões: transformação da matriz de variáveis independentes numa análise de regressão múltipla com substancial multicolinearidade.
2.2 - 
Etapas principais na aplicação da análise de componentes principais ou da análise factorial
Podem-se usar programas informáticos para obter a seguinte informação: a lista de variáveis, a matriz de correlação, comunalidades, loadings dos factores, eigenvalues, a percentagem de variância explicada por cada factor e os scores dos factores. Também se podem obter os loadings dos factores baseados em algum tipo de solução rotacional.
2.2.1 - Verificar a matriz de correlação das variáveis
A análise de componentes principais (ACP) e a  análise factorial (AF) são técnicas estatísticas aplicadas a um único conjunto de variáveis sobre as quais o investigador está interessado em descobrir aquelas que dentro do conjunto formam subconjuntos coerentes e que são relativamente independentes umas das outras. As variáveis que estejam correlacionadas com outras mas largamente independentes dos outros subconjuntos  de variáveis são combinadas em factores. Estes são conceitos para reflectir o processo subjacente que criou as correlações entre as variáveis.
2.2.1.1 - Coeficiente de correlação entre as variáveis
No nosso exemplo, estamos interessados em estudar o grau de desenvolvimento dos 7 países de língua portuguesa. Foram apresentados os vários indicadores, avaliados por numerosas variáveis. Estas variáveis são analisadas individualmente e por outro lado através das correlações entre elas.
A correlação entre as diferentes variáveis pode ser apresentada sob a forma de uma matriz dos coeficientes de correlação entre todas as variáveis (Quadro II).
A Matriz das Correlações mede a associação linear entre as variáveis através do coeficiente de correlação de Pearson. Para se poder aplicar o modelo factorial deve haver correlação entre as variáveis. Se essas correlações forem pequenas é pouco provável que partilhem factores comuns. Pela análise da Matriz de Correlações, quase todas as variáveis se encontram correlacionadas com as restantes variáveis.
Quadro ii - matriz de correlação das variáveis
	
	emv
	taa
	teb
	pib
	pib1
	tmi
	pats
	tmg
	sida
	radio
	cti
	tcpu
	tcap
	elect
	co2

	emv
	1.000
	.928
	.961
	.707
	.751
	-.945
	.849
	.219
	.168
	.845
	.767
	-.824
	-.757
	.644
	.656

	taa
	.928
	1.000
	.966
	.740
	.810
	-.961
	.883
	.359
	.140
	.882
	.802
	-.938
	-.874
	.718
	.687

	teb
	.961
	.966
	1.000
	.789
	.870
	-.961
	.826
	.392
	.227
	.866
	.849
	-.906
	-.828
	.748
	.714

	pib
	.707
	.740
	.789
	1.000
	.898
	-.750
	.725
	.668
	.198
	.538
	.981
	-.847
	-.899
	.980
	.983

	pib1
	.751
	.810
	.870
	.898
	1.000
	-.780
	.763
	.567
	.297
	.775
	.880
	-.915
	-.827
	.923
	.815

	tmi
	-.945
	-.961
	-.961
	-.750
	-.780
	1.000
	-.845
	-.467
	-.346
	-.830
	-.827
	.897
	.875
	-.708
	-.696

	pats
	.849
	.883
	.826
	.725
	.763
	-.845
	1.000
	.240
	.116
	.869
	.712
	-.916
	-.859
	.751
	.715

	tmg
	.219
	.359
	.392
	.668
	.567
	-.467
	.240
	1.000
	.634
	.142
	.692
	-.520
	-.660
	.681
	.636

	sida
	.168
	.140
	.227
	.198
	.297
	-.346
	.116
	.634
	1.000
	.240
	.234
	-.241
	-.256
	.236
	.113

	radio
	.845
	.882
	.866
	.538
	.775
	-.830
	.869
	.142
	.240
	1.000
	.559
	-.861
	-.676
	.576
	.447

	cti
	.767
	.802
	.849
	.981
	.880
	-.827
	.712
	.692
	.234
	.559
	1.000
	-.856
	-.915
	.937
	.956

	tcpu
	-.824
	-.938
	-.906
	-.847
	-.915
	.897
	-.916
	-.520
	-.241
	-.861
	-.856
	1.000
	.945
	-.876
	-.798

	tcap
	-.757
	-.874
	-.828
	-.899
	-.827
	.875
	-.859
	-.660
	-.256
	-.676
	-.915
	.945
	1.000
	-.902
	-.892

	elect
	.644
	.718
	.748
	.980
	.923
	-.708
	.751
	.681
	.236
	.576
	.937
	-.876
	-.902
	1.000
	.958

	co2
	.656
	.687
	.714
	.983
	.815
	-.696
	.715
	.636
	.113
	.447
	.956
	-.798
	-.892
	.958
	1.000


A análise revela tramas de correlação entre as variáveis, que são conceitos que reflectem os processos subjacentes que afectam o grau de desenvolvimento destes países. A variável SIDA é aquela que apresenta menores valores na sua relação com as outras variáveis.
2.2.2 - Distinção entre análise dos componentes principais e análise factorial
Para explorar as possibilidades de redução dos dados construindo um novo conjunto de variáveis baseado nas interrelações da matriz de correlação, existem duas vias: a análise de componentes principais e a análise factorial.
Em ambas as vias, as novas variáveis são definidas como transformações matemáticas dos dados originais. No entanto, no modelo de análise factorial o pressuposto é que as correlações observadas são largamente o resultado de alguma regularidade subjacente dos dados básicos. Especificamente, assume que a variável original é influenciada por várias determinantes; uma parte repartida por outras variáveis conhecida como variância comum; e uma variância única. A última é a residual da relação múltipla, e consiste na variância contada por influências específicas para cada variável e também aquela que diz respeito à quantificação dos erros (resíduos). 
Em contraste, a análise de componentes principais não faz suposições subjacentes acerca da estrutura das variáveis originais, nem formula hipóteses, com um elemento de variância única por variáveis individuais (Quadro III).
Quadro iii - visão simplificada dos tipos de análise factorial
	ETAPA
	TIPOS DE OPÇÕES
	TERMINOLOGIA

	Matriz de correlação
	(a) Entre variáveis
(b) Entre indivíduos
	R-factorial
Q-factorial

	Extracção do factor inicial
	(a) Factores definidos (componentes)
(b) Factores deduzidos
	Componentes principais
Análise de factores

	Rotação dos factores
	(a) Não correlacionados
(b) Correlacionados
	Ortogonal
Oblíqua


2.2.2.1 - Principais diferenças entre os dois em termos de pressupostos e resultados
O modelo de Componentes Principais supõe um sistema fechado onde toda a variação estatística das variáveis é explicada pelas próprias variáveis. De facto, usa-se uma solução de componentes principais na estimativa das comunalidades (por exemplo no Quadro II), quando se assume a unidade na diagonal da matriz de correlação. Esta tem em conta elevadas correlações entre todas as variáveis, com altas variâncias comuns e baixas variâncias únicas.
Estatisticamente, o modelo de componentes principais é favorecido pela fácil solução para o problema das comunalidades.
O modelo de Factores comuns tem problemas em relação à estimação das comunalidades, mas ao contrário dos componentes principais este não assume um sistema fechado. É este aspecto que o torna tão atractivo para os geógrafos, que lidam com situações onde se torna totalmente irreal assumir um modelo fechado. Assim, na maioria dos nossos estudos, este é o melhor quando não se colectaram todas as variáveis e quando existe algum erro de medida. A análise factorial permite, desta maneira,  que os problemas sejam tidos em conta e que a variância que não é explicada pelos factores possa ser descrita como um termo de erro residual.
2.2.2.2 - Critérios de selecção de um modelo
Postas aquelas diferenças, passemos a considerar os critérios para seleccionar um modelo em detrimento do outro.
Foi dito que, sob certas condições, ambos os modelos, davam soluções muito semelhantes e funcionavam igualmente bem. Por exemplo, quando todas as correlações entre as variáveis originais são altas e as comunalidades de uma foram plausivelmente estimadas, então existirão pequenas diferenças entre as duas soluções. Em alternativa, se existem algumas variáveis na matriz de correlação que têm baixas correlações, a substituição da unidade na diagonal será uma sobre estimação, e as duas soluções provavelmente darão resultados diferentes.
Assim, a abordagem factorial é a mais realista para problemas onde algum erro de medida deve ser incluído e alguma estrutura subjacente é tida em conta acerca das relações entre as variáveis. Ao contrário, o modelo de componentes principais trata de casos mais limitados, em que a estrutura subjacente não é visada e cujo principal objectivo é puramente o da redução dos dados (Quadro IV).
Claramente, por tudo aquilo que foi dito, a análise factorial providencia um modelo mais compreensivo para as necessidades da investigação. No nosso caso, utilizámos o modelo de componentes principais, pois existem elevadas correlações entre as variáveis e o principal objectivo do trabalho é a redução dos dados.
Quadro iv - características básicas da análise factorial e análise de componentes principais
	
	COMPONENTES PRINCIPAIS
	ANÁLISE FACTORIAL

	Características
	(a) Assume um sistema fechado, sem pressupostos acerca da estrutura subjacente das variáveis;
(b) Identifica somente a variância comum entre as variáveis.
	(a) Pressupostos realistas no que concerne à medida dos erros;
(b) Permite procurar a estrutura das variáveis;
(c) Identifica a variância comum e a variância única entre as variáveis.

	Melhores condições
	Usualmente, se a correlação entre as variáveis é elevada e existe um elevado número de variáveis, somente uma redução simples dos dados é requerida.
	Como para os componentes principais, mas também funciona com uma pequena matriz de variáveis e permite um vasto raio de acção da análise bem como redução de dados.


Existem dois problemas principais associados à entrada de dados nos programas de análise factorial. O primeiro diz respeito à possível necessidade em transformar os dados originais, quando a normalização dos dados é requerida. Isto deve ser requerido quando as estatísticas inferenciais são usadas como parte da análise factorial. Neste caso, então, idealmente cada variável deve ser controlada pela normalidade e transformada se necessário. Obviamente, se estão envolvidas muitas variáveis, então, este tipo de exercício torna-se extremamente moroso, e, nestas circunstâncias, alguns geógrafos são tentados a empregar a mesma transformação para todas as variáveis. Se inferências não foram feitas então é provavelmente melhor não transformar os dados originais, desde que tais mudanças levem a interpretações obscuras e complicadas.
Na literatura geográfica a decisão de que os dados devem ser transformados ou não é tudo menos clara. Provavelmente, de grande importância é a selecção das variáveis a serem usadas na análise factorial. Obviamente, esta selecção está dependente do tipo de estudo a ser concretizado e da validade dos dados. Isto deve ser pressionado, todavia, que a estrutura dos factores finais deve ser determinada pela qualidade e o tipo de variáveis usadas.
Finalmente, podemos voltar a nossa atenção para a questão de quantas variáveis devem ser incluídas. O efeito de incluir um largo número de variáveis que medem características similares e estão altamente correlacionadas umas com as outras é apenas para aumentar a proporção total de variância que um factor particular consideraria.
2.2.3 - Verificação das comunalidades
As comunalidades são a proporção de variância tida em conta pelos factores comuns.
No entanto, as comunalidades são também os valores usados na diagonal na matriz de correlação, i.e., substituem os valores por um na matriz de correlação das variáveis.
Nesta matriz, as comunalidades são definidas como a correlação de cada variável consigo própria devido, à parte dos elementos comuns, somente esta é a parte da variável comum a outras variáveis. No nosso exemplo usamos o valor um, mas outras estimativas podem ser utilizadas. Como tal, isto produz um raciocínio circular, desde que a comunalidade é a soma do quadrado dos loadings dos factores que não são conhecidos até que os factores tenham sido determinados.
Quadro v - comunalidades
	variável
	inicial
	extracção

	emv
	1.000
	0.916

	taa
	1.000
	0.959

	teb
	1.000
	0.949

	pib
	1.000
	0.984

	pib1
	1.000
	0.871

	tmi
	1.000
	0.943

	pats
	1.000
	0.881

	tmg
	1.000
	0.953

	sida
	1.000
	0.967

	radio
	1.000
	0.940

	cti
	1.000
	0.967

	tcpu
	1.000
	0.953

	tcap
	1.000
	0.930

	elect
	1.000
	0.962

	co2
	1.000
	0.977


No entanto, os factores não podem ser calculados a partir da matriz de correlação até que as comunalidades tenham sido inseridas. Este problema é resolvido por programas através do uso de procedimentos interactivos baseados em estimativas de comunalidades (Quadro V).
2.2.4 -
Importância relativa dos componentes
Os loadings podem ser tratados como coeficientes de correlação, e todavia, o quadrado de cada valor é a proporção de variância na variável individual que está associada com o componente. Tomados juntamente, estes loadings dos quadrados dos componentes representam a variância total tida em conta pelo factor, que se designa por “eigenvalue”.
Loadings dos componentes = soma de cada correlação / ((soma total de correlações)
Quadro vi - variância total explicada
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Assim, extraímos um novo componente das variáveis originais e medimos a sua variância total ou eigenvalue. Para considerar toda a importância deste eiguenvalue pode-se ter em conta este na variância total na matriz de correlação das variáveis originais. A percentagem de variância pode ser medida pela equação seguinte, e é às vezes referida como a percentagem tida em conta pelo componente:
Percentagem de variância = (h1/n) * 100
em que:
h1 = eigenvalue do componente 1
n = número de variáveis originais
A partir do Quadro VI, podemos ver que no nosso exemplo, o primeiro componente tem em conta 75,2% da variância total. No entanto, este primeiro componente não tem em conta toda a correlação das variáveis originais.
O próximo passo é deduzir um segundo componente para explicar a restante variância. Isto concretiza-se através da subtracção do que pode ser tido em conta pelo primeiro componente a partir da matriz de correlação original.
Contudo, deve ser salientado que o segundo componente é o subtotal das partes das variáveis não tidas em conta pelo primeiro componente, e é ainda ortogonal ou não correlacionado com ele.
Este processo é repetido até que se produza um futuro conjunto de componentes que tenha em conta a correlação das variáveis originais.
2.2.5 - Matriz de loadings ou matriz de cargas rodadas
Consideremos as relações entre as 15 variáveis dadas pela matriz de correlação das variáveis, no Quadro II. A partir desta informação é possível calcular um componente comum, como uma função da raiz quadrada da soma das suas correlações mútuas. A relação entre cada variável com o componente pode ser calculada dividindo cada total de correlação da variável pela raiz quadrada da soma total de correlações. Na análise factorial e análise de componentes principais estes valores são designados por “loadings” e representam as correlações entre as variáveis originais e o novo factor ou componente.
O quadro seguinte contém a matriz de componentes (não rodados), que contém os loadings entre cada variável e os novos componentes. Como já foi dito, estes loadings representam as correlações entre as variáveis originais e os novos componentes.
Quadro vii - matriz de loadings para o estudo do grau de desenvolvimento (não rodada)
	
	Componente_1
	Componente_2
	Componente_3

	1 - EMV
	.8767
	-.3723
	.0912

	2 - TAA
	.9292
	-.3033
	.0608

	3 - TEB
	.9409
	-.2324
	.0996

	4 - PIB
	.9209
	.2673
	-.2544

	5 - PIB1
	.9302
	.0754
	-.0121

	6 - TMI
	-.9313
	.1745
	-.2138

	7 - PATS
	.8829
	-.3180
	-.0259

	8 - TMG
	.5792
	.7648
	.1805

	9 - SIDA
	.2873
	.4690
	.8152

	10 - RADIO
	.7995
	-.4711
	.2804

	11 - CTI
	.9397
	.2332
	-.1725

	12 - TCPU
	-.9724
	.0860
	-.0210

	13 - TCPA
	-.9549
	-.1139
	.0697

	14 - ELECTR
	.9129
	.2851
	-.2185

	15 - CO2
	.8752
	.2837
	-.3610


Com estes loadings é possível determinar que variáveis «pesam» ou se relacionam juntamente com os novos componentes.
No nosso exemplo, para o Componente_1 podemos ver que todas as variáveis à excepção da TMI, TCPU e TCPA, pesam positivamente. Contudo, temos outras variáveis (TMG e SIDA) que têm fracos loadings.
O Componente_2 tem um baixo conjunto de loadings e pode ver-se que só relaciona significativamente uma variável original, nomeadamente a TMG (positivamente).
No entanto, uma vez mais algumas outras variáveis podem ser incluídas na estrutura deste componente.
O Componente_3 relaciona-se positivamente e de forma significativa com a variável SIDA.
A partir deste ponto podemos tomar duas decisões. A primeira diz respeito quantos componentes examinámos (neste caso 3) e o segundo relaciona-se com a composição dos componentes. Em ambos os casos, a nossa decisão surge como algo subjectivo por natureza, assim, podemos fazer 3 escolhas numa via mais objectiva?
Observando a selecção do número de componentes pode-se usar os eigenvalues ou a percentagem de variância explicada por cada componente. Assim, um eigenvalue de 1,0 ou mais indica qual o componente que explica mais do total de variância do que uma simples variável. 
Quadro viii - valores próprios
	
	Valores próprios
	% de Explicação
	% Cumul. de Explic.

	Componente_1
	11.2741
	75.16
	75.16

	Componente_2
	1.7567
	11.71
	86.87

	Componente_3
	1.1221
	7.48
	94.35
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No nosso exemplo, os primeiros 3 componentes têm eigenvalues de (11.27, 1.75 e 1.12) respectivamente (Quadro VIII), enquanto que os restantes componentes têm valores inferiores a 1,0.
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Figura 1 - variância total explicada por cada factor
	Um novo método de determinar o número de componentes a serem usados é através de uma curva. A técnica é baseada em identificar uma distinta quebra na inclinação num diagrama da variância total explicada por cada componente (Figura 1). Esta técnica vem comprovar aquilo que foi apresentado anteriormente.



O segundo problema, o de identificar a estrutura de cada factor, é mais difícil de resolver, no entanto, alguma objectividade pode ser introduzida nos procedimentos. Por exemplo, um ponto de ruptura pode ser decidido pelos loadings individuais. Por exemplo, determinar valores de 0.3 ou 0.4 para distinguir os loadings dos componentes de significante / não significante.
Alternativamente, a composição de cada factor pode ser determinada através do uso de um conhecimento aprofundado acerca das variáveis e da área de estudo.
Para muitos, o objectivo da análise de componentes principais é definir novas variáveis ou componentes que adequadamente e claramente descrevam o conjunto original de variáveis. O ideal é buscar para uma «estrutura de factor simples» por meio da qual cada variável original pesa muito num componente e pouco no segundo. Infelizmente, o que frequentemente acontece é que a solução inicial derivada de um programa de análise factorial não fornece uma estrutura factorial nítida e clara. Assim, no Quadro VII, temos variáveis que pesam bastante em mais que um componente.
Assim, os componentes não descrevem claramente as variáveis originais. O que precisamos é de uma solução alternativa em que os componentes são rodados de forma a fornecer uma melhor descrição da estrutura das variáveis.
A rotação dos componentes, no entanto, visa a simplificação da matriz de componentes separando significantes grupos de variáveis, sem alterar as suas posições relativas.
A melhor opção disponível quando se selecciona uma rotação é qual delas deve ser usada: ortogonal ou obliqua.
As rotações obliquas não são usadas com frequencia pelos geógrafos, desde que não assumam grupos independentes de variáveis e os resultados são mais difíceis de interpretar.
A maioria dos geógrafos usa soluções de rotação ortogonal na análise factorial. Deve-se, parcialmente, à vasta disponibilidade destas rotações na maioria dos programas estatísticos, e por outro lado, devido ao facto de que estas soluções são de fácil interpretação. As rotações ortogonais são baseadas no pressuposto de que os factores não são relacionados, e o ideal é que cada variável tenha um loading de factor de +/- 1.0 num factor, e zero em todos os outros. A mais usada das rotações é a varimax, no entanto, existem outras (Quadro IX). Aqui só consideramos a técnica de varimax, que se baseia na simplificação das colunas duma matriz de factores ou componentes, por meio disso, maximizando a soma da variância do quadrado dos loadings em cada coluna; daí o nome varimax.
Quadro ix - características de algumas rotações factoriais
	SOLUÇÕES ORTOGONAIS
	

	Quartimax
	A variável pesa mais num factor e quase zero nos outros;
Simplifica as linhas da matriz de factores.

	Varimax
	Como o Quartimax, mas, simplifica as colunas da matriz de factores.

	Equimax
	Busca uma solução de compromisso, simplificando tanto as linhas como as colunas.

	SOLUÇÕES ORTOGONAIS
	

	
	Os factores são considerados para serem correlacionados se existirem correlações nos dados originais.


Olhemos mais de perto o problema da interpretação e nomeação dos componentes à luz das possíveis soluções atrás referidas. Em muitas circunstâncias é proveitoso começar por considerar não só as variáveis com cada componente, mas também as interrelações. Isto pode ser realizado examinando a matriz de correlação original, que pode comandar a formulação de hipóteses acerca da importância dos grupos de variáveis.
Para ilustrar a utilidade deste pressuposto podemos analisar a matriz de correlação. A partir da matriz de correlação, três grupos principais de variáveis podem ser identificados. O primeiro respeita às variáveis que se relacionam positivamente com o grau de desenvolvimento e estão claramente identificadas; o segundo relaciona-se negativamente, e o terceiro correlaciona-se de uma forma muito fraca.
 Através da identificação de cada ligação a tarefa de interpretar os componentes torna-se mais fácil. Assim, se analisar-mos os loadings dos componentes (rotação VARIMAX — Quadro X e Quadro XI), podemos ver o aparecimento destas variáveis em relação a factores específicos.
A etiquetagem de cada componente está, todavia relacionada, com a sua hipótese original e os altos loadings de cada componente. Assim, o Componente_1 pode ser expresso como aquele que se relaciona com o grau de desenvolvimento, quer negativa quer positivamente, e tem a ver com o aspecto demográfico. Assim, o primeiro componente pode ser considerado o componente demográfico nas suas várias vertentes.
O Componente_2, tem a ver com os indicadores de consumo, e por isso pode ser considerado o componente consumo.
No que respeita ao terceiro componente, este está mais indefinido e tem pouca relevância, resumindo os indicadores que não variam de país para país e por isso estão pouco correlacionados, como seja o componente da participação feminina e adversidades ou aspectos negativos da marcha pelo desenvolvimento (em termos culturais) ou da situação de proto-desenvimento ao nível sanitário (pela inexistência de meios de prevenção e luta), como é o exemplo da SIDA.
No entanto, deve ser salientado que a classificação das variáveis foi feita com algum grau de subjectividade.
Quadro x - matriz de loadings rodada (rotação  varimax)
	
	Componente_1
	Componente_2
	Componente_3

	1 - EMV
	.8982
	.3294
	.0154

	2 - TAA
	.8849
	.4180
	.0358

	3 - TEB
	.8592
	.4464
	.1078

	4 - PIB
	.4352
	.8879
	.0804

	5 - PIB1
	.6277
	.6670
	.1792

	6 - TMI
	-.8464
	-.4162
	-.2320

	7 - PATS
	.8371
	.4217
	-.0514

	8 - TMG
	-.0106
	.7253
	.6533

	9 - SIDA
	.1329
	.0523
	.9729

	10 - RADIO
	.9548
	.1294
	.1065

	11 - CTI
	.4924
	.8409
	.1329

	12 - TCPU
	-.7689
	-.5882
	-.1265

	13 - TCPA
	-.6061
	-.7334
	-.1563

	14 - ELECTR
	.4278
	.8748
	.1184

	15 - CO2
	.3629
	.9192
	-.0063


 Quadro xi - nova variância explicada
	
	Nova variância explicada
	% de explicação
	% cumul. de explicação

	Componente_1
	6.7738
	45.16
	45.16

	Componente_2
	5.8139
	38.76
	83.92

	Componente_3
	1.5651
	10.43
	94.35
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2.2.6 - Peso de cada componente (matriz de scores)
Os scores dos componentes permitem medir a relação entre cada observação e os novos componentes.
Como mostrá-mos, isto pode ser útil para os geógrafos na análise de padrões espaciais. Estes scores são valores de cada observação em novas variáveis, e como tal, reflectem a extensão da sua relação com as variáveis originais, e a contribuição que cada nova variável faz à sua variância. Assim, se uma observação tem um valor elevado numa variável original, que por seu lado tem um peso elevado no novo componente, então deverá ter um score elevado para este componente principal (Quadro XII e Figuras 2 e 3).
Quadro xii - matriz de scores (coeficientes dos scores)
	
	Componente_1
	Componente_2
	Componente_3

	1 - EMV
	1.43548
	-.62327
	-.05369

	2 - TAA
	1.24173
	-.39955
	-.05446

	3 - TEB
	1.13754
	-.36291
	.02444

	4 - PIB
	-.65715
	1.46195
	-.14522

	5 - PIB1
	.20498
	.49002
	.04277

	6 - TMI
	-1.17773
	.55051
	-.18387

	7 - PATS
	1.11673
	-.22122
	-.16272

	8 - TMG
	-1.31034
	1.15741
	.58772

	9 - SIDA
	.30722
	-1.11297
	1.17230

	10 - RADIO
	1.94759
	-1.31635
	.11575

	11 - CTI
	-.43342
	1.19580
	-.06657

	12 - TCPU
	-.66878
	-.12037
	-.00456

	13 - TCPA
	-.02927
	-.71687
	.00465

	14 - ELECTR
	-.64543
	1.40024
	-.09538

	15 - CO2
	-.88947
	1.74889
	-.26142
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Figura 2 - relação entre as variáveis e os componentes no espaço rodado
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Figura 3 - relação entre as variáveis e os componentes no espaço rodado
2.2.7 - Scores proporcionais à importância dos componentes
Relativamente ao agrupamento ou classificação dos países, observando os Quadros XIII e XIV, que apresentam, respectivamente, os scores proporcionais à importância dos componentes e os scores padronizados, e recorrendo-nos da análise da Figura 4, Portugal apresenta scores mais elevados e de forma destacada no Componente_2, que, como foi dito, é o componente do consumo.
Quadro xiii  - scores proporcionais a importância dos componentes
	
	Componente_1
	Componente_2
	Componente_3

	Portugal
	2.78
	12.30
	-0.09

	Brasil
	7.69
	-0.21
	1.10

	Cabo Verde
	2.48
	-3.51
	1.13

	São Tomé
	7.72
	-5.74
	-1.73

	Angola
	-7.09
	-0.33
	-2.05

	Guiné Bissau
	-6.37
	-0.05
	-0.54

	Moçambique
	-7.20
	-2.46
	2.17


Quadro xiv - scores padronizados
	
	Componente_1
	Componente_2
	Componente_3

	Portugal
	0,41042
	2,11574
	-0,05566

	Brasil
	1,13497
	-0,03547
	0,70249

	Cabo Verde
	0,36560
	-0,60343
	0,72179

	São Tomé
	1,13966
	-0,98753
	-1,10370

	Angola
	-1,04709
	-0,05669
	-1,30999

	Guiné Bissau
	-0,94105
	-0,00866
	-0,34411

	Moçambique
	-1,06251
	-0,42396
	1,38917


Os restantes países podem ser divididos em dois grupos, com características internas ainda bem distintas, um englobando o Brasil, Cabo Verde e São Tomé e Príncipe, e o outro englobando Angola, Guiné-Bissau e Moçambique, tal como se pode concluir a partir da análise da Figura 4.
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Figura 4 - relação entre os países e os componentes no espaço rodado
Convém referir o facto de Moçambique apresentar elevados scores  no Componente_3, que  se explica pelos valores elevados de população infectada pelo virús HIV.
Concluindo: três grupos de países:
· Moçambique + Guiné + Angola
· São Tomé + Cabo Verde + Brasil
· Portugal
No capítulo seguinte continuaremos e aprofundaremos este assunto, para tal recorrendo a outra técnica de classificação: as toxonomias numéricas.
II - Taxonomias numéricas
2.1 - Aspectos gerais
2.2 - Estratégias de classificação
2.3 - Processo de classificação
2.1 - Aspectos gerais
Quando se analisa o universo das unidades de análise, o objectivo fundamental é o de procurar a semelhança (ou a distância) entre as unidades de análise de modo a perceber como é que se agrupam, ou por que é que se agrupam, face aos valores que têm nas respectivas variáveis.
Quando o objectivo é conhecer o modo como se agrupam as unidades de análise, utilizam-se as técnicas de classificação ou taxonomias numéricas.
Este processo de procurar as proximidades entre as unidades de análise é o equivalente à análise dos diagramas de dispersão, mas se nestes apenas é possível considerar dois eixos no gráfico, a que correspondem só duas variáveis, as taxonomias numéricas podem considerar mais do que duas variáveis. Para isso é necessário que as variáveis sejam comparáveis.
As taxonomias numéricas têm por objectivo agrupar os indivíduos num número restrito de classes homogéneas. Trata-se, então, de descrever os dados procedendo a uma redução do número de indivíduos.
As classes são obtidas por meio de algoritmos formalizados e não por métodos subjectivos ou visuais fazendo apelo à iniciativa do investigador.
Distinguem-se dois grandes tipos de métodos de classificação:
Os métodos não hierárquicos, que produzem directamente uma divisão num número fixo de classes;
Os métodos hierárquicos, que produzem várias divisões em classes cada vez mais vastas (como por exemplo, as classificações utilizadas em biologia).
Existem, assim, diversos métodos, mas todos eles procuram organizar as unidades de análise em grupos ou classes. As técnicas hierárquicas são as mais aplicadas.
2.2 - Estratégias de classificação
Dentro dos métodos de classificação existem muitas alternativas.
A primeira questão a ser formulada é que o propósito é identificar agrupamentos distintos ou «naturais» de indivíduos e o que poderia ser chamado um bem-estruturado conjunto de dados, ou dividir um grupo de uma forma mais arbitrária, em que é uma colecção homogénea de indivíduos.
Convém distinguir ordenação (ou ordenamento — subdivisão num conjunto homogéneo) de classificação (em que distintos grupos são definidos).
Adicionalmente, estes métodos podem ser quantitativos ou qualitativos. A classificação qualitativa frequentemente procede por definição como, por exemplo, no caso de segmentos de um rio que podem ser colocados em classes de acordo com alguma definição à priori.
A classificação quantitativa, no entanto, mais frequentemente procede pela enumeração dos atributos de um conjunto de indivíduos, usando as numerações para determinar os membros mais semelhantes do conjunto.
Os grupos podem ser formados pela divisão lógica de um conjunto completo, que envolve gradualmente a divisão do conjunto em grupos cada vez mais pequenos até que só os indivíduos isolados são deixados; ou o processo pode ser aglomerativo em que os indivíduos formam o ponto de partida e são sucessivamente agrupados até que todos são incluídos num amplo grupo.
Ambas as estratégias são hierárquicas, com grupos de vários tamanhos que se encontram a diferentes níveis. Nesta conexão existe o problema em determinar a que nível de integração ou de desintegração a selecção dos grupos deve ser feita. Se a selecção é muito próxima de um grupo grande então serão feitos muitos pequenos grupos e uma consequente perda de informação e detalhe. Por outro lado, a terminação muito próxima do indivíduo acaba com as causas hierárquicas e generalidades importantes e identidades grupais podem-se perder devido à super-abundância de pequenos grupos.
2.3 - Processo de classificação
Após a apresentação das estratégias de classificação apresentam-se algumas tácticas através das quais aquelas estratégias são acompanhadas.
Quadro xv - matriz de atributos (países de língua portuguesa)
	Variáveis
	EMV
	TAA
	TEB
	PIB
	PIB1
	TMI
	PATS
	TMG
	SIDA
	RADIO
	CTI
	TCPU
	TCAP
	ELECT
	CO2

	Casos
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12
	13
	14
	15

	1 - Portugal
	74,8
	89,6
	81
	12674
	6171
	7
	99
	18
	7,3
	245
	30,2
	1,3
	-0,1
	3482
	5,3

	2 - Brasil
	66,6
	83,3
	72
	5928
	5928
	44
	88
	13
	10,0
	399
	13,0
	1,6
	1,1
	1954
	1,6

	3 - Cabo Verde
	65,7
	71,6
	64
	2612
	2612
	54
	30
	12
	8,9
	179
	10,0
	3,7
	2,1
	55
	0,3

	4 - São Tomé
	69,0
	75,0
	57
	1744
	1744
	62
	86
	4
	3,0
	271
	4,2
	3,2
	1,8
	96
	0,6

	5 - Angola
	47,4
	42,0
	30
	1839
	1839
	170
	15
	6
	1,0
	34
	1,7
	4,9
	3,1
	173
	0,4

	6 - Guiné Bissau
	43,4
	54,9
	29
	811
	811
	132
	27
	12
	3,4
	42
	2,1
	4,0
	2,0
	40
	0,2

	7 - Moçambique
	46,3
	40,1
	25
	959
	959
	133
	25
	13
	12,6
	38
	0,9
	4,7
	2,5
	67
	0,1


Partindo-se duma matriz de atributos (Quadro XV), em que existem uma série de dados correspondentes aos valores das variáveis nos vários países (casos ou unidades de análise), constroi-se uma matriz de distâncias entre os países (Quadro XVI).
Quadro xvi - matriz de distâncias euclideanas (inicial)
	
	Portugal
	Brasil
	Cabo Verd
	S. Tomé
	Angola
	Guiné-Biss
	Moçambiq

	Portugal
	0
	6923
	11210
	12269
	12133
	13468
	13272

	Brasil
	6923
	0
	5065
	6203
	6064
	7495
	7286

	Cabo Ver
	11210
	5065
	0
	1233
	1116
	2552
	2344

	S. Tomé
	12269
	6203
	1233
	0
	315
	1344
	1140

	Angola
	12133
	6064
	1116
	315
	0
	1461
	1250

	Guiné-B
	13468
	7495
	2552
	1344
	1461
	0
	212

	Moçamb
	13272
	7286
	2344
	1140
	1250
	212
	0


De seguida, agrupam-se estes, com base em critérios de semelhança, considerando que estão mais próximos, e por isso, devem pertencer ao mesmo grupo ou classe os países que têm valores mais aproximados nas diversas variáveis.
Estas localizações determinam, por seu lado, as distâncias estatísticas (não geográficas) entre os países, e podem ser calculadas por uma aplicação do teorema de Pitágoras. Em termos geométricos, a distância entre os dois Estados é o comprimento da hipotenusa do triângulo rectângulo definido pela localização no gráfico dos dois Estados. Os comprimentos dos outros dois lados do triângulo dependem das diferenças entre os dois valores em cada um dos eixos. A distância D é dada por:
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Em que:
X1i = scores individuais i na variável 1
X1j = scores individuais j na variável 1
X2i = scores individuais i na variável 2
X2j = scores individuais j na variável 2
Dij = distância estatística entre i e j
Este cálculo repete-se para todos os pares de indivíduos e a matriz de distâncias (ou semelhança) pode ser construída.
Desta maneira as distâncias são medidas de semelhança, quanto mais pequena for a distância maior é a semelhança. Através da matriz podemos determinar quais os membros que estão mais próximos para formar um grupo. A partir do Quadro XVI, Guiné-Bissau e Moçambique foram agrupados, os seus lugares foram tomados por uma nova, e única, medida entre eles (o grupo centróide).
A matriz é agora ordenada de forma decrescente e é recalculada para tomar conta no novo ponto. A matriz recalculada vai buscar o valor menor e o processo de junção e recálculo repete-se. Em cada etapa a ordem da matriz decresce por um e o grupo resultante é presumido o acto como o simples ponto localizado no seu centro geométrico. Nesta posição, o grupo centróide, é determinado a partir da média dos pontos individuais ao longo de cada eixo ou dimensão. Por exemplo, o centro do agrupamento de 5 indivíduos deve ser tomado pelas médias dos indicadores (média da EMV, média do PIB, …).
O objectivo é rapidamente atingido quando a maioria dos indivíduos são integrados num ou noutro dos grupos emergentes. Mas o processo de «fusão» continua com os próprios grupos até que exista um só grupo.
2.3.1 - Metodologia de agrupamento
Duas questões se colocaram: 
· Escolha da classificação hierárquica ou da classificação não hierárquica:
Quando se opta por um método de classificação não hierárquica, é necessário indicar o número de grupos a formar. De facto, poucos programas permitem esta alternativa, por isso, escolhemos a classificação hierárquica.
· Escolha da classificação hierárquica ascendente ou descendente:
Ao escolher a classificação hierárquica, optámos pela ascendente, pois é a mais utilizada.
2.3.1.1 - Classificação hierárquica
Cada vez que se forma um grupo, este constitui-se por junção (no caso das classificações hierárquicas ascendentes) ou por segmentação (no caso das classificações hierárquicas descendentes) de grupos pré-existentes.
No caso dos métodos ascendentes, o seu princípio consiste em construir uma série de junções em n classes, n-1 classes, n-2 classes, …, embutidas umas nas outras, da maneira seguinte: a partição em k classes é obtida agrupando duas das classes da partição de k+1 classes. Existe então, um total de n-2 partições a determinar uma vez que a partição em n classes é aquela onde cada indivíduo é isolado e a partição numa classe não é outra que a reunião de todos os indivíduos.
Fala-se de classificação hierárquica, ou de hierarquia, quando cada classe de uma partição é incluída numa classe da partição seguinte. A seguinte das partições obtidas é usualmente representada sob a forma análoga à de um organigrama duma empresa (dendograma).
Assim, as classificações hierárquicas formam uma sequência de agrupamentos, ou separações de grupos pré-existentes, numa série que vai de n grupos de um elemento a um único grupo final com n elementos. Esta sequência de classes pode ser visualizada por um gráfico esquemático, a que se dá o nome de árvore de ligação, dendograma ou fenograma.
Os dendogramas mostram, com alguma facilidade, o modo como se efectuam as fusões entre indivíduos ou grupos, e a que nível de proximidade ou semelhança elas se efectuam. No gráfico, a relação com a proximidade é dada pela distância vertical entre a base do gráfico, onde estão identificados os países, e a barra horizontal da união dos grupos.
2.3.2 - Estratégias de agrupamento
Depois de escolher uma medida de distância, constroi-se uma matriz de distâncias entre os países. Como estamos perante uma metodologia de agrupamento hierárquico ascendente, o primeiro passo consiste em determinar quais os dois países mais próximos, e constituir com eles um grupo (Guiné e Moçambique).
Depois refaz-se a matriz, e assim sucessivamente. O problema está em como se mede a distância entre um elemento e um grupo, ou entre dois grupos.
Assim, embora os cálculos não sejam difíceis, são repetitivos e fornecem uma longa sequência de resultados que podem ser resumidos sob a forma de um dendograma. Este é um gráfico em que um eixo lista os países e o outro os níveis a que eles, e os seus consequentes sub-grupos, se fundem. Estes níveis são expressos pelas distâncias entre os grupos ao ponto de fusão. O gráfico é completado pela estrutura de ligações.
2.3.2.1 - Método do vizinho mais próximo (Single Linkage)
Dadas duas classes a e b, a distância entre elas é dada pelo valor mínimo de todas as distâncias entre todos os elementos de a e todos os elementos de b.
Este método gera grupos bastante heterogéneos, com tendência para formar cadeias. Privilegia o facto de fazer classes ou grupos tão distintos internamente, quanto os atributos o permitem.
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 ESTRUTURA  DE  LIGAÇÃO
Passo n.º  NovoGrupo        AntigosElementos       Distancia
1                 8             
6        7             211.871
2                 9             
4        5             314.891
3               10                 
3        9           1116.344
4               11                    
8       10          1139.862
5               12            
2       11          5064.583
6              13            
1      12          6923.011
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Figura 5 - método do vizinho mais próximo (single linkage)
Conhecendo o dendograma, é fácil daí deduzir as partições num número mais ou menos elevado de classes, sendo suficiente, para isso, «cortar» o dendograma a um certo nível e ver quais os «ramos» que tombam. Assim, no nosso exemplo, o primeiro grupo a ser formado consistiu na junção de Moçambique e Guiné, posteriormente juntou-se Angola e São Tomé. A este último grupo de dois países juntou-se um terceiro: Cabo Verde. O passo seguinte consistiu no agrupamento de todos os conjuntos feitos até então, agrupando Cabo Verde, S. Tomé, Angola, Guiné e Moçambique. A este agrupamento juntou-se, posteriormente o Brasil, e por último Portugal (Figura 5).
O principal problema dos métodos de classificação hierárquica consiste na definição do critério de agrupamento de duas classes, o que acarreta a definição de uma distância entre as classes. Todos os algoritmos de classificação hierárquica se desenvolvem da mesma maneira: procura-se em cada etapa as duas classes mais próximas, juntam-se, e continua-se até que não haja mais que uma só classe.
2.3.2.2 - Método do vizinho mais distante (Complete Linkage)
A ligação entre duas classes a e b, é o valor máximo de todas as distâncias entre todos os elementos de a e todos os elementos de b. 
Quando se juntam dois grupos, primeiro calculam-se todas as distâncias deste modo, depois, agregam-se os que se encontram à menor distância.
Este método cria grupos muito compactos, que com dificuldade se agregam a outros. Privilegia o facto de fazer grupos tão homogéneos quanto os atributos o permitem.
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Figura 6 - método do vizinho mais distante (complete linkage)
A diferença desta estratégia de agrupamento com a anterior, é que a junção de todos os países se dá a uma distância muito superior, principalmente nos passos mais elevados.
Este método e o anterior dão resultados muito contrastados. Foram, por isso, propostos alguns que procuram a sua conciliação. Em vez de utilizar a menor ou a maior das distâncias de um conjunto usam-se médias dessas distâncias, o que vem a dar uma solução de compromisso entre as duas.
2.3.2.3 - Método da média do grupo (Unweighted pair-group average)
A distância entre duas classes a e b, é a média de todas as distâncias entre todos os elementos de a e todos os elementos de b. Devido à clareza do seu significado, este é o método de agrupamento mais utilizado nas taxonomias numéricas.
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Figura 7 - método da média do grupo (unweighted pair-group average)
2.3.2.4 - Método da média simples (Weighted pair-group average)
A distância de um elemento i  ao conjunto formado por dois grupos a e b, é a média simples das distâncias entre i  e o grupo a e o grupo b.
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Figura  8 - método da média simples (weighted pair-group average)
Embora ajude a preservar a individualidade dos pequenos grupos, a sequência de uniões deste tipo leva muitas vezes a grandes enviezamentos em benefício das últimas agregações efectuadas, desvalorizando grandes concentrações que se efectuaram em estádios iniciais do processo ascendente de agregação.
2.3.2.5 - Método do grupo centróide (Unweighted pair-group centroid)
A distância entre duas classes a e b, é a distância entre os centróides de a e de b. Os centróides são o centro de gravidade das classes, determinados pelas médias de cada variável. 
A localização do centróide da nova classe resulta da média dos dois centróides ponderada pelo número de unidades de análise existentes em cada classe. É também um método de agrupamento muito utilizado.
Pode-se ver que, à medida que os grupos se tornam maiores, as distâncias entre os seus centroides aumenta e a fusão ocorre a níveis cada vez mais elevados.
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Figura 9 - método do grupo centroide (unweighted pair-group centroid)
2.3.2.6 - Método da mediana {Weighted pair-group centroid (median)}
A distância entre duas classes a e b, é a distância entre os centróides de a e de b, mas, no cálculo do centróide do novo grupo não se toma em consideração o número de elementos que existe em cada um, sendo as suas coordenadas a média simples das coordenadas dos centros dos dois grupos que se uniram.
Apresenta uma certa tendência para formar cadeias, embora menos forte do que o método do vizinho mais próximo.
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Figura 10 - método da mediana {weighted pair-group centroid (median)}
2.3.2.7 - Método de Ward ou da mínima variância
Baseia-se no pressuposto de que as classes devem ter a máxima homogeneidade interna possível. Ward propôs uma técnica de minimização da soma dos quadrados das distâncias de cada ponto ao respectivo centro de classe. Em cada nível, o novo grupo constitui-se pela combinação dos dois grupos cuja junção provoca o menor aumento da soma dos quadrados destas distâncias.
Desde que os indivíduos sejam pontos num espaço euclidiano, vimos que se definisse a qualidade de uma partição pela sua inércia intra-classe ou a sua inércia inter-classe. Uma boa partição é aquela pela qual a inércia inter-classe é forte (inércia intra-classe fraca). Desde que se passe duma partição em k+1 classes a uma partição em k classes agrupando duas classes numa só, veremos que a inércia inter-classe vai diminuir.
O critério de agrupamento será o seguinte: fundir as duas classes pelas quais a perda de inércia é a mais fraca. Tal leva a reunir as duas classes mais próximas tomando como distância entre duas classes a perda de inércia que as encurta aquando do agrupamento.
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Fifura 11 - método de Ward ou da mínima variância
A análise dos quadros e figuras põe em evidência a existência de duas classes relativamente homogéneas: Moçambique e Guiné, por um lado e, a curta distância, Angola e São Tomé, por outro.
Cabo Verde aparece numa situação intermédia entre estes dois grupos e o Brasil.
Portugal aparece sempre destacadamente a um nível muito superior.
Assim, no que respeita ao grau de desenvolvimento, propomos os seguintes agrupamentos:
· Países com grau de desenvolvimento baixo
I - Moçambique + Guiné
II - Angola + São Tomé
III - Cabo Verde
· País com grau de desenvolvimento médio
IV - Brasil
· País com grau de desenvolvimento elevado
V - Portugal
2.3.3 - Classificação após redução das variáveis originais em componentes através da análise de componentes principais
De uma maneira geral, é recomendada confirmação dos resultados duma classificação pelo exame dos planos factoriais duma análise de componentes principais ou de uma análise das correspondências: os dois processos são complementares, a análise factorial permite, ainda, interpretar rapidamente em função das variáveis os agupamentos obtidos por uma classificação, como foi feito no Capítulo I.
Procedemos a vários tipos de classificação sobre o mesmo conjunto utilizando diversas fórmulas, de forma a conferir os resultados finais e tomarmos as decisões da forma mais informada possível.
Quando é utilizado um largo número de variáveis existem problemas maiores. Uma solução é o uso da análise de componentes principais de forma a reduzir o número de variáveis sem as excluir (Quadro XVII).
A substituição das variáveis pelos componentes significa que os indivíduos são enumerados pelos scores dos componentes e não directamente medidos por quantidades.
Quadro xvii  - matriz de atributos (após análise de componentes principais)

COMPONENTE_1
COMPONENTE _2
COMPONENTE _3
Portugal
 0,410
 2,116
-0,056
Brasil
 1,135
-0,035
 0,702
C.Verde
 0,366
-0,603
 0,722
S.Tomé
 1,140
-0,988
-1,104
Angola
-1,047
-0,057
-1,310
Guiné
-0,941
-0,009
-0,344
Moçamb
-1,063
-0,424
 1,389
Quadro xviii  - matriz de distâncias euclideanas (inicial) após a redução de variáveis

Portugal
Brasil  
C.Verde 
S.Tomé  
Angola  
Guiné   
Moçamb  
Portugal
0,00
2,39
2,83
3,36
2,90
2,53
3,27
Brasil
2,39
0,00
0,96
2,04
2,97
2,33
2,33
C.Verde
2,83
0,96
0,00
2,02
2,53
1,79
1,59
S.Tomé
3,36
2,04
2,02
0,00
2,39
2,42
3,37
Angola
2,90
2,97
2,53
2,39
0,00
0,97
2,72
Guiné
2,53
2,33
1,79
2,42
0,97
0,00
1,79
Moçamb
3,27
2,33
1,59
3,37
2,72
1,79
0,00
Utilizando esta técnica, os resultados são ligeiramente diferentes, no entanto, Portugal aparece sempre nitidamente diferenciado dos outros países.
O Brasil surge sempre associado a Cabo Verde, e a Guiné tem semelhanças nítidas com Angola.
Ao contrário da técnica anterior, recorrendo à redução das variáveis originais em componentes principais, a distância a que se dá a junção dos países ou dos grupos de países é muito menor.
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Figura 12 - classificação após redução das variáveis originais em componentes através da ACP
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